Beitrag zur Theorie der divergenten Reilien‘.
Von

Oskar Perron in Heidelberg.

§ 1.
Summatorische Folgen.
Die verschiedenen Summationsmethoden fiir divergente Reihen lassen
sich auf ein gemeinsames Prinzip zuriickfithren, wobei der folgende Satz
eine entscheidende Rolle spielt.

Satz 1. Ser ¢, (x), ¢, (%), ¢y (%), ... eine Folge wvom Funktionen
der reellen Verdnderlichen x, und sei

(4) lim ¢, (2) == 1 (v=10,1.2....),
(B) D) — grr(2) < M,
pa= ()

wo M won x micht abhingt. Wenn nun
2la
val)
eine konvergente Rethe ist und den Wert s hat, so konvergiert auch dee Keuhe

Ea,, () = P(2),
10
und es 8t
lim @(2) == s.
Xm0

Daber spielt es keine Rolle, ob man den Gremzprozefl «--oo tn
stetiger Weise oder mit Beschrinkung auf eine gewisse Auswahl wvon
z-Werten, etwa ganzzahlige x, ausfihrt. In letzterem Fall brauchen die
Funktionen @, (x) auch nur fir diese Auswahl defintert zu sein.

1) Vgl. meine Note ,Zur Theorie der divergenten Reihen®, Math. Zeitschrift
6 (1920), 8.158—160 und die Berichtigung hierzu auf S. 302—308 dieser Abhandlung
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Man beweist den Satz leicht durch Abelsche partielle Summation.
Setzt nmian namlich

n
(1) > 4, = 8,

so 1st identisch

;:“"q’"(w)x's‘/) +_,2 éx ""3 (pV(x "“PM»l(x ]"’}‘( '—8)‘pn(x)

v

Beachtet man nun, daB wegen der Voraussetzung (B} der Grenzwert

lim g, () = o (&) 4 > [Pres () — ()]

n=% pe= )

existiert, und da8 lims, == s ist, so folgt aus der vorigen Gleichung, indem

== a0

man zur Grenze 7 == oo iibergeht:

@ Yag(@)=sg@) + D6 — )6 (8~ erl@);
pam () =)

denn die rechts stehende Reihe ist ja absolut konvergent. In (2) steht

nun links die oben mit ¢ (x) bezeichnete Funktion. Da auBerdem |s, — s|

fiir geniigend grofle » beliebig klein wird, etwa

| 8» -—81'&;2% fir v;p,

80 ist )
| s, — ) [00(8) = ot (2)]| £ 5y 1 9(2) — oa (2) | £ &
v y=p

und aus (2) folgt dann, indem man beiderseits noch s subtrahiert:

| B(2) — 5| =|s[oo(2) — 11+ 3] (6 = 9)[p(#) = grsa(2)]]

wa=)

<ls %'t¢0(w)“1l+2‘8r*81 P (%) = Gust ()]

Da dies fiir alle z gilt, so folgt weiter mit Riicksicht auf die Voraus-
setzung (A ) fiir geniigend grofe #:

| Plx)—s]<e,
womit Satz 1 bewiesen ist.

Eine Funktionenfolge @,(z), ¢,(%),..., die den Bedingungen von
Satz 1 geniigt, nennen wir eine Folge summatorischer Funktionen oder
kiirzer eine summatorische Folge.
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Sei nun
(3) 2
»=0
eine beliebige Reihe, konvergent oder divergent. Wenn dapn die Reihe

(o) Yo pu(a) = B (a)

el
konvergiert, und wenn der Grenzwert

(5) lim @ (x) =0

-1 o
existiert?), so nennen wir die Reihe -(8) mat Hilfe der summatorischen
Folge ¢,(x) -summierbar, und erteilen ihr den Weit o:

w0

Wenn die Reihe (8) selbst konvergiert und im gewdhnlichen Sinne

den Wert s hat, so ist nach Satz 1 auch der Grenzwert ¢ vorhanden, und
es ist o==3s. Unsere Definition der Reihensumme erfiillt also die von
Herrn Hardy als Konsistenzbedingung bezeichnete Forderung, daB nimlich
die Definition im Fall der Konvergenz nicht zu einem der gewdhnlichen
Definition widersprechenden Resultat fithren darf.

Aus unserer Definition folgen sofort ein paar elementare Rechenregeln:
Satz 2. Sind die Reihen

ja,, j’by

50 =20

mit Hilfe der summatorischen Folge @,(z) summierbar, so gilt dasselbe
von den Rethen

-]

2@ t8,), Dea.,

=0 r==0
und zwar 8t
[ ) o o
. 7Y
2/ (av + bv) ’““2{7“1' & 2 / b,,,
==} ye=) =20
© o
2, C, == C E, a,. .
v »=0

Der Beweis ist trivial.

[ SR

%) Die uneigentlichen Grenzwerte + 00 schlieBen wir aus.
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§ 2.

Fallende summatorische Folgen. — Beispiele.
Die Bedingung (B) von Satz 1 ist insbesondere dann erfiillt, wenn
(B*) NS p@ <@ <l (r=0,1,2,...)

ist. Hine solche summatorische Folge nennen wir fallend.

Wir wollen jetzt einige Beispiele von fallenden summatorischen Folgen
angeben, wobei sich inshesondere zeigen wird, daB die bisher in der Literatur
vorkommenden Summationsmethoden fast alle in unserer allgemeinen De-
finition enthalten sind?).

Beispiel 1. Arithmetische Mittel.

Sei x positiv ganzzahlig, und

X —7
e fir v <

Pu(@) ey ~
0 fir »>ux.

Die Bedingungen (A) und (B*) sind offenbar ertiillt; es ist
z
D (m) =Y @, Tl et R e

x x
()

wo mit 8y, 8, ... die Partialsummen (vgl. (1)) bezeichnet sind. Daher

o == lim

pomen

Beispiel 2. Methode von Cesaro und Knopp*).
Sei 2 positiv ganzzahlig, and

8o 8 4. bBey
X

Po (.’Z) ==1, .
z—1 r—2 €T o ,
P (%) == ,.I R B IRSE e RSy o lErse
l 0 fir » > 2z,

wo k eine positive Konstante ist; fiir k=1 kommt das vorige Beispiel.
Auch hier sind die Bedingungen (A) und (B*) augenscheinlich erfiillt.
Bs ist '

3} Nicht derin enthalten ist, soviel ich sehe, die Methode von Stieltjes. Aber
auch diese 188t sich subsumieren, wenn man Folgen summatorischer Funktionen von
zwel Verinderlichen in Betracht zieht. Wir sehen davon ab.

4 E. Cesiro, Sur la multiplication des séries, Bulletin des sciences mathé-
matiques, sér. 2, 14 (1890), S. 114—120, — K. Knopp, Multiplikation divergenter
Reihen, Sitzungsberichte der Berliner mathematischen Gesellschaft, 7 (1907), 5. 1-12.
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@ 21
-7
= a0, (2) =28 [0(2) — gus1(2)] + 5,0,(2)
wuz() »u()
ok
)“’ z o] camr K
= 8”x+~k laedk~2 ""gthk—v—1 =z
— . i , ’
< bg—r 2
As"( &1 )
w2 () -
,(k»{-m—-—l) ’
2 w1
und daher
4}: ({k‘»«\ww%wm‘ﬂ)
8" (I T B

¢ b hm w&ww s
Py (k+m~1j
x—1

wie Qesaro (fiir ganzzahlige k) und Knopp (fiir beliebige &) angegeben haben.
Beispiel 8. Der Abelsche Stetigkeitssatz.

Sei )
7o) = (535"

Offenbar sind wieder die Bedingungen (A) und (B¥) erfiillt, und es ist

o)~ S (3.

s -
Daher, wenn 51 = ¢ gesetzt wird,

ks

G = ﬁmZa,,t",

Bl 0

wobei ¢ wachsend gegen 1 wandern muf.
Beispiel 4. Exponentielle Summation von Borel®),

Sel
@ () == lJ =t dt.
0
Die Bedingung (A) ist hier offenbar erfiillt; ferner folgt durch partielle
Integration:
@y (@) = S C *"137 et - @i (7)),

8 E. Borel, Fondements de la théorie des séries divergentes sommables,
Journal de mathématiques pures et appliquées, sér. 5, 2 (1896), S, 108-~122. —
Mémoire sur les séries divergentes, Annales scientifigues de 'école normale supérieure,
sér. 3, 16 (1899), 8. 9131, — Legons sur les séries divergentes. Parig 1901,
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woraus man leicht erkennt, daB auch die Bedingung (B¥) erfilllt ist.
Man erhélt zunéchst:

Wenn aber diese Reihe fiir alle (beheblg grofien) = konvergiert, so wird.
ihr allgemeines Glied mit wachsendem » (bei festern z) beliebig klein,

und wegen . N

fe*’t"dt *j e~?t"dt = e2 ;_f“.m
4] 0
ist daber erst recht

Das gilt fiir beliebig grofie x, woraus man leicht sieht, dafl die Reihe

Z;’rt

v ()

bestindig konvergiert. Folglich darf man oben in ®(z) die Reihenfolge
von Integration und Summation vertauschen und erhilt:

B () - f*t(é?"”’ ) dt.

papQ)
Daher schlieBlich .
o wsfe"" <Z ?':"tg> dt,
it T

also die Borelsche Definitionsformel.

Beigpiel 5. Verallgemeinerte exponentielle Summation.

Setzt man o

m"<x P(kv+5 ‘Of

wo k und ¢ positive Konstanten sind (fiir k==0==1 ergibt sich das
vorige Beispiel), so erhilt man

h1 - 1dt

@

e k &1 " La+6 1
P(x) """Zr(k +5)J U ‘Zt""f Z[(kv ' )dt’

denn die Vertauschung’ von Integration und Summation 148t sich genau
wie vorhin begriinden. Also ist

Gmw 6=t (Zf(lw 1—6) k"M_l) dt.
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 Zur Rechtfertigung ist nur zu zeigen, daf

Py (%) 2 Pri1(2)
ist, da ja die anderen Bedingungen fiir fallende summatorische Folgen
offenbar erfiilllt sind. Nun ist

(7‘)['(7“’“1”0)% Te‘“u"‘ldu Je“‘t“’”’”’ Ldt

(euuk- 1] et dt) du

= <8

2 G-

e f(e*“w’““‘{e“t“““dt)d
b

mf “wu*—lfe*‘“"%(v W dy) du.
[

Also durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge:

z

I'(k)I (kv +8) g (z) > f(e"”ju’é"l(v — ¥ T 4u) d.

b
Das innere Integral 148t sich aber sofort auf eine Betafunktion zuriick-
filhren und hat den Wert

(k) F(ky+8) S Y
Flbviked)

so daB die vorige Ungleichung iibergeht in:

z
@y (2) > T(kv-lj-"'lE—T—T) fe""’v’”*‘"*’f"“l Adv =@, (x). W. z.b. w., .
0

Beispiel 6. Methode von Le Roy?).
Sei
I( vt—-l-l) @
»(@) =G> P
Die Bedingung (A) ist hier offenbar exfiillt; ebenso die erste und dritte
der Ungleichungen (B*). -Aber auch die zweite ist erfiillt; denn es ist
o Ttl)  Pliterl)  Dpi4l)  Fori)
7 @) =@ =T ~ TFG T TeED — T

f’(vt—i—l) vE--1
D(v4-1) (1 r+1>>0

% E. Le Roy, Sur les sémes divergentes et les fonotions: définies par un déve-
"loppement de Taylor, Anmales de la Faoculté des sciences de Toulouse pour les
sciences mathématiques et les somnces physiques, sér. 2, 2 (1900), §. 817430,
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Somit bilden die Funktionen ¢, (x) eine fallende summatorische Folge.
Es ist

o F(» 1
P@) = a pi

und daher

. N1 FP(rt+1)
o == 11m @y e
t=1§ I'(v+1)°

wo ¢ wachsend gegeh 1 wandern muB.

Beispiel 7. Sei ¢, (z) ﬁ_ . Die Bedingungen (A) und (B¥)
sind offenbar erfiillt, und es ist

I
@(w)m%a,m,

daher
owkﬂ “~= m—}-w
Beispiel 8. - Sei qoo(m)m«l und fir » > 1
241 By —1

@r(2) = a:+ka:+la+1 Ry A

wo k eine positive Zahl ist (fiir % =1 erhélt man das vorige Beispiel).
Hier sind die Bedingungen (A) und (B¥) ebenfalls erfiillt, und man erhslt:

) >z z+1 wtv—1
b (@) = a+ 2“* PEN RS XS ARy R

— "1 ‘ z4y—1
¢ ao#ilﬁ é'a"x—{-k e+k4+1"" " 2+k+v—1"

Beispiel 9. Sei f(z) eine fiir alle positiven x definierte positive,
monoton wachsende Funktion, und
lim f(2) =0, limf(z)=1.
&==0 r=w
Ferner sei O, 9, ¥,, ... eine monoton nach Null abnehmende Folge
positiver Zahlen. Dann bilden augenscheinlich die Funktionen
@ (2) = [ (9, @)
eine summatorische Folge, und man erhalt:

B()= 3 af®.),

wrml

o=lim D' a, (9, ).

== »a=()
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Die, Glieder der Reihe ¥ (z) werden hier absolut um so kleiner, die
Aussicht auf Konvergenz und Brauchbarkeit der Methode also um so
groBer, je tascher die Folge ¥, gegen Null konvergiert.

Beispiel 10. Sei

!
w(@w4+1) ... (e-+v)
Die Bedingungen (A) und (B*) sind wieder erfiillt. Bs ist zunichst

12

" M o
avw*”‘*'l T Gy §NT=1 .
(?;3@ 3. e "*f<1 x> T dt

w(a:+1) (@) = mw

g () =

Wenn aber diese Reibe fiir beliebig . gré@e z konvergiert, so sieht man
leicht, daf .
an ,»
25

PEY

eine besténdig konvergente Potenzreihe ist.” Daher ksnn man in &(2)
die Reihenfolge von Integration und Summ&tion vertauschen und erhilt:

&

b (x) = Of(lw-ﬁ) <2791t)dt

Folglich é
ot (1= 2 (S

=R 0 A:(/) v
Beispiel 11. Mit g, (2) ist auch, wie sofort zu sehen, g, (x))"
cine fallende summatorische Folge, wenn % irgendeine positive Zahl.
Wendet man das etwa auf das erste Beispiel an, so erhilt man die Me-
thode von M. RieB7). Die Anwendung auf das vierte Beispiel gibt mit
k=2

z

@y (%) == 5 f et dt- f ~w ’du»m o e ” Y tu) didw.
0 0

Daher ist
B(z)= 3 f-;gffe'”"“ tu) didu
'va
qzw
mjfe_t_u< X i (tu))dtdu;
80 =0 (”

") M. Rie8, Une méthode de sommation équivalente 3 la méthode des moyennes
arithmétiques, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I'Académie des sciences,
152 (1911), S.1651—1654. ”
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die Verbauschung von Integration und Summation rechtfertigt sich genau
wie im Beispiel 4.

Nach dieser Methode kann z. B. die Reihe

o

S—1yrne,

v
sobald M (z) = 0 ist, summiert werden. Man erhslt

T @

D (x) = [ [ e-t-u-ztudt du.
Q0
Also
o == lim & w)wjje tru—ztudg du,

= om

oder wenn man die Integration nach ¢ ausfiihrt:

o= | g
0

Diese Beigpiele mogen gentigen; weitere lassen sich leicht bilden.

§ 3.
Abhingigkeit des Reihenwertes von der summatorischen Folge.

Nach unserer Definition” héingt der Wert diner divergenten Reihe
aufer von den Reihengliedern auch von der gewihlten. summatorischen
Folge ab. Und zwar ist diese Abhingigkeit nicht nur eine begrifiliche,
sondern in hohem MaBe auch eine effektive, indem sich der Wert einer
Reihe mib: der summatorischén Folge in weitem Umfang &ndern kann.
Beispielsweise ist die Reihe

e

(—1)"

mwit Hilfe der fallenden summatorischen Folge

]
=

1%

Pas (%) = Pasia(2) = (;;I*_*l")v
summierbar und hat den Wert 0. Mit Hilfe der Folge
Go(2)=1,  @rums(®) =0 (@) = (5T7)
ist sie .ebenfalls summierbar, hat aber den Wert 1; mit Hilfe der dritten
Folge v \»
o (@) = (1)

hat sie den- Wert }.' Allgemeiner beweisen wir jetzt
. Mathematische Zeitsebrift. VL 20
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Satz 8. Die Glieder der divergenten Reihe 2 a, seien reell, und

paxl)

die Folge der Partialsummen s, s,, ... sei beschrinkt. Setzt man dann

lim inf s, ==¢g, limsups, =@,
und st y eine beliebige Zahl des Intervalls g <y < G, so gibt ¢s fallende
summatorische Folgen, mit deren Hilfe die Reihe summierbar ist und
den Wert y hat.

Aus der Folge der Partialsummen 148t sich eine Teilfolge s,,, 81,, 81, - - -
herausheben mit dem Grenzwert g, ebenso eine Teilfolge s,,, 8, Sug; - - -
mit dem Grenzwert &, Ist damn » irgendein Index, so gibt es einen
kleinsten Index o und einen kleinsten Index o devart, daf
) v loy VX Mo
ist; wir setzen :
o=o0(»), . o6=0(»).
Offenbar ist

(6) e(r+1)=0(»), o(r+1)=0(#)

(7) lim g(¥) =00, limo(¥)=o0.

Sind nun «, § zwei reelle Zahlen, und zwar

a=0, p2=0,
wobei jedoch nicht beidemal Gleichheit statthat, so sel

ccj#—i-ﬂj’t"

(8) @y () = £7E0. . Amal) 0 tm?_%'
2
(a+8) Dt
A==(

Augenschieinlich ist 0 < @, (z) <1, und wegen (6) auch ,,, () < p, (2).
AuBerdem beweist man leicht, daB ¢, (z) fir x — oo, das ist t-—1,
dem Grenzwert 1 zustrebt, und somit bilden die Funktionen ¢, (z) eine
fallende summatorische Folge. Wir wollen sie auf unsere Reihe anwenden.
In der Identitét

n -1
269 (@)= 2[5 (2) = 9012 (2)] + 60 90 (3)
e v ()
kann man, da wegen (7) lim ¢, (#) = 0 ist, und da die s, nach Voraus-
setzung beschrinkt sind, den’ Grenzproze n — oo durchfithren und erhdlt:

8 (@)= 3,0, (8) = prsa (3]

ye=()
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Nach der Definition von ¢, () ist aber @, (%) — @,41 (%) =0, auBer
wenn in einer der Ungleichungen (6) das GroBerzeichen gilt, wenn also
» gleich einem 1, oder einem u, ist. Man erhdlt danach

@m0 =0 T e (1) + B0 (2)
) )= R R T RGN

Nun erkennt man leicht®), weil lim s;, = ¢, lim 8, = G ist:

.0, .0
lim 200 __ £
im 5~ 0 Im gy =6,

so daB aus (9) folgt:

lim @ () = %&%q .

Die rechte Seite stellt aber bei geeigneter Wahl von «, 8 jede Zahl y
des Intervalles g <y < G dar, und damit ist Satz 3 bewiesen.

§ 4.
Bestéindige summatorische Folgen.

Mit der im vorigen Paragraphen behandelten Vielwertigkeit einer
Reihe hingt es zusammen, dafl oft zwei so nahe verwandte Reihen wie
(10) @+ a oy t+ag+-...,

(11) 0-+ay+a +a,+...

mit Hilfe derselben summatorischen Folge summierbar sind, aber ver-
schiedene Werte haben. Mit Hilfe der summatorischen Folge

Pav (%) = Pary1 (%) = <5_%I>W
ist beispielsweise
1—1+41—1+4...=0,
0+1—14+1—...=1.
Da es nun eine durchaus wiinschenswerte Rechenregel ist, daf die
Reihen (10) und (11) nie verschiedene Werte haben, und daB auch durch
Vorsetzen von beliebig vielen, etwa p Nullen sich der Wert nicht &ndert,

ergibt sich, daB unsere Summationstheorie etwas zu allgemein ist, Wir
schrinken -sie ein durch die Definition:

i

%) Vgl § 88, Hilfssatz 1 meines Buches: Die Lehre von den Kettenbriichen.
Leipzig und Berlin 1913
20%
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Eine summatorische Folge ¢, (), @, (%), ... heift bestindig, wenn
die Grenzwerte . .
im g, (z), lim > a,@.,(z),
TR ) B=R oz
so oft sie beide existieren, einander gleich sind.

In der Tat wird durch Beschrankung auf bestindige summatorische
Folgen der obige Ubelstand vermieden, Denn es ist ja

L e T T TR e = lim Za,.q)w('x),

040t 0 +ai4 o +..oomlim 3 agp(2),

so daB die beiden Reihensummen jetzt einander gleich sind. Allgemeiner
beweist man sofort

Sabz 4. Wenn man-bei einer Reihe, die mit Hilfe einer bestdndzgen
summatorischen Folge surmmierbar ist und den Wert g hat, eine endliche
Zahl von Gliedern an beliebigen Stellen hinzufiigt oder wegldft, und wenn
die neue Reihe mit Hilfe derselben Folge ebenfalls summierbar ist, so
hat sie den Wert 1 ¢, wo ¢ die Summe der hinzugefigten oder weg-
gelassenen Qlieder ist.

Durch Beschréinkung auf bestdndige summatorische Folgen wird auch
die Vielwertigkeit einer Reihe erheblich eingeschrinkt. Wenn z. B, die
geometrische Reihe

e

v ()
mit Hilfe einer bestindigen summatorischen Folge summierbar ist, so hat
sie stets den Wert 1»—3_’—-;. In der Tat, bezeichnet man ihren Wert zu-

ndchst mit o, so ist auch

am1+22”~~1~|—32, 27 == 1-go,

=,

1
algo o == [ Wez. b, w.

Es diirfte schwer sein, ein allgemeines Kriterium dafiic anzugeben,
daB eine summatorische Folge bestindig ist. Xs soll aber jetzt gezeigt
werden, daf3 das bei den meisten Beispielen des § 2 der Fall ist.

Satz 5. Die in den Beispiclen 1, 2, 3, 7, 8 angegebenen summa-
torischen Folgen, ebenso die Folge des Beispiels 9, folls man 9, == 0"
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wahlt (0 < 9 < 1), endlich die in Beispiel 11 erwihnte RieBsche Folge
send bestindig.

Wenn ndmlich mit threr Hilfe eine der beiden Reihen

o+ 0 + @+ 0+ . .o,
O-+ay+a, +a,+...

summterbar ist, so ist es auch die andere, und beide haben den gleichen
Wert.

Zum Beweils setzen wir

(12) Dt (2) = D (), Zav%m z) = Q(z).

v=() »=(

Dann ist zu zeigen, daB; wenn von den beiden Grenzwerten
(18) lim @ («), lim Q(x)

g=won Lremoo

der eine existiert, stets auch der andere existiert, und daB dann beide
einander gleich sind. Das ergibt sich aber sofort aus den folgenden
Identitiaten, die man ohne weiteres wverifiziert:

Im Fall von Beispiel 1 ist
: -1 ..
Q(w) == b (2~ 1),
Tm Fall von Beigpiel 2 ist
z—1
Im Fall von Beispiel 3 ist

Q(z)= ng:i & (x).

Im Fall von Beispiel 7 ist

w A

Im Fall von Beispiel B ist
Q(m)==ww—v€§(x~% 1).

Im Fall von Beispiel 9 mit &, = 3 1st
Q2(z)= D (¥).

Im Fall der RieBschen Folge ‘(Bg1spiel 11) ist

0(z)= (=2 0w —1).
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Satz 6. Die in den Beispielen 4, 5 angegebenen summatorischen
Folgen sind bestindig. Wenn ndmlich mait ihrer Hilfe von den beiden

Reihen G+ +ay g+ ..,
04ay+a, +a,+...
die erste summaserbar ist, so ist es auch die zweste, und beide haben den
gleichen Wert.
Es ist zu zeigen, daf allemal die Gleichung g11t

(14) lim Q (%) == lim ¢ (z),

T o
sobald der rechts stehende Gremzwert existiert. Nun ist im Fall von
Beispiel 4
iﬁ(ﬁ wj “‘t i)’df;
’!'—0

T

Q(x) ——-.fe“‘( Y’Z
F =0

Also, wenn man & (z) partiell integriert,

) di.

= 2y *‘Je '(2 Gt ) =2 (e + 2(a).

Hieraus folgt aber in der Tat die Gleichung (14), sobald der rechts
stehende Grenzwert existiert (vgl. die in ) angefiihrte Note).
Im Fall des Beispiels 5 ist

&
o
I L S DEUR TR
gp(w)“-}#:r(kw.a)fe 4 dt,
= 0

© z
D) = ¥ B | gt g L
2(x) ZOVT(’”-HG"M)I‘; t dt.
P 0
Schreibt man in der ersten dieser Formeln ¢ statt # und fiihrt statt ¢
eine neue Integrationsverdnderliche v durch die Gleichung ¢== g — v ein,
so folgt: .

m

P (o) = < f’(ki'v}*c?)f "o —v)"H dy.

Da hier das Integral, wie leicht zu sehen, kleier als Q’"‘M (kv 4 9)
ist, konvergiert die Reihe in ]edem endlichen Intervall von' ¢ gleichmiBig.
Multipliziert man also mit ¢¢(2 — ¢)*™" und integtiert dann nach o von
0 bis @, so darf das gliedweise geschehen, und es ergibt sich:
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jrp( Jet(z—0)* do= -_w;_f (w—e)* lf "lo—w)* " *dv)d

b $=0 S

I’(kv+6)f f ~0)* e~ v)k’w md@)dv

Da aber das innere Integral nach o gleich

s
%s

g

p=

0

F(k)]‘(lov—,—é ( . Iu)kw+k+15~l
Tlr+%+0) ’
ist, so folgt weiter:

m

' o 70 1 2 i ar'y.l IG v - Er+E+6— l
{

e -t kv+7a+6 1
=rwer X g, +k+6)f at.

Hier ist die rechtsstehende Summe -gleich Q(x), so daB man schlieSlich
erhilt:

z

L (z) -~ (k) “‘”J(IJ e"(w»-gk Ydo = 2 f (& —t)e” "l dt.
o

Weénn nun
(15) lim ¢ (z)==o0o

Doz od &

ist, do ergibt sich aus der letzten Gleichung, indem man beiderseits o
subtrahiert:

z

—t k-1 o —t k-1

Hier hat das zweite Integml fir #— 0o den Grenzwert Null. Ebenso aber
auch das erste; denn wegen (15) ist @ () beschrénkt, also

[P —1t)—0|<C,
wo ¢ von z und ¢ nicht abhingt. Solange aber 0 <t < ; ist, wird
auBerdem, wenn ¢ beliebig Klein,

|d5(w—-t)——ot<a
sein, sofern nur x gepiigend groB. Daher ergibt sich die Abschitzung:
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{f[di(x —~ 1) — o]e"ttt1 dil j:ae*“t’““ldt+f0e”’t7‘“‘ dai
0 | 0 :;f
< eD(k)+ of et tk~1 g,
In Formel (16) wird also in der Tat auch das erste Integral heliebig
klein, und folglich ist
Hm Q () == o

ey

Ww. Z. b. w.

Der Satz 6 ist, Soweit er sich auf das Beispiel 4 bezieht, bereits von
Herrn, Hardy ‘bewiesen worden®); wir wollen diesen Teil des' Satzes noch
otwas umgestalten. Da die Funktion &(z) in Beispiel 4, wie leicht zu
sehen, gleich

2 I 0
Jert( Dt arm s 3 et o,
0

»==() pa=l

ist (beide Seiten.haben némlich gleiche Ableitung nach #), so liflt sich
die Gleichung (14) auch folgendermafen schreiben:

oo w w

s Ao PERY T - Y Qo Gyt Q-1 et
Jert (X fyr ) v ime "2 0T i
¥, =0 =00 -

falls die rechte Seite existiert. Setzt man hier @, ==u,.,; und addiert
alsdann die evidente Gleichung

%2

J e tu, dt = 11m e“‘”(u,, »{»2“" w*)
0
so erhilt man den Satz, daB aus der Beziehung

o
. Y thg U coi Uy
11me””2 0¥+ + Y w8
¥
&= 0 Q)

allemal folgt:

fe < \"“v >dt~ms
v
0 »=0
Diesen Satz.habe ich in meiner eingangs erwihnten Arbeit bewiesen. Bx
findet sich aber auch, entgegen meinen Angaben, bereits in der damalg

und jetzt zitierten Hardyschen Arbeit. Herr Hardy sagt allerdings

% G. H Hardy, Researches in the theory of divergent series and divergent
integrals, The. quarterly  journal of pure: and applied mathematios, 85 (1908), 8.22—66.
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zundchst, daB aus der ersten Formel nicht die zweite folgt, meint das
aber offenbar nur im Sinne eines wmmittelbaren Folgens; denn er gewinnt
emige Seiten spidter den richtigen Tatbestand. Dieser Umstand, auf den
ich von anderer Seite aufmerksam gemacht worden bin, war mir damals
leider entgangen, und ich benutze daher diese Gelegenheit zur- Rwh&:ig
stellung.

Herr Hardy zeigt auch a. a. O. an einem Beispiel, dall Satz 6 swh
nicht umkehren 1aBt. Vielmehr kann es vorkommen, daf von den beiden
Reihen dieses Satzes die zweite summierbar ist, die erste aber nicht, daB
also von den Grenzwerten (13) nur der zweite existiert. Ein anderes
Beispiel dieser Art erhdlt man, wenn man die Reihenglieder a, durch die
Formel definiert:

o0

%:(v:?l)‘ gt f(t)—]‘() f(t),_:1+6,smit ).

Dann ist namlich

2)= [t ()~ () dt = f () — 1

cain (a® 3 oy P
e sm (m) - smu(::) _I__ 2 co8 (mg) — 1,

z x

@ .
Q@)= ] 1) = F8)]dt = e~ () -
€
Es ist also lim ©(z)= ~ 1, wihrend 11m & (x) nicht existiert.

Fem oo

§ 5.
Theoreme iiber einige besondere summatorische Folgen.
Wir beschiftigen uns zam SchluB noch kurz mit einigen speziellen
summatorischen Folgen, die in der Literatur noch nicht vorkommen.
. Satz 7. Mit Hilfe der summatorischen Folge (siche Beispiel 8)

‘”(”‘H) (-‘H—w— 1)

st die Binomialreihe

A(A4+-1) (142
1+ z+ At ’*_2‘ ,},J.ﬁ‘l%(g“’_) 25+ ..

wenpn R (4) < kA1 wt auf dem gamzen Binheitskreis summierbar und
hat den Wert (1. —z)™"; allenfalls z =1 ausgenommen.
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Hier ist nimlich

A(A+1) z(z+1) 2%
g’5()'*1"|“1m+k R e R RN Ty FR VL

== F (1, ¢, -+ k; 2),
wo F die hypergeometrische Reihe bedeutet. Wegen R (1) < k-1 ist

sie auf dem Einheitskreis konvergent, hdchstens z = 1 ausgenommen. Nun
ist aber??)

Py, a4ki2)=(1— 2"+ 0(1),

also in der Tat
lim @ (x) = (1~ 2)""

Satz 8. Ist f(z) (2 = reell) eine beschrinkie integrierbare Funlktion
wit der Periode 27, und ist fir einen gewissen ‘Wert z der Grenzwert

lim flz+1t)- f‘f(z“‘t)
fZO

=) (z)

vorhanden, so ist die Fourierreshe von f(z) fir diesen Wert z mat
Hilfe der summatorischen Folge (siehe Beispiel 8 fiir k == 2)

x(x—!—]
(/)"(x) m+w)(:):+1' 1)

summierbér und hat den Wert v (z).

Insbesondere ist also die Fourierreihe jeder stetigen Funktion sum-
mierbar, und ihr Wert ist gleich der Funktion.

Die Fourierreihe ist bekanntlich die.folgende:

2a w 2
%éff(t)dt*%*f ,J,J 7(2) cos v (¢ —z)dt,
b pel 0

wofiir man wegen der Periodizitit von f(z) auch schreiben kann:

1ff 2t t)ar+ 31 J'f(wz)cos(mdt.

weml

Bildet man daber mit Hilfe der obigen summatorischen Folge die Funk-
tion @ (z); so ist

) Nach Formel (10) Beite 7 meiner Arbeit: Uber das Verhalten der hyper-
geometrischen Reihe bei unbegrenztem Wachstum eines oder mehrerer Paramcter,
zweiter Teil. * Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Math.
naturw. Klasse, Abteilung A, Jahrgang 1917, 1. Abhandlung.
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1 1 _x(z+1) ;
q S e . [ i
P (x) =5 f f(z41) t-z_Z Ty (a1 eos (ve)di

—-«ff<+ 33 D o] a

(x+1'+1)

1 N
= ;;f[f(z—%t‘)—{“f(z [ “{“Z (x+9:(fx+1.z.1)cos”q dt.
0
Nun findet man leicht:

1 z(z+1) (m+1) 1+'v)(1-—v)
J+g @+ 7) (&-Fr 1) OB vi=* 120 cos t +v® 2dv,

so daB die vorige Formel iibergeht in:

1
@ () = 22EY {[f(z+t) £ o= ) forer (DA gl ar
S

Wendet man diese Formel speziell auf die Funktion f(z)==1 an, so er-
gibt sich, weil dann anch @ (&) =1 sein muf:

Ed 1

- x(?,:;:’ll {f?,m (143 —0) do}dt.
0

18 cost-+u®
0

Wenn man diese Gleichung mit 4 (2) multjpliziert und dann von der
vorigen subtrahiert, erhdlt man:

Fd 1
(17) B (2) —y(2) = f%};—l—)o {F(z, £) f pomr (Lt (A—0)” dv}d,

wobel

Fz,t)=fle+t)+[(e—1t)—2y(2).
Wegen unserer Voraussetzungen iiber die Funktion f(z) ist
|F(2,t)] <0,

wo € von # und ¢ nicht abhingt; auBerdem fiir hinreichend kleine Werte

von t auch
[F(e,8)] <e.

Zerlegt man daher in (17) das ]}ntégral nach ¢ in die Summe

( 18 ) (.f + ,f.
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so, ist, wenn ¢ klein genug gewahlt wird, im ersten Integral der Iutegrand
absolut kleiner als .

.8
afv”“l l(l»,w)(l—-v)_ dv:

— 20 o8 £ v?
0

das Integral selbst ist also absolut kleiner als
§ 1

a—1 (14 0) (l—v
EJ‘U\W 123y cos £+ l,dv)dt
0

14

1 4
.dt
= &J (==t (1 40) (1~ vff i) O
o o

L

&

T a1y

Im zweiten Integral von (18 ) ist der Integrand absolut kleiner als

Cfvw -1 (1+'”)(1""'U) dv /Of,va: 1”’(,]'“”) dv: - 4‘9‘@ 1

129%% cos -+ 02 $in%d 2 (x- }-l‘)(w~{~‘2)

das Integral selbst; ist also absolut kleiner als

4C0n 1
sin? & a (w4 1) (2-+2)

Setzt ‘'man diese Abschitzungen in (18) und (17) ein, so exgibt sich:

‘ w(@+1)[ 4= 40 1
[P (x) — y(e)| < P t_m(mw}wl‘) Tt a5 w(z41) (@ +~2)
& 2 1

T8 T sinYs w2
Hier kann man ¢ beliebig klein wahlen, wodurch ¢ bestimmt wird. Durch -
Vergrﬁﬁemmg von % erreicht man dann, daB auch das zweite Glied kleiner

als = mrd, woraus folgt:-
lim & (z) =y (2),

L =t 00
w. z. b. W.

Recht brauchbar scheint die summatorische Folge des Beispiels 10
zu sein, obwohl ich zur Zeit micht entscheiden kann, ob sie bestindig ist.
Sie ist fiir Potenzreihen in einem groferen Béreich' anwendbar sls die
Borelsche exponentielle Summation, wenn auch nicht wie die Methode
von Le Roy im ganzen Mittag-Lefflerschen Stern. '
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Wir konstruieren zundichst in einer komplexen z-Ebene die Kurve

mit der Gleichung
Ze%| == g1,

oder wenn g == £ - iy gesetzt wird,
o - 2 2 =1
Nt == et — = (& 1) -1~2"*(;$z

Die Kurve hat an der Stelle z = 1 einen Doppel-
punkt und teilt die Ebene in die drei Gebiete
I, IT, TIT der Figur. Es ist

lze 2| <l et in T und III,

|ze~?| > et in II.

Man macht sich hiernach leicht eine Vorstellung
von dem Verlauf der Kurvenschar

| 2e~#| == konst.

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir
Satz 9. Wenn 2z nicht im Innern oder auf dem Rond des Ge-
bietes TIL liegt, so ist die geomeirische Reihe
2

» a0

mit Hilfe der summatorischen Folge
V'{-L

Po(®) = iy w

summaeerbar und hat den Wert T—-l'-"E .
Nach den Ausfithrungen .auf Seite 294 ist

@(m)mf(1~ B eea,
i

oder wenn man #===(z — u) setzt,

(19)- & () _.xf(“" S

ze

Wenn nun 2z nicht im Gebiet III liegt (auch nicht auf dem Rand),
so 1aBt sich der Integrationsweg fiir # so abéndern, daB auf ihm dauernd

e | <|ze~|

ist, und zwar Gleichheit nur im Endpunkt « = z. Insbesondere 18t es
sich ejnrichten, da8 der Quotient



308 0. Perron.

(20) ue” ¥

ze ®

in der Nihe der Stelle 2 reell und kleiner als 1 ist. Man kann dann das
Integral in (19) in die Summe von zwei Integralen zerlegen, indem man
zuerst von % = () bis' in beliebige Niahe von u ==z integriert, und dann
iiber den Rest des'Weges. Auf dem ersten Weg hat der absolute Betrag
von (20) ein Maximum ¢, welches kleiner als 1 ist. Das Integral fiir
diesen Teil des Weges ist daher O (g#). Auf dem Rest des Weges kann man

U
yﬁn»;;:ﬁme“‘v
ze

setzen, wober v von der beliebig kleinen Zahl ¢ bis 0 liuft. Man hat
dapn, wenn &, also v, klein genug ist:

byl ...,

also

%@f.zl,,w(l + av -+ fv? 4 ...)dv.

Setzt man das in (19) ein, so folgt:
0

1f e (1 +av—+ o+ ...)dv+ O (2 g®).

8

(21)  B(z)=%

Nun ist fir 0 < v <L
oy o ... | << Cu,

wo C von v nicht abhingt; also

gfe—wawﬂwu...)dv{ <(fe""“0vdv="~0<£fs)-

Daher nach (21):

@(x)mwm-fe =dv+0(L) +0(2g") = 12271 0(2) + 0(2g2),

‘und folghoh
lim & (z) = ~~~-1——;,'

& 00

w.z. b w.
Wenn man fiiv @ (%) den urspriinglichen Ausdruck’ einsetzt, besagt
die soeben gewonnene Formel:

( 22j lim (]_ —_— %)m—«le“ dt = —

2=
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Ist T ein abgeschlossenes Gebiet fiir die Variable z, welches keinen
Punkt des Gebietes IIL (auch keinen Randpunkt von III) enthilt, so
siecht man aus unserem Beweisgang unschwer, daB der Grenzwert (22)
in T gleichmdfig erreicht wird.

Nun sei

(28) Sae

pe= ()

eine Potenzreihe mit endlichem, von Null verschiedenem Konvergenzradius..
Die dadurch definierte Funktion f(2) hat auf dem Konvergenzkreis wenig-
stens einen singuldren Punkt und kann bei geradliniger analytischer Fort-
setzung weitere singulire Punkte haben. Wir konstruieren nun durch
Drehung um den Null%mnkt und Ahnlichkeitstransformation mit dem Null-
punkt als Ahnlichkeitspunkt eine zur Randkurve des Gebietes III &hnliche
Kurve, deren Ecke in einem singuldren Punkt liegt. Wird diese Kon-
struktion fiir jeden singuliren Punkt gemacht, so entsteht ein offenes.
oder geschlossenes krummliniges Polygon P, und wir behaupten, daf die
Reihe (23) om Innern dieses Polygons summierbar ist und den Wert f(2) hat.
In der Tat ist jetzt

0= (-8 (S5 ar

[ y=z)
Da aber bekanntlich

£G4
o =5, Haac,

wo der Integrationsweg K den Nullpunkt umschlieBt, so folgt:
. 1 . ¢ £;—1 ko f(:) 2V )
D (@)= 2?{?{[(1 - ?c') "(ZO'K rZzy —-dg)dt
0 P

1 (eI B )
=g (1 e x“) (J\“"E“““et g th,
0 B

oder durch Vertauschung der Integrationsteihenfolge:
m-—l ¢ -
(24) D () == 5~ \:f(z:)f 1—-— m e? dtJ dc.

Wenn nun z ein fester Punkt im Innern des Polygons P ist, so
enthilt die geschlossene Kurve der {-Ebene

(25) -’Z- == Rand von ITI



310 0. Perron. Beitrag zur Theorie der divergenten Reihen.

die Punkte ¢ ==0 und ¢ = ¢, liflt aber die singuliren Punkte auflerhalb.
Man kann daher fiir ¢ einen zuldssigen Integrationsweg konstruieren der-
art, daB = nie dem Innern oder Rand von IIT angehort, und zwar um-

schlieft dieser Weg notwendig den Punkt z; man braucht nur eine die
Kurve (25) umschlieflende und ihr hinreichend benachbarte Kurve zu
wihlen. Dann nshert sich aber in (24) nach dem Gesagten das innere

Integral fir z-—oco dem Wert 1'} , und zwar gleichméBig fiir alle in Be-
1-%
&

tracht kommenden Werte von £. Also folgt aus (24)

lim &(s) W%ffﬁf) “ag = f(2)

»-w

(Eingegangen am 2. April 1920.)



