
Beitrag zur Theorie der divergenten Reilien~). 

Von 

Oskt~r Per:roll in Heidelberg. 

' 1 .  

Summatorische Folgen. 

Die verschieden~en Summationsmethoden flit divergentr Reihen lassen 
sich auf ein gemeinsames Prinzip zur~ckfiihren, wobei der folgende Satz 
eine entscheidende Rolle spielt. 

Sa tz  1. Sei  q~o (x,), ~ (x),  q~.~ (x),  . . .  eine Folge yon Funkt ionen  
der reellen Verdinderlichen x, und sei 

(A) limq,~(x) .... 1 (~, : :  0, 1 . 2  . . . .  ), 

~ 0  

wo M yon x nicht abhdngt. Wen~ n u n  

~ 0  

eine konvergente Reihe ist und den Weft  s hat, so konvergiert auch ~se l~esae 

~,~0 
uncl es ist 

lira r  .... s.  

Dabei spielt es keine Rolle, ob m a n  den Gre~z~ro~e/3 x~-~oc in 
stetiger Weise oder mit  Beschr~tnkung au] eine gewisse Auswahl  yon 
x-Werten,  etwa 9anzzahlige x,  a~s]iihrt. I n  letzterem Fall  brauchen die 
Funkt ionen q~ (x)  auch nur fiir diese Au sw a h l  de~iniert zu sein. 

~) Vgl. meine Note ,Zur Theorie der divergenten Reihen", Math. ZeiLsohrift 
6 (1920), S. 158--160 und die Beriehtigung hierzu auf S. 302-308 dieser Abhandlung 
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Man beweist den Satz 
Se~zt man niimlieh 

so ist identiseh 

~ ~ -  1 
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leieht dutch Ab elsche partielle Summation. 

k ~  

~,~ 0 

Z~ ~-,,(~) = ~ q~oI~)+Z(~,,- 8)i);~(~)- ~,,§ +(8.- ~)~/~). 
v~O v~O 

Beachtet man ram, dab wegen der Voraussetztmg (B) tier Grenzwert 

l im,p.(x)  .... q'o(x) "~-~ [T.+~(x) -- 9,,(x)] 

existiert, und alas 1i ms,, =~ a ist, so s aus der vorigen Gleichung, indem 

man zur Grenze n = co iibergeht: 

v = 0  v = 0  

denn die reehts stehende Reihe ist ja absolut konvergent. In (2) steht 
nun links die oben mit  ~b (x) bezeichnete Funktion. Da auSerdem s,, -- s I 
fib geniigend groSe ~, beliebig klein wird, etwa 

8 i s ~ - s l < ~  fur ~ p .  
so ist 

t.O ~0 

. s . - a ) [ ~ . ( z ) - - , . + , ( ~ ) ]  < ~ ' M  ! , . ( ~ ) - - , . + , ( - ) I < ~ .  

und aus (2) folgt dann, indem man beidersei*s noeh s subtrahier~: 

I r  - ~t = ~ [ , o ( ~ ) -  1] + f l_2(~ .  - *) [*, .(~) - *,,+~(~)] 
7 = 0  

$ 

Da diem fiir alle x g i l l  so folgt welter mit Riieksieht auf die u 
setzang ~A) far geniigend groSe r :  

womit Satz 1 bewiesen ist. 

Eine ~'unk~bnenfolge 9o(x), %(x)  . . . . .  die den Bedingu~gen yon 
8atz 1 geniigt, nermen wit eine ~olge summatorischer ]~unk, tionen oder 
kiirzer eine s~mmatociaohe aVolge. 
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Sei nun 

(3) Z a, 

eine beliebige Reihe, konvergent oder divergent. Wenn dapn die Reihe 
a~ --? 

(4) ~ ~ , ~ ( ~ )  = ~(~) 

konvergiert, und' wenn der Grenzwert 

(.~) lira v ( x )  = 

existiert~), so nennen wir die Reihe .(8) mi~ tt i t /e der summatorische~ 
t~o~e ~p,,(x) sunmderbar, und er~eilen ihr den We~ ~: 

Z a,, =--~ a. 

Wenn die Reihe (3) selbst konvergiert und im gew6hnlichen Sinne 
den Wert s hat, so ist nach Satz 1 auch der Grenzwert a vorhanden, und 
es ist a == s. Unsere Definition der Reihensumme erfiillt also die yon 
Herrn H a r d y  als Konsistenzbedingtmg bezeichnete Forderung, (tab n~mlich 
die Definition im Fall der Konvergenz nicht zu einem der gewShnlichen 
Definition widersprechenden Resultat fiihren daft. 

Aus ~mserer Definition folgen sofort ein paar elementare Rechenregeln: 

Satz 2. Sind die Reihen 

mit Hil[e der 8ummatorisd~e~ Folge q~, (x) 8ummierbar, so gilt dasaelbe 
yon den Reihen 

Z • b,), Zoo,, 
u ~  zwar ist 

~0 ~:=0 ~0 

Zoa,,=oZo,.. 
,,=0 '~'=0 

Der Beweis ist tribal. 

'~) Die uneigen~lichen Gcenzwerte ~ oo schlieBen wir aus. 
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w  

F a l l e n d e  s u m m a t o r i s c h e  F o l g e n .  - -  B e i s p i e l e .  

Die Bedingung ( B ) v ~  Satz 1 ist insbesondere dann erfiill~, wenn 

(B*t .0  ~ ~,,+~(~) _< % (~) __< ~ ( ~ = o ,  1, ~ , . . . )  

ist. Eine solche summatorische Folge nennen wit ]allend. 
Wit wollen jetzt einige Beispiele yon fallenden summatorischen Folgen 

angeben, wobei sich insbesondere zeigen wird, dal] die bisher in der Literatur 
vorkommenden Summationsmethoden fast alle in unserer allgemeinen De- 
finition enthalten sind~). 

Be i sp ie l  1. Arithmetische Mitte]. 
Sei x positiv ganzzahlig, und 

/ x__~,: fiir ~ , ~ x  

0 flit ~ ~ x. 

Die Bedingungen (A) und (B*)s ind  ofEenbar erfii]lt; es ist 

r  Z ~ "  

wo mit so, 81, . . .  die Partialsummen (vg]. (1')) bezeichnet sind. Daher 

a ~ l ira So+S~ +...+s,~_~ 

Beisp ie l  2. 1VIe~hode yon Ces~ro und Knopp~). 

Sei x positiv ganzzahlig, und 

'po (~) ~:: 1, 
x - ]  x- '2 x - ~  flit ] ~ r ~ x ,  

wo /r ein~ positive Konstante ist; flit /~-~ 1 kommt das vorige Beispiel. 
Auch hier sind die Bedingungen (A) und (B*) augenscheinlich erfiillt. 
Es ist 

~) Nicht d~rin enthalten ist, soviel ich gehe, die Methode yon S t i e l t j e s .  Aber 
auch diese l ~ t  sich subsumieren, wenn man Folgen ~ummatoriseher Funktionen yon 
zwei Ver~nderliehen in Be~racht zieht. Wir sehen davon ab. 

~) E. Ces~ro ,  Sur Aa multiplication des s~ries, Bulletin des sciences math~- 
matiques, s6r. 2, 14 (1890), S. 114--120, M K. K n o p p ,  Multiplikation divergenter 
Reihen, Sitzungsberiehte der Berliner mathematischen Gesellscha/~, 7 (1907), S. 1--12. 



290 O. Perron .  

e(x)  - -~Z a,,q~.(x) "-"Z s. [ cr -- 9~.+i (z)]--j,-s. ~. (z) 
~ 0  ~ 0  

$- - I  

z--*, -- I 

\ z[~l / 
und daher 

w~e Oe s gr o (~b ganzzahlige k) und K n o p p (fiir beliebige k) angegeben Imben. 
Beisp ie l  3. Der Abelsohe Stetigkeitssatz. 
Sei 

Offenbar Bind wieder die Bedingungen (A) and (B*) e r ~ t ,  und e~ ist 

r (') "2a. (~~ ~) �9 

Daher, wenn ~ . ] .  = t gesetzt wird, 

wobei t waohsend gegen 1 wandern mu~. 

B e i s p i e l  4. Exponentielle Summation yon Borela),  
Sei 

0 

Die BedJngung ( /~ ) i s t  hie1' o ffenbar e ~ l l t ;  ~erner folgt dutch par~ielle 
Integration: 

1 ~_~X.+ I 

~) E. Borel, F o ~ e ~ l ~  de i~ th&orie des s6ries ~vergentes sommable~, 
Journal de ma~h6m~es  p~es et ~ppliqu6es, s6r, 5, $ (1896), S, i08~122. 
M6moire Bur les s6rieS divergentes~ Annales soie~ifique,s de F~cole normMe sup6rieure, 
s6r. 3, 16 (1899), $. 9 - 1 3 L -  Leans ~ r  lea s ~ s  divergences. P~ri~ 1901, 
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woraus man leicht erkennt, dab auch die Bediugang (B*) er~l l t  ist. 
Man erhs zun~chst- 

~o 

~,=0 0 

Wenn aber diese Reihe fiir alle (beliebig grol3en) x konvergier~, so  ~ ~  
l;:le~n,, ihr allgemeines Glied mit wa&sendem ~, (bei festem :~)beliebig ~ "~ 

und wegen ~, ~, 

" t 'B_ x ~'+1 e - t t , ' d t  ~-. .  ~ t ~ d t  = e - z  . . . . .  

o o 

ist daher erst recht 
lira . . . . . . .  O. 
~,=~o ~'! ~'+I 

Das gilt fiir beiiebig grof~e x, woraus man leicht sieht, dal~ die Reihe 
o0 

~ r a2, tv 
v~O 

bestSndig konvergiert, l~olglich" dad man oben in ~ (x) die Reihenfolge 
yon Integration and Summation verta~xschen und erh~ilt- 

Daher schlie~lieh 

a~ 

also die B o r el sehe Definitionsformel. 

a~-- t , )  d t  

z 

. . . . . . . . . . . . . .  e d t ~ -  e ~'t Z a,, 
, ..... o 

t 7~'' + ~ Yx)dr; 

d e ~  ~e  Vertauschung" yon Integration und Summation l~il~t sich gensu 
wie vorhin beg~ii~clen. AlSo ist 

wo k und 8 positive Koastanten sired ' ( ~  k == d} = 1 ergibt sich das 
vorige Beispiel), so erhiilt man 

Be i sp i e l  5. Vera!lgemeinerte exponentielle Summation. 
Se~zt maz~ 

! f ttk,;+~-~ r = r(k,+-~3 e- dt, 
0 
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Zur Rechtfertigung ist nur zu zeigen, dal~ 

ist, da ja die anderen Bedhlgungen fiir fallende summatorische Folgen 
offenbar e ~ t  sind. Nun ist 

o o 

~ e 

Also aurch ger~auschung der Integrationsreihenfolge: 

o o 

Das innere Integral l ~ t  sich abet sofort auf eine Be~dun~ion ~ c k -  
fiihren ' umd hat den Wer~ 

/~ (~§247  

so dab die vorige Ungleichung iibergeht in: 

O 

BeispiB1 6. Meth0de yon Le Roy') .  
Sei 

Die ~ ~dingung (A) is~ bier offenbar e ~ t ;  ebe~o die arste und dri~te 
der Ungteichu~gen (B*). ,hber auch di~ zweite ist erfiill~; denn es ist 

r( t+l) _ 

l 

, , + 1 / : > 0 -  

~) E. Le R o y ,  Sur l~s s~r~es d~vergentes et les fonc~ions~ d~mies p~r un d~ve~ 
loppement de Tay lor~  Anaales de 1~ ~oa l t~  des sciences de T ~ o ~ s e  i~our l~s 
Sciences math~matiques et les sciences physiques, s~r. 2, 2 (1900), S. $17-480.  

W. z, b .  w, 
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Somit bilden die Funktionen q~,(x) eine &llende summatbfische ~olge. 
Es ist 

r  = ~ a ,  ~'('~+~) 
,=o -z~(7-+1) ' 

u~d daher 
o0 

~ 7  /~(v~+ 1) 
o .... lim a~ / ' (v+  1) ' 

~=1 ~,=0 

we f waehsend gegeh 1 wandern mug. 

B e i s p i e l  7. Sei ~ , , ( x ) ~  x Die Bedingungen (A) und (B*} 

sind offenbar erfiillt, und es ist 

daher 

Z o ~. lim~ a, ~ - ~ .  

B e i s p i e l  8. ~ Sei 9o (x) = 1 ~md f02 v ~ 1 

x+i ~+~-i 
~ ' ( ~ )  = ~ + k  ~ "'" ~ + ~ + ~ - l '  

we /~ eine positive Zahl ist ( ~  ]r == 1 erhglt man das vorige Beispiel), 
Hier sind die Bedingungen (A)und (B*) ebenialls effiill~, und man erh~It: 

~ ~+1 ~ + v - I  
r  .... ao + a, 74~,74V+-~- . . .  ~ 4 k + , _ i ,  

, - -  ao +lira a , ~  ~u "'" ~ u  

Bei sp i e l  9. Sei f(x) eine tEr alle posifiven x defi~ierte positive, 
monoton wachsende Yunl~ion, und 

~. -~0  ~ 

Fe~aex sei /~o, 0~, v~ . . . .  eine mono~on nach Null abnelmlende Folge 
positive~ Zahlen. Dann bflden augenscheinlieh die Funktionen 

r  =~ f(~,  x) 

eine .summatorisehe Folge, ~ d  man e~hglt: 
ov 

v~O 
~o 

o=i~m ~ f ( ~ . = ) .  
~=0~ ~ 0  
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Die, Glieder der Reihe ~P(x) werdeu bier absolut urn so kleiner, die 
also um so 

Folglich 

t '~ ~-~ a,, dr .  o = lira 1 -- -~/ ;) t" 

Beispiel 11. Mit q~,,(x) ist aueh., wie sofort zu sehen, [q~,,(x)3 ~ 
dne fallende summatorisohe Folge, wenn k irgeudeine positive ZahL 
Wendet man das etwa au~ das erste Beispiel an, so erhiflC man die Me- 
rhode yon M. Rie~7). Die Anwendung auf das vier~e Beispiel gibt mit  
k=~2  

z X $ 

f . . . . . .  

,,o..(a,) = <;,~ ~-' ," ~ "~t ( , ' ~ ) "  , ( t u )  d u .  
0 0 0 0 

Dah~r, ~s~ 

// > (~,)" 

~) M. RieB, Une m~daode d~ somme[ion 6quiwlente g la m~thode des moyenge~ 
arithm6tiques, Comptes renduS hebdomadai~es de~ s~ances de l'Acad6mie des sciences, 
1~2 (1911); S. 1651-1654. 

Aussicht auf Konvergenz und Brauchbarkeit  der NIethode 
g~SBer, je rascher die Folge ~9,, gegen Null konvergi6rt 

B e i s p i e l  10, Sei 
Xv+l 

Die Bedingungen (A) und (B*) sind wieder erfiillt. Es ist zun~ichst 
g~ 

r (~) = ~ 7 ( ~ r  #;5 = Z  7, f~ ,oo �9 

Welm abet 4 i e~  R~ihe ~ be!iebig:gro~e Z konvergiert, so sieht man 
leic~, ~ 

~*c=O 

ein~ bestgndig konvergente' Potenzrdhe isL' Daher ka~n man in qSCx) 
die Reihenfolge yon Integration and Summation vertauschen und erhgit: 

r = ~ ~ ,,! r' 
0 'v=O 
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die Vertauschung yon Integration und Summation r eehtfertig~ sich genau 
wie im Beispiel 4. 

Nach dieser ~ethode kann z.B. die Reihe 

Z ( - - 1 ) ~ , v ! ,  ", 

sobald ~ ( z ) >  0 ist, summiert werden. Man erh~It' 

o o 
Also 

oder wenn man die Integration. nach t ausfiil~t: 
r 

f e_,~ o-~ 1-~.z; du.  
o 

Diese Beispiele m6gen gentigen; weitere lessen sich leieht bflden. 

w 

Abh~ngigkeit des Reihenwertes yon der summatorischen Folge. 

,Nach uuserer Definition l~ngt der Wart e~iner divergenten Reihe 
auger yon den Reihengliedezn aueh vor~ 4er geWi~hltem ~ummatozisehen 
Folge ab. Und zwar ist diese Abh~iagigkdt nieht nu~ eine begr~iiliehe, 
sondarn in hohem Ma~e aueh e~ne ei~ektive, indem sich der We~ einer 
Reihe mi~' der sun~matoriseh~n Folge in weitem Umiang gndern kann. 
Beispidsweise ist die Reihe 

r 
Z(-I)" 

mit Hftfe de~ s summatorischen Folge 

summierbar and hat den Wart 0. ~i t  Hflfe der Folge 

is,~ sic ,eben~l~ summierbax, hat abet den We*~ 1; mit Hilfe der drtttea 
Folge 

ha~ me den. We~t ~.~ Allgemeiner beweiseff wit je~zt 
, ~them~ti~Ohe gei~chri~t. VL '20 
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Satz  3. Die Gl~eder der divergen~e~ Reihe ~ a, seien reell, und 
~'~0 

die Folge der Partialsummen s o, s~ , . . ,  sei beschrdnkt. Se;tzt man dann 

lira inf s, = g, lira sup s, == (7, 

und ist 7 eine beliebige Zahl des Intervalls g ~.~ 7 ~ G, so gibt es /allende 
summatorische 2'olgen, mit deren Hi l#  die Reihe summierbar ~st und 
den Wert 7 hat. 

Aus der Folge der Partialsummen l ~ t  sich eine Teilfolge %, sx,, %, . . .  
he~ausheben mit dein Grenzwe~t g, ebenso eine Teilfolge s~,o, sin, s~, . . .  
mit clem ~ w ~ e x ~  G~ Ist dann ~ irgen&e~ Index, so gibt es einen 
klein,~ten Ir~dex ~ ~ '  einen kleinsben Index a ~ t ~  d~l~ 

iS~; ~i~ setzen 

Offenbar ist 

( 6 )  

~o = ~o ( ~ ) ,  ~ - -  o ( ~ ) .  

(, + ~) > e (~). o (., + ~) > o (,) 

Sind n u n . ,  fl zwei reelle Zahlen, und zwar 

._~o, ~_~o, 
wobei jedoch nicht beidemal Gleichheit sta~that, so sei 

oo 

Au~,erdem beweist man leicht, da~ ~ , (x )  fiir x--~oo,  das ist t - - * l ,  
dem Grenzwert 1 zustrebt, unff somit bilden (tie Funk~ionen ~, (x)  eine 
fallende summatorisohe Folge. Wir wollen sie auf unsere Reihe anwendem 
In der Identit~t 

~ - - I  

Z a, ~,(~) = Z ' ,  [+,, (~) -+,+~ (~)] + . .  ~.  (~) 
s,=O v=O 

kann man, da wegen (7) lim 9 , ( x ) =  0 ist, und da die s, nach V6zaus- 

setzung beschrs sind, denOreaaZproze~ n - + o o  durehfiikren und e~h~lt: 
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Nach der Definition yon 9 , (x )  ist abet ~ ( x ) -  ~,+~(x)== 0, auBer 
,wenn in einer der Ungleichungen (6) das GrS/]erzeichen gilt, wenn also 
r gIeich einem ~o oder einem /~, ist. Man erh~lt danaoh 

(9) ~ ( x )  ..... ~=0 ~=o ~ n ~ ( t ) + Z n , ( t )  

( a + ~ ) ~ - ' t e  

Nun erkennt man leichtS), weft lira sl~ ---~ g, lim s~,~ -~ G ist: 

~----1 t = l  , 

so dal~ aus (9) folgt: 

~=~ a+Z 

Die rechte Seite stellt abet bei geeigneter Wahl yon a, fl jede Zahl 7 
des Intervalles g ~ 7 ~ (7 dar, und damit ist Satz 3 bewiesen. 

w 

Best~ndige snmmatorisehe Folgen. 

Mit der im vorigen Paragraphen behandelten Vielwertigkeit eider 
Reihe h~ngt es zusammen~ daJ~ oft zwei so nahe verwar~l~e Reihen wie 

(io ' ) ~o+a~ + ~ + a ~ + . . . ,  

(11) 0 § ao+ a~ §  + . . .  
mit Hilfe derselben summatorischen Folge summierb~ sind, abet ver- 
schiedene Werte haben. Mit Hilfe der summatorischen Fo]ge 

ist beispielsweise 
i - l §  

0+1--1+1--...=1. 
Da es nun eine durchaus wiinschenswerte RechenregeI ist, da~ die 

Reihen (10) und (11) hie verschiedene Werte haben, und dab auch dutch 
Vo~setzen yon beliebig vielen, etwa p l~ullen sich der Weft nicht ~nder~, 
ergib~ sich, da~ unser.e Summationstheorie etwas zu allgemein ist, Wit 
sctn:~aken.sie ~in durch die Definition: 

s) VgI. ~ 88, Hilfss~tz 1 mei~es Buehes: Die Lehre yon den Kettenbriichen. 
Leipzig u~d Berlin 1918. 

20* 
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Eine s~mmatorisehe ~Volge % ( x ), q~ ( x),  . . .  heiflt beSt~indig, wenn 
die Grenzwerte 

,-1 
lira 

so o/t sie beide existieren, einander gle~h sin& 

In der Tat wit4 dutch BeschrKakung auf best~ndige summator~sche 
Folgen clef obige Ubelstand vermieden. Dean es ist ja 

z:r a,,q~( x) ,  
~ ~ 0  

~*** "~0 

~o da~ die beiden Reihensummea jetzr eiaander gleieh siad. M!gemeiner 
beweist man sofort 

Sa~,  4. Wenn man, bei einer 2~eihe, die mit Hil/e einer best~lndigen 
summatorisehen _~olge suCnmierbar ist und den Weft s hat, eine endtiche 
ZaM yon Gliedern an beliebigen Stellen hinzu]iigt oder wegl~iflt, und wenn 
die neue Reihe mit 'Hil/e derselben Folge eben/alls summierbaz ist, so 
hat sie den Weft 1 5= e, wo v die Summe der hinzuge/i~gten ocher weg- 
gelassenen Glieder isL 

Dutch Besehr~nkung auf best6ndige summa~orisehe Folgen wird ~ueh 
die Vielwertiglreit eiaer Reihe erheblieh eiagesehr~nkt. Wean z. B, die 
geometrisehe ReLhe 

Zz 
~'~0 

mit Hil~e einer best~ndigen summatorisehea Folge s~.mmierbar is~, so l ~  

1 In der Tat, bezeiehnet man ihren Wef t  zu- sie, ste~s den Wer~ 1-~-z" 

~ehs t  mit  a, so ist aueh 

1 
also o ----- l:S~z , w, z, b. w, 

Es diirfte sehwer sein, ein allgemeinzs Kriterium dafiir anzageben, 
dal~ eine summa~orisohe l~01ge bestiindig ist. Es sol1 abet jetzt gezeig~ 
we~den, da$ das bei den meisten Beispielen cles w 2 tier 1~all ist, 

Sa~z 5. Die in den Beispielen 1, 2, 3, 7, 8 angegebenqn summa- 
torisehen ~blgen, ebenso die Folge des "Beispiels 9, fa~ls man r = ~ "  
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w~hlt (0 <: ~ < 1), endlich die in ,Beislgiel 11 erwdt'hnte R~efl~c~'~o~ge 
sind bestgindig. 

Wenn ndimlich mit  ihrer Hil/e eine der beide~ Reihen 

ao -~- al -~- % -~- as -- ~ . . . .  

O -~- ao -~- al -~- a.~ -~ . . . 

summierbar ist, so ist es aueh die andere, und beide haben de~ gl~iche@ 
~:ert. 

Zum Beweis setzen wit 

(12) Z a , ~ , ( x )  r  "7 " 
~'~0 ~'=-0 

Dann ist zu zeigen, daB; wenn yon den beiden Grenzwerten 

(13) lira ~ (x ) ,  lira ~(2 (z) 

der eine existiert, stets auch der andere existiert, und dab damn beide 
einander gleich sind. Das ergibt sich abet sofozt aus den folgenden 
Identit~iten, die man ohne weite~es verifiziert: 

Im Fall yon Beispiel 1 ist 

Im  Fall yon Beispiel 2 ist 

Im  Fall yon Beispiel 3 ist 
g~ 

Im  Fall yon Beispiel 7 ist 

= 1 ) .  

I m  Fall yon Beispiel 8 ist 

1). 

Im Fall yon- Beispiel 9 mit  @~-= 4" ist 

[m Fall der Riegsehen ~ Folge .(Beispiel 11) ist 
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Satz  {~. Die in den Beispielen 4, 5 angegebenen summatorischen 
Folgen sind bestdndig. Wenn nfimlich mit ihrer Hil]e yon den beiden 
Relher~ 

a o + a  1-+-a,,. + a s + . . . ,  
O+ao+a~  +ae + . . .  

die erste aummierbar ist, so i~t e~ auch die zweite,  und beide haben den 
gleichen Weft. 

Es ist zu zeigen, dab allemal die Gleichung gilt 

C14) lira O(a~) == lira V(x) ,  

rechts s~he~&e ,Grenzw~ert existiert. Nun ist im Fall yon sobald der 
Beispiol 4 

i 

0 ~ ' = 0  

52(X)--  ~w (v+ 1)! 
0 "v=O 

Also, wenn man qS(z) partiell integriert, 

" f 12 ) + , - '  F = (x'i-+- O(a;).  
= o .... o (v+l)!  df Q" 

Hieraus folgt aber in der Ta~ die Gleiohung (14), sobald der rechts 
stehende Grenzwer~ existiert (vgl. die in ~) aagefiihrte IqoCe). 

Im Fall des Beispids 5 ist 
$ 

2 f2(x) = a,, [e_tt~,+~+a_, dt 
'*'=~0 0 

Schreib~ man in der ersten dieser Formeln 0 statt  x un~ fiihr~ stsatt5 t 
eine neue Integrationsveriinderliehe v dutch die Gleichung t--= e -  v ein, 
so folgt: ~ 

'Da bier das Integral, wie leicht z~ sehen, kld•er als O~"+* : (k ,v+a)  
ist, konvergiert die Re~e  Lu jedem endllchen In te rva l  yon; 0 gleichmii~ig. 
Multipliziert man also mi~ ee,($--O) ~-I und integriert dann nach ~ yon 
0 bis x, so darf das gliedweise g~schehen, und es ergibt sioh~ 
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r 1 7 6 1 7 6  .('~k},§ e ~' ~'+~-~d d~ 
0 i,=O 0 0 

Da aber das inhere Integral nach ~ gleich 

r( l~)r(~, ,§  ~ v)~,,+~+,s_, 

ist, so fo!gt welter: 

~- ~>-~ a , l ' ( k )  ev (x . v)lc~,+ir+~-l dv  

x V't 6~v (" - - r  

o 

Hier ist die rechtsstehende Summe gleich f2(x), so da/~ man scMieBlich 
erhiilt: 

0 

W~nn nun 

(15) Um ~ ( x ) ~  

ist, ~o ergibt sioh aus der le~zten Gleichlmg, indem man beiderseits 
subtrahiert: 

f ~ g-,.~-~ (Io) ~(~) - ~ == ~(-~i 
0 :~ 

Hier hat das zweite Integral fib" x - ~  oc den Grenzwert Null. Ebonso abet 
auch das ers~e; denn wegen (15) ist qS(x) beschr~nkt, also 

wo C yon x ~ d  t nidht abh~ng~. ~Solange abet 0 < t ~ o~ .is~ wird 
- -  2 

au~,e~lem, wenn e, beliebig kle~, 

I ~ ( o~- ,  5) - o I < ~  

sein, solemn nm~ x geniigend groin. Daher ergibt sich die Ab~chiitzung: 
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I [r_h(x-- t ) - -  a ] e - t t ~ - ~ d t !  < : f e e - t t ~ - l d t + f G e - ' t ~ - ' d t  
0 0 . x  

< + ore-* at. 
:V 

in l~ormel (16)wird also in (let Tat aueh das erste Integral beliebig 
klein, und folglieh ist 

lira s ( x ) .~ a, 

w. z. b. w. 
Der Sa~z 6 ~ ,  so~vei~ e~ sich a ~  ,~s ~eispiel 4 bezieht, bereits yon 

~ e ~  H'a~d7 ~bezviesea Worclen~)~ wit wolle~ diese~ Tell 'des' 8a~zes noeh 
e ~  ~e i~a l~da .  Da :~e Ftmk~ion r (x  ~) ia Bdspid 4, ~ e  leieht z u 
seh~n, gleieh 

a~ 

e - t  - : i t  ~ dt  \~ a~  
0 ~'=0 , ,=1 

ist '(beide Seiten. haben n~mlich gleiehe Ableitung naeh x), so' lg~t sieh 
die Gleiehung (14) auch folgendermal~en sehreiben: 

'e - t  -(~+].sit "+* d t  == lira e . ,,, x", 

falls die rechte Seite existiert. Setzt man hier a~=--u,+t uad addiert 
alsdann die evidente Gleichm~g 

so erh~lt man den Sate, da~ aus der Beziehung 

lim e - x 5  ~ u~ +u~ x~ ~ 8 
~ r ~  0 

a]lemal tolgt: 

\.~:.~ ~ ! t ~') d t  -:~ s .  
0 ~'=0 

Diesen Sate,babe ieh in meiner eingangs erwhkuten Arbeit bewiesen. E~ 
finder sich abet aueh, entgegen meinen Angaben, be~eits i n  de r  damals 
und jetzt zitiert~n Hardysehen Arbeit. Herr Hardy  sagt allercliugs 

~) G. H. Hardy, Researches in the theory of divergent series and divorge~at 
integrals, ,The. quazCe~'ly'~u:mdt.~f pure and applied mathematics, ~5 (19~)8), S.22--66, 
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zun~chst, dab aus der ersten Formel nicht die zweite folg~, mein~ das 
abet offenbar nur im Sinne eines unmittelba~en Folgens; clsna er gewinn~ 
einige Seiten sps den richtigen Tatbestand. Dieser Umsttmd, auf den 
ich yon ande~er Seite aufmerksam gemach~ worden bin, war m~r ~dal~l~ 
leider entgangen, und ich benutze daher diese Gelegeaheit zur ~ R 'm~g-  
stellung. 

Herr H a r d y  zeigt auch a. a. O. an einem Beispiel, dab Sa~z '6 sivh 
nicht umkehren liBt. Vielmehr kann es vorkommen, da]~ voa den beiden 
Reihen dieses Satzes die zweite summierbar ist, die ers~e abet niche, .dab 
also yon den Grenzwerten (13) nur der zwei~e existiert. Ein anderes 
Beispiel dieser Art erhilt man, wenn man die Reihenglieder a,, dutch die 
Formel definie~t: 

~,, a~--Z t ~+ ~--~-1)! = f ' ( t ) - - f ( t ) ,  f ( t )= l+e tS ia ( t " ) t  
v~O 

Da~n ist nimlich 

r = f e - t [ f " ( t ) -  f '  ( t )]dt=e=~f ' (x)  -- 1 
o 
, sin (x ~) sin ( ~ )  

= �9 . . . . . . . . . . . . . .  + 2  

r = j e " [ f ' ( t )  - f ( t ) j d t =  e - ~ f ( x ) -  1 
o 

:~ ~m (z")  e -  ~ 1.  

Es ist also lira l ~ ( x ) ~  -- ! ,  wiilhrend lira ~ ( x )  nioht existierr 

w 5.  

Theoreme fiber einige besondere summatorisehe Folgen. 

Wir besch~ftigen uns zam Schlul~ noch kurz mit einigen spezielle~ 
summatorischen Fo!gen, die in &or Literat~r noch rdcht vorkommen. 

Sa tz  7. M~t HiZfe der e u ~ ' ~ , h e n  Folg~ (siehe Beispiel 8) 
�9 •  . . . . . . .  

ist die Binomialreihe 

i + i:i z+ i(i+l)-~--'~(i+l)(i+2)z~ 

ha~ den Wars ( 1 -  z)-i ;  a~/en~vd/s z ~ 1 ausgenomm~ 
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Hier ist ns 

1 ~ . ,% (id- 1 ~ x(~-b I) ,, 
~ ( x )  = I + T;-$-~z -~ . . . .  V.~-"{-~,+~(-Z:;:k+ ~) z- + . . .  

wo 2' die hypergeometrisohe Reihe bedeutet. Wegen ~ ( 2 )  <.: k -~  1 ist 
sic au~ dem Einheitskreis konvergent, h6chstens z == 1 ausgenommea. Nua 
is~ abet ~~ 

also in des Tat 

~,~ de[ P ~ o d e  2 ~, und ist /iJr einen gew~sen *Weft z d~r Grenzwert 

lira f(z  + t).~ [ ( z -  t) ,p (z) 
2 t=O 

vorhanden, so ist die Fourierre ihe  vor~ f ( z )  /i~r diesen Weft z mit  
Hil]e tier summatorischen Folge (siehe Beispiel 8 ]i~r k ~.~ 2) 

x ( x + l )  

summierbdr und hat den Weft W(z). 

Insbesondere ist also die Four ier re ihe  jeder stetigen Funktion sum- 
mierbar, und ihr Wer~ is% gleich der l~unktion. 

Die F o ur i  e rreihe ist bekanntlich die~ folgende: 

~ 2z 

t)dt + / 7  (t) ~os ~,(t - ~)dt, 
0 v=l 0 

wofiir man wegen der Periodizit~t yon f ( z )  auoh schreiben kann: 

f(z +: t) dt + ~ f ( z  .q. t) oos (,, t) dr. 

Bildet man daher mit Hilfe des obigen summatorischen Folge die l~unk- 
tion ~5(x); so .isr 

~o) Na~h Formel (10J Sei~r 7 meiuer Arb~it: ~2ber d~s Yerhal~en der hyper- 
geometrischen Reihe bei anbegrenztem Wachstum eines oder mehrerer Parameter, 
zweiterTeil. Sl~zungsberieh~ & r  Heidolb~ger Ak~domio dot Wis~nsch~t~n, M~I~li. 
naturw. Klasse, Abteilung A, J s ~ r ~  1917, 1. A6h~ndlung. 
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+ . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ ( ,  t ) d  t qJ(:~) = f ( z + ~ ) d t  ~ '  ~, ( ~ + , , ) ( z + , , + l )  f (  Tt),eos 

OV 

' J ' , ' (~§ ~'~! ,i 

= - ' = - f ~ , > - ~ . - , ) + p ( , -  < [{- + Z . , - o  . : ,  ( +;-!5~;-~-~~176 ( + ' ~ , , <"  

Nun finder mart leicht: 
1 

2" - -~-~.  ( '~+ ~,) (x ,~- , ,+ 1,) COS u t  == V ~-~ f T _ - - ~ c - ~ s - ~ _ _ ~ - ~ a v ,  
Y : = I  " 0 

so da~ die vorige l%rmel iibergeht in: 

xr 1 �9 

Wendet man diese Formel speziell au~ die Funk~ion f ( z )== 1 an, so er- 
~bt. sieh, weft. dann aueh q ~ ( x ) =  1 sein muB: 

1 = -  ~g 'fL2"gVo's,+~ 
o o 

Wenn man diese Gleichung mit ~p(z) m~l~plizier~ und dam1 yon der 
vorigen sub~rahiert, erh~ilt man: 

o o 
wobei 

Y (z,, t) = f ( z  + t) 4:- f ( z  --  t) --  e v , ( z ) .  

Wegen uns~rer Vorausse~zangen ii.bex die Funkgion f(z) ist 

t~(, ,t)i  < c ,  

we G yon z und t 'nicht abh~agt; au~erdem flit hinreiehend kleine Werte 
von t aueh 

I~(~, t ) l  < . .  

Z~rlegt man daher in (17). das ~ tegra l  nach t in die Summe 
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so ist, wenn ~ klein genug gew/~hlt wh'd, im ersten Integral der Integrand 
absoht kleiner aIs 1 

# , f v ~ - I  ( l + v ) ( 1 - - v )  'z 
1 -  2v eos t+W dr; 

o 

das Integral seIbst ist also absolut kleiner als 

d \ d  i-:-Tv ~o;V~:;,, ; 
o 0 

t # 

' [ 'I ,r i ~,, ~, .v ~'-' (1 +~.)  (1 - v)" ~ i ~ T T o ; Y j ; ~ / g v  

I .  

0 

':1. 

[ ' "  
d e  - -  . . . . . . . . . .  

o 

Im zweiten Ir/~egral von (18) is~ der Integrend absolut kleiaer als 
1 1 

O ~'Vx_l (l +v) (1- -v )" ,  , . r 2 ( 1 - - v )  ~ " 4 0  1 

3 
o o 

das Integral selbst ist also absolut' kleiner als 
4 C= 1 

Setzt man  diese Absch~tzungen in (18) and (17) ein, so e~gibt sieh: 

~ (~+1) [  s~ 4C~ ~ , i 

~' 2U ] 
= '2" + sind;~ z .}-2' 

}Iier kann man ~ beliebig klein ws wodu~eh r Besfimm~ wit& Duroh. 
VergreJ~en.mg yon x erreieh~, man darm, dal~ aneh das zwei~e Glied kleiner 

W. Z. ~0. W, 

Reeh~' bra~ehb~ soheint die summatorisehe Folge 4es Beispiels 10 
zu sein, obwohl ioh zur Zei~ ~Jeh~ entsoheiden ka~, ob sie bes~ndig is~. 
Sie is~ fiir Po~ez~re~en in elnem greSm~n Be~e.iol{' anWenclbar als die 
Borelsehe exponen~ielle 8umraa~ion,, wenn aueh nieh~ wie die ~efhode 
von Le R o y  im gauzen Mit t~g-Leff l ,ersehen Stern. 
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Wit kons~ruieren zun~chst in einer komplexen z-Ebene die Kurve 
mit der Gleichung 

ze-z l  =_=  ~-I 

oder werm z =~: $ ~-i~] gesetzt wird, 

Die Kurve hat an der Stelle z := 1 einen Doppel- 
punkr und teilr die Ebene ia die drei Gebiete 
I, II,  I I I  der Figur. Es ist 

Ilze-z[ "~: e-1 in I and III ,  

Ize - ~ I >  e-1 in II .  

Man macht sich hierna~h leicht eine Vorstellung 
yon dem Verl~uf de~ K~veaschar 

] z e-Z:l == konst. 

Nach diesen Vorbereituagen b!eweisen wit 

2Z 

Satz  9. Wenn z nicht im Innern ocler au~ dem Rand des Ge- 
bietes III  liegt, so ist die geometrische Reihe 

~ 0  

mit Hil/e der summatorischen PoIge 

1 
summierbar und hat 'den Weft 1--:-z" 

Nach den Aasfiihrungen ,auf Seite 294 ist 

,0 

oder wenn man t = ~ ( z -  u) setzt, 
$ 

,0 

Wenn nun z nich~ im Gebiet I I I  liegt (auch nicht auf d e m  Ran, d), 
so ] ~  sich der Integrationsweg f/s U so ab~ndern, da~] auf ihm dauernd 

ist, und zwar Gleichheit ~ u r  ira Endpunkt u- - -z .  Insbesondere l ~  es 
sich einrich~en, da~ dez Quotient 
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(20) ~e~-~ 
Z e  - z  

in der bT~he der Stelle z reell 'und kleiner als 1 ist. Man kann dann das 
Integral in (19) in die Summe yon zwei Integ~alen zerlegen, indem man 
zue~st yon u =-0 his in beliebige N ~ e  yon u = z integriert, und dann 
fiber den Rest des Weges. i u f  dem ersten Weg hat der absolute Betrag 
yon (20) ein Maximum g, welches kleiner als 1 ist. Das Integral fib 
diesen Tefl desWeges ist daher O (g~). Auf dem Rest des Weges kann man 

Z B  - $  

setz~n, wobel v won aer beliebig Meinen Zahl e bib 0 l~uft. ~an  hat 
d a ~ :  wenr~ ~8, also v, klein genug ist~ '~ 

g 
u ~ = z +  ~ _ l  v - f - a v ~ - + - b v S + . . . ,  

~,lso 
d u  , 1 
- E =  ~'::T ( 1 .4- ,~v § pv ~ §  

Setzt man alas in (19) ein, ~o folgt: 
0 

z - 1 3  ~ "" 
8 

Nun ist fiir 0 ~ < v ~ e  

l~v-4- Pv ~ §  I < Cv, 
wo C yon v nieht abhingt; also 

0 s 

e 0 

Daher naeh (21):  
0 

und folglioh 

lira ~5 (x) -- 1 i~_---~, 

W. Z.  b w .  

Wenn man ffir qS(~) den urspriingliehen Ansdruok' einsetzt, besagt 
die soeben gewonnene Formel: 

t~ 
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Ist T ein abgeschlossenes Gebiet fiiz die Variable z, weleh,es keinen 
Punkt des Gebietes I I I .  (auch keinen Randpu_nkt yon III)  ,en~i~lt, so 
sieht man aus unserem Beweisgang unschwer, daJ~ der Grenzwe~.(22 ), 
in T glei~hmgflig erreicht wird. 

Nun sei 

(28) .~a.z" 
eine Potenzreihe mit endlichem, yon NuU verschiedenem Konvergenzradius.. 
Die dadurch definier~e Funktion f (z)  hat auf dem Konvergenzkreis wenig- 
stens einen singul~en Punkt und kann bei geradliniger analytischer Fort- 
setzung weitere singulars Punkte haben. Wir konst~uieren nun dutch 
Drehung am den Null~unkt und Xhnlichkeitstransformation mit dem Null- 
punkt als )Lhnlichkeitspunkt sine zur Randku~ve des Gebietes III  ~Lhnliche 
Kurve, deren Ecke in einem singul~en Punkt liegt. Wird diese Kon- 
struktion fiir jeden singul~ren Punkt gemacht, so entsteht ein of~enes 
oder geschlossenes krummliniges Polygon P, und wit behaupten, daft die 
Reihe (23) ~ Innern diesss Polygons aummisrba~" ist und den Weft f ( z ) hat.. 

In der Tat ist jetzt 

Da abet bekamntlieh 

wo der Integrationsweg K den 

0 

1 1 ~ - 
o 

Nullpunkt umschlieBt, so folgt: 
t '  

, , ,  

_ ~.. , g t  :.)~ ' ,T,U  r /dr,  

eder dutch Vertauschu~ der integratio~rd_henfolge: 

o , r r , ' v  
.K o 

Wezm nun z ein fester Punkt im Innern des Polygons P ist, sc~ 
enthiilt die geschlossene Kurve der ~-Ebene 

g 
(25) ~ ~ Rand yon III  
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die Punkte ~ == 0 and ~ = z, lgl]t abet die singulgren Punkte au~erhalb. 
Man kann daher flit ~ einen zul~ssigeu Integrationsweg konstruieren der- 

z art, daI~ T nie dem Innern oder Rand yon i I I  angehSrt, and zwar um- 

schlie~t dieser Weg notwendig den Punkt z; man brauch~ nur eine die 
Kurve (25) umschlie~ende und ihr hinreichend benachbarte Kurve zu 
wRhlen. Dann nRher~ sich abet in (2&) nach dem Gesagten das inhere 

Integral f ~  x - ~  demWer~ 1 z '  und zwar gleichmgl~ig fiix' alle in Be- 

trach~ kommendenWerte yon ~. Also folgt aus (24) 

(Eingegangen am 2. April 1920.) 


