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8.
Uber ein die Division betreffendes Problem.

(Von Herrn Professor G. Lejeune Dirichlet zu Berlin.)

(Aus dem Monatshericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Jan. 1851.)

In einer friheren Abhandlung*) ist beiliufig bemerkt worden, dafs bei
der Division einer ganzen Zahl n durch alle nicht grofsern der Fall haufiger
vorkommt, dafs der Rest unter dem halben Divisor liegt, als der entgegengesetzte,
wo er denselben dbertrifft oder ihm gleich ist, und es ist dort zugleich ge-
zeigt worden, dafs das Verhaltnifs der Anzahl der Divisoren, bei welchen der
erste Fall eintritt, zu ihrer Gesammtanzahl n fir ein wachsendes n sich der
Grenze 2 —log4 = 0,61370.... nahert. Es scheint einiges Interesse dar-
zubieten, die Untersuchung zu verallgemeinern und die Anzahl 4 derjenigen
der Divisoren 1, 2, ... p, wo p=_n, zu bestimmen, denen ein Rest ent-
spricht, dessen Verhéltnifs zum Divisor unter einem gegebenen echten Bruche
o liegt. Bedient man sich der eckigen I{lammern zur Bezeichnung der grofsten
ganzen Zahl, welche der eingeklammerte Werth enthalt, so dafs also x — [«]
immer Null oder ein positiver echter Bruch ist, so ist leicht zu sehen, dafs
der Divisor s die verlangte Eigenschaft haben oder nicht haben wird, je nach-

dem die Differenz [—] [———a] der positiven Einheit oder der Null gleich

ist. Man hat also
P
PR

wo sich das Summenzeichen wie iberall im Folgenden auf s bezieht. In
dieser Form ist der Ausdruck fir # weder zur numerischen Rechnung ge-
eignet, noch lifst sich daraus erkennen, wie 4 fir wachsende Werthe von n
und p sich &ndert. Eine diesem doppelten Zweck entsprechende ‘Gestalt erhalt
derselbe durch folgende auch in vielen anderen Fallen anwendbare Umformung.

Es sei y=/[(«) eine Function, welche, wenn die Verinderliche x
von x=u bis 2 =p wichst, immerfort abnimmt. Die durch Umkehrung

*) Uber die Bestimmung der miltleren Werthe in der Zahlentheorie. Abhandl. der
Akademie zu Berlin. Jahrgang 1849.
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daraus entstehende Funclion & = F(y) wird offenbar denselben Character
haben und ebenfalls immer kleiner werden, wihrend die Veréinderliche y von
y = f(p) bis y =[f(«) zunimmt. Versteht man unter den Constanten x und p
ganze Zahlen, setzt zur Abkirzung [f(u)]=v, [f(p)]=y¢, und bildet die Reihe

[Fwl,  fe+01, - - [FS, .o [FPI
in welcher jedes Glied dem folgenden gleich ist oder dasselbe ubertrifft, so
soll nun ausgemittelt werden, welche Glieder dieser Reihe einer beliebigen
zwischen ¢ und v liegenden ganzen Zahl ¢ gleich sind. Hierzu suche man
zunichst den vollig bestimmten Zeiger s desjenigen Gliedes, dessen Werth =7,
wahrend das folgende < ¢ ist. Man hat also [f(s)] =1, [f(s+1)]<C¢, oder,
was dasselbe ist, f(s) =¢, f(s+1) <<¢, woraus nach der iber die Function
[ (x) gemachten Voraussetzung, s <= F'(¢), s4+1 > F(t), d. h. s = [F'(¢)] folgt.
Wendet man dieses Resultat auf ¢ und #4-1 an, so sieht man, dafs der Werth ¢
nur denjenigen Gliedern zukommt, deren Zeiger s die doppelte Bedingung -

s>[FE+1)] wd s =< [F@)]

erfillen. Dieses Resultat erleidet wegen des gegebenen Anfangs und Endes
der Reihe, fir ¢ =y» die Modification, dafs alsdann die erste Bedingung s = u
wird, und fir £=g¢ die, dafs statt der zweiten s = p zu setzen ist. Mit
‘Beriicksichtigung dieses Resultates, ist es nun leicht die Summe

;ﬁ[f(s)]wcs),

in welcher ¢(s) eine ganz beliebige Function bedeutet, dadurch zu transfor-
miren, dafs man zuerst alle Glieder vereinigt, in denen [f(s)] einen und den-
selben Werth hat, und dann alle so erhaltenen Partialsummen addirt. Setzt

man Zs'(p(s)z ¥(s), so erhilt man fir die Partialsumme, worin [f(s)] den
l N
Werth ¢ /hat, wenn ¢ <t<w ist,
((PLF()] — FIFEH1D,
und fir £=v und f==gq resp.

v(YFW]—F(w) uwd ¢(F@p)— FIFG+1DD,

. und dann
fl[f () = q¥(p)—v F(u)+ (fl PLE(s)].

Sondert man jetzt in jeder der beiden Summen, welche der oben fir %
gegebene Ausdruck enthalt, die w ersten Glieder ab und wendet die eben
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gefundene Formel auf die ibrigen Glieder ar; so ergiebt sich

[*] = = [-—]Jrrq =

pn+1 q+1

wo [—Z—]:V und [—] =g ist, und

2[_ —a] =

p+1 g+1

wo man [———a]——-v, [——-—a]——q hat.

[s-l—a] +pq' —w,

Setzt man zur Abkirzung » —»' =4d, ¢ — ¢ =&, so dafs J und & nur
die Werthe O oder 1 haben konnen, bringt die letzte Summe in die Form
q+1[3+“] =

[s—l—a]+ [q+a] [’v ]
und substituirt, so kommt

ho— 2([—] [2—ea])+ 2([—] s+a])
+o ==~ (= [=Do:

Die eben bewirkie Umformung, obgleich fir alle Werthe von p giltig,
ist nur in dem Falle vortheilhaft, wenn p grofser als yn ist, und wird in
dieser Voraussetzung am vortheilhaftesten, wenn man, wie es im Folgenden
geschehen soll, fir die bisher beliebig gelassene Zahl « eine der ganzen Zahlen
wihlt, welche yn benachbart sind. Wie leicht zu iibersehen, betrigt alsdann
die Anzalil der zur genauen Bestimmung von /% ndthigen Divisionen ungefahr

q+1

21/n—%, wihrend der urspriingliche Ausdruck p Divisionen erforderte.

Wir wollen nun in der Voraussetzung, dafs p von einer hoheren Ordnung
als yn ist, d. h. dafs -~ mit » dber jede Grenze hinaus wichst, den Grenz-

Vn
werth des Verhaltnisses 3 der Anzahl der Divisoren, welchen die verlangte
Eigenschaft zukommt, zu deren Gesammtizahl p zu bestimmen suchen. Bei
dieser Untersuchung kann man in dem Ausdrucke fiir %2 alle Glieder, deren
Ordnung niedriger als die von p ist, vernachlassigen; lafst man das erste weg,
dessen Ordnung yn nicht iberschreiten so wie das vierte, welches nur eine
beschrinkte Anzahl Einheiten enthalten kann, so kommt

= 3(5]-[53=D+ - [=Ds

oder auch, wenn man dle Klammern weglafst, was offenbar nur eine Anderung
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welche die Ordnung yn nicht iibersteigt, zur Folge hat,

R oI

Verwandelt man die obere Grenze ¥ in oc, so erhilt die Summe den

Zuwachs Hi—i ——-y+:+a+ v_:_z—— ete. < 1}—_}1”—1, der mit 7 multiplicirt die Ord-

nung yn ebenfalls nicht ﬁbersteigt “Man erhdlt so

hm—— = <—*c+a)+< —q+a p

Man mufs jetzt den Fall, wo der Quotient —, welcher der Voraus-

setzung nach' =1 ist, iber jede Grenze hinaus wichst, und denjeniger, wo
dieser Quotient endlich bleibt, von einander unterscheiden. Im ersten Falle
nihert sich das zweite Glied der Null, wihrend das Verhiltnifs der im ersten

enthaltenen Summe zu —g die Einheit zur Grenze hat, so dafs also die Grenze
von —z— mit der von /5; o, d.h. mit ¢ zusammenfallt.
Im zweiten Falle, wo -;; und also auch q:[—"f] endlich bleibt, ist es zweck-

mifsig, den unmittelbar durch die letzte Gleichung gegebenen Grenzwerth von —/,i—

in eine andere Form zu bringen, indem man statt der Summe die Differenz von zwei
anderen einfiihrt, welche von s=1 bis‘resp. s=o0 und s=¢ genommen
sind, und dann die erste durch ein Integral ausdriickt. Unsere Gleichung wird so

/ —
o — 2 (A=t~ 22— L+ (1= e

wo das Integral, welches fur ]eden rationalen Werth von e durch Logarithmen
und Kreigfunctionen darstellbar ist, eine bekannte -vielfach untersuchte Transcen-
dente ist. Setzt man speciell p =mn, so wird g =1, ¢' =0, ¢=1, und der
Grenzausdruck geht iiber in '

L
lim;l:- = / :“‘z

Mit Hilfe der in der Abhandlung von Gaufs, welche den Titel fihrt,

Disq. gen. circa seriem elc., gegebenen Tafel dieser Transcendente kann man
leicht den Werth von « bestimmen, dem ein gegebener Werth des Integrals
entspricht und man findet z. B. dafs, wenn fir die halbe Anzahl der Divi-

soren 1, 2, .. n das Verhilinifs des Restes zum Divisor unter o liegen soll,
a=10,384686 ... sein mulfs.

dep.




