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2.
Sur la theorie des fonctions homogenes ä deux

indeterminees.

Second nrömoire.
(Par M. Charles Hermite, ä Paris.)

JLPans mon premier memoire qui a eu pour principal objet Tetude des
formes biquadratiques, j'ai eu soin de considerer separement, la theorie alye-
briyne et la theorie arithmetique de ces forraes. Relativement aux formes
quadratM/ues, une pareille distinclion serait inutile, en raison du petit nombre
de notions algebriques qu'il est necessaire d'etablir comme base des con-
siderations arithmetiques. Mais des qu'on s'eleve aux formes binaires de
degre quelconque, on voit la theorie algebrique, prendre un developpement
inattendu et digne du plus grand interet. En efFet, en presence des elements
analytiques nouveaux, dont eile manifeste Texistence, les notions les plus
simples et les plus faciles qtfi nous sont requises par Petude des formes
quadratiques, viennent alors s'offrir sous un tout autre aspect, et parfois
donnent naissance a des notions nouvelles. Je me propose d'en montrer ici
un exemple, en traitant de la distribution en ordres des formes cubiqites et
biquadratiques.

M. Eisenstein, dans son beau memoire intitule: Nouveaux theoremes
d'arithmetique transcendante, publie tome 35 de ce Journal , a deja remarque
que la presence des formes adjointes dans la theorie des formes quadratiques
ternaires, conduisait a faire reposer la distribution en ordres de ces formes,
sur un principe nouveau et different de celui que M. Gauss a donne pour les
formes binaire.s. Nous allons voir que pour les formes cubiques et Iriqua-
dratiques, le principe de M. Eisenstein, va lui-meme se presenler sous un
jour plus etendu, et conduira a trois subdivisions differentes de la totalite des
formes qui possedent les memes invariante fondamentaux.

C'est la d'ailleurs un resultat qui appartient en propre aux formes dont
nous parlons; de sorte que la forme du cinquieme degre et celle de degres
plus eleves, donnent lieu pour la distribution en ordres a des considerations
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2. Hermite, sur les fonctions homogenes. See. wem. 19

toutes differentes. Plusieurs autres faits se presenteront, comme nous Tavons
dej annonce dans la suite de ces recherches, pour manifester dans des cir-
constances variees, cette difference de nature qu'on rapprocbe naturellement
de cette difference analytique si profonde, entre les racines des equations des
quatre premiers degres, qui s'expriment par simples radicaux, et celles de
degres plus eleves qu'il est impossible d'obtenir de cette maniere.

Dans l'esperance que de pareilles considerations interesseraient peut-
etre, j'ai developpe avec details, Tapplication aux formes du cinquieme degre
des propositions algebriques generales sur lesquelles reposent la distribution
en ordre des formes binaires. Plusieurs des resultats qui se presenteront
dans cette application, se retrouveronl d'ailleurs et joueront un role important
dans Tetude speciale des formes du cinquieme degre, a laquelle je consacrerai
prochainement un nouveau memoire.

I.
Principe de la distribution en ordres des formes binaires.

H est un point de vue sous lequel la notion des ordres de classes
quadratiques de meme determinant s'etend immediatement a toutes les formes,
quel que soit leur degre et le nombre de leurs indeterminees. Ainsi, en ne
considerant que les formes binaires, et leur appliquant la methode suivie par
M. Gauss dans le §. 226 des „Disquisitiones Arithmeticae", on peut nommer
primitives, toutes les formes

de memes invariants, dans lesquelles le plus grand commun diviseur de
a, b, c, etc. est Tunite. Cela dit, l'ordre proprement primilif, sera defini
comme reunissant toutes les formes dans lesquelles le plus grand commnn
diviseur de

, m. m — la, mb, —j-g—c, etc.

sera Funite, et ensuite on obtiendra autant d'ordres improprement primiiifs
que le plus grand commun diviseur de ces m mes nombres pourra recevoir
de valeurs distinctes.

Maintenant, si Γρη passe aux formes

dont les coefficients A, B, C, ... ont un plus grand commun diviseur (i, on
3*
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20 2. H er mit e^ sur les fonctions homogenes. See. mem.

pourra les nommer derivees des formes primitives f— -^-F. Cela pose, pour

chaque valeur de $, on aura ,un groupe de formes derivees, dont la distri-
bution en ordres suivra immediatement celles des formes primitives qui leur
correspondent. Rien de plus facile, on le voit, que cette premiere extension
des principes de Mr. Gauss qu'il noas a suffi d'indiquer en peu de mots.
Mais des qu'on considere d'autres formes que les formes qiiadratiques
deux indeterminees, ,on voit intervenir de nouveaux elements analytiques qui
jouent dans toute la theorie im r le essentiel; ce sont les formes adjoinles,
et les formes nommees covariants par Mr. Sylvester. Ces deux genres de
formes ne sont pas essentiellement distincts, comme on le sait, dans la theorie
des formes binaires; ils se ramenent aux seuls covariants dont je crois de-
voir encore rappeler la propriete caracteristique.

Soit
f = (a,*,c,...T(x,yr

une forme binaire, et supposons qu'on ait identiquement:

(a, b, c, . . .;?!* -f |'y, ηχ-\- η'γΓ = (A, B,C,.. 0? ,̂ r)m,
on donnera le nom de covariant de f , a toute fonction <p(a,b,c,...; x, y)
rationnelle et entiere en «9 b, c, ...; x, y, qui satisfait a la condition

Fexposant de la puissance a laquelle est eleve le determinant de la Substi-
tution ξη' — ηξ', etant entier et posifif. Cela pose, il est bien facile de re-
connaitre que le plus grand commun diviseur des coefficients d'un covariant
quelconque φ, de la forme f9 sera un element numerique, caracteristique de
la classe entiere a laquelle apparlient cette forme. Nommant pour un instant,
φ', une expression semblable (p, mais se rapportant une forme ff arith-
metiquement equivalente a f , il suit de l'equation (-4.)^ que φ et φ' seront
elles memes arithmetiquement equivalentes, et auront necessairement le meme
plus grand commun diviseur pour leurs coefficients. L'ensemble des classes,
f> Λ ^ Λ r» etc. qui ont les meines invariante, peut etre ainsi divise en ordres,
en appliquant le principe meme de Mr. Gauss, tel que nous l'avbns presente
tout- -rheure, aux covariants φ, <jp19 φ2, etc. qui leur correspondent re-
spectivement. Et par la, on voit s'offrir autant de divisions en ordres, que
de covariants distincts, de sorte que l'idce arithmetique tres simple, qui nous
a ete donnee par la theorie des formes quadraliques, re^oit par le fait de
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2. Hermite, sur les fonctions homogenes. See. mem. 21

Pexistence des divers covariants, un developpement aussi interessant que
difficile a suivre. On est conduit en effet a ces problemes, sources de
helles recherches analytiques:

1°. Trouver tous les covariants des formes d'un degre donne.
2°. Trouver comment dependent des invariante fondamentaux, les divi-

seurs d'un covariant quelconque, qui fournissent les caracteres d'une
division en ordres, relative a ce covariant.

3°. Comparer entre elles toutes les divisions en ordre qui reposent sur la
consideration des divers covariants.
C'est la solution de ces questions que nous nous proposons d'offrir

pour les formes cubiques et biquadratiques. Elle se fonde principalement
sur les propositions generales que nous allons etablir.

II.
Propositions sur les covariants des formes binaires.

lre Proposition. Soient g et h, deux covariants quelconques de la
forme

f = (*,Ι*>€,...Τ(χ,γΓτ
de sorte qu'en faisant:

(a, b,c,.. .χ*Λ? + xy, 1$ -f λ'>·)Μ = (A, B,C,.. .fix, y)'n

et pour abreger:
w = kl — xly

on ait:
(1.) a>aff(a,b,c,...; kx -f κγ, Ix -f Ιγ) = g(A,B,C,.../ x,y}^
(2.) ufh(a,b,c,...; kx + xy.lx+W = h(A,B,C,...; x,y).

Je dis qu'en posant:

(3.) 9(a,b,c)...;x^-d^Y,rX^^Y) = e(a,b,c>,..;X,y,X, F),

on aura Fidentite

(4.) ω·β(β,4,^...; kx+xy,lx+ly,X,tf+lY)==e(A,B,C,...; x,y,X, F).

Ainsi les coefficients des divers termes en X et F dans cette fonction Θ,
se verifieront de mdme forme que (1.) et (2.), et seront deslors des
covariants de f.
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22 2- Hermite, sur les fonctions homogenes. See. mem.

Soit :
#y, 77 =

d*Y, νdy
nommons 17 et F, ce que deviennent respectivement u et t?, quand on rem-
place les coefficients a, b, c,... qui entrent dans la forme A, par J, U, C, ...
de sorte que;

,...; x,y) v v t _ γ , dh(A, B, C, ...; ar,y) v- - · - --

je vais etablir comme lemme, qu'on aura:

fft Λ

Υ.
J'observe pour cela que l'idenlite (2.), ou ce qui revient au meme,

celle-ci:
ω*Α(α96,€,...; ξ,η) = h(A,B9C,...; χ,γ]

donne par la differentiation :
f„ Λ dh (A, B>C,...; χ,γ) _ , ί , dh (a, b, c, . . . ; ξ, η) , , dh(a, b, c, .. .; §, η)\
(7.) ^ —CO \Λ g| +1 ^ j ,

r -\ ,,... , ___ t w >,c,...; £,η) dh(a, b, c, ...; g,(8.) -- ^ - — ω ̂  3| + λ -- ^

Or les equations (5.) donnent immediatement:

iF = (te + Ay) X-f

et en substituant les valeurs des deux derivees partielles que fournissent les
equations (7.) et (8.), il vient precisement Pequation (6.) que'nous nous pro-
posions d'etablir.

Cela pose, revenons a la relation (1.), que nous allons reproduire en
ecrivant 17 et V au lieu de χ et y, savoir:

(9.) co^( ,*,C,...; k +xV.ni+W) =g(A,B,C,...; U, V),
et la relation (3.) par laquelle est definie la fonction Θ:

(10.) g(a,b,c,...; n, v) = 0(a,b}c, ...; χ,γ,Χ, Γ).
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2. H er mit ef sur les fonctions homogenes. See. me'm. 23

Si dans cette derniere identite nous substituons A, B,C, ... a, b,c, ...,
il faudra aussi mettre U et F au lieu de u et z?5 et il viendra:

g(A,B,C,...; 17, F) = Θ(Α9Β,€,...; χ,γ,Χ,Υ),
ou bien, a cause de l'equation (9.) :

a>*g(a,b,c, ...; kU-\-*VJ -\-lV} = Θ(Α,Β.€,...; χ,γ,Χ,Υ).
Maintenant il resulte du lemme precedemment etabli (equat. 6.) que

kU-\-xV, lU-\-lV, qui entrent dans le premier membre, sont ce que de-
viennent respectivement u et v, lorsqu'on y remplace χ et y par ξ et η, et qu'on
multiplie F par ω/+1. L'expression g (a, b, c, .. .; kU-\-xV, lU-\-hV) n'est donc
autre chose, en vertu de l'equation (10.), que d(a,b,c,...; ξ, η, Jf,coi+1F), et
nous obtenons de la sorte la relation que nous voulions etablir, savoir:

ω*θ(α,6,ϋ,...;ξ,η,Χ,ω'+ιΥ) == Θ(Α, B,C, ...; x,y, Χ,Υ).
On peut aisement juger par celte premiere proposit on, de la multitude

des covariante qui existent pour une forme donnee. Ainsi, en prennant g
et h egaux a f , qui est evidemment un covariant par rapport a eile m^me,
on en obtiendra un certain notnbre, avec lesquels on pourra encore employer
le meme theoreme. Si donc on ne retrouve pas ainsi des formes obtenues
precedemment, on verra de nouveaux covariants naitre de tous ceux qui se
sont deja presentes, et il semble bien difficile de deduire de la une expression
analytique generale pour tant de quantites qui peuvent, tout en restant dans
le meme principe, naitre les unes des autres, de tant de minieres diffe-
rents, Voici ce qu'il m'a ete donne de trouver apres de longues meditations
sur ce sujet.

2e Proposition. Nommons covariants associes a h, ceux qui re-
sultent de la premiere proposition lorsqu'on suppose g egal a la forme /':
je dis que tout covariant de f , quelqu'il soit, ou au moins son produit
par une puissance enliere de h, sera une fonction rationnelle et entiere
des covariants associes.

Pour mieux preciser d'abord, cette nolion des covariants assocics, re-
prenons l'expression analytique qui leur donne naissance, savoir:

II conviendra, en nommant n le degre de h en χ et γ, d'ecrire — F au lieu

de F. Cela etant, si Γόη met en evidence les coefficients des divers termes
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,24 2· Hcrmite, sur les fonctions homogenes. See. mdm.

en X et Y9 il est clair que celui de Xm , sera la forme proposee f, et en
faisant:

ces quanlites A A , A 2 , . . . Am seront ce que nous nommons dorenavant les
covariants associes a A.

Cela pose, soit π(«, b, c, ...; #, y) un covariant quelconque de /; nous
pourrons ecrire les deux identites:

= (A,B,C,...)(X9 YT
) = π(Λ , (7, ...,· Z, Y),

μ etant un cerlain nombre enlier. Maintenant faisons:
r _ l A -f _ l dh

X - "~™ * * ΤΛ » "V · * ^ <n oy J n dx
les coefficients xJ., B, C, . .. deviendront respectivement f , A19 A2, etc., et le de-
terminant xyf — yx' , la forme A eile meme. Supposons encore dans la seconde
equation JC= l, Y=0, son second membre se reduira evidemment au coef-
ficient de la puissance la plus elevee de X, fonction ralionnelle et entiere
de A9B,C>... que nous designerons par (A,B,C,...}. H vient donc ainsi
Tequation suivante:

(11.) hrn(a,b,c,...; *,y) = (f, h^ A2, ...)
par laquelle notre proposition se trouve demontree.

Pour en monlrer immediatement une application, nous allons faire voir
que tous les covariants d'une forme quadratique f=(a,b,c)(a:, y)2, s'obtiennent
en multipliant une puissance de f par une puissance de Pinvariant b2 — ac.

Remarquons d'abord que le second membre de la relation (11.)? est

homogene en f] AA , A2, etc., car il provient de Pexpression (A,B,C, ...) qui
est necessairement homogene en A, B, C, ... puisqu'en general tout co-
variant d'une forme est une fonction entiere homogene des coefficients de
cette forme. Cela etant, on trouve en prennant k = f:

et:
ff . n (a, b, c; x, y) = (f, 0, (ac -

Or le second membre, devant tre homogene par rapport aux deux quantites
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2. H er mit e, sur Ics foncttons homogenes. See. mdm. 25

f et (ac — b*}f, ne peilt etre que le produit d'une puissance de f par une
fonction de PinvariaAt, et pour qu'un tel resultat soit aussi homogene en
a, b, c, cette fonction de Finvariant doit etre proportionnelle a une simple
puissance. Donc tout covariant de la forme quadratique proposee, fonction
rationnelle et entiere de , y, el a, b, c, par definition, est compris dans la
formule (A2 — acj.f*, i et k etant entiers.

Si simple et si prevu que füt ce resultat, je n'ai pas cru inutile de
l'etablir rigoureusement, a cause des consequences qui s'en deduiront par
I'application de la loi de reciproeite: consequences que j'ai deja indiquees
dans le Journal de Mr. Thompaon. D'ailleurs il montre sous un certain point
de vue,,comment les formes quadraüques se distinguent deformes cubiques
et biquadratiqves , dont nous allons nous occuper, tout en partageant avec
elles une propriete caracteristique que nous verrons tout-a-coup disparaitre
dans les formes du cinquieme degre. Nous ferons preceder ces questions
de quelques remarques sur le Systeme particulier des covariants qui sont asso-
cies a la forme proposee.

III.
Sur le Systeme des covariants associes ä la forme proposee.

On l'obtient en mettant en evidence, les divers termes en K et Y,
dans l'expression

de sorte que si nous faisons:

les covariants associes a f, se trouveront designes par /|, /i, ... fm. Leurs
premiers termes s'obtiennent facilement; car en faisant y = 0, dans les ex-
pressions

_ . e tm dy
elles deviennent simplement:

xX-bY et aY.

En faisant pour abreger mm_i .!.,»_,·+ i •^ = tfi(x»y^ on »rouvera ainsi:

ft = <pi(- b, u) xW"-* -{····
Crelle's Journal f. d.M. Bd. LII. Heft 1. 4
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26 2. tlcrmiie, sur les fonctions homogenes. See. mem.

Ce coefficient (fj(—b,a}, est divisible par a, comme on le voit aisement; il
s'ensuit, qu'en employant la methode donnee dans mon pbemier meraoire, pour
deduire un covariant de son premier terme, on obtiendra la forme /'en facteur
commun dans la serie entiere des covariants associes. Gelte reraarque faite,

je vais etudier de plus pres les quotients — (pi( — b,a), en supposant i les

valeurs l, 2, 3, 4, 5, pour lesquelles on trouve les coefficients de /; suivant
l'ordre alphabetique :

— (p,(

— <5P2 (

ea3,

a.) = 0,

«) = —V--\-ac,

Introduisons pour cela, les expressions suivantes; savoir:

A, invariant de φ^(χ,γ)==ϋλ — ac,
B, Md.
C, id.
D, id.

on verifiera sans peine les relations:

— (p2(—b,a} == — A,

. . . dB

Cela pose, soient g> g', les invariants analogues a A, C, mais relatifs aux
formes

i
m.m—l
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2. Hermite, sur les fonctions homogenes. See. mem. 27

m.m—l.»»—2.«i —3 \dx*' dj^dy} θ^θ?' δίθΡ' 5]
et A, et A', les quantites:

m
_ . —

(m — 2) Vor ' j y "
— _ _ - _

4»»(»i— 3)V ,r dy dy Ο
on aura ces expressions des premiers covariants associes de /', savoir:

Cela resulte immediatement, de ce que leurs termes les plus eleves en ̂
ont precisement pour coefficients les quantites φ2( — &> α)·> φ*( — 1>> <*)·> etc. Mais
je ne m'arreterai pas a le verifier, m'etant seulement propose de faire voir,
comment viennent s'oiFrir dans ma theorie, les covariants auxquels Mr. Sylvester
a donne les designalions de Heftsieurs ou Demanants, et qui ont ete nommes
precedemment y, g', g" .

IV.
Division en ordres des formes cubiques.

D'apres ce que nous avons dil en commen9ant, le point de depart de
cetle theorie de la division en ordres, est la recherche complete de tous
les covariants des formes cnbiques. Nous allons nous en occuper, en nous
fondanl sur les propositions generales precedemment etablies.

Soit la forme proposee:

f = (Λ, b, c, d)(x, y)3,
on trouvera d'abord pour ses covariants associes, /i etant identiquement nul,
les expressions ^= — fy, f l — — f / i . Afin d'introduire par la suite 2g au
Heu de y, nous ecrivons: f'z = — %fy, el nous aurons ces valeurs:

g =

A = 2b^f

Cela pose, recherchons si d'autres covariants ne naitraient pas, par
exemple, du developpement de:

4*
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28 2. Hermite, sur les fonctions homogenes. See. mem.

»> b> c> dxX ~ · ; Y>
r on trouve sans peine que:

' , Yf,

/-l designant Tinvariant unique de f, savoir:
/l = (bc — ad}2 — 4 (δ2 — ac) (c2 — hd) = 4ac3 -{- 4rf63 -j- (fd2 — fyabcd — 3AV2.

Ce sont donc encore f et A qui se presentent, mais accompagnes maintenant
de l'invariant J. Notre seconde proposition (§. II.) conduit ainsi a ces deux
conclusions:

Tont covariant θ de la forme cttbique f, est exprimable, soit de
cette maniere:

soit de la suivante:

(2.) θ =
^ J <f

les deux numerateurs etant des fonctions rationnelles et entieres des
diverses quantites qui y entrent, et les exposants μ et v, etant entiers.
Or de l il est facile de conclure, que θ peut egalement s'exprimer
par une fonction entiere de f, g, h et z/.

Pour etablir la demonstration^, j'observe d'abord, que deux quelconques
de ces trois quantites, f, g, h, peuvent etre regardees comme entierement
independantes. On le voit en considerant un cas particulier. Soit p. ex.
f= -a^-f-y3; on trouvera:^==:—2*ry, Ji = x3 — y3: quantites qui, envisagees
deux a deux, ne peuvent etre liees par aucune relation, independante de χ
et y. \Mais entre f, g, et h, une teile relation existe necessairement, et
s'obtient en comparant les invariants des deux formes (a>b> c, d)(x, y)3 et
(f, 0 , — \ f g , f K ) ( X > Y)z> qui sont respectivement Λ et /*4A2 — W<?· Ork la
seconde, resultant de la premiere, par la Substitution lineaire au determinant /^
qui donne naissance aux covariants associes a f , on trouvera:

et plus simpiement:
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2. Her mit e, sur les f net ions homogenes. See. mein. 29

(Cette equation a ete recemment indiquee par Mr. Cayley , dans un
meraoire intitule: Nouvelles recherches sur les covariants.)

Cela pose, j'observe que les numerateurs dans les expressions (1.) et
(2.) de Θ, pourront etre ramenes en vertu de cette relation, contenir seule-
ment la premiere puissance de h; ainsi on pourra ecrire:

les nouvelles fonctions, //i,, /Z19 Φ(), Φ^ etant essentiellement entieres en f \
y, et Λ.

Egalons maintenant les deux expressions du covariant , if viendra :

Or je dis qu'on devra avoir separement:

(40 j? IT<> (f, //, Λ} = ± Φοί /; y, ̂ ; ,

(5·) f?Hi(f,.9,4) = ^τΦι(Λ^^.

Eifectivement, s'il n'en etait pas ainsi^ on aurait entre /', g, h, une equation
essentiellement distincte de (3.), contenant h au premier degre seulement.
II serait donc possible, en eliminant eette quantite, d'obtenir entre /' et ^,
une relation independante de χ et γ; contrairement a ce que nous avons
precedemment etabli. Or Tegalite (4.), lorsqu'on a chasse les denominateurs,
prouve imrnediatement que fl{} est divisible par f, et Φ,, par gv . Une con-
sequence toute semblable se tire de Tegalite (5.). Ainsi nous avons ce
theoreme:

Tout covariant de la forme cubique proposee /', est une fonction en-
tiere de f , ff, h et de l ' invariant /l; le covariant h, pouvant etre regarde
comme entrant seulement au premier degre dans cette fonction.

Dela decoulent beaucoup de consequences sur lesquelles nous aurons
revenir dans la suite de ces recherches. En nous bornant maintenant a

ce qui se rapporte a la di Vision en ordres des formes eubiques, nous voyon?
que cette division peut etre faite de trois manieres differentes.

Soient en effet: f, f, /",·.. f0) les formes par lesquelles on peut
representer la totalite des classes cubiques differentes pour un meme in-
variant J; ces formes correspondront d'une part, les covariants quadra-
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30 2. Hermite, sur les fonctions homogenes. See. wem.

tiques, g, g', g" , -*9(i}> et de Tautre les covariants cubiques, h, h', h", ._ Ac/).
Cela pose, chacun de ces trois groupes de formes, que pour abreger nous
nommerons (/*), (g] et (A), pourra tout d'abord etre individuellement divise
en ordres, en appliquant le principe de Mr. Gauss, tel que nous l'avons pre-
sente (§. L). Or en reunissant dans le meme groupe, toutes les formes de
(/*), dont les covariants quadratiques appartiennent au meme ordre dans (^),
on obtiendra une seconde division en ordres de (/"), que nous dirons attachee

g. Et semblablement, si Γόη prend pour point de depart la division en
ordres de (A), et qu'on reunisse encore dans un meme groupe les formes
de (/"), dont les covariants cubit/ues appartiennent au meme ordre de (A), on
arrivera a une troisieme division en ordre de (/"), que nous dirons altachee
a A. De ces deux dernieres divisions, celle qui est altachee a g, a la plus
grande importance; comme nous nous reservons de le montrer dans un autre
memoire. Elle sert de base en effet a la determination complete du nombre
des classes cubiques pour un invariant donne: recherche que Mr. Eisemlein
a deja traite d'une maniere aussi ingenieuse qu'elegante, mais seulement dans
un cas particulier. Pour ce qui regarde la division en ordres attachee au
covariant A, je ne puis la justifier que par l'analogie avec la precedente, car
jusqu'ici je n'ai pas encore ete amene a en faire usage, et la caracteriser
par quelque propriete arithmetique particuliere. Cependant dans plusieurs cir-
constances, j'ai vu le covariant A, jouer un r le important, et j'en vais citer
un exemple, qui se rapporte precisement a la recherche du nombre des classes
cubhfues. II est necessaire dans la methode que j°ai suivie, d'obtenir Fex-
pression analytique de toutes les formes, pour lesquelles le covariant quadra-
tique est le meme. Or f designant une forme determinee dont le covariant
quadratique est g> toutes les autres qui auront le meme covariant, seront
donnees par la formule: ff -\-u/i, h etant le covariant cubique de f; t et u
des constantes liees par la relation

II me reste encore indiquer comment les diviseurs communs des
coefficients de fy g, ou A, dependent de //. Or en nommant λ, μ, ν , ces
diviseurs, et remarquant que les invariants de f, y9 A, a savoir: ^/, ^/, et ^/3,
sont respectivement des fonctions homogenes du 4e du 2e et encore du 4e ordre,
des coefficients de ces formes, on voit immediatement que:
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2. H er mit e, sur les fonctions homogenes. See. mein. 31

λ4 est un diviseur de J,
μ~ id ...... J,
r4 id ...... J\

A ces relations, il faut aussi joindre les suivantes:
λ2 est un diviseur des coefficients de g,
λ3 id ........... h,
μ id ........... 2A.

Les deux premieres sont evidentes, et la troisieme suit de l'equation

6Λ = $£.$£. — $l. *£dx dy dy dx*
dont le second membre contient le faeteur trois, qui est amene par les derivees

partielles j£, f£.

V.
Division en ordres des formes biquadratiques.

La recherche du Systeme complet des covariants est le point de depart
de cette question; comme de la precedente. Nous allons la traiter en nous
proposant de mettre dans tout son jour, Tanalogie que nous avons reconnue
a cet egard, entre les formes cubiques et biquadratiques.

Soit, en conservant les denominations de mon premier memoire,
f = (a,b,c,b',a'Y(x,y?

la forme proposee; ses covariants associes seront d'apres les formules gene-
rales donnees a la fin du (§. III.) :

Λ= ο,
^ = ~f9>
Λ = ,

i elant l'invariant quudratiqtie ad — 4#ft'-f3e%· g et A , les covariants
que nous avons dej consideres, savoir:
9 = (*2— ac, ±(bc — ab'), i(3c*—2bb'—aa'), $(b'c-a'b}, bn— e'cX^y)*,

= (P, <l, r, s, r', q', ^',Xa?,y)e,

en faisant pour abreger:
p = W — 3α bc -f <?b', 6g = 6*2c - 9ac2 -f 2abb' + aV etc.
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32 2. Her mit e, sur les fonctions homogenes. See. wem.

Cela pose, les covariants associes a g> resulteront de l'identite suivante:

soit de la suivante:

= (Λ ¥', - Wi .#·+«). - ¥>(ff-\ *«), -jf +
qu'oii verifiera par un calcul un peu long, quoique sans difficulte, eri reduisant
les covariants leurs premiers termes. H en resulte que nous retrouvons les
quantites /*, g, h, accompagnees des deux invariants i et /. Ainsi la seconde
proposition du (§. II.) conduit a ces deux conclusions:

Tout covariant θ de la forme biquadratique /', est exprimable, soit de
cette maniere:

(1.) θ =

(2 l θ =L tj ^ 9V

les deux nuraerateurs etant des fonctions rationnelles et entieres des
diverses quantites qui y entrent, et les exposants, μ, v, etant entiers.

Je vais maintenant etablir que θ peut egalement s'exprimer par une
fonction entiere de f, g, h, i et j. J'observe d'abord que f et g ne sau-
raient etre lies par aucune relation independante de x et y; comme on le
voit en considerant le cas particulier de f=x*-^y*, qui donne g = — x^y1.
Mais une teile relation existe entre /^ g, et A, et a ete etablie dans mon pre-
mier memoire, savoir:

Or on voit que les numerateurs dans les expressions (I .et2.)de0, pourront
etre ramenes a l'aide de cette relation, ne contenir que la pr miere puissance
de A. Ainsi on pourra ecrire:

n(f, g, h; i) = n, (/; 9i i, j) -f hn, (/; 9i i, ./),

les nouvelles fonctions //o, /Jj, Φ0, Φ19 etant essentiellement entieres en
ff 9) h> l et j· I' su^ de la, en egalant les deux expressions du covariant Θ:

donc, achevant de raisonner absolument comme nous Tavons fait pour les formes
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2. H er mit e, sur les fonctions homogenes. See. mem. 33

cubiques, on obtiendra les equations separees:
l . . . i

fr > gV

1 n (f ' · *

desquelles il resulte que U(] et ZIj sont divisibles par ft*; Φ(} et Φχ par gf.
Ainsi nous avons ce theoreme:

Tout covariant de la forme biquadratique f, est une fonction rationnelle
et entiere de f] g, A, et des deux invariants i,j, le covariant h pouvant
etre regarde comme entrant seulement au premier degre dans cette
relation.

Pour proceder maintenant a la division en ordres, il conviendra d'in-
troduire au lieti de ff et h, $g et §h, qui ne contiendront aucun coefficient
fractionnaire. La methode que nous avons employee pour les formes cubiques,
donnera alors trois divisions differentes de l'ensemble des classes distinctes
qui ont les memes invariants i et j. L'une sera directement deduite de la
consideration des diviseurs communs aux coefficients des formes qui repre-
sentent ces classes; les autres seront respectivement attachees a 6</ et 6A.
Mais moins avances dans Fetude arithmetique des formes biquadratiques, nous
ne pouvons encore, comme nous l'avons annonce pour les formes cubiques,
attribuer a aucune de ces divisions, d'autres proprietes que celles-la memes
qui leur servent de definition. Nous nous bornerons donc a la recherche des
relations qui existent entre les diviseurs des coefficients des formes f, 6g, 6/1,
et les invariants i, j, recherche qui exige plus de developpement que dans
la theorie des formes cubiques; car eile depend de la determination des divers
invariants de 6y et 6Λ. Nous nous occuperons, d'abord a cet egard, de la
forme ff, mais en nous pla^ant a un point de vue plus general, afm d'en tirer
occasion de presenter quelques rernarques sur un beau theoreme qu'a donne
Mr. Hesse, et qu'on peut enoncer ainsi:

Soit F une forme biquadratique composee lineairement en /' et g, savoir
F = lf-ug,

/ et w etant des conslantes: si Γόη nomme G le covariant deduit de F,
comme g de f, on aura:

G = u',g-1'f,
u' et t', designant de nouvelles constantes.

Crelle's Journal f. d. M. Bd. LII. Heft i. 5

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/25/15 9:57 PM



34 £· Hermite^ sur les fonctions homogenes. See. mem.

Une nouvelle demonstration de ce theoreme resulte d'abord imme-
diatement de notre proposition , que tous les covariants des forraes biquadra-
tiques sont des fonctions entieres de f, y, h. Effectivement , la forme G,
qui sera evidemment un covariant de f, doit etre,y;omme cela se voit a priori?
du quatrieme degre en χ et γ. Or les seuls covariants du 4e degre, qui
puissent resulter d'une fonction entiere de f , g> h, sont des fonctions lineaires
de f et y. G est donc, comme la forme F eile meine, une ex'pression de
cette nature. Cela etant, on trouvera, comme il suit, tf et u', a moyen de
/ et tf. Nommons : l, J et H, les quantites analogues a i, j, et h, pour la
forme V. Entre ces quantites on aura la relation

que j'ecrirai ainsi:
(4,0,-H -JKG,F)3 = H\

Or on reconnait immediatement par l'expression de H au moyen des derivees
. „ dF dG dF dG „

Partielles -ατ> 1ΪΪ> W W i u e l o n a :

H = (tu'-ut')h.
Nous pouvons donc poser:

= (/«' - utj (4, 0, -&, -j(g,
et en observant que les equations

F^tf-ug, G
donnent:

tu' — ut' ' lu'—ut"

cette derniere relation peut eile motne evidemment se ramener la suivante:

(3.) (tu' - «0(4, 0, - i/, - J}(G, F)3

que nous allons traiter comme identique par rapport a G et F.
A cet effet je designe pour un instant par φ(ί, tt), la forme cubi-^^^

que (4, 0, —%i,—j)(t,i*y. On trouvera, en egalant les coefficients de 6?3 et
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2. H ermit e, sur les fonctions homogenes. See. mem, 35

G2F2, ces deux equations:
4(/ti' —tfl ') = φ (t, u\

0 = /' + « ' ,dt ' du 7

desquelles on tirera:
/f l dcp ΛΛ( l

" ~dt
/' — _ — ^L n' — -L ^L.

~~ ' ~ '
expressions bien simples comme on voit.

Mais notre principal objet est d'obtenir les invariants / et J, qu'il nous
faudra tout- -1'heure employer dans le cas particulier o F—6g. Soient
dans ce but, χ et φ, les covariants quadratique et cubique de φ, savoir:

ψ = (— l(y, —-f-a2, — £ij, —^\33— 4;2)(^ f/)3,
on trouvera, en employant les valeurs obtenues pour t* et υ!\

— 45 W* 45 Ψ V

car nous avons ete amenes a faire usage precedemment de la Substitution qui
donne naissance aux covariants associes. L'equation (3.) devient ainsi, en
rempla9ant tu' — «/' par \(p:

et l'on en tire:

1 = ix ==

En particulier, si Γόη suppose / = 0, u==—6, afin d'obtenir /^=60τ, on
trouvera:

I = 3i2, J = t3 —54f.
C'est la le resultat que nous vonlions etablir pour arriver a caracteriser les
nombres entiers, diviseurs des coefficients de 6g.

Nous allons maintenant proceder a une rechercbe analogue relativement
aux coefficients de la forme 6A. Gelte recherche tout d'abord semble plus
difficile; car nous ne possedons aucune proposition sur les invariants des formes

5*
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36 2. Hermite, sur les fonctions homoy nes. See. meni.

du 6e degre. Mais il se presente ici le premier exemple d'un fait remar-
quable, que nous verrons plus tard se reproduire dans bien des circonstances.
Ln forme h possede en effet cette singtiliere propriete que tous ses invariants,
sont ou le discriminant, ou les puissances du discriminant de la forme biqua-
dratique proposee f. Voici, je crois la maniere la plus facile, de le demontrer.
Imaginons que par une Substitution S, au determinant tm, on fasse evanouir
dans f, les coefficients de x*y et xy*, de sorte que la transformee obtenue soit:

F= (^0,C,0,J'XX,F)*.
Cette Substitution effectuee dans A, donnera precisement pour transformee la
forme H qu'on deduirait de F, par le meme loi que A de f . Or on trouve
ainsi:

H = (ΡιΐΑ(ΑΑ'—9€2), 0,0,0, — $Α'(ΑΑ' — 9C2),Of(-X; F)6.
Cela pose, un invariant quelconque de h> fonction homogene de p9 (j>

r, $, r', qf, p', ne changera pas de valeur en substituant a ces coefficients
ceux de la transformee H. Mais par l , cet invariant devient une fonction
homogene des deux seules quantites A(AA' — 9C2) et A'(AAf — 9(72), et
meme une fonction qui ne doit pas changer par rapport a la Substitution
JT= — Ι7', Ύ=.Χ.'; il ne peut donc etre que proportionnel a une puissance
du produit AAf (AAf — 9C2)2. Or ce produit s'exprime aisement en i et j:
car F etant une transformee de /"par une Substitution au determinant \, on a:

i = A A1 -j- 3C2, j = C(AA - C1}
et par suite le discriminant z/ a pour valeur:

J = i3 — 27 f = ΑΑ'(ΑΑ' — 9&γ·9
d'ou resulte ce que nous avons annonce.

Ceci etabli, on sait par un theoreme de M. Cayley, que Texpression

est un invariant de la forme ( p, q, r, .?, rr, yf, ρ'χ χ, y)6, de sorte qu'on doit
avoir, en designant par μ une quantite nuraerique:

Or en supposant ^=0, b' — Q. on trouve de suite que μ doit otre £; nous
avons donc pour la forme 6Λ, un invariant de second degre par rapport a
ses coefficients, et dont la valeur est 6z/. Ce dernier resultat et les ex-
pressions precedemment obtenues pour les invariante de 6y, donnent les con-
sequences suivantes:
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2. H er mit e, sur les fonctiom homogenes. See. mem. 37

Designant par λ, μ, v, les diviseurs des coefficients des formes f , 60, 6h,
λ2 est im diviseur de Tinvariant i,
λ3 id j,
,u2 id 3r,
μ3 id i3 — 54/,
y2 id 6^/,ou: 6(z3 —27f).

A ces relalions il faut aussi joindre celles-ci qu'il nous suffira d'indiquer:
λ2 est un diviseur des coefficients de 6g,
λ3 id 6A,
μ id SA.

Comme pour les formes cubiques, Ja derniere resulte de l'equation

Sh = dJ.A~d-H.d-f.dx dy dy dx
Je terminerai par une remarque qui ne sera pas peut-etre sans im-

portance au point de vue arithmetique, et qui se tire des formales que j'ai
donnees pour le theoreme de M. Hesse. Elle consiste en ce que le discri-
minant ^/, est un facteur dans le covariant G, et les deux invariante / et
J de la forme F=i2f-\-9j#.

VI.
Sur les covariants des formes du cinquieme degre.

II a ete precedement etabli, que tous les covariants des formes cubiques
et biquadratiques s'expriment en fonction rationnelle et entiere de deux d'entre
eux, et de la forme proposee. Ces deux covariants fondamentaux ont, comme
nous l'avons vu, une origine commune, et se trouvent dans le groupe des
covariants associes a la forme primitive. Or cette propriete fundamentale
n'existe plus pour les formes du cinquieme degre, et il devient alors im-
possible d'exprimer tous les covariants en fonction entiere Je ceux que nous
avons defini comme associes a la proposee. Effectivement, les formules
generales donnees a la fin du (§. III.) mettent en evidence ces quatre co-
variants associes, g, g', h, h', dont voici les premiers termes:

g = (V-ae)i* + ...,
9' =
h =
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38 2. Hermiteß sur les fonctions homogenes. See. mem.

la forme primitive etant supposee:
f = (a, b, c, d, e, f ) ( x , y)5.

Or il existe au moins un covariant cnbique, qu'on pourra par exemple definir
comme Finvariant j de la forme biquadratique suivante:

/ay ay ay ay a

et qui ne pourra jamais s'exprimer par une fonction entiere de g, gf, h, h',
qui sont respectivement des degres, 6, 2, 9 et 5.

II existe donc bien au point de vue algebrique, un caractere important
qui appartient exclusivement aux formes de degres moindres que cinq; mais
il y a meme pour ces formes, des proprietes qu'on doit regarder comme ex-
ceptionnelles, et qui peuvent veritablement les faire considerer comme des
cas singuliers dans les theories generales. Ainsi: les formes cubiques ne
possedent point de covariants lineaires, qui se presentent pour toutes les
autres formes de degres impairs. Les formes biquadratiques n'ont pas non
plus de covariants quadratiques, qui presentent au contraire pour toutes les
autres formes de degres pairs. Or de la decoulent dans la nature de ces
formes de profondes differences, que nous nous attacherons a apprecier et a
faire ressortir dans la suite de nos recherches.

Paris, Juillet 1854.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/25/15 9:57 PM


