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IJber die Anzahl inkongruenter Werte ganzer, 
rationaler Funktionen. 

Von Richard Kantor in Wien. 

w 1. Einleitung, einige allgemeine Satze fiber die Wertigkeits- 
bestimmung mit Anwendungen. 

Die vorliegende Abhandlung ist ein Auszug aus der Disser- 
tation des Verfassers und besehaftigt sieh mit folgendem Problem: 

Wie viele naeh irgend einem Modul m inkongruente Werte er- 
halt eine ganze, rationale Funktion f (xl, x~ ..... r,,), wenn ihre (unab- 
hangigen) Variabeln xl, x~,,...x,~ ein vollstandiges Restsystem rood m 
durehlaufen? Die gesuehte Anzahl nennen wir die ,,Wertigkeit 
der Funktion f (x~, xs,...x,~) ~. Die Wertigkeit kubiseher Funktionen 
yon einer Variabeln naeh einem Primzahlmodul hat D a u b 1 e b s k y 
v. S t e r n e c k  (1907, Sitzungsberiehte der kais. Akademie der 
Wissensehaften in Wien, Band CXVI, Abteilung I[ a) bestimmt ; hier 
sollen zunachst einige allgemeine Satze iJber die Wertigkeitsbestimmung 
Aufnahme finden, ferner die Wertigkeitsbestimmung kubiseher 
Funktionen yon einer Variabeln naeh einem beliebigen Modul 
vo!lstandig erledigt~ endlich noch die Wertigkeitsbestimmung 
quadratiseher Funktionen yon beliebig vielen Variabeln kurz ge- 
streift werden. 

Unmittelbar ersiehtlieh sind folgende zwei Satze: 

I. Um die  W e r t i g k e i t  WOn ) e i n e r  F u n k t i o n  n a c h  
e i n e m  M o d u l  m zu b e s t i m m e n ~  g e n t i g t  es, i h r e W e r t i g -  
k e i t  n a e h  j e d e r  in  d i e s e m  M o d u l  a u f g e h e n d e n  P r i m -  
z a h l p o t e n z  zu k e n n e n ,  da w e n n  m=l)?[p:~p,:S (l),=~pk, 
wenn  i4= k), die Form'e l  g i l t :  (1) W(m)-~- W(p] ~) W(p~ '~') W(22"). 

II. Die  A d d i t i o n  e i n e r  b e l i e b i g e n  K o n s t a n t e n  zu 
e i n e r  F u n k t i o n  und  i h r e  M u l t i p l i k a t i o n  m i t  e i n e r  
z u m  M o d u l  m t e i l e r f r e m d e n  K o n s t a n t e n  h a b e n  a u f  
d ie  W e r t i g k e i t  de r  F u n k t i o n  k e i n e n  Einf lu l~ .  
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Die nachsffolgenden S~tze gelten ftir einen Primzahlmodul 29 
und werden darin die Funktionen als nach dem Fermatschea Satz 
reduziert vorausgesetzt. 

Die Konstanten sind einwertige Funktionen, umgekehrt 
III. D i e  e i n z i g e n  e i n w e r t i g e n  F u n k t i o n e n  rood 19 

s i n d  d i e  K o n s t a n t e n .  
Wir  beweisen den Satz zunachst ftir eine Variable. A sei der 

einzige Weft, den die Funktion f ( x )  annimmt; wir stellen uns die 
Aufgabe, die Koeffizienten yon f(x) zu bestimmen. Sei also 
f ( x ) ~ c . l , _ l x ' P - l @ c l , _ 2 x l ~ - ~ @ . . . @ c i X @ C o  mod p. Ftir x ~ 0  
rood 7) ergibt sieh c o ~ A rood 19; setzt man sukzessive 
x ~ 1, 2, l) - -  1 rood 29, so erhtlt  man die (29 - -  1) Kongruenzen 

p - - 2  

2 c ~ x i @ c l ' - l ~ O  rood 29, x ~ - l , 2 ,  2 ) - - 1  rood 29, (1) 

deren Addition ergibt ~ cx~ ~ x~] -t- 0) - -  1)c,,_~ ~ 0 rood t0 und, 

p - - 1  

da ftir i @ 0  rood 1~-- 1 2 x ~ - ~ 0  nlod 1), folgt c~_l-~-0 rood 29, 
x~-I 

wodureh die Kongruenzen (1) iibergehen in 

p - -2  

c i x i - l ~ O  m o d p ;  x - ~ l , 2 ,  p - - 1  m o d 2 ,  ( la)  
i - -1  

p--~ /i,--z \ 

deren Addition 2 c i [ 2 xi -l ) -@ (1)-- l ) cx ~_ (1, - -1)  el -~-- O ulod l) , 

c~ ~ 0 rood 2 liefert. Auf dieselbe Art fortfahrend erhalten wir 
c~ 1 ~ c2 ~ c~,_1 ~ 0 rood j0, d. h. c o ist der einzige wirklich auf- 
tretende Koeffizlent , f (x )  also eine Konstante. 

Der Satz sei nun ftir ~ Variable bewiesen. Dann ordnen wir 
eine Funktion yon (n ~ -1 )  Variabeln naeh einer dieser Variabeln 

p--:l 
f ( x l , .  . . & +  1) ==- c~_ ~ x~+ ~ @-... @ c o rood 2, wo nun die c~. Funktioneu 
yon xl,  x,~ sind. Soll f ( x  1 . . . .  x ,+l )  einwertig sein, so ergibt sieh~ 
genau wie oben~ dal3 sieh f ( & , . . . & + O  aufc0 reduziert. Dieses ist 
aber eine Funktion yon ~ Va.riabeln~ der Voraussetzung naeh Mso 
eine Konstante , da c o einwertig sein soil, womit der Satz dutch 
vollstindige Induktion bewiesen ist. 

Aus der Tatsaeh% dal5 eine Kongruenz n re" Grades rood p 
hSehstens ~ inkongruente Wurzeln hat, ergibt sieh sofort der Satz: 

IV. L i n e a r e F u n k t i o n e n  m o d T  s i n d 2 9 - w e r t i g ;  f t i r  
d i e  W e r t i g k e i t  k rood p e i n e r  F u n k t i o n  n ten G r a d e s ,  
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wo 2 < n < p - - 1 ,  g i l t  d ie  U n g l e i e h u n g  ~- @ l < k < p  

~-P h S e h s t e  g a n z e  Z a h l  < ~  �9 

Ahnlieh wie II[  beweist man: 

V. E i n e  F u n k t i o n  ( 2 - - 1 )  ~en G r a d e s  mod 2) k a n n  
n i e h t 2 ) - w e r t i g  sein.  

VI. ?~Ian k a n n  s t e t s F u n k t i o n e n  mod 1) h e r s t e l l e n ~  
w e l e h e  an v o r g e s e h r i e b e n e n S t e l l e n v o r g e s e h r i e b e n e  
W e r t e  a n n e h m e n ;  s i n d  f t t r  a l l e  S t e l l e n  0~ 17 p - - 1  
F u n k t i o n s w e r t e  v o r g e s e h r i e b e n ~  so i s t  d ie  F u n k t i o n  
e i n d e u t i g  b e s t i m m t ;  d a r a u s  f o l g t  u n m i t t e l b a r ~  dal~ 
m a n  F u n k t i o n e n  y o n  j e d e r  v o r g e s e h r i e b e n e n W e r t i g -  
k e i t  k ( l < k < 2 )  h e r s t e l l e n  k a n n .  

Sind nieht ftir alle Stellen Werte vorgesehrieben~ so kann man 
die Werte an jenen Stellen, ftir welehe keine Funktionswerte vor- 
gesehrieben sind, willkttrHeh wahlen und damit ist dieser Fall auf 
den zurtiekgeftihrt~ dag far alle Stellen Funktionswerte vorgesehrieben 
sind. Es werde also gefordert~ da~. die gesuehte Funktion an der 
Stelle x ~ i  rood ~ den Wert f(i) annehme und unsere Aufgabe 
ist~ die Koes e o c 1 cp_~ der Funktion zu bestimmen. Es ist 
c o ~ f ( 0 ) ,  im librigen gelten die Kongruenzen 
p - - 2  

cr =f(x)--f(O) rood2, x~l~2, p - -  1 rood ?. (2) 

Sind diese Kongruenzen naeh c 1 ~ cs ~ c~_ ~ auflSsbar~ so ist unser 
Satz bewiesen; sic sind tatsaehlieh aufl6sbar~ da die Determinante 
der Koeffizienten der c: 

1~-2 1~-3 l 1 1 I 
I 

D ~  2l~-~ 2 :~ 2' 1 ~:0modl~ ' (3) 

( 2 -  1) t ' -~  ( 1 ) -  l) l~-s (P - -  1) 1 

VII. D i e A n z a h l  a l l e r k - w e r t i g e n F u n k t i o n e n  rood 
p is t :  

(a) 

wo d ie  S u m m e  zu e r s t r e e k e n  is t  t iber  a l le  K o m b i -  
n a t i o n e n  k t e r  K l a s s e  aus  den  Z a h l k l a s s e n  des ro l l -  
s t ~ n d i g e n  R e s t s y s t e l n s  m o d p ,  d ie  d e r  B e d i n g u n g  

~ + ~,~ + -  �9 - +  ~ . = ~  0 < -,. < ~  (5) 
g e n t i g e n .  
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Denn dn  einzetner Posten unter dem Summenzeichen ist 
die Anzahl der versehiedenen Permutationen yon P Elementen~ 
unter welchen %~%:. . .~k gleiehe Elemente vorkommen. Sind 
also AI~ A2~Ak , 1~ bestimmte Werte der l~eihe 0~ l~p--l~ so zeigt 
ein einzelner Posten der obigen Samme an, auf wie vide Arten 
.Ai~A~Ak als Funktionswerte auf die Argumentwerte in der 
Weise verteilt werden k~innen~ dat~ z. B. A 1% ~ real: A 2 % ~ mal~ 
Akqk-----real angenommen wird~ we die = vorerst bestimmte Werte 
gemN~ Bedingung (5) vorstellen; lal~t man die a alle ihre Werte- 
kombinationen durchlaufen~ so erkennt man~ dal~ die Summe in (4) 
die Anzahl atler Ftmktionen angibt, welehe k bestimmte Funktions- 
werte AI~Ae~Ak und nur diese annehmen. A,~A~,A~ ihrerseits 

kSnnen nun in (2s Weise aus der Reihe 0~ 1, p -  1 gewahlt 

werden. Hieraus ergibt sieh die Riehtigkeit der Formel (4)~ yon 
\ - - !  

welcher wit noch folgende Spezialfalle angeben: 

P P 

_F~ bezw. ~ F~, je nachdem die Konstanten mitgez~thlt werden 
k ~ l  k~2 
oder nieht~ ist die Anzahl aller naeh dem Fermatschen Satz redu- 
zierten Funktionen; z~hlt man diese statt naeh ihrer Wertigkeit 
naeh ihrem Grad ab, so erh/ilt man die Formeln: 

p~,= ~ ~ ! % ! .  .. ~ !  (6) 
t , : = 1  

und 

v2,--p_~_ ~ k 1%T 
k = ~ (~) al . . . . .  aa.! 

mit tier S::m:atio-sbeai~g:::g ~: + : ,  § 2 4 7  ~ = l ) ;  0 < :, ~ l ' .  
Leicht zu beweisen sincl die folgenden zwei S:*tze:. 

VIII.  D i e  W e r t i g k e i t  e i n e r  F u n k t i o n f ( x )  rood m 
~ tn de r t  s i e h n i e h t ~  w e n n  m a n  a n S t e l l e  v o n x e i n e  n e u e  
V a r i a b l e  ~ e i n f t i h r t ,  so dal~ x~q~(~)  m o d m e i n e  m - w e r t i g e  
F u n k t i o n  is t .  

D a s s e l b e  g i l t  f t i r m e h r e r e V a r i a b l e ,  v o r a u s g e s e t z t ~  
d a g  d i e  F u n k t i o n e n  

�9 ' ~  . . x , ~ _ _ _ ~ ( ~ l ~ , )  Inod m xl =--- ~1 (~, ~ ~,~) x,, - ~  ~ (~ ~2 r .... 

v o n e i n a n d e r  u u a b h a n g i g  s i n &  
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IX. I s t  f (x)  rood m e i n e  m - w e r t i g e  F u n k t i o n ~  so 
wird~ w e n n  man  an S t e l l e  y o n  x e i n e  n e u e  V a r i a b l e  
e in f t i h r% so daf~ x ~---~(~) rood m e i n e  k - w e r t i g e  F u n k t i o n  
ist, a u c h  f[~(~)] k - w e r t i g .  

A n w e n d u n g e n  a u f  W e r t i g k e i t s b e s t i m m u n g e n  
n a c h  e i n e m  P r i m z a h l m o d u l 2 .  

1. Die kten Potenzen linearer Funktionen durchlaufen § 1 

mod 2 inkongraente Werte~ w o  8 den grSl~ten, gemeinsamen 
Teller yon k und P -  1 bedeutet. 

2. Die Funktionen yon der Gestalt 

wo /%k1~1~2... zu ( p ~  1) teilerfremd sind~ sind p-wertig. 

3. Ist 2-~-2 rood 3~ so sind alle p-wertigen Funktionen dritten 
Grades die dritten Potenzen linearer Funktionen, abgesehen yon 
additiven und multiplikativen Konstanten. Mit Hils der Resultate 
S t e r n e e k s  zu beweisen. 

4. Die Funktion ax2Z:-~ bx  ~ durchl~uft~ wenn l~ zu ( p - - 1 )  

relativ prim ist~/-~--~ mod 1) inkongruente Werte. Das ist n~mlich 

die Wertigkeit einer beliebigen quadratischen Funktion rood p (p # 2)~ 
wie man leicht beweist~ indem man sic dureh eine lineare Traps- 
formation auf die Form a x  2 bringt. Speziell k ~ p ~ 2 p . > 5  
f ( x )  ~ a x  ~(p-~)-~- b x z - 2  ~ b x ~ , - 2  -~- axe,-3 rood p durehl~h 
p ~  1 

2 inkongruente Werte. 

5. Die Funktion ax3k-]-bx2~--~cxt  k zu 2 - -  t relativ prim, 

durchlauft l ~ l  inkongruente Werte, wenn b ~ -  3 a c ~ O  rood p, 

p inkongruente ~'Verte~ wenn b ~ - -  3 a c ~ 0 rood 19 und p ~= 2 rood 3~ 
p ~ 2  
--~--~ wenn b ~ - - 3 a c = O  rood 2 u n d p ~  [ mod 3. Diese Resultate 

erB~lt n~mlieh S t e r n e c k  ftir k =  1. {~}  ist die ~ ,  zul2~,ohs~ 

liegende ganze Zahl (p 4= 3). Speziell ,~ - ~ - 2 - 2  f (x) ~ a x  s (~ - 2) _~_ 
- lcbx~( l ' -"~)-} -cx~ ' -2~cxP-2 q-  bx  p-~  + a x  ~-~ mod p. 

6. (ax~-~-bx)~ l~ zu p - - 1  relativ prim~ durchlauft p ~ - i  
inkongruente Werte. 2 

7. (ax~-~-bx~-~-cx)~ k zu 29--1 relativ prim~ durchlauft je 

3 in" 

kongruente Werte. 
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w 2. Transformation kubischer Funktionen mod p~ in ihre ffir die 
Wert igkei tsbest immung einfachste Form. 

Wir ftihren in die allgemeinste kubisehe Funktion 

f (x) ~ a x  3 @ bx  ~ @ cx  -J- d m o d F  ~ (1) 

die an der Wertigkeit nichts ~ndernde Substitution 

z ~ ~ -~  ~, rood p= (2) 

ein~ dutch welehe (1) t~bergeht in 

aU. - j - (3ak  + b) ~e-j- (3ak~ + 2bX @ e) ~ @ Konstante ( la )  

und traehten k so zu bestimmen, da• eines der Glieder yon (1 a) 
versehwindet. Die Bedingung ftir das Versehwinden des quadra- 
tisehen Oliedes ist: 

3 a k 4 -  b ~= 0 mod p~, (3) 

die fur das Verschwinden des linearen Gliedes 

3 a "~ ~ -@ 2 b ), -[- c :~ 0 rood 2% (4) 

Der Fall~ dag a ~ 0 m o d p ~  b~--~0modp~ c ~ 0 m o d p  ft~hrt bei 
jedem/~ leieht dazu~ da$ die Wertigkeit 2 ~ ist. Wir schalten also 
diesen Fall aus und betraehten 

I. 1)=t = 3~ a ~ 0 rood 2. In diesem Fall ist die Kongruenz (3) 
15sbar~ man kann also (1) in der Form 

a' x ~ -1- c' x : ~ . f  (x) rood2 ~ (1 b) 

voraussetzen~ worin a' @ 0  mod p undc '  ~ 0 rood 1~ ~= 0 rood p~+~ 
wenn b 2 ~ 3 a c ~ O m o d N ' ~ N z O m o d l ) ' ~ + ~ , O < n < ' ~ .  Dies wird 
bewiesen~ indem man den Wert yon k aus (3) in 

3ak  2 @ 2 b ~ . @ c ~ 0  m o d 2 ' ~ 0  mod/) ~+~ (4a) 
einsetzt. 

II. p = 3 ,  a @ 0 m o d 3  und 1. b @ 0 m o d 3 ;  (3) ist nieht 
15sbar~ hingegen (4)~ so dal~ (1) in der Form 

f (x)  =___ a' x ~ @ b' x ~ rood 3 ~, a', b ' @ 0  (3) (5) 

vorausgesetzt werden kann. 
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2. b ~ 0 rood 3; (3) ist 15sbar, so da$ (1) in der Form (1 b) vor- 
ausgesetzt werden kann~ worin c '~=0 rood 3 7 wenn c ~ 0  rood 3 uncl 
c' ~ 0 mocl 3 '~ ~ 0 mod 3 '*+ 1 wenn ,~2 __ a 7 ~ 0m ~  3 '~- 1 ~ 0 mod 3"7 
wobei b~3t3(3=)Tc~3-, ,  (3 ~) gesetzt wurde. Zu beweisen wie I. 

III.  29 > 2 7 a ~ 0 rood p~ b ~ 0 rood p ; (3) nicht erftillbar~ (4) 
erftillbar; also kann (1) in der Form 

f(x)~-------a'xa--~b'x2mod2~Ta'~OmodlJ~ b ' ~ 0  mod 2 ( lc)  

vorausgesetzt werden. 

IV. 19 = 2~ a ~ 0 mod 2 7 b ~ 0 mod 2 ; (3) nicht erftillbar~ (4) 
erftillbar 7 wenn a ~ 0 mod 4, c ~ 0 rood 2 oder a ~ 0 mod 2 ~ 0 rood 4 7 
c~_ 0 rood 4; in diesen Fgllen kann man also (1) in der Form (1 c) 
voraussetzen~ w~hrend sonst aueh (4) unerftillbar ist 7 weshalb (1) 
in seiner urspri]ngliehen Form genommen werden mug. 

In den folgenden Paragraphen werden wir zu jeder ~r 
der Wertigkeitsbestimmung ein einfaches Bdspiel geben und zum 
Schlusse eine Tabelle der Wertigkeitsformeln far kubische Funktionen 
yon einer Variabeln geben 7 wobei die Ableitung der betreffenden 
Formeln kurz angedeutet werden wird. 

w 3. M e t h o d e n  der vol lsf i indigen Induktion und der e i n z e l n e n  
P o t e n z e x p o n e n t e n .  

U m  die Wertigkeit  yon  x a m o d p  ~ zu bestimmen 7 tiberlegen r .t'l 
]~[ns l~i~ht 7 nag fi.,r 0~.~)r ~ > [ - ~ 3  ~I stets der Weft 0 wir 

erseheint~ sonst aber die Kongruenz  

;~ a ? s a ~  ),s ps a, rood p'~ ;% ~,l~z 0 mod p (1) 

nur  bestehen kann, wenn 8 ~ 8~ in welehem Falle aus ihr 

~s~__ ~,~ rood io~-a~ (2) 

folgt. Somit haben wir blo13 die dureh p unteilbaren kubisehen Reste 
rood io ~ abzuz~thlen und die betreffenden Formeln auch far die Moduln 

< r -11) nz  oodon Um bo ork  o  i on, 
=L 3 J 

wir danaet b ob, wenn die Kongruenz 

x S ~ D  modl) ~-1, D = ~ 0 m o d p ,  t v # 3  (3) 

eine LOsung x o besitzt 7 auch jede dot Kongruenzen 

x3=D--~  - ~.1v~-1 rood p'~ ,~=0~ 17 2 - -  1 (4) 
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eine L~isung besitzt; wegen der Voraussetzung der LSsbarkeit yon 
(3) gibt es sicher ~.-Wert% ftir welche LSsungen yon (4) in der Gestalt 

Xo -k >,. ~ - ~  (5) 

existieren; kSnnen wir tatsiichlich die Existenz yon LSsungen yon 
(4) ftir jedes ~ beweisen~ so folgt, wenn A-(2 =) die Wertigkeit  yon 
x 3 m o d 2  = an den Stellen x ~ 0  mod2  bezeichnet: 

grSl~ter~ gemeinsamer Teiler yon 3 und p -  1. Die Einsetzung 
yon (5) in (4) ergibt aber die wegen X o ~ 0 m o d p  nach k stets 
15sbare Kongruenz 

3 x~o k ~_ ,~-]- z moo p, (7) 

we - - ' x ~ - ~ - D = z . l r  ~-~ gesetzt wurde, womit die Formel (6) 
bewiesen ist. 

Etwas anders mtissen wir bei p == 3 vorgehen. Hier folgt aus 
der Existenz einer LSsung Xo der Kongraenz 

x a ~ D  rood 3 ~ (8) 

;,.3 , die Existenz der drei LSsungen x o -~-" = -  ~ ~ = 0~ 1~ 2 ; setzt man 
hingegen in (8) fur x lx o ,~-2 ~- ~,. 3 , so erh~tlt man fur D I D ~-  ~. 3 ~-1 ; 
unsere F r a g e  is b o b  man auf diese Art jedes ~ ~ -0 ,  1~ 2 erhalten 
kann. F a r  ~ ~ 3 erhalten wir die Kongruenz 

},-~ ~ -~- • mod 3, (9) 

aas welcher sich ergibt 

_~ (3'~) = 3. ~ (3 ~ - ' )  = 3" -2  _~ (9) = 2 .3  =-2, (10) 

we A(3 =) die Wertigkeit yon x 3 rood 3 ~ an den Stellen x ~ 0  (3) ist. 

w 4. Methode der konjugierten Werte. 

Zwei Werte x, x 1 des vollstandigen Restsystems rood p~ hei~en 
,konjugiert  beztiglich der Funktion f ( x ) " ,  wenn die Kongruenz 

f ( x )  ~ f ( x l )  rood p= (1) 

besteht. Wird in (1) x~ als gegeben, x als Unbekannte betrachtet~ 
so ist x ~ x  1 mod p ~ selbstverstandlich eine LSsung yon (1), yon 



3 2  R i c h a r d  K a n t o r .  

der wir aber absehen wollen; ergibt sich hingegen, dal3 die Kon- 
gruenz 

f ( x ) - - f ( x ~ )  =--0 m o d S  ' ( l a )  
- -  X 1 

ebenfalls die Liisung x ~ x  I rnod 2) -~ besitzt~ so nennen wir x I einen 
beztiglieh der Funktion f (x )  ,selbstkonjugierten" Wert. Ferner  ist 
noch zu bemerken: Die Kongruenz 

f (x ) .  ~4 (x) ~ 0 mod 2) ~ (2) 

kann geliSst werden: 

1. Dureh Werte ~1~ ft~r welehe entweder f (~l)  oder q~(~ l )~0  
mod p~  

2. dureh Werte f~, ftir welche f(~-2) ~ 0 rood 2)z, 1 <= k < =, 
f (~2) @ 0 rood j9 z +~ und gleiehzeitig q~ (~,2) ~ 0 rood p ~ -  ~'. 

Die L~isungen der ersten Art sollen :~totale LSsungen", die 
der zweiten Art  ,partielle LSsungen" heigen. 

Wir  kSnnen nun die Wertigkeit  einer Funktion f (x) bestimmen, 
indem wir naeh der Anzahl der LSsungen yon (1) fragen und wollen 
dieses Verfahren anwenden auf die Funktion 

f ( x )  ~__ a x S @ b x  ~ m o d F ~ 2  > 2, a ~  0 modp,  b = ~ 0 m o d p .  (3) 

Wir  setzen als% wenn x i einen bestimmten Wert  modp"  bedeutet~ an: 

3 "2 + + roods (4) 
oder 

+b<l 0moa ,-, 
was naeh Aussehaltung der L~sung x=__x~ mod l) ~ die wegen 
a ~_ 0 rood p, a x i @ b ~ 0 rood p eindeutig 15sbare Kongruenz ftir 
die totalen LSsungen yon (4): 

ax2-~-x(axi-~-b)@ax~@bxl==~-Omodl) ~ (5) 

ergibt. Ftir die selbstkonjugierten xl-Werte bekommt man die 
Kongruenz : 

x 1 (3 a x 1 @ 2 b) ~ 0 rood S (6) 

mit der einzigen L~sung x 1 ~ 0 rood2) ~. Wir  haben (4a) noeh 
auf seine partiellen Ltisungen zu untersuehen~ x = x~ sei eine solehe 
partielle LSsung : ist dies der Fall, so mug x 1 _----~_ximodff.@ximodff-+~ 
und der zweite Faktor  yon (4a) mug rood2) " -~  befriedigt werden, 
indem man ftir x l x~, ftir x i !x~ @ lt.p~, einsetzt. Subtrahiert man sodann 
den zweiten Faktor  yon (4a) yon (6)7 so erDtlt man x~ ~_ 0 rood p. 
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Die Wertigkeit yon (3) an den Stetlen x ~ 0  rood ~o ist also gleich 

der Hiilfte der Anzahl dieser Stellen~ d . i .  2 Setzen wir 

x~h._p;'modp~: so ergibt sieh ftir ~ >  [ ~ ]  0, ftir ) . <  ( ~ - ~ ]  

ist die Wertigkeit yon (2) an den Stellen x =~_ h. pz modp~, h~=0 modp, 
identisch mit der Wertigkeit der Funktion 

~ (h) ~- aha2) ~ -~ b.h '~ mod p=-~" (7) 

an den Stellen h ~  0 rood p, welehe Wertigkeitsbestimmung oben 
durchgeftihrt wurde. 

w 5. Methode des vollsfi indigen Restsystems rood p. 

Es kann vorkommen, dag, damit f ( x ) ~ f ( x  0 mod ~0 ~ not- 
wendig x ~  x 1 mod p sein mug. Dann ist es manchmal angezeigt~ 
die Wertigkeit yon f (x)  zu bestimmen, indem man sukzessive 
x ~_p. ~ -~ ~, mod ~o ~, ~ ~--- 0, 1~ p - -  1 setzt. Ersiehtlieh ist diese 
Methode nur brauchbar~ wenn ~o eine kleine Zahl ist. Als Beispiel 
diene : 

f ( x )~2ax3- -~-bx  ~ rood 2~;a,b~O mod 2. (1) 

Daraus, dag die Kongruenz 

(x - z , )  [2 ~ {x~ + ~ x, + x~} + b {~ + ~ }] - -  o moa 2 ~ 

nur dureh x ~___x~ mod 2 gelSst werden kann, folgt die Anwend' 
barkeit der Methode. 

Setzt man also in (1) x ~ 2 ~  mod 2 ~, so geht (1) tiber in 
die Funktion 

% (~) ~ 4 a  ~3 _~_ b ~ rood 2 ~-2, (2) 

deren Wertigkeit naeh der Methode der konjugierten Werte zu 
bestimmen ist. 

Setzt man x ~ 2 ~ - 2 v  1 rood 2 ~, so geht (1) zun~chst in 

? 2 ( ~ ) ~ 4 a ~ - ~ ( 6 a - - ~ b ) - ~ - ~ ( 3 a - ~ - b )  rood 2 ~-2 

trod nach der Substitution ~ - - ~ y - ~  rood 2 ~-*, in welcher ~ so 
bestimmt wird, dag das lineare Glied versehwindet, was wegen 
4 a ~ 0  rood 2 7 6 a - ~ b ~ O ~ 2 )  mtiglich is L in eine Funktion veto 
Typus (2) tiber. 

Monatsh. fttr Ma~hematik u. Physik. XIVI,  ffahrg. 3 
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B e m e r k u n g e n  z u m  B e w e i s  d e r  v o r s t e h e n d e n  
F o r m el n : ad 1. Vollstandige Induktion und einzelne Exponenten. 
ad 2. Vollst~ndige Induktion; das Nichtbestehen der Kongruenz (l) 
3ax~A-Lc '~ -Omod  p ist die Bedingung daftir~ dal3 aus dem zu 
x rood p ~ _ l  gehiirigen Funktionswert D rood 2) ~ s/~mtliche 
D -~- ~ . p ' - ~  (~ ~--- 0, 1~ . . .p - -  1) entstehen; hiebei bedeutet a x ~ -~- c' x 
die transformierte Form yon f ( x ) ;  zu beweisen ist noeh, da{~ alle 
Funktionswert% dig an Stellen auftreten~ welche der Kongruenz (1) 
gentigen, aueh an Stellen auftreten~ welche der Kongruenz (1) nicht 
gentigen; digs folgt ftir ~: ~---1 aus einem Satze tiber dis elementar- 
symmetrischen Funktionen, flit 7: > 1 dutch vollstandige Induktion. 
ad 3 und 4. Methode der konjugierten Werte. ad 5. Einzelne 
Exponenten; man konstatiert ]eicht, dag die Wertigkeit an den 
Stellen x ~  i~1~ ~ modio=~ ~ ----- 0~ 1 .. .  ~ - -  n - - l ~  k ~ 0  mod2~ Uber- 
einstimmt mit der Wertigkeit  yon f ( y )  --~ a'~ ~ modp ~-3~ ftir k ~ 0  
mod2~ wahrend far  ~ 7 : - - n - - 1  stets der Wert  0 auftritt. 

ad 6. Ftir x ~ h/9 ~(p~)~ k ~ 0  (p), ~ ~ ~-  wie 5; dann betrachtet 

man die Werte x ~ }, 2 ~- (T=)~ wo ). aueh durch p teilbar skin kann 
and findet 0bereinstimmung mlt der Wertigkeit  yon 

3 ~l 
f(~,)----- a'}3 -J- c'~, modp~-- 'S ,  a'~ c ' ~ O  (/o). 

ad 7. Ftir x ~_ ~p ~ (p ~), ~ ~ 0 0)7 ~ ~ ~ wie 5~ dann konstatiert 

man ftir die Werte x ~ h p  ~ (1)~); ~ < ~ < 7: - -  n - -  1~  Uberein- 

stimmung mit der Wertigkeit  der Funktion f (k)  ~ a' h3p: .. . . .  -[- c' ), 
modlo . . . . . . .  ftir h ~ 0 ( p ) ,  welehe Wertigkeit  aus 4 leieht zu be- 
rechnen ist; ftir a > 7 : -  n 1 tritt nur del" Wert  0 auf. 
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r 

C. 2>=2. 

Mit Ausnahme des Falles a ~ 0 m t ) d 2 ,  b @ 0 m o d 2  atle 
Formeln wie in A.; im genannten Ausnahmefall gelten folgende 
vier Formeln, yon denen die ersten zwei naeh der Methode der 
konjugierten Werte, die letzten zwei naeh der Methode des voll- 
standigen Restsystems rood 2 abgeleitet werden. 

c ~ 0 ( 2 ) : 2  ~-~ far ~ > 1  und 2 f~r ~-~-1 (1) 

[ : Z - - 3  

f~r ~ >  3 und 2 ftir ~. ==-1,2 (2) 

1 a=---_0(2)@0(4)c~0(4) 4 @  2 ~ - 2 [ ~ j - ' .  4 J V - J + ' -  
3 

f~r ~ 5 ;  4 f~r ~ = 3 ~ 4 ;  2 ftir ~---1~2 (3) 

a=_-0 ( 2 ) ~ 0  (4) c~_0 ( 2 ) ~ 0  (4) : 2 ' - ~  f~r ~ > 
(4) 

und 2 Nr  ~ = - 1 , 2 .  

7. Wert igke i t sbes t immung quadratischer Funktionen yon bel iebig  
vie len Variabeln nach e inem Pr imzah |modui  p =~= 2. 

I. J e d e  q u a d r a t i s e h e  F u n k t i o n ,  w e l e h e  n i e h t  b i s  
a u f  m u l t i p l i k a t i v e  und  a d d i t i v e  K o n s t a n t e  m i t  dem 
Q u a d r a t  e i n e r  l i n e a r e n  F u n k t i o n  i d e n t i s e h  ist,  i s t  

~ ) -wer t ig ;  im g e n a n n t e n  A u s n a h m e f a l l  i s t  s ie  1 )@1 
2 

w e r t i g .  

Man betrachtet zunaehst den Fall yon 2 Variabeln x, y~ also 

f (x ,y )~ax~-~-bxy@cy~@dx@ey-J- fmod2) .  (1) 

1st a~g~0 rood/), c @ 0  rood T, b,d ,e~O rood 2, so ergibt sieh 
obiger Satz aus der Tatsaehe, dag ax"--{-cy'~= D mod/~, a, e~/~0 (p) 
stets l(isbar ist. Alle anderen Falle lassen sieh abet dutch lineare 
Sabstitutionen auf den Fall b, d, e =__=_ 0 rood 19 zurtiekNhren, wenn 
nieht b ~ - -  4 a c ~_ 0 rood p und 2 a e - -  b d ~_ 0 modp (oder, was das- 
selbe ist, 2 c d -  be ==0 rood p). Sind aber beide letzteren Kon- 
gruenzen erftillt, so ergibt eine einfaehe Umformung yon (1): 
4aeSf (x ,y )~  (2aex q-- 2cdy @ ed) ~ - e ~ d  s-{- f mod2. Far  ~ 
Variable wird der Satz dureh vollstgndige Induktion bewiesen. 
Eine einfaehe Verallgemeinerung des Satzes I i s t :  
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II. J e d e F u n k t i o n f ( x ~ x ~ . . . x , , ) , i n  w o l c h e r  e i n e  o d e r  
m e h r e r e V a r i a b l e x ~ x ~ . . . x ~  h S c h s t e n s  q u a d r a t i s c h  vor -  
kommen~  j e d o c h  n i c h t  so~ dal] f (x l~x~. . .x~)  i~tir j e d e s  
W e r t e s y s t e m  der  V a r i a b  e ln  x,~+l~ x,~+~...x,~ in  d a s Q u a d r a t  
e i n e r  l i n e a r e n F u n k t i o n ~  a b g e s e h e n v o n m u l t i p l i k a t i v e n  
u n d  a d d i t i v e n  K o n s t a n t e n  t i b e r g e h t ,  i s t  m o d p . p - w e r t i g .  

Denn die Funktion f (xi, ak) (i ---- 1~ 2,...m)~ in welcher al, be- 
stimmte Werte fiir xa k ~ m -~- 1~... n) bedeuten~ ist p-wertig, wenn 
nicht f ( x i  ak)abgesehen yon Konstanten das Quadrat einer linearen 
Funktion ist~ also ist sehon ein Bestandteil yon f (x~ x~.~.., x,,)~ 
umsomehr dieses selbst p-wertig. 


