24

Uber die Anzahl inkongruenter Werte ganzer,
rationaler Funktionen.

Von Richard Kantor in Wien,

§1. Einleitung, einige allgemeine Satze iiber die Wertigkeits-
bestimmung mit Anwendungen.

Die vorliegende Abhandlung ist ein Auszug aus der Disser-
tation des Verfassers und beschiftigt sich mit folgendem Problem :

Wie viele nach irgend einem Modul # inkongruente Werte er-
hilt eine ganze, rationale Funktion f(2,,#,,...x,), wenn ihre (unab-
hiingigen) Variabeln z,x,,...2, ein vollstindiges Restsystem mod
durchlaufen? Die gesuchte Anzahl nennen wir die ,Wertigkeit
der Funktion f(z,,,...7.)*. Die Wertigkeit kubischer Funktionen
von einer Variabeln nach einem Primzahlmodul hat Daublebsky
v. Sterneck (1907, Sitzungsberichte der kais. Akademie der
Wissenschaften in Wien, Band CXVI, Abteilung Il @) bestimmt; hier
sollen zuniichst einige allgemeine Sitze tiber die Wertigkeitsbestimmung
Aufnahme finden, ferner die Wertigkeitsbestimmung kubischer
Funktionen von einer Variabeln nach einem beliebigen Modul
vollstindig erledigt, endlich noch die Wertigkeitsbestimmung
quadratischer Funktionen von beliebig vielen Variabeln kurz ge-
streift werden. :

Unmittelbar ersichtlich sind folgende zwei Sitze:

I Um die Wertigkeit W(m) einer Funktion nach
einem Modul m zu bestimmen, gentigt es, ihre Wertig-
keit nach jeder in diesem Modul aufgehenden Prim-

%

zahlpotenz zu kennen, da wenn m=p] p;,‘zpzﬂ (»,%*p,
wenn i<k}, die Formel gilt: (1) W(m)= W(p") W(p;) W (p,1).

II. Die Addition einer beliebigen Konstanten zu
einer Funktion und ihre Multiplikation mit einer
zum Modul m teilerfremden Konstanten haben auf
die Wertigkeit der Funktion keinen Einfluf.
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Die niichstfolgenden Sitze gelten fiir einen Primzahlmodul p
und werden darin die Funktionen als nach dem Fermatschen Satz
reduziert vorausgesetzt.

Die Konstanten sind einwertige Funktionen, nmgekehrt

III. Die einzigen einwertigen Funktionen mod p
sind die Konstanten.

Wir beweisen den Satz zunsichst fiir eine Variable. A sei der
einzige Wert, den die Funktion f(#) annimmt; wir stellen uns die
Aufgabe, die Koeffizienten von f(2) zu bestimmen. Sei also
f@)=cy_1a2" ' ey’ . -F-¢ x4 mod p. Fiir 2=0
mod p ergibt sich ¢,z==4 mod p; setzt man sukzessive
2=1,2, p— 1 mod p, so erhilt man die (p —1) Kongruenzen

p—2
E ¢t 4¢,—1=0 mod p, z=1,2, p — 1 mod p, (1)

i=1

p—2 p—1
deren Addition ergibt 2 c;( 2 x‘v) 4 (p—1) ¢;—.1=0 mod p und,

i=1 =1

p—1

da fir 4==0 mod p — 1 25&'50 mod p, folgt ¢, -1 ==0 mod p, '

z=1
wodurch die Kongruenzen (1) tibergehen in

2 ¢ '=0mod p; x=1,2, p— 1 mod p, (1a)

i==1

p—2 p—1

deren Addition 2 ¢, ( 2 x“-‘) +(p—1e=(p —1)¢ =0 modp,
=2 z=1

¢,==0 mod p lefert. Auf dieselbe Art fortfahrend erhalten wir

¢ ==¢, =¢_; =0 mod p, d. h. ¢, ist der einzige wirklich auf-

tretende Koeffizient, f(z) also eine Konstante.

Der Satz sel nun fiir » Variable bewiesen. Dann ordnen wir
eine Funktion von (-} 1) Variabeln nach einer dieser Variabeln
F@yy.. Tar1)=cy_1 xff;i ~+- ¢, mod p, wo nun die ¢; Funktionen
von #;, @, sind. Soll f(z,,...2,1:) einwertig sein, so ergibt sich,
genau wie oben, dafl sich f(z,...2.41) auf ¢, reduziert. Dieses ist
aber eine Funktion von n Variabeln, der Voraussetzung nach also
eine Konstante, da ¢, einwertig sein soll, womit der Satz durch
vollstéindige Induktion bewiesen ist.

Aus der Tatsache, dafl eine Kongruenz n*® Grades mod p
hichstens » inkongruente Wurzeln hat, ergibt sich sofort der Satz:

IV. Lineare Funktionen mod p sind p-wertig; fir
die Wertigkeit # mod p eincr Funktion nte® Grades,
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wo 2<n<p—1, gilt die Ungleichung ’{Z—]—]—lgkép

([n} hdehste ganze Zahl < %)

Ahnlich wie IIT beweist man:

V. Eine Funktion (p—1)**" Grades mod p kann
nicht p-wertig sein.

VI. Man kann stets Funktionen mod p herstellen,
weleche an vorgeschriebenenStellen vorgeschriebene
Werte annehmen; sind fir alle Stellen 0, 1, p—1
Funktionswerte vorgeschrieben, so ist die Funktion
eindeutig bestimmt; daraus folgt unmittelbar, dah
man Funktionen von jeder vorgeschriebenen Wertig-
keit ¥(1 <k <p) herstellen kann.

Sind nicht fiir alle Stellen Werte vorgeschrieben, so kann man
die Werte an jenen Stellen, fiir welche keine Funktionswerte vor-
geschrieben sind, willkiirlich wihlen und damit ist dieser Fall auf
den zuriickgefiihrt, daf fiir alle Stellen Funktionswerte vorgeschrieben
sind. Es werde also gefordert, dali die gesuchte Funktion an der
Stelle =14 mod p den Wert f(i) annehme und unsere Aufgabe
ist, die Koeffizienten ¢, ¢; ¢,y der Funktion zu bestimmen, Es ist
to =f(0), im tbrigen gelten die Kongruenzen
p—2
2 a0 4 =f@)—fO0)modp, 2=1,2, p— 1 mod p. (2)
=1

Sind diese Kongruenzen nach ¢;,¢,,¢, 1 auflosbar, so ist unser
Satz bewiesen; sie sind tatsdchlich auflésbar, da die Determinante
der Koeffizienten der c¢:

17— 173 1t 1\

VII. Die Anzah] aller k-wertigen Funktionen mod

P ist:
(P p!
Fk—m<7f'>'2 ot o).l )
o %

e e

wo die Summe zu erstrecken ist tiber alle Kombi-
nationen kter Klasse aus den Zahlklassen des voll-
stindigen Restsystems mod p, die der Bedingung

ooyt Fa=p 0o <p ®)

geniigen.
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Denn ein einzelner Posten unter dem Summenzeichen ist
die Anzahl der verschiedenen Permutationen von p Elementen,
unter welchen o, 2,,...2; gleiche Elemente vorkommen. Sind
also A,, Ay, Ai, % bestimmte Werte der Reihe 0,1,p—1, so zeigt
ein einzelner Posten der obigen Summe an, aut wie viele Arten
A,, 45, Ay als Funktionswerte auf die Argumentwerte in der
Weise verteilt werden konnen, daB z. B. 4, «, = mal, 4, «, = mal,
Apoy = mal angenommen wird, wo die o vorerst bestimmte Werte
gemib Bedingung (D) vorstellen; lift man die « alle ihre Werte-
kombinationen durchlaufen, so erkennt man, dafl die Summe in (4)
die Anzahl aller Funktionen angibt, welche k bestimmte Funktions-
werte A;, A,, Ax und nur diese annehmen. A, 4,, 4; ihrerseits

kénnen nun in (%2)-facher Weise aus der Reihe 0,1, p— 1 gewihlt

werden. Hieraus ergibt sich die Richtigkeit der Formel (4), von
welcher wir noch folgende Spezialfille angeben:

Fy=p, Fy=p, F,=p(p—1) @ =1
!

Fyoi=p-0— D5 (042 4o
r P .
2 I, bezw, 2 F, je nachdem die Konstanten mitgezithlt werden
k=1 k=2
oder nicht, ist die Anzahl aller nach dem Fermatschen Satz redu-
zierten Funktionen; zihlt man diese statt nach ihrer Wertigkeit
nach ihrem Grad ab, so erhilt man die Formeln:

P '
- P ])!
=23 (k) > ala,l ©
k=1 (o)
und
P

» L P p‘.
D — p = 2 (7ﬁ>2al!a@‘ o (6 a)

k=2 (a) e

mit der Summationsbedingung o, o, - - -Fa=p; 0 <a p.
Leicht zu beweisen sind die folgenden zwei Sitze: o
VUI. Die Wertigkeit einer Funktion f(z) mod m

andert sichnicht, wenn man an Stelle vonz eine neue

Variableteinfithrt, sodafz=¢(¢) modmeinem-wertige

Funktion ist.

Dasselbe gilt firmehrere Variable, vorausgesetazt,
dafl die Funktionen

=0, (€ 5 8n) Xy =3, (5, & b = n(é; 8 6s) mod m

voneinander unabhdngig sind.
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IX. Ist f(#) mod m eine m-wertige Funktion, so
wird, wenn man an Stelle von 2 eine neue Variable £
einfiihrt,sodafl =9 (¢) modm eine k-wertige Funktion
ist, anch flp(8)] k-wertig.

Anwendungen auf Wertigkeitshestimmungen
nach einem Primzahlmodul p.

1. Die kten Potenzen linearer Funktionen durchlaufen p_;} —+1

mod p inkongruente Werte, wo 3 den groBten, gemeinsamen
Teiler von % und p — 1 bedeutet. .

2. Die Funktionen von der Gestalt
. . x
(4B A m)" B ),
wo Ik ky. .. zu (p—1) teilerfremd sind, sind p-wertig.

3. Ist p =2 mod 3, so sind alle p-wertigen Funktionen dritten
Grades die dritten Potenzen linearer Funktionen, abgesehen von
additiven und multiplikativen Konstanten. Mit Hilfe der Resultate
Sternecks zu beweisen.

4. Die Funktion ax**4-bz* durchliuft, wenn %k zu (p — 1)

relativ prim ist, ]9_-2{:} mod p inkongruente Werte. Das ist nimlich
die Wertigkeit einer beliebigen quadratischen Funktion mod p (p <= 2),
wie man leicht beweist, indem man sie durch eine lineare Trans-
formation auf die Form a2? bringt. Speziell k=p —2 p>5

fl@)y=az*?=2 L bor—2=pbar—2 1 qzr—% mod p durchiauft
p+1
2

inkongruente Werte.

5. Die Funktion aw®*~~bx?*+4cx* & zu p-—1 relativ prim,
durchliuft {-2329
o inkongruente Werte, wenn b2 — 3a¢ == 0 mod p und p== 2 mod 3,

p-+2

} inkongruente Werte, wenn 42— 3ac==0 mod p,

, wenn 6* —3a¢==0 mod p und p== 1 mod 3. Diese Resultate

3
erhalt namlich Sterneck fir £=—=1. {2?29} ist die % zunichst

liegende ganze Zahl (p+3). Speziell k=p—2 f(2) =az?@ -2
bz Jegr—2=cxr—2har—% L gxr~+ mod p.
p-+1

2

6. (ax®~}-b2), k zu p—1 relativ prim, durchliuft
inkongruente Werte.
1. (ax®4-ba?H-ca), k zu p— 1 relativ prim, durchliuft je

nach den in 5 angegebenen Unterschieden {%‘)—9}, 7, p_—;-.? in-

kongruente Werte.
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§ 2. Transformation kubischer Funktionen mod p” in ihre fiir die
Wertigkeitsbestimmung einfachste Form.

Wir fithren in die allgemeinste kubische Funktion

f@) =az’4-ba*+cx -+ dmod p~ 1)
die an der Wertigkeit nichts #ndernde Substitution
z==Et- ) mod p~ (2

ein, durch welche (1) tibergeht in
a€d 4 (Bar4-b) 24 (3a)? 42Dk +- 0) £ 4~ Konstante  (14)

und trachten i so zu bestimmen, daB eines der Glieder von (1 @)
verschwindet. Die Bedingung fir das Verschwinden des quadra-
tischen Gliedes ist:

3ah -4 b=0mod p~, 3)
die fiir das Verschwinden des linearen Gliedes
3ar?-+2bk 4+ c=0mod p~. (4)

Der Fall, daff a=0modp, b=0mod p, ¢53=0 mod p _fithrt bei
jedem p Jeicht dazu, dafl die Wertigkeit p™ ist. Wir schalten also
diesen Fall aus und betrachten

I p=+3, a=E0mod p. In diessm Fall ist die Kongruenz (3)
losbar, man kann also (1) in der Form

a' 2%+ ¢ = f(z) mod p* (1b)

voraussetzen, worin @'Z=0 mod p und ¢ = 0 mod p*==0 mod p"+?,
wenn b? — 3a¢== 0 mod pr==0mod p"t1, 0 <p <=. Dies wird
bewiesen, indem man den Wert von A aus (3) in

3a\ 420k -} ¢=0 mod p*==0 mod p»+! (4a)
einsetzt.

IL p=3, a=E0mod 3 und 1. b=3=0mod 3; (3) ist nicht
losbar, hingegen (4), so dalf (1) in der Form

f(z)=a'2z*+ b 22mod 3", o', b'=E0(3) ®)

vorausgesetzt werden kann.
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2. b= 0mod 3; (3) ist losbar, so daf (1) in der Form (1) vor-
ausgesetzt werden kann, worin ¢'==0 mod 3, wenn ¢==0mod 3 und
¢'=0mod 3"==0mod 3", wenn 3* — ay=0mod 8" "==0mod 5",
wobei 6=30(3"),c==37(3") gesetzt wurde. Zu beweisen wie I.

IIL. p>2,a=0 mod p, b F= 0 mod p; (3) nicht erfiillbar, (4)
erfiillbar; also kann (1) in der Form

f@y=d x*+ b 2?mod p7,a’ =0mod p, ’5=0mod p (Le¢)

vorausgesetzt werden.

IV. p=2, « =0 mod 2, b==0 mod 2; (3) nicht erfiillbar, (4)
erftillbar, wenn « =0 mod 4, c =0 mod 2 oder ¢ =0 mod 2 ==0mod 4,
¢=0mod 4; in diesen Fillen kann man also (1) in der Form (1¢)
voraussetzen, withrend sonst auch (4) unerfiillbar ist, weshalb (1)
in seiner urspriinglichen Form genommen werden muf.

In den folgenden Paragraphen werden wir zu jeder Methode
der Wertigkeitsbestimmung ein einfaches Beispiel geben und zum
Schlusse eine Tabelle der Wertigkeitsformeln fiir kubische Funktionen
von einer Variabeln geben, wobei die Ableitung der betreffenden
Formeln kurz angedeutet werden wird.

§ 3. Methoden der vollstindigen Induktion und der einzelnen
Potenzexponenten.
Um die Wertigkeit von #° mod p® zu bestimmen, iiberlegen

wir uns leicht, dafi fir 2= x.p’(p~), & > [ﬂ_l} stets der Wert 0

erscheint, sonst aber die Kongruenz
K3p3P =33 p*4mod p~ A, =0 mod p (1)
nur bestehen kanrn, wenn 8 =24,, in welchem Falle aus ihr
M=1}3mod p7—3 @

folgt. Somit haben wir blofi die durch p unteilbaren kubischen Reste
mod p”* abzuzihlen und die betreffenden Formeln auch fiir die Moduln

prI0 (6 < [n;}—_lD anzuwenden. Um dies zu bewerkstelligen, fragen

wir danach, ob, wenn die Kongruenz
2= D mod p™ !, D=F=0mod p, p=3 (3)
eine Lisung z, besitzt, auch jede der Kongruenzen

#*=D +p.p~'mod p, u=0, 1, p—1 4)
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eine Losung besitzt; wegen der Voraussetzung der Losbarkeit von
(3) gibt es sicher p-Werte, fiir welche Lisungen von (4) in der Gestalt

xyhp? ' )]
existieren; konnen wir tatsiichlich die Existenz von Losungen von
(4) fiir jedes . beweisen, so folgt, wenn A (p) die Wertigkeit von
z®mod p* an den Stellen #==0 mod p bezeichnet:

- - — p—-1
Ay =pAdr—y=---=p A@)=r-—L5= ©

3 grobter, gemeinsamer Teiler von 3 und p—1. Die Einsetzung
von () in (4) ergibt aber die wegen #,==0mod p nach i stets
losbare Kongruenz

3220 = p -+ xmod p, )

wo —% D =u.p"=! gesetzt wurde, womit die Formel (6)
bewiesen ist.

Etwas anders miissen wir bei p == 3 vorgehen. Hier folgt aus
der Existenz einer Losung x, der Kongruenz

23 =D mod 8° (8)

z—1

die Existenz der drei Losungen z, -+ +.3" , A= 10, 1,2; setzt man
hingegen in (8) fiir « |2, 1.3 % so erhilt man fir D | D 4~ y. 3771
unsere Frage ist, ob man auf diese Art jedes p.==0,1,2 erhalten
kann. Fiir = >3 erhalten wir die Kongruenz

J. = 1. - xmod 3, 9

aus welcher sich ergibt

ABY)=38.4(3" " )=8"4(9=2.3""" 10

wo A (3") die Wertigkeit von 23 mod 83" an den Stellen =0 (3) ist.

§ 4. Methode der konjugierten Werte.

Zwei Werte z, z, des vollstindigen Restsystems mod p* heiflen
okonjugiert beztiglich der Funktion f(z)“, wenn die Kongruenz

f(x) = f (x,) mod p~ (1)

besteht. Wird in (1) #, als gegeben, 2 als Unbekannte betrachtet,
S0 ist x =2, mod p~ selbstverstindlich eine Losung von (1), von
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der wir aber absehen wollen; ergibt sich hingegen, daf die Kon-

gruenz

v — 7, =0mod p~ . “(la)

ebenfalls die Losung « =2, mod p™ besitzt, so nennen wir z; einen
beztiglich der Funktion f () ,selbstkonjugierten Wert. Ferner ist
noch zu bemerken: Die Kongruenz

F(@).0(x)=0mod p~ . (2)

kann gelost werden:

1. Durch Werte &, fiir welche entweder f(¢,) oder ¢ (5 )=0
mod p~,

2. durch Werte &, fiir welche f(£,)=0mod p*, 1 <h<r,
S(&)==0mod p**+* und gleichzeitig ¢ (£,) =0 mod p=—*.

Die Ligsungen der ersten Art sollen ,totale Losungen®, die
der zweiten Art ,partielle Losungen heifien.

Wir konnen nun die Wertigkeit einer Funktion f (z) bestimmen,
indem wir nach der Anzahl der Lsungen von (1) fragen und wollen
dieses Verfahren anwenden auf die Funktion

f@)=ax*4-br?mod p* p > 2, a=0mod p, b==0mod p. (3)
Wir setzen also, wenn @, einen bestimmten Wert mod p~ bedeutet, an:

axdbr?=ax?4- b2 mod p~ (4)
oder

(@— =) [0w* 42 {aa, D)+ axi 4 bz, ) =0mod p, (4a)

was nach Ausschaltung der Lisung z=ax, mod p* die wegen
a=0mod p, az, +b=EO0mod p eindeutig losbare Kongruenz fiir
die totalen Losungen von (4):

ax® 4z (ax, b))+ ax? -4 bz, = 0 mod p~ )

ergibt. - Fir die selbstkonjugierten z,-Werte bekommt man die
Kongruenz:

# (Bax ~+2b)=0 mod p~ (6)

mit der einzigen Losung @, ==0mod p~. Wir haben (4a) noch
auf seine partiellen Lisungen zu untersuchen, z = 2, sei eine solche
partielle Liosung : ist dies der Fall, so muff z, =z, mod p*==2, mod p?+1
und der zweite Faktor von (4a) mufl mod pr—* befriedigt werden,
indem man fiir |, fiir 2,2, k. p* einsetzt. Subtrahiert man sodann
den zweiten Faktor von (4a) von (6), so erhilt man 2, == 0 mod p.
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Die Wertigkeit von (3) an den Stellen z==0mod p ist also gleich

T mE—1
der Hilfte der Anzahl dieser Stellen, d. i 10_2_19__ Setzen wir

x=h.p" mod p~, so ergibt sich fiir A > [ 1} 0, fir L < [%1]

ist die Wertigkeit von (2) an den Stellen z = 7z p* mod p~7, h==0 mod p,
identisch mit der Wertigkeit der Funktion

o (h) = ah®p* +b.h* mod p=—2* )

an den Stellen #=3=0 mod p, welche Wertigkeitshestimmung oben
durchgefiihrt wurde.

§ 5. Methode des vollstindigen Restsystems mod p.

Es kann vorkommen, dafi, damit f(z)=f(z,) mod »” not-
wendig £ =2, mod p sein 'mub. Dann ist es manchmal angezeigt,
die Wertigkeit von f(x) zu Dbestimmen, indem man sukzessive
«=p.t+ i mod p7,A =0, 1, p — 1 setzt. Ersichtlich ist diese
ldYIethode nur brauchbar, wonn p eine kleine Zahl ist. Als Beispiel

iene:

f#)=2a 23} bz* mod 27 a,b=3=0 mod 2. (1)
Daraus, dafi die Kongruenz

(@ — ;) [20{e* 22, + 23} 4+ b{e + 2,}] =0 mod 27

nur durch z=2, mod 2 geltst werden kann, folgt die Anwend-
barkeit der Methode.

Setzt man also in (1) #:==2¢ mod 27, so geht (1) iiber in
die Funktion

@, () =4at> bt mod 2777, (2)

deren Wertigkeit nach der Methode der konjugierten Werte zu
bestimmen ist.

Setzt man #=2£-}1 mod 27, so geht (1) zundchst in

9y () =40t £2(6a - b) +E(Ba-b) mod 2°7°

und nach der Substitution ¢ =y - £ mod 27—2, in welcher § so
bestimmt wird, dal das lineare Glied verschwindet, was wegen
46=0 mod 2 6a - b=E=02) moglich ist, in eine Funktion vom
Typus (2) iiber.

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik. XXVI, Jahrg. ’ 3
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Bemerkungen zum Beweis der vorstehenden °
Formeln: ad 1. Vollstindige Induktion und einzelne Exponenten.
ad 2. Vollstindige Induktion; das Nichtbestehen der Kongruenz (1)
3az?-L¢=0modp ist die Bedingung dafiir, dall aus dem zu
x mod p7—! gehorigen Funktionswert D mod p* sémtliche
D} p.p7=1(u=0,1,...p—1) entstehen; hiebei bedeutet az° '
die transformierte Form von f(2); zu beweisen ist noch, daf alle
Funktionswerte, die an Stellen auftreten, welche der Kongruenz (1)
gentigen, auch an Stellen auftreten, welche der Kongruenz (1) nicht
gentigen; dies folgt fir m==1 aus einem Satze tiber die elementar-
symmetrischen Funktionen, fir = > 1 durch vollstindige Induktion.
ad 8 und 4. Methode der konjugierten Werte. ad 5. FEinzelne
Exponenten; man konstatiert leicht, daB die Wertigkeit an den
Stellen z=ip* mod p7, « = 0,1 ... — n—1, A==0 mod p, iber-
einstimmt mit der Wertigkeit von f (y) =qgA\® mod pr—%e fir A=£0
mod p, wihrend fir a>x—n—1 stets der Wert O auftritt.

ad 6. Fur oczkio"‘(p”),)\$O(p),a.<—72i wie D:; dann betrachtet
man die Werte # = kp? (p~), wo h auch durch p teilbar sein kann

und findet Ubereinstimmung mit der Wertigkeit von

3n

Ffl)=a')?4-¢rmodp™ =, a, '==0 (p).
ad 1. Fir 2 =rp*(p~), A==0 (»), « <ﬁ_—1 wie D; dann konstatiert

™), +1<U-<u——%-—1 Uberein-

stimmung mit der Wertigkeit der Funktlon fR=a"r8pre—4-d'h
mod p7—"—< fiir A=5=0(p), welche Wertigkeit aus 4 leicht zu be-
rechnen ist; fir a > —n—1 tritt nur der Wert 0 auf,

man fiir die Werte =

w
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4

o p=2. -

Mit Ausnahme des Falles ¢=0mod 2, 00 mod 2 alle
Formeln wie in 4.; im genannten Ausnahmefall gelten folgende
vier Formeln, von denen die ersten zwei nach der Methode der
konjugierten Werte, die letzten zwei nach der Methode des voll-
stindigen Restsystems mod 2 abgeleitet werden.

¢=£0(2): 277 fir =>1 und 2 fir =1 (1)
T—3 (1:3 +1

a=0(4)c=0(2); 2+2”“2[ Ak | L —1
fir =>3 und 2 fir n=1,2 @

B 17"5]+1

(550(2)$0(4)czo(4):4+2”*2[ 2 ]”4-4[ : {)’ —!

fir = >5; 4 fir t=23,4; 2 fir r=1,2 (3)
«a=0(2)==04) c=0(2)=£04):27 7 fir = >2 @

und 2 fir =1, 2.

§ 7. Wertigkeitsbestimmung quadratischer Funktionen von beliebig
vielen Variabeln nach einem Primzahlmodul p 2.

I. Jede quadratische Funktion, welche nicht bis
auf multiplikative und additive Konstante mit dem
Quadrat einer linearen Funktion identisch ist, ist

1
2

p-wertig; im genannten Ausnahmefall ist sie

wertig.
Man betrachtet zunéichst den Fall von 2 Variabeln z, y, also

flyy=ax*+bzy+cy*+de+ ey + fmodp. ey

Ist =0 mod p, ¢==0 mod p, b,d,e=0 mod p, so ergibt sich
obiger Satz aus der Tatsache, dal a 2?4 cy*= D mod p, a, c5=0(p)
stets 1osbar ist. Alle anderen Fille lassen sieh aber durch lineare
Substitutionen auf den Fall b, d,e=0modp zuriickfiihren, wenn
nicht h? —4a¢=0mod p und 2ae— bd =0 mod p (oder, was das-
selbe ist, 2cd —be=0 mod p). Sind aber beide letzteren Kon-
gruenzen erfiillt, so ergibt eine einfache Umformung von (1):
dacf(r,y)= Laex -+ 2cdy + ed)? — e?d? 4 fmod p. Fiir »
Variable wird der Satz durch vollstindige Induktion bewiesen.
Eine einfache Verallgemeinerung des Satzes I ist:
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II. Jede Funktion f(#,,#,,...2,),in welcher eine oder
mehrereVariablex,,#,,...2, hochstens quadratisch vor-
kommen, jedoch nicht so, dal f(z,,x,...x,) fiir jedes
Wertesystem der Variabeln @my1, Zmpe,. . Zullt dasQuadrat
einerlinearen Funktion, abgesehenvonmultiplikativen
und additiven Konstanten ibergeht, ist mod p.p-wertig.

Denn die Funktion f(z; &) (i =1, 2,...m), in welcher a; be-
stimmte Werte fir @,k = m - 1,...%n) bedeuten, ist p-wertig, wenn
nicht f (%; as) abgesehen von Konstanten das Quadrat einer linearen

Funktion ist, also ist schon ein Bestandteil von f(%, %, ... Tn),
umsomehr dieses selbst p-wertig.



