
Sur les lignes singulieres
des surfaces algebriques .

(Par Mr. HALPHEN, a Paris .)

Le Memoire actuel a pour objet 1'etude des lignes singulieres les plus ge-
nerales qui se puissent renconfrer sur les surfaces algebriques . Je vais en don-
ner un resume succinct. Quelques mots au sujet des courbes planes serviront,
par un rapprochement naturel et necessaire, a faire saisir la nature du pro-
bleme principal que je me suis propose de resoudre .

Aux environs d' un point singulier, une courbe algebrique pout titre envi-
sagee comme la superposition de plusieurs courbes elementaires distinctes, dont
l'ordonnee de chacune est representee par un developpement en serie . Ces
courbes elementaires, nommees par Mr . CAYLET branches superlineaires,
je les appelle plus abreviativement des cycles, pour des raisons dont je n'ai
pas a parler ici. Dans beaucoup de problemes, chaque cycle est suffisamment
caracterise par deux nombres entiers n, v, que l'on pent appeler l'ordre et
la classe de ce cycle. Le premier est l'ordre de multiplicite du point sin-
gulier sur le cycle ; quant au second, it est ainsi defini : le quotient v : n est
1'ordre commun du contact do chaque branche du cycle avec sa tangente au
point singulier. Les hombres n, v suffisent notamment a determiner leurs ana-
logues pour une figure correlative : ce sent ces memos nombres en ordre inverse .

On ne manquera pas de remarquer qu'un point simple d'une courbe est un
cas particulier d' un point singulier ainsi envisage .

Sur une surface S, considerons a la fois une ligne (a), une section plane
arbitraire (S) et un point de rencontre a de ces deux lignes . La surface S,
aux environs du point a, est caracterisee dans une certaine mesure par I'ordre
et la classe de chacun des cycles en lesquels (S) se decompose au point a .
Quels elements faut-il connaltre en outre pour pouvoir trouver les nombres
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analogues et relatifs a une surface correlative de S? Telle est la question qui
s'offre tout d' abord. Les resultats suivants fournissent la reponse .

1. Aux environs d' une ligne algebrique (a) track sur une surface alge-
brique S, cette surface est la superposition de surfaces elementaires dont cha-
cune jouit de la propriete suivante : au point de rencontre avec (a) une section
plane faite arbitrairement dans une surface elementaire se compose d'un soul
cycle. Je donne aux surfaces elementaires le nom de cycles d e nappes .
L'ordre n et la classe v du cycle unique que possede, en un point de ren-
contre avec (a), une section plane de cette surface elementaire, je les appelle
1'ordre et la classe du cycle de nappes . J'appelle (a) la ligne-origine
du cycle .

2. En chaque point de la ligne-origine, toutes les nappes d' un meme
cycle ont un meme plan tangent, qui contient la tangente de la ligne-origine .

3. Ce plan tangent pout titre constant le long de la ligne-origine, ou
bien variable. Dans le premier cas, la ligne est plane, et it y correspond,
dans une figure correlative, un point singulier . Dans le second cas, it y cor-
respond une ligne . Cost a ce dernier cas que se rapporte toute ce qui suit.

4. La classe v d' un cycle de nappes (dont le plan tangent est variable)
est egale ou inferieure a dordre n de ce cycle .

5. Quand la classe est egale a l'ordre, la theorie de 1'indicatrice est ap-
plicable .

6 . Tout cycle de nappes a pour correlatif un cycle de nappes. Les classes
de deux cycles correlatifs sont egales .

7. Tout cycle de nappes dont l'ordre egale la classe, et dont I' iadicatrice
n'est pas parabolique en chaque point de la ligne-origine, a pour correlatif
un cycle du meme ordre que le propose .

Pour les autres cas, it est necessaire de distinguer trois groupes principaux
et des sous-groupes .

8 . GROUPE A . Le plan tangent en chaque point de la ligne-origine nest
pas osculateur de cette ligne .

Sous-groupe A, (v, v) ; cette notation indique que 1' ordre et la classe
sont egaux a v, mais aver cette particularite que 1' indicatrice est parabolique
en chaque point de la ligne-origine . En chaque point de cette ligne, une droite
unique a, avec chaque nappe, un contact d'ordre superieur au ler . Soit (1 . _ a)
cet ordre .

Sous-groupe A', (n, v), n > v .
Un cycle A, defini par les nombres v, ), a pour correlatif un cycle A',

defini par les nombres

	

et v .
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Reciproquement un cycle A',(n, v) a pour correlatif un cycle A,(v, v), pour

lequel l ='2 v
9 . GROUPER Le plan tangent en chaque point de la ligne-origine est

osculateur de cette ligne .

Sous-groupe B, (n, v), v
2

Sous-groupe B', (2 v, v), avec cette particularite que la tangente de la
ligne-origine a, avec chaque nappe, un contact d' ordre superieur a 2. Soit
(2 + B) 1' ordre de ce contact .

Sous-groupe B2 (2 v, v), avec cette circonstance que l'ordre do ce dernier
contact est egal a 2 .

Sous-groupe B 3 (n, v), i > 2

Un cycle B,(n, v) a pour correlatif un cycle B', (2 v, v), avec e = I	 z	
2

Y2 Y

Reciproquement, un cycle B', (2 v, v) defini, en outre, par le nombre B, a pour
correlatif un cycle B, (n, v), avec n = 2(1+0)v .

Un cycle B2(2v, v) a pour correlatif un cycle B2(2v, v) .

Un cycle B3(n, v) a pour correlatif un cycle B3 (n, v).

10 . GROUPE C. La ligne-origine est droite .
Un pareil cycle (n, v) a pour correlatif un cycle de meme definition (n, v) .
La question indiquee plus haut se trouve resolue par 1'ensemble des resultats

dont je viens de donner le tableau synoptique . Je consacre une seconde partie
de ce Memoire a montrer qu' entre les elements precedemment definis et re-
latifs aux diverses lignes singulieres d' une meme surface, les elements ana-
logues et relatifs aux lignes le long desquelles le plan tangent est constant,
et enfin le degre et le rang de la surface, it existe une relation . Cette relation,
je la forme dans toute sa generalite . Cost cello qui fournit le degre du lieu
des points a indicatrice parabolique sur une surface a singularites quelconques .

Enfin je termine ce Memoire par quelques applications aux surfaces de re-
volution et aux surfaces gauches .

Les elements si simples et si peu nombreux, que j' ai ete conduit a envisager
ici, suffisent a caracteriser les lignes singulieres dans une categorie importante
de questions. Par exemple, ils suffisent pour traiter, dans toute sa generalite,
le probleme de trouver le degre du lieu des points qui, sur une sur-
face algebrique, satisfont a une equation algebrique aux derivees
partielles du second ordre . Cette nouvelle questions fera l'objet dun
autre Memoire .
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En terminant ce prearnbule, je dois signaler a 1' attention du lecteur les re-
cherches anterieures de Mr. ZEIITHEN sur le memo sujet, principalement celles
dont les resultats sont contenus dans son Memoire : Sur une classe de points
singuliers de surfaces (Mathematisehe Annalen, t . 9) .

I . Proprietes generales des cycles de nappes .

1 . Il est necessaire de rappeler brievement ici une propriete des courbes
planes, savoir : Aux environs d'un point 0 d'une courbe algebrique
plane, toutes les positions d'un point variable sur cette courbe
s o n t r e p r e s e n t e e s (le point 0 etant l' origine des coordonn ees rectilignes

par un on plusieurs systemes d'equations, tels que

n = wn)

	

~ =f(&) ) ,

	

(1)

dans chacun desquels n est un entier positif et f(w) un develop-
pement suivant les puissances entieres et aseendantes de w s'eva-
nouissant avec w. Ce systeme d'equations est valable dans les li-
mites de convergence de f(w) .

A cet enonce on doit ajouter diverses observations.
1 ° Le nombre des valeurs distinctes de ~, pour une valeur donnee de

~, est n on un diviseur de n. Soit n' ce diviseur. Alors f contient seulement
les puissances de w dont les exposants sont des multiples de n : n' . Si Pon prend
pour nouvelle variable, au lieu do w, la suivante

n
w =w ,

les equations (1) deviennent
n

n=w
n '

	

~= f(wn)=~(w) .

D' apres 1' hypothese, ? ne contient que des puissances entieres do w', et
acquiert n' valeurs distinctes pour chaque valeurs de n . On pent, sans nuire
a la generalite, supposer cette reduction faite dans (1), et dire que daps les
equations (1), chaque systeme de valeurs de n, ~ correspond a une
seule valeur de w .

2-' Si Ia droite n=0 n'est pas tangente a la courbe en 0, le rapport
n a une limite quand w tend vers zero. Done f (w) commence par un terme
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de degre non inferieur a n. On peut ainsi ecrire, au lieu de (1) :

(2)

Les equations (2) representent, aux environs du point 0, n branches de courbe,
dont chacune a pour tangente la droite b ~7 - = 0, et a, avec cette droite,
un contact d'ordre egal a v : n.

Cet ensemble de n branches a recu de Mr . CAYhEY le nom de branche
superlineaire, chacune des n branches s'appelant alors branche partielle .
Pour plus de brievete, je fais usage du nom de cycle, qui rapelle les pro-
prietes algebriques developpees par Mr . PUISEux dans un Msmoire tres connu .
Je nomme le nombre n 1'ordre du cycle (2), et le nombre 1, la classe de ce
memo cycle ; j' emploie la notation abregee (n, v) pour designer ce cycle . Ces
deux nombres se conservent, non seulement quand on change les coordonnees,
mais encore quand on fait une transformation homographique . Aussi les let-
tres 4, ~ pouvent-elles titre envisagee, dans ce qui precede, comme representant
les rapports de deux coordonnees bomogenes a une troisieme .

3 . ° En un point simple quelconque, une courbe se compose d' un seul
cycle dont 1' ordre est 1' unite. En un point multiple, 1' ordre de multiplicite
est la somme des ordres des cycles en lesquels la courbe se decompose .

4 .° Au lieu des equations (2) on peut envisager les suivantes
Y7 by wn+ . . .,

	

~=bwn-{- . . .,

dans lesquelles les deux eoordonees sont, a la fois, representens par des deve-
loppements en series . Par un changement de variable, on pout passer a vo-
lonte do 1' une des formes a 1' autre . Ces dernieres equations representent un
cycle d' ordre n, sons la condition quo chaque systeme de valeurs de n,
reponde a une seule valeur de w.

2. J' arrive maintenant a la thsorie des surfaces . Soit S une surface alge-
brique, sur laquelle est tracse une courbe algebrique (a), lieu du point a dont
les coordonnees soot a, P, y. Considerons une section plane (S) de la surface,
et soit a un des points oh son plan rencontre (a) . Le point a appartient a (S).
Je suppose qu'en ce point, (S) se decompose en divers cycles, parmi lesquels
tin cycle (n, v) . La projection de (S) sur le plan des , passe par la pro-
jection de a, s' y decompose en divers cycles, parmi lesquels un cycle (n, v).

Ce cycle, dont l'origine a pour coordonnees p, y, est represents par les equa-
tions (2) dans lesquelles n et ~ sont respectivement remplacks par ()7-P) et
(~- y) . Si l'on fait varier le plan de (S), les quantites i , y, b, _c, . . . varient



Ha l p h en : Stir les lignes singulieres des surfaces algebriques .

	

73

en meme temps. Je puis les faire dependre de la seule variable a, en astrei-
gnant le plan de (S) a passer, par exemple, par une droite fixe .

Prenons pour origine des coordonnees ~, n, ~ un point 0 de (a), qui ne
soit pas singulier sur cette ligne. Les coordonnees (3, y d' un point a, voisin
de 0, soot des fonctions synectiques de a, evanouissantes avec a. Les quan-
tites b, C . . . . pour la section (S) qui passe en a sont des fonctions algebriques
de a, qui ne cessent d' titre synectiques que pour certaines valeurs de la va-
riable. Done, aux environs du point 0, arbitrairement cboisi sur (a), et daps
nne certaine etendue, ces fonctions soot synectiques .

Le cycle variable (n, v) est maintenant represents, daps 1'espace, par les
equations

~=a+kW7z, n = R+ ,n , ~=y+bwn+own+,+ . . .,

	

(3)

ou. 1'on pout supposer k constant, de maniere a ce que le plan variable do (S)
soit de la forme kY7 - ~ = A. On pourrait supposer k = 0. Si je ne fais pas
cette semplification, c'est afin de pouvoir disposer autrement du plan ~ = 0 .

Les quantites (3, y, b, c . . . . sont des developpements suivant les puissances
entieres, ascendantes et positives de a . Consideres a la fois, ces developpements
sont convergents pour les valeurs de a dont les modules sont inferieurs a une
certaine limite . Pour une de ces valeurs de a, le developpement de ~ est con-
vergent pour les valeurs de w dont les modules sont aussi inferieurs a une
certaine limite . Done, dans une certaine etendue, les equations (3) representent
une portion de la surface S. L' ensemble des n nappes representees par (3)
sera dit un cycle de nappes, que je representerai abre'viativement par (n, z,).

A un point de S repond un soul des plans variables . Ce plan coupe (a) en
un seul point voisin de 0 ; done a un point de S repond une seule valeur
de a. Dans la section (S), a un point du cycle repond une seule valeur de w.

Done, a chaque systeme de valeurs do ~, Yj, ~ repond un soul sy-
steme do valeurs de a et de w.

3. Par les equations (3) je viens de definir un cycle de nappes, et je
peux maintenant conclure que le long d'une ligne algebrique tracee
sur une surface algebrique, cette surface se decompose en un ou
p l u s i e u rs cycles . L' ensemble des equations de ces cycles remplace com-
pletement 1' equation de la surface auxx environs de la ligne envisages. Pour
l'etude de la surface aux environs de cette ligne, on pout done considerer
isolement chaque cycle : les choses se passent comme si la surface se decom-
posait effectivement en plusieurs surfaces dont chacune n' aurait qu' on seul
cycle de nappes . J'etudierai done les proprietes des cycles en eux-memes .

Annali di Matematica, tomo Ix .

	

10
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4 . Suivant la generation dont les equations (3) constituent 1' expression
analytique, le cycle de nappes est engendre par le mouvement d'un
cycle de branches planes, dont l'origine decrit une courbe, quo je
designerai dorenavant par le nom de ligne-origine . Nous ne connaissons
done jusqu'a present qu'une seule section plane de ce cycle . Coupons-le main-
tenant par un plan arbitraire mend en 0 :

(4)

et etudions cette section . Je suppose les axes de coordonnees choisis comme
it suit : la droite )? = ~ = 0 est la tangente de (a) en 0, et le plan ~ = 0 con-
tient, en outre, la tangente en 0 de la section (S). Suivant ces hypotheses,
les developpements de 0 et de y commencent par des termes du 211 ordre, et
b s'evanouit avec a . Ainsi

N2a2TR3a3+ . . .~

	

y=y2a2-{--y3a3+ . . .

b=b,a +b2a2--}-- •- ,

	

c=c, -}-c,a
(5)

Dans (4) je substitue a ~, r7, ~ les expressions (3) et j' ordonne suivant les
puissances croissantes de w. Puis tenant compte des equations (5), j'ordonne
chaque coefficient suivant les puissances croissantes de a . J' ai ainsi

a , ~~ _ )Wn + . . .

	

(6)

Cette equation admet une seule racine a evanouissante aver w, et la partie
principale do cette racine est constituee par le terme ecrit Bans le second
membre. Substituant a a cette racine, j' ai pour ~, n, ~ des developpements
suivant les puissances entieres et ascendantes de &), commencant, les deux pre-
miers par des termes do degre n, le dernier par un terme de degre superieur .
Ces equations definissent un cycle do branches (n.' 1), et la tangente de ce
cycle est daps le plan ~ = 0 . Done

TH1oREME I. Si par un point de la ligne-origine d'un cycle de
nappes on memo un plan arbitraire, la section determinee par ce
plan se compose, en co point, d'un soul cycle de branches . Quand
le plan de section varie, la tangente do la section a pour lieu un
plan contenant la tangente de la ligne-origine .

Ce plan, lieu des tangentes, est le plan tangent du cycle de nappes au
point envisage. De quelque maniere qu'un point mobile sur une nappe
d'un cycle vienne coYncider aver un point de la ligne-origine, le
plan tangent de la surface au point mobile a pour limite le plan
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tangent du cycle au point limite, proposition presque evidente que le
ealcul justifiera plus loin .

5. D'apres le theoreme I, un cycle de nappes pout etre, d' une infinite
do manieres, engendre par le mouvement d' un cycle de branches planes dont
l'origine suit la ligne (a) . Je 1' ai precedemment engendre d' une de ces ma-
nieres, et dans les equations (3) ainsi obtenues figurent explicitement 1'ordre n
et la classe u du cycle de la section (S) employee. Il importe de savoir si n
et v sont effectivement 1'ordre et la classe du cycle d'un autre section quel-
conque .

A 1'egard de l'ordre, la reponse est immediate. Pour la section faite par le
plan (4), les developpements de ~ et de )? commencent par des termes de degre
n en w . D' ailleurs, a chaque point de cette section correspond (n .° 2) une
seule valour de w. Done (n.° 1), l'ordre du cycle est egal a n.

A 1'egard de la classe, it nous suffit, pour la trouver, de connattre le degre
du premier terme du developpement de ~ pour la meme section . Suivant que
v est inferieur ou superieur a n, ce premier terme est

C,Wn+y ou (y2 (X- k)2+b,(X--k);Wzn .

Si done v est superieur a n, la classe du cycle de la section (4) est n, et non
pas v . Cette conclusion suppose toutefois que b, et y2 ne soient pas nuls. Exa-
minons dans quel cas pout se presenter cette circonstance .

Si l'on forme 1'equation du plan tangent en un point de la surface (3), qu'on
fasse dans cette equation w = 0, et qu'on ordonne suivant les puissances crois-
santes de a, on obtient 1' equation

Z-b,aY+ • • =0.

J' en conclus d' abord que pour a = 0, cette equation se reduit a cello du
plan ~ = 0, conformem ent au resultat annonce precedemment (n .° 4). Secon-
demment, si b, est nul, le plan tangent de la surface le long de (a) est sta-
t i o n n a i r e au point 0. Mais ce point est choisi arbitrairement sur (a) . Done
1' hypothese b,= O correspond au cas oiu le plan tangent de la surface reste le
memo tout le long de la ligne (a). Done, sauf ce cas, 1' hypothese v>n carac-
terise une section particuliere faite dans le cycle. Ayant egard a la signification
geometrique du rapport v : n (n.° 1), je conclus que

THAoREME II. Si, en ehaque point d'une ligno tracee sur une
surface, une nappe de cette surface a, aver son plan tangent, un
contact d'ordre superieur a l'unite, cette ligne est plane, et ce
plan tangent est constant .
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6 . Ce dernier theoreme pout titre demontre geometriquement. Soit une
section (S) faite par un plan arbitraire mene en 0 . Par un point variable a
de (a) je mene un autre plan faisant avec le precedent un angle fini. Le point
a se rapprochant indefiniment de 0, les deux sections (S) et (S)" se coupent
en des points infiniment voisins de 0 : soit m un de ces points . Les trois totes
du triangle maO sont des infiniment petits d'un meme ordre ; soit n cot ordre .
Dans la courbe (S) le point m appartient a un cycle (n, v) dont 0 est l'origine .
Les tangentes en 0 et en m font done entre elles un angle d'ordre v . On peut
faire varier le plan de (S) autour de Om et obtenir toujours la memo con-
clusion. Done les plans tangents de S en 0 et en m font entre eux un angle
d'ordre v . De meme, les plans tangents en a et m font aussi entre eux un
angle d' ordre v . Done les plans tangents en 0 et en a font entre eux un
angle qui est au moins d'ordre v . Done, si v est superieur a n, lo plan tan-
gent de S le long de (a) est stationnaire en 0. C' est le resultat deja obtenu
par le calcul .

7 . TmoRtmF, III. A toutes les pos 'ons d'un point mobile sur les
nappes d'un meme cycle correspon ent aussi, dans une figure cor-
relative, les positions d'un point mobile sur une meme cycle de
nappes .

Cette proposition sera demontree plus loin (n.° 13). Je l' admets pour lo
moment afin de pouvoir, des a present, parlor de cycles correspondants
daps deux surfaces correlatives, ou plus abreviativement de cycles corre-
latifs . A cet egard, je vais demontrer la proposition suivante :

TnmonE.u IV. Dans deux cycles correlatifs, les classes sont
e g al e s, ou sous une autre forme

Txtor.k V. La sommo des ordres des contacts des nappes
d'un cycle avee lour plan tangent commun en un point de la li-
gne-origine, n'est pas alteree par une transformation correlative .
Ce theoreme sera verifie plus loin par le calcul . Je vais ici en donner une
demonstration geometrique fondee sur la remarque du n .° 3, en supposant une
surface S no se composant, le long de la ligne (a), que d' un soul cycle.

8. Par definition, la classe d'une courbe plane est le nombre des tangentes
out mener d'un point de son plan . Done la classe d'une section

do S est le nombre des tangentes qu'on pout mener a S par un point b dans
un plan q contenant b. Cette definition n'est pas alteree par une transformation
correlative. Done la classe des sections de deux surfaces correlatives S, S' est
la meme. C'est une propriete bien connue . Cette classe commune s'appelle le
rang de la surface. Jo designe cc nombre par la lettre r .
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Soit q un plan arbitraire, a une do ses rencontres aver (a), et b un point
de 1' intersection do q aver le plan p, tangent a S en a. Parmi les tangentes
men6es de b a ]a section de S par q, quelques-unes soot confondues avec ba .
D'aprhs la th4orie des courbes planes, le nombre do ces dernikes est v . 11 y
a done (r - v) tangentes meudes do b a S daps le plan q, et diff6rentes de ba.

Je prends une figure correlative, compos6e d'un surface S' avec une ligne
7____

	

I etII

	

Soft a
Iplan g correlatif de b,

	

d un point b corr atif de q.

	

le
S' correspondant a a ; b' a' est une tangente de S' en a'. 11 y a

) tangentes, distinctes de b'd, menks a S' par b' et daps le
la classe de la section de S' par q' est r. Done b'a' compte

pour v tangentes confondues. Done le cycle de ]a section de S', dont a' est
l'origine, a pour classe v ; ce qui d6montre le WoRme IV.

9. On pout encore donner h ce tb4orbme une autre forme. Soit un cone
circonscrit a S; appelons [S] sa trace sur un plan . La ligne plane [S] est cor-
relative dune section plane (S) de la surface correlative S' . A un cycle (n', 2')

de (S') correspond un cycle (2,, n') de [S] . Do memo, a un cycle (n, 2') d'une
section (S) correspond un cycle (v, n) do la trace d' un cone circonscrit a S'.
Les classes des cycles devenant ici les ordres d' autres cycles, on pout faire in-
tervenir la notion plus usuelle d'ordre de multiplicit6 d' un point, et dire :
S et it Rant deux surfaces correlatives, et (a), (a') deux lignes

alg4briques, singulibres ou non, trac6es, respectivement sur S et
sur S' et s'y correspondant : on considbre deux lignes [S], [S] de
contour apparent de ces surfaces sur un plan . Soit w un point oiL

[S] touche la perspective de (a), et soit w' un point oh. [S] touche
la perspective de (a'). Les points w et w' sont respectivement sur [S]
et sur [S] des points d'un m6me ordre de multiplicit4 .

10. Les cycles dont Fordre 6gale la classe jouissent de propri4t6s com-
munes. Reprenons les equations (3) en supposant 2,=n. Consid4rons, comme
aux n . 08 4 et 5, la section faite par un plan . Les d6veloppements des coor-
donri6es commencent alors par les termes suivants :

~ == X,,n+ . . .,

	

4 == wn+ . . . ,

	

(7)

Soit la surface, ind6pendante de A :

y 2 k'))7 2 .

Chaque branche de la courbe (7) a, avec cette surface, un contact d'ordre
sup4rieur au premier. Done :
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THmoREME VI. Si, en chaque point d'une ligne (a), une nappe
de surface a, avec son plan tangent, un contact d'ordre egal a
1'unite, it existe en chaque point de (a) des surfaces du 2 ,1 ordre
ayant, avec cette nappe, en cc point, des contacts d'ordre supe-
rieur au premier .

En consequence, le theoreme de MEVSiuER et la tbeorie de 1'indica-
trice s'appliquent aux sections de cette nappe de surface .

11. Soit maintenant un cycle qui non seulement ait son ordre egal a sa
classe, mais pour lequel, en outre, 1' indicatrice ne soit pas parabolique en
chaque point de la ligne-origine (a) . En meme temps que la surface S con-
tenant cc cycle, je eonsidere une correlative S' . Soit, sur cette derniere, (a)
la ligne-origine du cycle correlatif du propose .

Sur S je considere une section plane (S) rencontrant (a) en 0, et soit m
un point variant sur (S) aux environs do 0 . Au point 0 de (a) correspond
tin point 0' de (a), a (S) une ligne 2 tracee sur S'. D' apres la theorie de
1' indicatrice, 1' angle sons lequel I coupe (a) en 0' varie avec 1' angle sons
lequel (S) coupe (a) en 0 . C'est done un angle arbitraire.

La distance mO et 1' angle des plans tangents de S en m et 0 sont des
infiniment petits d'un meme ordre, comme on le prouve en employant le meme
raisonnement qu' au n. ° 6. Soit m' le point qui correspond a m. La distance
m'0' est du memo ordre infinitesimal que 1' angle des plans tangents de S en
m et en 0. L' angle des plans tangents de S' en m' et 0' est du meme ordre
que la distance m0. Done aussi cc dernier angle est du memo ordre que m'0' .
Done chaque section de S' par un plan contenant m' O' a, en 0', un cycle
d'ordre egal a sa classe. Mais la direction m'0' est arbitraire daps le plan
tangent de S' en 0'. Done le cycle de S' a le meme ordre que celui de S,
puisqu'on sait deja qu' it a aussi la meme classe . Done

THEoRIME VII. Tout cycle de nappes dont 1'ordre egale la
classe et dont l'indicatrice n'est pas parabolique en chaque point
de la ligne-origine, a pour correlatif un cycle du meme ordre .

II. Proprietes dualistiques des cycles de nappes .

12. Pour faire une etude approfondie des liaisons qui existent entre deux
cycles correlatifs, j' aurai maintenant recours au calcul. Je prendrai pour coor-
donnees homogenes d' un point d' une surface S' les coefficients de I' equation
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d'un plan tangent de la surface S. Pour la sym4trie, je supposerai que les
coordon-n4es Z, )7, ~ primitivement employees, soient les rapports de trois coor-
donn6es homogenes A une quatrieme, de la maniere suivante :

X4 ~ = X, 7

	

X4)7 = X2)

	

X4 ~ = A -
Ainsi x d4signera un point de S. Le point correspondant sur S' sera ddsign6
par y. Chaque face du t4traWre de reference sera abreviativement designee
par le premier membre do son equation. Je dirai ainsi le plan x, ou y, pour
la face dont 1' equation est x,=O. Chaque sommet du mAme t4traMre sera
d6sign4 par la lettre s affect4e , de l'indice correspondant h la face oppos4e .
Chaque arke sera designee indiff4remment par ses deux sommets ou ses deux
faces .

Dans les equations employees plus haut, le sommet s, et la face x3 sent un
point e a gne (a) e e plan tangent e S en ce point, n outre
x2x3 est la tangente de (a) en ce point. L'ar6te x, x3 est arbitrairement choisie
dans le plan x,, . Dans chaque cas, je la d6terminerai de la manibre la plus
convenable.

Au moyen des equations (3), je calcule les quantit4s y, coefficients de 1'4-
quation du plan tangent. Ces quantit6s se pr4sentent sous la forme de d6ve-
loppements suivant les puissances ascendentes de w, ayant pour coefficients des
d6veloppements suivant les puissances ascendantes de a . Quelques termes de
ces d6veloppements suffiront pour d6couvrir les propri6t4s que j' ai en vue de
rechercher.

13. Les coordonn4es d'un point 4tant des fonctions de deux va-
riables a et o), les coordonn4es du plan tangent h la surface, lieu de ce point,
sont :

y3=1-00'
-Y,=b- 7ey'+!-+vc&)*+ - - -n

7

	 Y1	ye	y3	

Ao

	

to to "" an TO 00 at
?a ?W ?W?m ?a OW jw as PM ?W ?Wax

Y4""IyId7 4y2 4Qy3-

Xemploierai des accents pour d4noter les d4riv4es prises par rapport A
En vertu des equations (3), et aprbs suppression Wun facteur commun
je puis derire :

Wn-I
)

(8)
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Les quantites y i et y2 et, par suite, aussi y,, se reduisent a zero avec w et
a, en vertu des relations (5), tandis que y 3 conserve une valeur finie. Ainsi le
point qui correspond a s, sur la surface S' est le sommet s3, comme on le
savait d' avance . Eu egard a ces memes relations (5), le developpement du
terme independant do w dans yi commence par un terme du 1cr degre en a .

Si done on fait dans S' une section par un plan mene en s, j la variable a

sera, pour cette courbe, une fonction synectique de w, evanouissante avec w.

Les y deviennent done des developpements suivant les puissances e n t i e r e s
do w. La section a done en s3 un soul cycle (n.' 1). Done les equations (8)
representent un seul cycle de nappes . C'est la demonstration du theoreme III .

J' ai a chercher 1' ordre de ce cycle . A cet effet, it suffira de chercher le
degre du premier terme de chacun de ces derniers developpements . Il n'y a
pas a considerer y3 qui a une valeur finie, ni y, qui, nous le savons d' avance,
commence par un terme de degre plus eleve que y l et y2, car y, est le plan
tangent de S' en s3 , et contient, par suite, la tangente de la section . Cepen-
dant je ferai une foil, a titre d'exemple, le calcul du degre du premier terme
de y, . J'y trouverai une verification du theoreme IV, et on pourra la renou-
veler pour chaque cas.

14. Si, dans les equations (8), on fait w=0, ces equations donnent les
coordonnees des points do la ligne (a) . Designons-les par la lettre z. Eu egard
a (5), on a

-z2 --b-ky'=(b i-2k72)a+ (b2 -3ky3)a 2 + . . .

z i =bA'-- y'=-2y2 a+(2b iA 2 -3y3)a2 + . . .

	

(9)

Deux cas sont a distinguer suivant que 7z est nul ou non. Si 7, est nul, c'est
que le plan x3 est osculateur de (a) en s, . Dans nos hypotheses, nous avons
a considerer ce cas uniquement si cette circonstance a lieu tout le long de (a) .
De la, deux sortes de lignes a distinguer

1.° lignes dont le plan osculateur n' est pas, en chaque point, tangent
a la surface ;

2° lignes en chaque point desquelles le plan tangent de la surface se
confond avec le plan osculateur de la ligne .

Dans ce dernier cas, si la ligne est singuliere, elle u'est pas, a proprement
parlor, une ligne a s y m p t o t i que . Cependant on pout encore, sans inconve-
nient, employer cette locution, et distinguer abreviativement deux sortes de
cycles, savoir

1 . 0 les cycles dont la ligne-origine n'est pas une asympto-
tique ;
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2° lea cycles dont la ligne-origine eat une asymptotique .
15. En premier lieu, je considere le premier de ces deux cas . Le coef-

ficient J 2, par hypothese, n'est pas nul .
La developpable circonscrite a S le long de (a) a, en s 4 , une generatrice

di#ferente de la tangente de (a). Je suppose cette droite prise pour l' arete x, x3
du tetraedre de reference, suivant la remarque du n° 12 . Alors l'arete opposee
yiy2 est la tangente de (a) en s3 , et, par suite, le developpement de z 2 com-
mence par un terme du 2d degre. Ainsi, par ce choix des coordonnees, on a

Je distinguerai encore i

	

e x cas differents, suivant quo v eat inferieur
ou egal a n. Je commence

	

e . r v <n. En vertu de (10), lea for-
(8) deviennen

®-y2=(b2-3k ) a2+

yt -

b,-2kyti =0.

--2y2a

relatif a une section de la surface ar un plan y, =1 y2 ,

r

	

par une aerie suivant lea puissant s e
dances de w,

	

premier terms eat

n-f-v e,
n 21s

Lee developpements de y, et y2 commencent alors chacun par un terms de
degre v en W. Done v est 1'ordre du cycle . Nous savons deja par le theoreme IV
que la classe de ce cycle est aussi egale a v . Je ferai ici une verification de
ce resultat en calculant la partie principals de y4 .

Eu egard a la valeur consideree pour a, lea developpements de , n, com-
mencent respectivement par des termes des degree v et 2 v pour ~ et ~, et de
degre superieur a v pour n. En vertu de 1'expression de y4 , on trouve ainsi
pour sa partie principale

-
(~

n -+- v Co 2W ~20y2
n 2-Y2)

Elle est d'ordre 2Y . Done la classe est bien egale a v . Ainsi
TatoREME VIII. Un cycle de nappes dont la ligne-origine n'est

pas asymptotique, et dont la classe v eat inferieure a l'ordre, a
Annali di Matematica, tomo IX.

	

11

(10)



82

	

Ha lp h en : Sur les lignes singulieres des surfaces algebriques .

pour correlatif un cycle dont l'ordre et la classe sont tous deux
egaux a v .

16. Dans ce cycle (v, v) correlatif d' un cycle dont la classe v est infe-
rieure a 1'ordre, on sait d' avance, eu egard au th. VII, que 1' indicatrice est
constamment parabolique sur la ligne-origine . Je vais maintenant demontrer
le theoreme reciproque . C' est la une simple verification; ear cette reciproque
est a priori connue. En effet, le th . VII nous apprend qu'un cycle (v, v)
non parabolique a pour correlatif un cycle (v, v) . On peut ajouter que ce
dernier n' est pas non plus parabolique, ainsi que le montre le theoreme d e s
tangentes conjuguees . Done un cycle (v, v) qui a pour correlatif un cycle
dont 1'ordre surpasse la classe, est certainement parabolique . Cette verification
se fait sans peine comme it suit .

Dans les equations (8), je fais v = n, et je suppose, en outre

b1-4c°y2=0,

pour exprimer, suivant les equations (7), que l'indicatrice du cycle considers
est parabolique . En vertu de cette relation et de (10), on trouve que, dans
1'expression de y2 , le terme en w" disparalt. En repetant le calcul du n .° 15
et coupant par le plan y1 = Xy2 , on obtient cette consequence que la partie
prineipale de a est independante de l, en sorte que les developpements de y i
et y2 commencent tons deux par des termes de degre superieur a v en w. Done
1' ordre du cycle correlatif est superieur a v. Mais le calcul ne met pas aise-
ment en evidence l'expression de cet ordre, qui depend de nouveaux elements .

17. Un raisonnement geometrique met ces elements en evidence . Consi-
derons de nouveau, comme au n.° 15, un cycle (n, v) . On voit aisement que
chaque section faite dans un cycle (n, v) par un plan tangent a la
ligne-origine a, au point de contact, un cycle (n, n) . J'en conclus
que la tangente de la ligne-origine a, avec chaque nappe, un contact du
1" ordre, et que, par suite, la somme des ordres de ses contacts aver les n
nappes du cycle est n . D' autre part, on pout donner au th . IV cette nouvelle
forme

THEOREME IX. La somme des ordres des contacts d'une droite
avec une surface West pas alteree par une trasformation correla-
tive .

Je puis done, en appliquant ce theoreme, conclure ainsi
THAoREME X. Un cycle de nappes (v, v), dont la ligne-origine

West pas asymptotique et dont l'indicatrice est parabolique, a
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pour corAlatif un cycle dont Fordre est
bre v par l'ordre du contact de chaque nappe du cycle propose
aver sa tangente asymptotique en un point quelconque de la
ligne-origine .

Par les OAK= VIII et X se trouve r4solue la question propos6e en cc
qui concerne les cycles dont la ligne-origine n'est pas asymptotique. J'ai en-
core, a ce sujet, a ajouter une remarque qui sera utile plus loin .

Dans les equations (11), je suppose a == X wn + - - - Les d6veloppem ents de y,
et y , commencent alors respectivement par des termes de degr6 v et n. La
courbe ainsi d6termin6e sur S' a done pour tangente la droite y,y,, diff6rente
de la tangente de (a'), qui est y, y, (n .° 15). Par suite, si &) est infiniment

er ordre, le point y est a distance infiniment petite d'ordre v de la
courbe (a) . Fautre part, le point x est, en m6me temps, h distance d'ordre n
de la courbe (a). Done :

Si n est sup6ricur a v, et que (v, v) 2 (n, v) soient deux cycles cor-
Alatifs : a un point place sur une nappe du premier cycle a di-
stance infiniment petite d'ordre v de sa ligne-origine correspond,
sur une nappe du second, un point a distance infiniment petite
d'ordre n de la ligne-origine de, cc dernier .

18. Je passe maintenant a 1'
asymptotique, sans e
ficient 7,

courbe (a) a pour tangente e :
plan tangent do S ) a savoir y, .

Je n'ai pas a m'occuper des cas o
eux : l'un de ces cas, celui otL l'indic

des cycles dont la ligne-origine est
omme je l'ai deja observe plus haut, le coef-

kidence quo la

sent 6gaux entre
parabolique, est traW

par le th6orime VII. Quant au cas ot't 1' est parabolique, it n' a
pas lieu de s'en occuper au point de vue actuel : une ligne, en effet, ne pout
titre a la foil asymptotique et lieu de points paraboliques sans titre plane et
sans que le plan tangent ne soit constamment confondu aver son propre plan .
Quant it en est ainsi, la surface correlative contient, comme element COMS

pondan, non pas un cycle de nappes, mais un point singulier .
J' ai done a 6tudier cc qui est relatif aux cas otL z, est inf6rioux a n. Tout

rates su
En premier lieu, pour le cas aetuel, it n'y a pas lieu de particulariser la

droite x,x, . Je ferai done k==O, oonform6ment a une observation pr6c6dente
(mo 2) .
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En second lieu, le plan osculateur de (a) est, en chaque in de cette
ligne, tangent a la surface. Cette condition conduit sans peine quation
b A" = y", qui doit titre une identite. En egalant a zero le terme in
de a, on trouve

b, g2-3y3=0 .

	

(12)

19 . Avant de m' occuper de la surface correlative de S, je considere un
instant la surface S elle-meme, et j'en etudie les diverses sections planes . Grace
a 1' hypothese k = 0, la surface est representec par les equations suivantes, qui
remplacent les equations (3)

. . . +0 7

	

(13)

Les sections non tangentes a la droite Y7= S = 0, c'est-a-dire a la courbe (a),
ont toutes en s, le cycle (n, v), sans exception a cause do 1' hypothese v < n.
C' est sur les sections tangentes a (a), c' est-a-dire faites par un plan )?= l ~
qu' it faut porter 1' attention .

La condition )?= A 4 conduit entre 4 et w a une equation qui a deux ra-
cines ~ evanouissantes avec w. Si Pon fait w=

	

une quelconque de ces deux
'

	

par rapport a w' . On en fire cette consequence que
je me contente d'enoncer

La section faite dans un cycle (n, v) par un plan tangent a la
ligne-origine dans le cas oti cette ligne est asymptotique, presente
au point de contact

Si n est impair

et

	

t,

Si n est pair

ertu de rr =, k

cycle unique d'ordre n ;

l

ycles d ordre 2 nM

a classe d' un tel cycle, c'est-a-dire trouver le
du developpement de ~ suivant les puissances cro s-

santes

	

y a trois cas a distinguer
1 .° 2 >n. Le premier terme de ~ est alors fournm par :

(12) :
2
b s ~ wn, dont l'ordre est 3 n rela-

tivement a w' . Ainsi
Pour 2v>n, la

	

do son
En d'autres termes

	

e un con-
a ordre avee chaque nappe .

Le premier terme do ~ est alors caw' +y, don l'ordre, ela-
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Pour 2v<n, les cycles des sections tangentes a la 1 ne-origine

ont pour classe n+2v on -

3.° 2 v = n. Le premier terme de g se compose alors comme i1 sup

Si la quantite entre parentheses n'est pas nulle, la section contient deux
cycles (v, 2z,) .

Dans le cas oppose, l' ordre de ~ augmente, sans quo les termes jusqu' a
present envisages suffisent a le fixer. Ainsi
Pour 2v=n, it pout arriver quo la tangente do la ligne-

	

ine
ait, en chaque point de cette ligne, un contact d'ordre su
a 2 avec chaque nappe de la surface . La condition sons laquelle tte
circonstance se presente pout, a cause de (12), s'ecrire

(3Y
3) 3
+(

„, 3 ) == 0'

	

(14)

On reconnaft la condition qui exprime que l'equation y3x 3 + b o x + c Q = 0 a
deux racines egales . En vertu de (12), la derivee du premier membre de cette
equation se reduit a (13,x2+1). D'obL cette consequence
Pour n=2v, 1. ° Si la tangente de la ligne-origine asymptotique

a, avec chaque nappe, un contact du 2' ordre, la section par le
plan tangent s'y compose de trois cycles distincts (v, v) ;

2.° si la tangente de la ligne-origine a, avec chaque nappe,
un contact d'ordre (2+6), la section par le plan tangent s'y com-
pose soit dun cycle (v, v) et de deux cycles [v, (1+8)v], soit d'un
cycle (v, v) et d'un cycle [2v, 2(1+0)1,] .

On remarquera quo 1'arete de rebroussement d'une surface developpable cor-
respond a ce dernier cas n = 2 v, avec 6 infiniment grand .

Les memes divisions en divers cas vont se retrouver dans la discussion de
la surface correlative .

20. Pour etudier la surface correlative S`, je reprends les formules (8)
qui deviennent ici, en vertu des diverses hypotheses

_ y2 -b i o +b2pt2'+' . . .+ n, v (c0+cia+ . . .) v+ . . .

Y,==3 y3 a2

	

+ . . . n a+ v (2co p2a +
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En appliquant le meme mode de raisonnement que plus haut, je trouve tout
d' abord pour 2 v > n

THIoxt:ME XI. Un cycle de nappes dont la ligne-origine ost
asymptotique, et dont la classe est inferieure a 1'ordre, mais su-
perieure a la moitie de cet ordre, a pour correlatif un cycle du
memo ordre et de la memo classe quo le propose .

En second lieu, pour 2 v < n, on trouve que l'ordre du cycle correlatif est
2v. D' ailleurs, sa classe est v . Il y a done lieu de chercher, pour ce cycle
(2 v, v) le nombre analogue a e .

La somme des ordres des contacts de la tangente de (a) avec les nappes
de S est n + 2 v, ainsi que cela a ete etabli au n .° 19 (2 . ° ) . Done (th. IX),
n + 2 v est aussi la somme des ordres des contacts de la tangente de (a') avec
les 2v nappes de S' . Avec chaque nappe, l'ordre du contact est done

2 B= n -}-2v

	

6- n-2v
+

	

2v '

	

2v >0.

TuEoxthE XII. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, et dont la classe v est inferieure a la moitie de
lordre pour correlatif un cycle (2v, v), dont chaque nappe a,
avec la to

	

de la ligne-orig' , un contact d'ordre superieur

21 . Troisiemement, pour

	

et quand 1 a ite (14) n pas lieu, on
trouve le resultat suivant

TErAoxt;ME XIII. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, dont la classe est egalo a la moitie de l'ordro, et
dont chaque nappe a, avec la tangente de la ligne-origine, un con-
tact du 21 ordre, a pour correlatif un cycle jouissant de ces memes
proprietes .

Enfin, par voie d'exclusio

	

la reciproque du theoreme XII :
TxdoabMn XIV. Un es dont la ligne-origine est

asymptotique, la le a la moitie de dordre, et
dont chaque nappe e e-origine, -
tact d ordre superieur a 2, correlatif un cycle
d'ordr

	

)v et de classe v .

Pour tine veloppable et son a

	

est egal a l' unite,
et 0 est infiniment grand. Aussi les sections de la correlate e ont-elles chacune
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UP cycle d' ordre infiniment grand : elles se r4duisent chacune a un poin
la correlative A une simple courbe .

22. Consid6rons les equations du n .° 20 en y supposant 2v<n . J'y fais
==Xwn+- Alors y, et y, commencent respectivement par des termes de

et n. La branche de courbe ainsi determine sur S' a done

- Sur les lignes sinyuWres des su

n-V > 1 avee ]a droite y,ho qui est la tangente de (a').

e a done avec (a'), au memo point, un contact
Le point y est done a une distance infiniment petite d'

	

21, de la ligne
(a') . Je tire de 14 cette conclusion qui sera utile plus loin :

Si it est suphieur a 2Y, et que Fon envisage deux cycles corr4-
latifs (2v, z) et (a, 0, dont les lignes-origines soient asymptotiques :
A un point place sur une nappe du premier cycle, et h distance

infiniment petit d'ordre 2v de la ligne-origine de ce cycle, cor-
respond sur le second cycle un point place a distance infiniment
petite d'ordre n de la ligne-origine do ce second cycle .

23. Pour avoir terming ce qui concerne les cycles dout le plan tangent. .

	

. 1

	

- I -

	

.

ontact d

tions du cycle se simplifient et se r4duisen

6)" + (c9+ Cr ~ + - -

Par suite, daps les formules du n.° 20, le premier terme de y
et it en r6sulte cette consequence tres-simple :

THAoxhla XV. Un cycle de nappes dont la
droite et dont le plan tangent varie le long de cette ligne, a pour
corr6latif un cycle du mime ordre quo le propose .

24. Les questions analogues A celles quo je viens de
paragraphe n'ont pas lieu d6tie

surface T un
passent tons par une
partie de S'. Dais ce
de points singuliers de
de la surface S en un

J'aurai tout-a-1' heure 4 consider

vient -

e, it y correw-
I avit dune

sur une
o IRA,

fait on non
xistence

La droi
),nee tient
e S sur la

de
e tels cycles, en resolvant un autre pro .
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bl5me. Pour is moment, je n ai

	

s Are id lea equations gdnerales d' un
cycle, appropriees h ces cas .

Pour un cycle h plan tangent constant le long d'une courbe plane, on
aura

et, quand la ligne-origin set droite

n - wn,

	

I =" (Co +C,

25. Ce dern r cycle, ainsi qu'on le verra au paragraphs suivant,
pas suffisamment defini, pour lea applications quo j' ai en vue, par lea nombres

Un dement qu'il sera encore nCcessaire de connattre est l'ordre le plus

bre
pout We deter

Je considers 1 s equations
4 = 07

	

4=Uo wn+9 + U wn+v+i + u s 4n+v+z -f-

dans lesquelles lea u sont des fonctions de ~, et je me propose de determiner
ces fonctions de tells sorts quo lea equations (15) repressntent une ddvelop-
pable. A cot effet, je forms la fonction

o-a$~ .a'~ ( ?2~
)$

N ?-tY
la dCveloppe suivant lea puissances croissantes de w, et j'dgale successivement

4, zCro lea coefficients de chaque puissance . Le premier terms eat de degre
211 l et donne lieu 4 1'equation

vu0u" o - (n+v)u'p=0,
dont 1' integrals g4nerale est

v

.

	

e de ce cycle et uue

Si Von designs par U une fonction entiere de u0 , u s , . . . uti_ i et de leurs dC-
rivdes, on reconnaftra aisCment quo is terms de rang (i + 1), dont is degrd
est (2 v + i), donne lieu a une equation tells quo

v(n -j- v)u u"g -- 2 (n -~- v)(n -- v - - i ) 2G' s U'j -~- (v - - i) (n -~- v -~- E) u"s u = U: (17)

Je dis quo 1' integrals g4n4rale de (17) as compose de la somme d'un nombre
limitC de termes de la forms A(~+a)n, dans laquelle A est une constants, a
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Ia constante de (16), et p un nombre commensurable positif ou negatif dont
le denominateur est un diviseur de n .

Cette assertion est verifiee pour u o , d'apres (16) . J'admets qu'elle soit exacte
pour ui, . . . ui_i, et je vais en conclure son exactitude pour ui.

En substituant dans (17) a it, son expression (16) et divisant ensuite les deux
_ 2n±v

membres par le facteur k v (n + v) (s + a) 'Z , puis tenant compte de la forme
admise pour

	

ui_i , on obtient, au lieu de (17) :

(+a)2 u"i+2 n +n+i (5 +a)u'i+n
+n +2 ." n i ui=JA(~+ay ;

I' integrale generale de cette equation est, on le verifie aisement, de la forme
indiquee .

De cette analyse, je tire cette conclusion : on pout determiner les fon-
ctions a de manisre que les equations (15) representent une deve-

I

loppable . Chacune d'elles est r tionnelle par rapport a (-- )^
contient deux constantes arbitrai

Soient maintenant

~ -_ wn,

	

= V,,) wn+y +

	

+,,+ i -}- y2 &jn+"+2 + . . .

	

(18)

les equations d' une surface non developpable. Je suppose qu' on puisse deter-
miner les 2 i constantes de v , u i , . . . vi-,, de maniere a avoir identiquement

no =vo ,

	

it, =yi, . . .

	

ui-i =yi-i}

	

(19)
1' on ne puisse avoir ui = vi . Dans ce cas

	

' to des surfaces d6-
(15), dont ehaque nappe a,

	

apps de la surface (18), un

contact d'ordre
n

tout le long de I'axe des ~. Je dis que ce nombre

V+ ~ est l'ordre le plus
Clove

du contact quo l'on puisse etablirn
entre la surface (18) et une developpable, le long de la droite
consideree, c'est-a-dire le nombre cherch6 .

C'est, en effet, d'abord l'ordre Ie plus C1evC du contact possible si l'on astreint
la developpable a titre represents par les equations (15). Cherebons done s'il
est possible d' Clever 1' ordre du contact en prenant une autre forme pour les
equations do la developpable . Tout d' abord, pour quo 1' ordre du contact ne
soit pas diminue, it Taut prendre les equations suivantes

)? = Wn,

	

~ = V0 Uyn+v + V &in+yO+i + . , • + vi-i Wn-v+i--i+ Tr n-l-'+i+' + . . . ? (20)
Annali di Matematica, tomo IX .
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en y supposant ) positif, ce nombre pouvant d' ailleurs ne pas titre entier .
Nous savors d6jh que X ne pent titre nul. Ce nombre dApasse done zero . Si,
dans (18), it existe un terme de degre (n+y+i), Fordre du contact do (18)

et (20) est alors v+ ' - Done cot ordre ne pout titre d6pass6 que si v i est nul .n
Jo suppose done v i ==O .

Jo forme, au moyen de (20), le terme do degre (2 + i) de la fonction A .
Dans son coefficient, ii est manifesto que V n'entre pas. D'ailleurs, ce coeffi-
cient est nul si effectivement les equations (20) repr4sentent une d4veloppable .
Done, en vertu des equations (19) on pent disposer des constantes arbitraires
de vi de mani6re a rendre ui identiquement nul, cest-a-dire 6gal a vi, ce qui

me :
Pour la surface repr4sent4e par les equations (18), A a est la

premiere des fonctions v qui ne satisfasse pas a la suite des equa-
tions diffhentiolles d4duites de i=0, l'ordre le plus 41ev4 du con-
tact que Pon puisse kablir entre chaque nappe de cette surface
et une nappe d'une memo d6veloppable tout le long do Faxe des

est *I + i .
n

Cela 6tant, le d4veloppement de A suivant les puissances crois-
santes de w, pour la surface (18), commence par un terme du do-
gr4 Qv+y.

111 . Do 1' equation des points paraboliqnes .

26 . Dans une courbe plane, it existe entre le degre et la classe de cette
courbe d'une part, et les ordres et les classes de ses cycles d'autre part, une

relation. On obtient cette relation en 6tudiant la fonction d2 -11

le long de la
7

courbe .
Dans la th6orie des surfaces, nous venons de mettre en evidence des nom-

bres qui, pour les lignes singulieres, jouent tin rble analogue . Si l'on y joint
les degr4s do ces lignes et qu'on considbre, d'autre part, le degre et le rang
d'une surface, on a entre ces nombres une relation . On obtient cette relation
en Rudiant, le long d' section plane de la surface, la fonction d (n.' 25),
qui 6galde a zero Knit Uquation des points paraboliques .

est contraire a Fhypothese. Done, en
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Pour faire cette etude, j' h faire usage de la transform4e de A quand
on change A la fois les coordonnees et les variables inddpendantes dune ma-
niere quelconque. Je me contente d'dnoncer ici les r6sultats dont la verification
se fait ais4ment .
Comme plus haut,

	

soot les rapports de trois coordonnees homo&es
h une quatrieme :

Xj ==Tx"

On fait une transformation homographique en posant :

Xi == aiz, + bjz2 + cir3 + djz4 j

	

i=1, 2, 3, 4.

On prend pour variables ind6pendantes deux quantit4s quelconques

	

Je
pose :

zoo X
I V a 12

1)

	

a, b, c, A

=0 Aw z2 a
03

. ~~G3 .

g = ,~, ~' z4 ~~a
a~W aE~2

=I±

Dans la iroisibme de ces equations figurent les coord
st le sommet s, du triangle de reference des coordonnees x, en d' autres

termes le point A Finfini de 1' axe des ~,, si les coordonnees primitives sont
cart6siennes . Cela pose, la formule de transformation est la suivante

a == -
D
~I-

4
(y I- h2).

2B
27. J'explique maintenant ]a voie que je vais suivre . Soit (S) une section

plane d' une surface S Je consi*re la fonction A le long de cette ligne, je
cherche ses zeros et ses infinis et f4gale le nombre des premiers A celui des
seconds. C' est cette 4galdh qui constitue la relation cherch6e. Pour former
une 6galit6 de ce genre, on peut proc6der comme it suit.

(21)
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Soit, en un point p de la courbe (S) envisagee, n 1'ordre d'un des cycles
dont cette courbe se compose . Je considere les developpements des coordonnees
d'un point de (S) suivant les puissances d'une variable w, qui representent ce
cycle (n . ° 1), et je les substitue aux coordonnees dans la fonction envisagee,
qui est ici A . J'ordonne le resultat suivant les puissances croissantes de w, et
je calcule le degre du premier terme . Ce degre, que j' appelle or d r e d e l a
fonction pour le cycle, est positif ou negatif suivant que le point p repond
a un zero ou a un infini de la fonction . Mais cette distinction est inutile, et
j'ai montre ailleurs (*) que 1'egalite ci-dessus s'obtient simplement en ecrivant
que la somme des ordres de la fonction est nulle pour tous les cy-
cles d e l a c o u r b e, pourvu que la fonction soit rationnelle par rapport aux
coordonnees et aux derivees des coordonnees d' un point de la courbe, et c'est
ce qui a lieu ici .

28. La

	

t done de calculer l'ordre de A pour chaque point p
ordre n
point quel

	

de la section (S) faite par un plan arbitraire .
I peut se presenter Tune e ' onstances suivantes :

1 ° le point p appartient a la ligne-origine d'un cycle a plan tangent
variable et dent l'ordre est superieur a 1' unite ;

2 .° le point p appartient a la ligne-origine

	

cycle a plan tangent
variable, dont l'ordre est 1' unite, mail dont les indicatr ces sent paraboliques ;

3.° le point p appartient a la ligne-origine d'un cycle a plan tangent
constant ;

4.° le point p n

d ' titre envisa comme un

	

ligne-origine de ce cycle ;
ur la meme raison, si la

	

'do en dehors de ces lignes-origines
points sin

	

on n' y passe pas .
circonstances c' ' a lieu, le point

e la s e, c'est-a-dire un porn par lequel passe
pout envisager comme origines do cycles (1, 1) .
parmi ceux qui appartienrrent a la ligne-origine
t variable et a indicatrice non-parabolique . En

tel point peut titre class
(

	

1

etant cense choisi

	

e maniere arbitrair
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consequence on pourra, sans omettre aucune circonstance, 4tudier successive-
ment l'ordre de la fonction A en un point arbitraire de chacune des diverses
lignes-origines envisagees dans le paragraphe precedent .

29 . Le point p 6tant sur ]a ligne-origine d' un cycle et le plan do la
section passant en p et d' ailleurs de direction quelconque relativement a la
ligne-origine, on a a calculer l'ordre de d pour le cycle de la section dont
l'origine est en p . En vertu do la formule (21), je substitue au calcul de
l'ordre do A, celui de la somme des ordres des facteurs du second membre
de cette formule, et jy prends pour a et &) les variables qui figurent dans
les equations (3) du cycle . J'ai d' ailleurs eu soin do faire en sorte que, Bans
ces equations, la ligne a==O pAt titre envisages comme une section plane quel-
conque quant a sa direction relativement a la ligne-origine . Jo peux done
supposer qu'au point p la ligno a= 0 coincide avec ]a section (S) .

Done pour calculer l'ordre de d en un point do la ligne-origine dun cycle,
j' aurai h substituer dans le second membre de (21) aux coordonnees leurs d&
veloppernents (3) et a faire ensuite a===O .

Cola Rant reconnu, je peux consid4rer s4par4ment les divers facteurs du
second membre de (21). 11 n'y a pas a envisager le facteur D-2 qui ne con-
tient pas les coordonnees du point mobile . Le facteur xI s'4vanouit en chacun
des points d' intersection de (S) avec le plan x,, qui est arbitraire . II est done
manifesto qu'en ebacun de ces points l'ordre de t. est 4gal a quatre fois celui
de x,, c'est-h-dire 6gal a 4. Le nombre de ces intersections est d' ailleurs 4gal
auu degr6 m do S. Done, par le fait du facteur x 4 , dont it n'y aura plus a
s'occuper, la somme des ordres de b, le long de (S), contient le terme 4m .

30. Dans les deux autres facteurs de (21) figurent les coordonnees prises
par rapport a un t6tra6dre de reference arbitraire . Pour chaque point p que
j' envisage je fais coincider ces coordonnees avec celles qui out etc employees
dans les equations (3). Le second membre de (21) ne depend d'ailleurs que du
rapport des coordonnees z a l'une d'elles. Je peux done, sans le troubler,
remplacer pour mon calcul z4 par AM et z, z2 , z3 par A 41 11 ces derni6res
quantit6s a-yant les expressions (3), savoir :

Z, = 4 == A + ,nI

	

z3==~=y+bo44+coP+I+- (22)

Les quantit6s A, y, b, c, . . . sont des Inctions de a donn4es par les equations (5).
Ainsi que je viens de le dire an n.° 29, on a a faire %=O apr6s la sub-

stitution daps le second membre de (21) . IQ& (5), les fonctions b, P, 7 et
les, UrNes do ces dernikes s'6vanouissent aver a. Grace a cette remarque,
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on apergoit immediatement que la partie princ al

R=nwn-t

de B se reduit a :

Les lettres A d t au nouvea le de reference, les
coordonnees du sommet s 3 premier triangle de reference, c'est-a-dire d'un
point arbitraire. Ainsi A 3 est nul lorsque le plan z3 passe par ce point. Le
plan z, est le plan tangent de la surface au point p . Sans restreindre la ge-
neralite, on peut supposer quo les points p de (S), pour chacun desquels le
plan tangent de S passe en s 3 , n' appartient a aucune des trois premieres
categories du n .° 28, en sorte que dans les cas correspondent a ces categories,
l'ordre de R est toujours (n - 1). Par suite, dans chacun de ces cas, on aura
l'ordre de A en retranchant 4 (n - 1) de l' ordre du facteur (g l - h2) .

31. Pour terminer ce qui concerne le facteur R, it reste a connattre son
ordre pour un quelconque des points p en lesquels le plan tangent de S passe
par s, . Ce sont des points ordinaires de la surface. En choisissant convena-
blement les coordonnees, et prenant , pour variable, independante, on a
aux environs d' un tel point

b=a C2-- 2bS%f+cYJ 2 -{- . . .

R=-b2A,(a7+bn)-2A2(b ;--cY,)-}- . . .

Cette derniere expression s'evanouit dans le cas seulement oiu la ligne de con-
tact du cone circonscrit a la surface, et do sommet A touche la courbe lieu
du point 4, 4, ~. Je peux ecarter cette hypothese, et conclure que l'ordre de
B est egal a 1' unite .

Le nombre des points analogues est le rang r de la surface . Done it y cor-
respond, du fait du facteur R -4, le terme -4r dans la somme des ordres de A.

32. Il reste maintenant a calculer 1' ordre de (g l -- h2) pour chaque cas .
J'ecris les premiers termes de g, h, 1, deduits des equations (22) et (5) en
faisant, apres les differentiations, a = 0

1 0

	

b t wn+c i wn+ , + . . .

.-g=nwn-i n+v
k 1

	

co w , + . . .
n

0 2 32 272+2b2w n +2c2 wn+ , + . . .

= 2 n 72wn-i - 2 (n + v) ~ 2 Ca wn+v-t . . .

+ 2 n (k b t 13 2 + b2) w2n-t + . . .
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C } r yn+ y
n+V

Co vey + . . .
n

0 0 b 3 +
n+V

cosy+ . . .
n

n2b, 2(n-4} + n(n + V)C O )V+2 (n

Au moyen de ces formules, je calcule la partie principale do (y t - h 2) Bans
les divers cas, et je trouve les resultats suivants :

I. Si y 2 differe de zero, c'est-a-dire si la ligne origine n'est pas asymp-
totique

1 .0

	

n=v

	

gl-h2= v'(4c 0 y2 -b2)w 4(v~i>+ . . .

Le coefficient de cette partie principale s'evanouit si I' indicatrice est parabo-
lique. Done, daps le cas oppose, l'ordre de (g l- h 2) est 4(Y-1) . En retran-
chant l'ordre de R 4 (n.° 30), on a zero pour l'ordre de A .

Le cas ou I' indicatrice est parabolique se deduira du cas suivant

2.°

	

v<n

	

g1-h2=2n2v(n+v)72Cotw+3n-4+ . . .

L'ordre de A est v+3n-4-4(n-1)=v--n .
3.° Soit maintenant un cycle (v, v) a indicatrice parabolique . Jo con-

sidbre simultanement la surface S contenant ce cycle, et une correlative S',
contenant le cycle correlatif (n, v). Au point p place sur S a distance infini-
ment petite d' ordre v de la ligne-origine (a) correspond (n . ° 17) un point p'
place sur S' a distance infiniment petite d'ordre n de la ligne-origine (a). Soit
A' la fonction A consideree pour S' . En l'ordre de A' est (v-n) comme on
vient de le trouver. Mais, suivant un calcul des plus connus et remontant a
EULER, A et A' sont reciproques. Done en p l'ordre de A est (n-v) . Designons
par (I+ X) 1' ordre du contact de chaque nappe do S en p aver la tangente
asymptotique. D'apres le theoreme X, n est egal a (I+ X)v, et l'ordre de A

est xv_
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trouve :
II. Si y

1 °

	

n>Y> 42
= 2 - n4 b 2W4(n-1) .

L'ordre de d est zero .

2.°

	

n-=2Y

	

gl-h 2 =---4Y4(9~2 c o+4b i) W 4 (n -1 ) .

Si 1'on so reporte aux n . °S 18 et 19, on reeonnattra que la quantite ontre pa-
rentheses se reduit, si l'on tient compte de l'equation (12), au premier membre
de 1'equation (14) . D'oh cette conclusion : si le cycle (2Y, z) a pour correlatif
un cycle (2 Y, Y), l'ordre de d est nul .

Le cas oh I'equation (14) a lieu sera traite comme consequence du suivant :

3.° nJ>2Y

	

gl-h2=-2nv(n Y)2C20 ~2 W29+372-4+ . .,

L'ordre do A est egal a (2 Y - n) .
4.° En raisonnant comme plus haut, pour le cas du cycle parabolique,

et s'appuyant sur la remarque du n .° 22, on a le resultat suivant : Pour un
cycle (2Y, Y) dont chaque nappe a, avec la tangente de la ligne-origine, un
contact d'ordre (2+6), l'ordre de A est 26Y .

III. Si r2 et R2 sent nuls, c' est-a-dire si la ligne-origine est droite, lo
plan tangent etant variable, on trouvera de memo que I'ordre de A est zero .
Ce resultat, de memo qu' une partie des precedents, pouvait titre prevu comme
consequence de 1'equation d' EULER A A' =1 . Car de cette equation on peut
conclure que l'ordre de A est nul pour tout cycle dont le correlatif est do
meme definition que le propose .

IV. Si Y21 b,, b 2 sont nuls, c' est-a-dire (n .° 24) si le plan tangent est
constant le long de la c o u r b e-origine, on a

gl-h2--2nY(n+Y )2e20
W2v .~-3tix-4 . .

0 2

L'ordre de A est (2 Y - n) .

V. Enfin dans le cas oh le plan tangent est constant Ie long
(n.' 25) quo l'ordre de d est (21, + ) `

un nombre enti on positif dont la determination exige un examen plus
approfondi qui a ete fait au numero cite.

33. Des resultats obtenus aux n.°S 29, 31 et 32 et conformement a la
methode expliquee, je conclus maintenant 1'enonce suivant :
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THAopthm XVI. Sur une surface alg6brique quelconque, do
degre m et de rang r, consid6rons :

L' Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine West pas
droite, dont le plan tangent est variable le long de cette ligne et
diff6re du plan osculateur de cotte memo ligne, si, en outre, ce
cycle satisfait a une des conditions suivantes :

Sa classe v est infilrieure a son ordre n (soit alors d le degre
de sa ligne-origine);

Ou bien sa classe v, est 4gale a son ordre, et son indicatrice
est parabolique en chaque point de sa ligne-origine (soient alors
it le degre de cette ligne et (14-0 l'ordre du contact de chaque
nappe avec la tangente asymptotique) .

2 .° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine est gauche,
et dont le plan tangent en chaque point de cette ligne se confond
avec le plan osculateur de cette m6me ligne, si, en outre ce cycle
satisfait a une des deux conditions suivantes :

Son ordre n2 est supkieur au double de sa classe q (soit
alors d2 le degre do la ligne-origine) ;

Ou bien son ordre est le double de sa classe q, et la tan-
gent de la ligne-origine a, en cbaque point de cette ligne, un
contact d'ordre sup6rieur a 2 avec chaque nappe (soient alors
(2-1-6) l'ordre de ce contact et ij le degre de la ligne-origine) .

3 .° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine est une
courbe plane et dont le plan tangent, on chaque point de cette
ligne, so COMM avec le plan de cette memo ligne (soient alors
d, le degre de cello courbe, et n 4 , v4 Fordre et la classe du cycle) .

4.' Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine est droite
et dont le plan tangent est constant en chaque point de cotta
droite . Soient alors v 5 , w,, la classe et Fordre du cycle eQ en outre,
N5 -t--2
- l'ordro le plus MOO du contact qui se puisse kablir entre
n5

une nappe de ce cycle et une nappe de dilveloppable tout le to
de la ligne-origine .
Entre tons les elements ci-dessus d6finis pour ces cycles existe

la relation

Annali di Matematica, tomo IX . 13
(23)
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ces algehriques.

34. Sur l'"equation (23),

	

fera les remarques suivantes
Le rang r se deduuit do la connaissance du degre et de celle des lignes

singulieres au moyen do la theorie des courbes planes .
Le terme ,d, h v1 pout titre partage en deux autres, l' un relatif aux lignes

paraboliques singulieres, censees connues; 1' autre relatif a la ligne des points
paraboliques proprement dits. Pour cette derniere, les deux nombres ) et v

sont tous deux egaux a 1'unite. Done l'equation (23) donne explicite-
ment le degre du lieu des points paraboliques d'une surface ayant
des singularites quelconques .

De 1'equation (23) on pout par dualite en deduire une autre, dans laquelle
figure la classe do la surface au lieu de son degre, et qui fournira la classe
de 1'enveloppe des plans tangents stationnaires .

IV. Applications : surfaces de revolution et surfaces gauches .

35. Je vais appliquer les resultats generaux obtenus dans ce Memoire aux
surfaces de revolution . Ces surfaces offrent des exemples de la plus grande
partie des singularites envisagees ; les circonstances qu'elles presentent peuvent
titre reconnues en dehors do toute theorie generale . De la une verification .

Dans le mouvement d' une figure plane, invariable, sur son plan les droites
i s otr op es qui passent par le centre instantane soot, a chaque instant, le lieu
des points dont la vitesse est nulle (*) . Quand le mouvement est une simple
rotation autour d' un centre fixe, les droites isotropes qui passent en ce point
restent fixes dans toute 1'etendue du mouvement. En consequence, dans la ro-
tation d' un corps autour d' un axe fixe, les plans isotropes menes par I'axe
restent fixes . Tout de ces plans decrit un parallele .
Done, daps une surface de revolution
ou bien est situee daps un des plans i opes mane

	

1' axe .
36. En ce qui concerne les paralleles singuliers, les

	

is suivants sont
manifestes

Si le meridian, en un point non situe sur 1' axe, contient un cycle dont la
tangente ne soit pas perpendiculaire a I'axe, et dont la classe v soit inferieure
a l' ordre n, le parallele correspondant est la ligne-origine d' un cycle (n, )
dont cette ligne-origine n'est pas asymptotique .

(*) Voyez Maxsz IM : Sur lee sur

	

e . Savants strangers, t . 22, n .° 1



Ha lp hen : Sur les lignes singulieres des surfaces algebriques .

	

99

Les autres circonstances restant les memes, si la classe v est superieure a
l'ordre n sur le meridien, lo parallele est la ligne-origine d'un cycle (n, n) a
indicatrice parabolique . La direction asymptotique est celle du meridien ; et le
cycle de nappes a pour correlatif un cycle (v, n) .

Si le meridien, en un point non situe sur 1' axe, contient un cycle dont la
tangente soit perpendiculaire a 1' axe, et dont l'ordre et la classe soient (n, v),
le parallele correspondant est la ligne-origine d' un cycle de nappes (n, v) dent
le plan tangent est constant .

37. Les lignes singulieres situees dans les plans isotropes menes par l'axe
offrent des circonstances plus curieuses .

Soit 0 un point de rencontre du meridien aver l'axe . Pour embrasser a la
fois tous Ies cas, je suppose quo la perpendiculaire menee par 0 a I' axe dans
le plan du meridien ait k points de rencontre avec ce meridien, confondus en
0. (I1 s' agit ici, bien entendu, du demi-meridien ; cette observation s' applique
a tout ce qui suit. Jo dirai ensuite les modifications qui ont lieu quand le me'-
ridien so compose d' une seule courbe dont 1' axe est axe de symetrie) . Parmi
les cercles suivant lesquels tout plan perpendiculaire a l'axe coupe la surface, it
en est k qui s'evanouissent lorsque ce plan vient en 0 . Done le plan mene en
0 perpendiculairement a I'axe coupe la surface suivant deux droites isotropes,
dont chacune compte pour k unites daps le degre de la ligne d'intersection.

Ainsi, en chaque point de rencontre du meridien avee 1' axe, passent deux
droites isotropes, perpendiculaires a 1' axe, qui appartiennent a la surface. L'en-
semble de toutes ces droites constitue, ainsi qu' on le voit aisement, l' inter-
section complete do la surface avee les deux plans isotropes menes par 1' axe .
Je vais etudier la nature de la surface le long d' une quelconque de ces droites .

38. Pour faces x, et x 3 du tetraedre de reference je prends les deux plans
isotropes menes par l'axe. Pour faces x4 et x2 , je prends deux plans perpen-
diculaires a 1' axe, le second x2 passant par tin point de rencontre du meridien
avee I' axe . Ainsi le point 0 est maintenant le sommet s 4 du tetraedre, et les
deux droites isotropes correspondantes sont les aretes x4 x2 et x2 x3 . Je considere
le meridien daps le plan x, = x 3 , et soit

1' equation de la perspective de ce meridien faite du point de vue s, sur le plan
x, . L'eq

	

la surface de

	

olution est

X1 X3

X24
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et cette equation met en evidence que 1' intersection du plan x 3 et de la sur-
face se compose uniquement de droites telles que

x3=0,

	

x2 -Xx4=0,
A etant une racine de f(A) . Ce sont des droites isotropes perpendiculaires a
1' axe. La memo observation s' applique au plan x 1 . Suivant notre hypothese,
une des racines l est nulle ; je vais etudier la nature de la surface le long de
la droite isotrope correspondante x,=--x,= 0 . J' aurai a distinguer trois cas,
suivant la nature de la rencontre du meridien avec 1' axe .

39. 16" cas. Lo meridien rencontre l'axe obliquement . Soient n, v

l'ordre et la classe d' un des cycles du meridien en s 4 : on aura

=x2 = ,n,

	

f x2 =awn-{-bwn+y-{-'
X4

	

x4

Pour la surface, je pose comme precedemment
_ xi

	

x3
-- x4 ,

	

- X4 ,
ai amsi .

(a2 w2n + 2 a w272} v

	

, . .) .

Ces equations rentrent dans le type (18) et representent un cycle de nappes
(n, n) dont le plan tangent est constant le long do la ligne-origine droite
., = ~ = 0. Le nombre designe par i au n .' 25 est ici egal a v, en sorte que
l'ordre do la fonction A pour ce cycle est (2 n + v) . On pout le verifier direc-
tement en mettant l'equation do la surface sous la forme

~=~-'Cf(i)]2,

et concluant par un calcul facile

~	)2=4 ; -4f3f" .

	

(24)
7 n

Les quantites f et f " commencent respectivement par des termes de degre n
et (v -- n) en w. Done d commence par un term e do degre 3n-(z,-n) ou
(2 n + v) .

40 . ,2h'$ cas. Le meridien est tangent a

f
x2 = b wn+9 ..~	

~x4
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La droite n = C = 0 est la ligne-origine d' un cycle a plan tangent constant
(n, n + 2 v). Le nombre analogue a i est nul. La formule (24) permet encore
de le verifier ; l'ordre de A est ici (2n + 4 v).

Les deux cas precedents presentent un caractere commun : tout point oil
le meridien rencontre 1'axe sous un angle non droit, appartient
a deux droites isotropes perpendiculaires a 1'axe, situees sur la
surface, et le long de chacune desquelles le plan tangent est con-
stant : c'est le plan mene par l'axe et cette droite .

41 . 3171e cas . Le meridien rencontre l'axe a angle droite . On a ici :
_

	

x2

	

1n-Wn+v

	

f x4 -awn-I-- . . .,

	

C- 5
a 2& 2n+ . . .

II en resulte : 1 . 0 pour n > v, le plan tangent est constant, et c' est encore
C = 0. Le cycle de nappes a l'ordre (n + v) et la classe (n- v). L'ordre de A
est 2 (n - v) ;

2 .° pour n = v, le plan tangent est variable ; 1'ordre de A est zero ;
3.° pour n< :,, le plan tangent est constant ; mais c'est le plan )7==O .

Le cycle a l'ordre 2 n et la classe (v - n) . L'ordre de A est 2(y-n). Ainsi
un point oti le meridien rencontre l'axe a angle droit appartient
a deux droites isotropes perpendiculaires a l'axe, situees sur la
surface, et le long de chacune desquelles le plan tangent passe
constamment par 1'axe, ou bien varie, ou bien est constamment
perpendiculaire a 1'axe, suivant qu'au point de rencontre le me-
ridien a, avec sa tangente, un contact d'ordre inferieur, egal ou
superieur a l'unite .

42. Je peux maintenant appliquer a une surface de revolution l'equation
(23), toes les elements relatifs aux lignes singulieres etant exprimes par les
elements du meridien.

Je designe pour le meridien par
(n 3) v i) un cycle dont l'origine n est pas su

nest pas perpendiculaire a l' axe ;
(n2 , vi ) un cycle dont l'origine nest pas sur I' axe, et dont la tangente

est perpendiculaire a I' axe ;
(n, j v3) un cycle dont 1'

	

ine est sur 1' axe, et la tangente oblique a
l' axe ;

(n,, v,) un cycle tangent a l' axe ;

(n5'
v;)

	

un cycle dont la tangente est perpendiculaire n; ~ vs,(n„'

	

-
'N

5)

	

a P axe, et pour lequel on a :

	

»~~v

	

y
„'

( xt

	

u ~ .
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Apres suppression d' un facteur commun 2, l'equation (23) donne
2(r-m)=~(v-n)+A,

A= (Y3+3n3 +3n 1 +3Y,+3n 5 --3v5 --~-v"5 -n' 5 ) .
Soient d et c le degre et la classe du meridien . En considerant successivement
ses intersections avec 1' axe et ses tangentes perpendiculaires a 1' axe, on a les
relations

y()13+124~+- Y4+n5 +n',+ ',)=d'

	

A=c-{--3d-4I (Y2 + V5 T 21 + Y"5) = C.

On a, en outre, par la theorie des courbes planes
I(v-n)=3(c- d).

Je conclus done finalement en remarquant que m = 2 d
r=2(c+d)--2J(v5+n5+n"5) .

	

(25)

Sur la formule (25), comme sur tous les resultats relatifs aux rencontres aver
le meridien, on doit faire la remarque que ces resultats doivent titre divises
par 2 dans le cas oti l' axe de la surface est un axe de symetrie du meridien .

43 . La formule (25) donne le rang de la surface de revolution engendree
par un meridien ayant des singularites quelconques. C'est, a proprement parler,
une formule appartenant a la theorie des points singuliers des courbes planes .
On peut la verifier tres-aisement dans le cas simple out la courbe meridienne
rencontre obliquement 1' axe en des points simples, et non autrement . Le nombre
de ces rencontres est alors egal a d. La section meridienne contient, en plus

tion quelconque, d points doubles . Sa classe est 2c. Done une section
quelconque a pour classe 2 c + 2 d: c'est precisement a quoi se reduit le second
membre de (25) pour Y5 = n'5 = n"5 = 0.

Voici un exemple asset curieux. Soient p et q deux entiers positifs ;
derons la courbe representee en eoordonnees rectangulaires par

2P=xq, 2p>q>p.

La surface de revolution engendree par cette courbe tournant autour de 1'axe
des x est de degre 2p et de rang 2 q.

44. Je m'occupe maintenant des surfaces reglees. Sur une pareille surface,
la ligne-origine d'un cycle dont 1'ordre surpasse l'unite ne peut titre

	

e
generatrice re

	

Do meme aussi le lieu des points paraboliques se
a des generatric

	

ng de chacune desquelles le plan tangent est constant .
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Soit G une generatrice fire, et soit G' une generatrice infiniment voisine .
Je prends pour infiniment petit principal la distance des points oh G et G'
rencontrent un plan arbitraire . La plus courte distance de G' a G est d'ordre
egal ou superieur au premier. Dans le premier cas, tout plan coupe G et G'
en deux points dont la distance est du ler ordre . Done, suivant un theoreme
concernant la correspondance entre les points de deux courbes (*), les sections
faites dans la surface par deux plans quelconques contiennent, aux points de
rencontre avec G, des cycles dont les ordres sont egaux. En memo temps, le
plan tangent au cycle de nappes varie en chaque point de G . Ainsi le carac-
tere distinctif des generatrices singulieres ou non, le long desquelles le plan
tangent varie, est que les sections faites dans la surface par divers plans ont
toujours, au point de rencontre avec G, quel que soit ce point, un cycle
d'ordre constant .

Remarquons que cette conclusion semble en defaut si G' et G sont paralleles .
Ce cas est ecarte ici, toutes les questions Rant traitees au point de vue pro-

jectif. A ce point de vue, ce cas rentre dans celui que je vais maintenant
examiner.

Dans le second cas, it existe sur G un point 0, tel qu' un plan arbitraire
mene par 0 coupe G' en un point dont la distance a 0 soit d'ordre superieur
au premier. Alors les sections de la surface ont, en 0, des cycles dont les
ordres sont plus grands qu' en tout autre point de G . Ainsi le caractere di-
stinctif des generatrices le long desquelles le plan tangent est constant, c' est
1'existence sur chacune d' elles d' un point tel que 0 . Ce point (s' it n' est pas
a l' infini) appartient a la ligne de striction .

45. J' ai a m' occuper ici de ces dernieres generatrices seulement . Pour
face x3 du tetraedre de reference je prends le plan tangent constant, et pour
face x2 un plan passant par G. Pour face x, je prends un plan arbitraire mene
en 0; x, enfin est arbitraire. Le sommet s, est le point 0, et la droite G
coincide avec x2x3 .

Je considere les sections faites par les faces x1 et x4 . Ces courbes possedent
des cycles correspondants dont les origines soot s4 et s4 . La premiere a pour
tangente x, x3 . Quant a la seconde, on pout faire deux hypotheses : ou bien
elle a pour tangente x3x4, c'est supposer qu'en 0 les tangentes de toutes les
sections sont aussi dans le plan x3 ; ou bien elle a une autre tangente, que
je peux alors supposer choisie pour la droite x2x4 .

(*) Bulletin de la Societe Mathematique de France, t. 4, p . 32.
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Par les lettres y, z, x, je represente un point de la premiere courbe, de la
seconde courbe et de la surface. Je peux alors poser

1ere hypothese :

z, = 1

	

Z2= a rwn',

	

z3 = b ' wn'+y' + . . . ,

	

z4 = 0

2I"1e hypothese :

Z,= 1 7

	

z2 = b'wn'+"'+. . . .~

	

z3=awn' +

	

z4=0
n > n .

Y4=1.

x4 =1.
yi=0,
xi= a,

92 :_ awn,

	

y3= b wn+v+ . . .,

X2= y2 +az2j

	

x3=y3 .+ az3,

46 . Je considere maintenant la quantite (g l - h2), pour former, comme
au n.° 32, l'ordre de A . Los coordonnees xi d'un point de la surface etant
lineaires par rapport a la variable a., la quantite g est nulle . Ainsi (g l- h2)
se reduit a - h2, et it n' y a plus qu'a' envisager la quantite h . En designant
par des accents les derivees prises par rapport a w, on trouve aisement

h= S ± y1y'2z,z 4 .

Dans la seconde hypothese, la partie principale de h est nn
Done (n .° 30) l'ordre de A, pour un tel cycle, est 2(n-n).'

Dans la premiere hypothese, la partie principals de h est

n (n' + v') a b'.wn+n +v'-2 ou -- n' (n + v)a b' (A)n+n'+y-2

suivant que v' est inferieur ou superieur a v. Si v' et v sont egaux, ces deux
termes s'ajoutent . II pout alors arriver que leur somme s'evanouisse . Dans ce
cas, l'ordre de h s'eleve, et l'on pout trouver des exemples eli cet ordre soit
aussi grand quo l'on voudra. Dans une surface developpable, h est rigoureu-
sement nul. Je dirai done, dans la premiere hypothese, que 1'ordre de A est
2 (n'- n + t), le nombre t etant le plus petit des deux nombres v, z,', et pou-
vant les depasser daps le cas seulement oh v et

	

egaux.
47. De cette analyse, je tire enfin cette conclusi
Soit une surface gauche de degre m et de rang r ;
Soit, sur cette surface, une generatrice singuliere G, ligne-

origine d'un cycle de nappes dont le plan tangent P soit constant
le long de cette ligne, et dont l'ordre et la classe soient n

Soient n', v' (n'>n) l'ordre et la classe du cycle de la section
(S) faite daps cc cycle de nappes e arbitrairement
au point ott G rencontre la ligne
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Soit, en outre, t un nombre qui est nul A la tangents h l'o-
rigine du cycle (S) West pas dans le plan P ; qui, dans le cas op-
pose, est gal au plus petit des deux nombres v,

Z'I, pouvant
outre, surpasser v et j A ces derniers nombres sont 4gaux .

Entre les elements analogues, et relatifs 4 toutes les g6n6ratrices
telles que G, existe la relation

j(n'-n+t)=2(r-m) .
La singularit6 ordinaire correspond au cas n=I, n=2, t=O. La for-

mule fournit alors 2 (r - m) pour le nombre des generatrices singulibres d' une
surface gauche no poss4dant que des singularit4s ordinaires . Ce dernier r4sultat
se d6montre directement avec une grande facilite (*) .

48. Les surfaces que je viens de consid6rer dans ce paragraphe n'offrent
pas d'exemple des cycles singuliers dont les lignes-origines sent asymptotiques .
En dehors des surfaces d4veloppables, je n' en connais pas d' exemple parmi
les surfaces usuelles. II est cependant bien facile de former des surfaces pos-
s6dant tine telle singularIM, et 1' analyse suivie dans ce M6moire en fournit
le moyen.

Que Fon envisage la surface dont 1'4quati
(2x3-° X, X,X,+ .T, X 2)3 X,

On v6rifiera ais4ment que cette surface poss6de un cycle de nappes (3, 2) dont
la ligne-origine asymptotique est la cubique gauche

xi-= (7)
X4

xS

	

X3

	

3
X4

	

X4

La memo surface powide, en OUUe ? un cycle (5, 5) ayant pour ligne-origine
la droite x,x,, et le plan x 4 pour plan tangent tout le long de cette ligne .
On pout A volont6 multiplier de tels exemples.

Paris, d6cembre 1877 .

(*) Voyoz Association fra .nVai8e pour l'avancement des Sciences . Congrbs de Nantes 1875,
pag. 237 .

Annali di Matematica, tomo IX .
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