Sur les lignes singuliéres
des surfaces algébriques.

(Par Mr. Havemen, & Paris.)

Le Mémoire actuel a pour objet 'étude des lignes singulidres les plus gé-
nérales qui se puissent rencontrer sur les surfaces algébriques. Je vais en don-
ner un résumé succinet. Quelques mots au sujet des courbes planes serviront,
par un rapprochement naturel et nécessaire, & faire saisir la nature du pro-
bléme principal que je me suis proposé de résoudre.

Aux environs d’un point singulier, une courbe algébrique peut &tre envi-
sagée comme la superposition de plusieurs courbes élémentaires distinctes, dont
l'ordonnée de chacune est représentée par un développement en série. Ces
courbes élémentaires, nommées par Mr. Cayrey branches superlinéaires,
je les appelle plus abréviativement des cycles, pour des raisons dont je n’ai
pas & parler ici. Dans beaucoup de problémes, chaque cycle est suffisamment
caractérisé par deux nombres entiers %, v, que I'on peut appeler 1’ordre et
la classe de ce cycle. Le premier est I'ordre de multiplicité du point sin-
gulier sur le cycle; quant au second, il est ainsi défini: le quotient v:nm est
Pordre commun du contact de chaque branche du cycle avec sa tangente an
point singulier. Les nombres #, v suffisent notamment & déterminer leurs ana-
logues pour une figure corrélative: ce sont ces mémes nombres en ordre inverse.

On ne manquera pas de remarquer qu’'un point simple d’une courbe est un
cas particulier d’un point singulier ainsi envisagé.

Sur une surface S, considérons & la fois une ligne («), une section plane
arbitraire (S) et un point de rencontre o de ces deux lignes. La surface S,
aux environs du point @, est caractérisée dans une certaine mesure par ordre
et la classe de chacun des cycles en lesquels (S) se décompose au point a.
Quels éléments faut-il connaitre en outre pour pouvoir trouver les nombres
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analogues et relatifs & une surface corrélative de S? Telle est la question qui
s'offre tout d'abord. Les résultats suivants fournissent la réponse.

1. Aux environs d’une ligne algébrique (a) tracée sur une surface algé-
brique S, cette surface est la superposition de surfaces élémentaires dont cha-
cune jouit de la propriété suivante: au point de rencontre avec () une section
plane faite arbitrairement dans une surface élémentaire se compose d'un seul
cycle. Je donne aux surfaces élémentaires le nom de cycles de nappes.
L'ordre n et la classe v du cycle unique que posséde, en un point de ren-
contre avec (@), une section plane de cette surface élémentaire, je les appelle
I'ordre et la classe du cycle de nappes. J'appelle (¢) la ligne-origine
du cycle.

2. En chaque point de la ligne-origine, toutes les nappes d’un méme
cycle ont un méme plan tangent, qui contient la tangente de la ligne-origine.

3. Ce plan tangent peut &tre constant le long de la ligne-origine, ou
bien variable. Dans le premier cas, la ligne est plane, et il y correspond,
dans une figure corrélative, un point singulier. Dans le second cas, il y cor-
respond une ligne. C’est & ce dernier cas que se rapporte toute ce qui suit.

4. La classe » d’un oycle de nappes (dont le plan tangent est variable)
est égale ou inférieure & l'ordre » de ce cycle.

5. Quand la classe est égale & l'ordre, la théorie de I'indicatrice est ap-
plicable.

6. Tout cycle de nappes a pour corrélatif un cycle de nappes. Les classes
de deux cycles corrélatifs sont égales.

7. Tout cycle de nappes dont 'ordre égale la classe, et dont !'indicatrice
n’est pas parabolique en chaque point de la ligne-origine, a pour corrélatif
un eycle da méme ordre que le proposé.

Pour les autres cas, il est nécessaire de distinguer trois groupes principaux
et des sous-groupes.

8. Groure 4. Le plan tangent en chaque point de la ligne-origine n’est
pas osculateur de cette ligne.

Sous-groupe A, (v, v); cette notation indique que Pordre et la classe
sont égaux & v, mais avec cette particularité que 1'indicatrice est parabolique
en chaque point de la ligne-origine. En chaque point de cette ligne, une droite
unique a, avec chaque nappe, un contact d’ordre supérieur au 1. Soit (1 - %)
cet ordre.

Sous-groupe A',(n, v), n>v.

Un cycle A, défini par les nombres v, X, a pour corrélatif un cycle 4’
défini par les nombres n=(L+42)y, et v
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Réciproquement un cyele A',(n, ») a pour corrélatif un cycle 4,(», v), pour
% —yv

lequel A==

9. Groure B. Le plan tangent en chaque point de la ligne-origine est
osculateur de cette ligne.

Sous-groupe Bi(n, v), y<g--

Sous-groupe B'y(2v, v), avec cette particularité que la tangente de la
ligne-origine a, avec chaque nappe, un contact d’ordre supérieur & 2. Soit
(2+6) Yordre de ce contact.

Sous-groupe B,(2v, v), avec cette circonstance que l'ordre de ce dernier
contact est égal & 2.

Sous-groupe Bi(n, v), v>?§--
n—2v

2v
Réciproquement, un cycle B',(2v, ») défini, en outre, par le nombre 6, a pour
corrélatif un cycle B,(n, v), avec n=2({1-+6)v.

Un cycle B,(2v, v) a pour corrélatif un cycle B,(2v, v).

Un cycle Bs(n, v) a pour corrélatif un cycle B;(n, v).

10. Grouvee C. La ligne-origine est droite.

Un pareil cycle (r, v) a pour corrélatif un cycle de méme définition (n, ).

La question indiquée plus haut se trouve résolue par I'ensemble des résultats
dont je viens de donner le tableau synoptique. Je corsacre une seconde partie
de ce Mémoire & montrer qu’entre les éléments précédemment définis et ré-
latifs aux diverses lignes singulitres d’une méme surface, les éléments ana-
logues et relatifs aux lignes le long desquelles le plan tangent est constant,
et enfin le degré et le rang de la surface, il existe une relation. Cette relation,
je la forme dans toute sa généralité. C'est celle qui fournit le degré du lieu
des points & indicatrice parabolique sur une surface & singularités quelconques.

Enfin je termine ce Mémoire par quelques applications aux surfaces de ré-
volution et aux surfaces gauches.

Les éléments si simples et si peu nombreux, que j’ai été conduit 3 envisager
ici, suffisent & caractériser les lignes singulidres dans une catégorie importante
de questions. Par exemple, ils suffisent pour traiter, dans toute sa généralité,
le probléme de trouver le degré du lieu des points qui, sur une sur-
face algebrique, satisfont & une équation algébrique aux dérivées
partielles du second ordre. Cette nouvelle questions fera I'objet d'un
autre Mémoire.

Un cycle B.(n, ») a pour corrélatif un cycle B',(2v, v), avec §=
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En terminant ce préawmbule, je dois signaler & I’attention du lecteur les re-
cherches antérieures de Mr. Zevrsex sur le méme sujet, principalement celles
dont les résultats sont contenus dans son Mémoire: Sur une classe de points
singuliers de surfaces (Mathematische Annalen, f. 9).

1. Propriétés générales des cycles de nappes.

1. Il est nécessaire de rappeler briévement ici une propriété des courbes
planes, savoir: Aux environs d’un point O d’une courbe algébrique
plane, toutes les positions d’un point variable sur cette courbe
sont représentées (le point O étant I'origine des coordonnées rectilignes
n, §) par un ou plusieurs systémes d’équations, tels que

n=at  L=f(0), @)

dans chacun desquels # est un entier positif et f(w) un dévelop-
pement suivant les puissances entitres et ascendantes de o s’éva-
nouissant avec w. Ce systéme d’équations est valable dans les li-
mites de convergence de f(w).
A cet énoncé on doit ajouter diverses observations.

1.° Le nombre des valeurs distinctes de ¢, pour une valeur donnée de
n, est n ou un diviseur de n. Soit n' ce diviseur. Alors f contient seulement
les puissances de » dont les exposants sont des multiples de n:#'. Si I'on prend
pour nouvelle variable, au lieu de w, la suivante

les équations (1) deviennent

n=a", {=f")=¢()

D’aprés I'hypothése, ¢ ne contient que des puissances entidres de o', et
acquiert ' valeurs distinctes pour chaque valeurs de ». On peut, sans nuire
& la généralité, supposer cette réduction faite dans (1), et dire que dans les
équations (1), chaque systéme de valeurs de 5, ¢ correspond & une
seule valeur de w.

2.° 8i la droite y=0 n’est pas tangente & la courbe en O, le rapport
¢:n a une limite quand w tend vers zéro. Done f(») commence par un terme
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de degré non inférieur & n. On peut ainsi écrire, au lieu de (1):
) ©)

Les équations (2) représentent, aux environs du point O, n branches de courbe,
dont chacune a pour tangente la droite by —¢=0, et a, avec cette droite,
un contact d’ordre égal & v:n.

Cet ensemble de n branches a regu de Mr. Cayrey le nom de branche
superlinéaire, chacune des »n branches s’ appelant alors branche partielle.
Pour plus de bridveté, je fais usage du nom de cycle, qui rapelle les pro-
priétés algébriques développées par Mr. Puisevx dans un Mémoire trés connu.
Je nomme le nombre # 1’ordre du cycle (2), et le nombre v la classe de ce
méme cycle; j emploie la notation abrégée (n, v) pour désigner ce cycle. Ces
deux nombres se conservent, non seulement quand on change les coordonnées,
mais encore quand on fait une transformation homographique. Aussi les let-
tres », ¢ pouvent-elles étre envisagée, dans ce qui précéde, comme représentant
les rapports de deux coordonnées homogénes & une troisitme.

3.° En un point simple quelconque, une courbe se compose d’un seul
cycle dont 1’ordre est )'unité. En un point multiple, Vordre de multiplicité
est la somme des ordres des eycles en lesquels la courbe se décompose.

4.° Au lieu des équations (2) on peut envisager les suivantes

7]=blwn+"'7 C:bm”—l—---:

dans lesquelles les deux coordonées sont, & la fois, représentées par des déve-
loppements en séries. Par un changement de variable, on peut passer & vo-
lonté de 'une des formes & l'autre. Ces dernierds équations représentent un
cycle d’ordre #, sous la condition que chaque systtme de valeurs de v, ¢
réponde & une seule valeur de o.

2. J arrive maintenant & la théorie des surfaces. Soit S une surface algé-
brique, sur laquelle est tracée une courbe algébrique (¢), lieu du point @ dont
les coordonnées sont o, B, y. Considérons une section plane (S) de la surface,
et soit @ un des points ol son plan rencontre (@). Le point @ appartient & (S).
Je suppose qu'en ce point, (S) se decompose en divers cycles, parmi lesquels
un cycle (n, v). La projection de (S) sur le plan des »¢ passe par la pro-
jection de ¢, s’y décompose en divers cycles, parmi lesquels un cycle (n, »).
Ce cycle, dont I'origine a pour coordonnées f3, y, est représenté par les équa-
tions (2) dans lesquelles » et ¢ sont respectivement remplacées par (n—f) et
(¢—7y). Si Yon fait varier le plan de (S), les quantités g, y, b, ¢,... varient
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en méme temps. Je puis les faire dépendre de la seule variable «, en astrei-
gnant le plan de (S) & passer, par exemple, par une droite fixe.

Prenons pour origine des coordonnées £, », ¢ un point O de (a), qui ne
soit pas singulier sur cette ligne. Les coordonnées 8, y d’'un point @, voisin
de O, sont des fonctions synectiques de «, évanouissantes avec «. Les quan-
tités b, ¢,... pour la section (S) qui passe en a sont des fonctions algébriques
de «, qui ne cessent d’étre synectiques que pour certaines valeurs de la va-
riable. Donc, aux environs du point O, arbitrairement choisi sur (a), et dans
nne certaine étendue, ces fonctions sont synectiques.

Le cycle variable (n, ») est maintenant représenté, dans 'espace, par les
équations

E=ua+ku?, n=034 ", t=y+tba+cant ..oy (3)

ou I'on peut supposer % constant, de maniére & ce que le plan variable de (S)
soit de la forme kyn—Z=> On pourrait supposer k=0. Si je ne fais pas
cette semplification, c’est afin de pouvoir disposer autrement du plan £=0.

Les quantités 8, y, b, ¢,... sont des développements suivant les puissances
entidres, ascendantes et positives de «. Considérés & la fois, ces développements
sont convergents pour les valeurs de « dont les modules sont inférieurs & une
certaine limite. Pour une de ces valeurs de «, le développement de ¢ est con-
vergent pour les valeurs de  dont les modules sont aussi inférieurs & une
certaine limite. Done, dans une certaine étendue, les équations (3) représentent
une portion de la surface S. L’ensemble des » nappes représentées par (3)
sera dit un cycle de nappes, que je représenterai abréviativement par (n, v).

A un point de S répond un seul des plans variables. Ce plan coupe (a) en
un seul point voisin de O; donc & un point de S répond une seule valeur
de «. Dans la section (S), & un point du cycle répond une seule valeur de .
Done & chaque systéme de valeurs de &, 5, ¢ répond un seul sy-
sttme de valeurs de « et de w.

3. Par les équations (3) je viens de définir un cycle de nappes, et je
peux maintenant conclure que le long d’une ligne algébrique tracée
sur une surface algébrique, cette surface se décompose en un ou
plusieurs cycles. L’ensemble des équations de ces cycles remplace com-
pletement 1'équation de la surface aux environs de la ligne envisagée. Pour
I'étude de la surface aux environs de cette ligne, on peut donc considérer
isolément chaque cyecle: les choses se passent comme si la surface se décom-
posait effectivement en plusieurs surfaces dont chacune n’aurait qu’on seul
cycle de nappes. J'étudierai donc les propriétés des cycles en eux-mémes.

Annali di Matematica, tomo IX. 10



T4 Halphen: Sur les lignes singuliéres des surfaces algébriques.

4. Suivant la génération dont les équations (8) constituent I’expression
analytique, le cycle de nappes est engendré par le mouvement d’un
cycle de branches planes, dont Yorigine déerit une courbe, que je
désignerai dorénavant par le nom de ligne-origine. Nous ne connaissons
done jusqu'a présent qu'une seule section plane de ce eycle. Coupons-le main-
tenant par un plan arbitraire mené en O:

E=12n-+ug, (4)

et étudions cette section. Je suppose les axes de coordonnées choisis comme
il suit: la droite n=¢==0 est la tangente de (¢) en O, et le plan £=0 con-
tient, en outre, la tangente en O de la section (S). Suivant ces hypotheses,
les développements de 8 et de y commencent par des termes du 2% ordre, et
b s'évanouit avee «. Ainsi

Bzﬁzd2+ﬁgda+"'9 7’=720€2+73d3+-"
b=byoa +bya+--+> c=2¢ -CiaF---

Dans (4) je substitue & &, v, ¢ les expressions (3) et j ordonne suivant les
puissances croissantes de w. Puis tenant compte des équations (5), jordonne
chaque coefficient suivant les puissances croissantes de o«. J’ai ainsi

a=(A—EK)an - (6)

Ceite équation admet une seule racine « évanouissante avec w, et la partie
principale de cette racine est constituée par le terme écrit dans le second
membre. Substituant & « cette racine, jai pour &, », ¢ des développements
suivant les puissances entidres et ascendantes de w, commencant, les deux pre-
miers par des termes de degré n, le dernier par un terme de degré supérieur.
Ces équations définissent un cycle de branches (n.° 1), et la tangente de ce
cyele est dans le plan £=0. Done

TakorkMr I. Si par un point de la ligne-origine d’un cycle de
nappes on méme un plan arbitraire, la section déterminée par ce
plan se compose, en ce point, d’un seul cycle de branches. Quand
le plan de section varie, la tangente de la section a pour lieu un
plan contenant la tangente de la ligne-origine.

Ce plan, lieu des tangentes, est le plan tangent du cycle de nappes au
point envisagé. De quelque manidre qu’un point mobile sur une nappe
d’un cycle vienne coincider avec un point de la ligne-origine, le
plan tangent de la surface au point mobile a pour limite le plan

()
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tangent du cyele au point limite, proposition presque évidente que le
caleul justifiera plus loin.

5. D’aprés le théoréme I, un cycle de nappes peut ére, d’une infinité
de manidres, engendré par le mouvement d’un cycle de branches planes dont
Vorigine suit la ligne (a). Je l'ai précédemment engendré d’une de ces ma-
nidres, et dans les équations (3) ainsi obtenues figurent explicitement I'ordre #
et la classe v du cycle de la section (S) employée. Il importe de savoir si n
et v sont effectivement Vordre et la classe du cycle d'un autre section quel-
conque.

A Yégard de P'ordre, la réponse est immédiate. Pour la section faite par le
plan (4), les développements de ¢ et de » commencent par des termes de degré
n en . D'ailleurs, & chaque point de cette section correspond (n.° 2) une
seule valeur de w. Done (n.° 1), 'ordre du cyele est égal & n.

A Yégard de la classe, il nous suffit, pour la trouver, de connaitre le degré
du premier terme du développement de ¢ pour la méme section. Suivant que
v est inférieur ou supérieur & n, ce premier terme est

Co O.)n_'_” ou b’g ()\ - k)2 + bi ()L - k)j) &)2”.

Si done v est supérieur & n, la classe du cycle de la section (4) est #, et non
pas v. Cette conclusion suppose toutefois que b, et y, ne soient pas nuls. Exa-
minons dans quel cas peut se présenter cette circonstance.

Si T'on forme I'équation du plan tangent en un point de la surface (3), qu'on
fasse dans cette équation w=0, et qu’on ordonne suivant les puissances crois-
santes de «, on obtient I’équation

Z—bidY"l—"':O-

J’en conclus d’abord que pour «=0, cette équation se réduit & celle du
plan ¢=0, conformément au résultat annoncé précédemment (n.° 4). Secon-
demment, si b; est nul, le plan tangent de la surface le long de (@) est sta-
tionnaire au point 0. Mais ce point est choisi arbitrairement sur (a). Done
Ihypothése b, =0 correspond au cas oti le plan tangent de la surface reste le
méme tout le long de la ligne (a). Done, sauf ce cas, I'hypothdse v>>n carac-
térise une section particulidre faite dans le cycle. Ayant égard & la signification
géoméirique du rapport »:n (n.° 1), je conclus que

Tavorine II. Si, en chaque point d’une ligne tracée sur une
surface, une nappe de cette surface a, avec son plan tangent, un
contact d’ordre supérieur & 1’unité, cette ligne est plane, et ce
plan tangent est constant.
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6. Ce dernier théordme peut étre démontré géométriquement. Soit une
section (S) faite par un plan arbitraire mené en O. Par un point variable a
de (@) je méne un autre plan faisant avec le précédent un angle fini. Le point
@ se rapprochant indéfiniment de O, les deux secctions (S) et (S)" se coupent
en des points infiniment voisins de O: soit m un de ces points. Les trois cotés
du triangle maO sont des infiniment petits d’un méme ordre; soit # cet ordre,
Dans la courbe (S) le point # appartient & un cyecle (#, v) dont O est I'origine.
Les tangentes en O et en m font donc entre elles un angle d’ordre ». On peut
faire varier le plan de (S) autour de Om et obtenir toujours la méme con-
clusion. Done les plans tangents de S en O et en m font entre eux un angle
d’ordre v. De méme, les plans tangents en ¢ et m font aussi entre eux un
angle d’ordre ». Done les plans tangents en O et en @ font entre eux un
angle qui est au moins d’ordre v. Done, si v est supérieur & n, le plan tan-
gent de S le long de () est stationnaire en 0. C’est le résultat déja obtenu
par le caleul.

7. Turorine IIL. A toutes les positions d’un point mobile sur les
nappes d'un méme cycle correspondent aussi, dans une figure cor-
rélative, les pesitions d’un point mobile sur une méme cycle de
nappes.

Cette proposition sera démontrée plus loin (n.° 13). Je I'admets pour le
moment afin de pouvoir, dés & présent, parler de cycles correspondants
dans deux surfaces corrélatives, ou plus abréviativement de cycles corré-
latifs. A cet égard, je vais démontrer la proposition suivante:

Tugorime IV. Dans deux cycles corrélatifs, les classes sont
égales, ou sous une autre forme:

Tudorime V. La somme des ordres des contacts des nappes
d’un cycle avee leur plan tangent commun en un point de la li-
gne-origine, n’est pas altérée par une transformation corrélative.
Ce théortme sera vérifié plus loin par le calcul. Je vais ici en donmer une
démonstration géométrique fondée sur la remarque du n.° 3, en supposant une
surface S ne se composant, le long de la ligne (a), que d'un seul cycle.

8. Par définition, la classe d’une courbe plane est le nombre des tangentes
qu'on lui peut mener d’un point de son plan. Donc la classe d’une section
de S est le nombre des tangentes qu’on peut mener & S par un point b dans
un plan g contenant . Cette définition n’est pas altérée par une transformation
corrélative. Done la classe des sections de deux surfaces corrélatives S, S est
la méme. C'est une propriété bien connue. Cette classe commune s’appelle le
rang de la surface. Jo désigne ce nombre par la lettre 7.



Halphen: Sur les lignes singulidres des surfaces algébriques. 17

Seit ¢ un plan arbitraire, @ une de ses renconires avec (@), et b un point
de I'intersection de ¢ avec le plan p, tangent & S en ¢. Parmi les tangentes
menées de & & la section de S par ¢, quelques-unes sont confondues avee ba.
D’aprés la théorie des courbes planes, le nombre de ces dernidres est ». Il y
a donc (r —v) tangentes menées de & & S dans le plan ¢, et différentes de ba.

Je prends une figure corrélative, composée d’un surface S’ avec une ligne
(@), d'un plan ¢ corrélatif de 4, et d’un point &' corrélatif de ¢. Soit a4 le
point de S’ correspondant & @; & a’ est une tangente de S ena’. Il y a, en
outre, (r —v) tangentes, distinctes de &'a’, menées & S’ par &' et dans le plan
g’. D’ailleurs, la classe de la section de S" par ¢' est . Done &'’ compte
pour » tangentes confondues. Done le cycle de la seetion de §’, dont o’ est
Yorigine, a pour classe v; ce qui démontre le théoréme IV.

9. On peut encore donner & ce théordme une autre forme. Soit un cdne
circonserit & S; appelons [S] sa trace sur un plan. La ligne plane [S] est cor-
rélative d’une section plane (S’) de la surface corrélative S’. A un cycle (n', »)
de (8") correspond un cycle (v, #') de [S]. De méme, & un cycle (#, v) d'une
section (S) correspond un cycle (v, #) de la trace d’un cone circonserit 3 S'.
Les classes des cycles devenant ici les ordres d’autres cycles, on peut faire in-
tervenir la notion plus usuelle d’ordre de multiplicité d’un point, et dire:

S et §' étant deux surfaces corrélatives, et (a), (¢) deux lignes
algébriques, singulidres ou non, tracées respectivement sur S et
sur S et s’y correspondant: on considére deux lignes [S], [S7] de
contour apparent de ces surfaces sur un plan. Soit » un point ol
[S] touche la perspective de (2), et soit »" un point ol [S] touche
la perspective de (¢). Les poinfs o et " sont respectivement sur [S]
et sur [S'] des points d’un méme ordre de multiplicité.

10. Les cycles dont I'ordre égale la classe jouissent de propriétés com-
munes. Reprenons les équations (3) en supposant v==n. Considérons, comme
aux n.* 4 et b, la section faite par un plan. Les développements des coor-
données commencent alors par les termes suivants:

E=dawtdeer  p=wtte E={pA—kP+ 00—k F o 40 (D)
Soit la surface, indépendante de 2:
E=728" =+ (bs—2kys)En 4 (6o —bik -+ 7% 7"

Chaque branche de la courbe (7) a, avec cette surface, un contact d’ordre
supérieur au premier. Donec:
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Tréorkme VI. 8i, en chaque point d’une ligne (a), une nappe
de surface a, avec son plan tangent, un contact d’ordre égal 3
I’unité, il existe en chaque point de (@) des surfaces du 2 ordre
ayant, avec cette nappe, en ce point, des contacts d’ordre supé-
rieur au premier.

En conséquence, le théoréme de Mrusnier et la théorie de 1’indica-
trice s’appliquent aux sections de cette nappe de surface,

11. Soit maintenant un cycle qui non seulement ait son ordre égal & sa
classe, mais pour lequel, en outre, I'indicatrice ne soit pas parabolique en
chaque point de la ligne-origine (¢). En méme temps que la surface S con-
tenant ce cycle, je considére une corrélative S'. Soit, sur cette dernitre, (a)
la ligne-origine du cycle corrélatif du proposé.

Sur S je considére une section plane (S) rencontrant (@) en O, et soit m
un point variant sur (S) aux environs de 0. Aun point O de (@) correspond
un point O de ('), & (S) une ligne = tracée sur S. D’aprés la théorie de
Pindicatrice, I'angle sous lequel = coupe () en O’ varie avec I'angle sous
lequel (S) coupe (2) en O. C'est donc un angle arbitraire.

La distance mO et 'angle des plans tangents de S en m et O sont des
infiniment petits d'un méme ordre, comme on le prouve en employant le méme
raisonnement qu’au n.° 6. Soit m’ le point qui correspond & m. La distance
m'Q est du méme ordre infinitesimal que I’angle des plans tangents de S en
m et en O. L'angle des plans tangenis de S’ en m’ et O est du méme ordre
que la distance mO. Donc aussi ce dernier angle est du méme ordre que m'0O’.
Donc chaque section de S’ par un plan contenant #'0" a, en O, un cycle
d’ordre égal & sa classe. Mais la direction m'Q" est arbitraire dans le plan
tangent de S" en 0. Donc le cycle de S' a le méme ordre que celui de S,
puisqu’on sait déja qu’il a aussi la méme classe. Donc:

Tagorime VII. Tout cycle de nappes dont 1'ordre égale la
classe et dont I’indicatrice n’est pas parabolique en chaque point
de la ligne-origine, a pour corrélatif un cycle du méme ordre.

I1. Propriétés dualistiques des eycles de mappes.
12. Pour faire une étude approfondie des liaisons qui existent entre deux

oycles corrélatifs, j’aurai maintenant recours au calcul. Je prendrai pour coor-
données homogeénes d’un point d’une surface S les coeflicients de I'équation
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d'un plan tangent de la surface S. Pour la symétrie, je supposerai que les
coordonnées &, », ¢ primitivement employées, soient les rapports de trois coor-
donndes homogenes & une quatriéme, de la manidre suivante:
TE=0Lyy  Ban=2s, By =0s.

Ainsi 2 désignera un point de S. Le point correspondant sur 8" sera désigné
par y. Chaque face du tétraddre de référence sera abréviativement désignée
par le premier membre de son équation. Je dirai ainsi le plan 2, ou y, pour
la face dont I'équation est z,==0. Chaque sommet du méme tétratdre sera
désigné par la lettre s affectée de 1'indice correspondant & la face opposée.
Chaque aréte sera désignée indifféremment par ses deux sommets ou ses deux
faces.

Dans les équations employées plus haut, le sommet s, et la face 2; sont un
point de la ligne (a) et le plan tangent de S en ce point. En outre, I'aréte
7,2, est la tangente de (a) en ce point. L’ardte z,2; est arbitrairement choisie
dans le plan ;. Dans chaque cas, je la déterminerai de la manidre la plus
convenable.

Au moyen des équations (3), je calcule les quantités y, coefficients de 1'é-
quation du plan tangent. Ces quantités se présentent sous la forme de déve-
loppements suivant les puissances ascendentes de w, ayant pour coefficients des
développements suivant les puissances ascendantes de «. Quelques termes de
ces développements suffiront pour découvrir les propriétés que j'ai en vue de
rechercher.

13. Les coordonnées &, », ¢ d’un point étant des fonctions de deux va-
riables « et w, les coordonnées du plan tangent & la surface, lieu de ce point,
sont :

Y Y

Y1 _ ] . 3
0npl_0ngl  pUPE _9CQE ™ 9E0n_QEQn’
0% 00 (Qwgx QPrxge geuge Qgxpo 0%

y4=£?/1+71?/2+§?/3'

J’emploierai des accents pour dénoter les dérivées prises par rapport 3 «.
En vertu des équations (3), et aprés suppression d’un facteur commun w”’,
je puis écrire:

ys - 1 —— k‘B’

P Tt nv R X
—Yo=b—1ky + - co’ + kb on... ®)

pom b= 4 .
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Les quantités y, et v, et, par suite, aussi y,, se réduisent & zéro avec u et
2, en vertu des relations (5), tandis que y, conserve une valeur finie. Ainsi le
point qui correspond & s, sur la surface S’ est le sommet s;, comme on le
savait d’avance. Eu égard & ces mémes relations (5), le développement du
terme indépendant de » dans y, commence par un terme du 1° degré en e.
Si donc on fait dans S’ une section par un plan mené en s;, la variable «
sera, pour cette courbe, une fonction synectique de w, évanouissante avec w.
Les y deviennent donc des développements suivant les puissances entiéres
de w. La section a donc en s, un seul cycle (n.° 1). Donc les équations (8)
représentent un seul cycle de nappes. C’est la démonstration du théoréme III.

J’ail & chercher 'ordre de ce cycle. A cet effet, il suffira de chercher le
degré du premier terme de chacun de ces derniers développements. Il n'y a
pas & considérer y; qui a une valeur finie, ni ¥, qui, nous le savons d’avance,
commence par un terme de degré plus élevé que y, et y,, car y, est le plan
tangent de S’ en s;, et contient, par suite, la tangente de la section. Cepen-
dant je ferai une fois, & titre d’exemple, le calcul du degré du premier terme
de y,. J’y trouverai une vérification du théoréme IV, et on pourra la renou-
veler pour chaque cas.

14. Si, dans les équations (8), on fait w=0, ces équations donnent les
coordonnées des points de la ligne (a'). Désignons-les par la lettre z. Eu égard
& (B), on a:

— 2y =b—ky =(0,—2ky,)a+ (b;—3kys)a®+---
2, =bf ~y'=—2ya4+2b8 —3B3y)a® -

Deux cas sont & distinguer suivant que y, est nul ou non. Si y, est nul, c’est
que le plan x; est osculateur de () en s,. Dans nos hypothdses, nous avons
4 considérer ce cas uniquement si cette circonstance a lieu tout le long de (a).
De 14, deux sortes de lignes & distinguer:

1.° lignes dont le plan osculateur n’est pas, en chaque point, tangent
a la surface;

2.° lignes en chaque point desquelles le plan tangent de la surface se
confond avec le plan osculateur de la ligne.

Dans ce dernier cas, si la ligne est singuliére, elle n’est pas, 4 proprement
parler, une ligne asymptotique. Cependant on peut encore, sans inconvé-
nient, employer cette locution, et distinguer abréviativement deux sortes de
eycles, savoir:

1.° les cycles dont la ligne-origine n’est pas une asympto-
tique;

(9)
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2.° les cycles dont la ligne-origine est une asymptotique.
15. En premier lieu, je considéere le premier de ces deux cas. Le coef-
ficient 7,, par hypothése, n’est pas nul.

La développable circonscrite & S le long de (2¢) a, en s, une génératrice
différente de la tangente de (@). Je suppose cette droite prise pour I'aréte z,z;
du tétraddre de référence, suivant la remarque du n.° 12. Alors I'aréte opposée
4,9 est la tangente de (a') en s;, et, par suite, le développement de z, com-
mence par un ferme du 2¢ degré. Ainsi, par ce choix des coordonnées, on a

b1_2k72=0- (10)
Je distinguerai encore ici deux cas différents, suivant que » est inférieur

ou égal & n. Je commence par le premier »<<n. En vertu de (10), les for-
mules (8) deviennent, aprés développement

_yzm(bzmsk},s)“z_{_..._{_ jv(ca+01¢+"°)m’+"‘

n

(1)

¥4

Y= —2pz +--+

> 2 (2¢oBra -+ on

Pour obtenir ce qui est relatif & une section de la surface par un plan y, =21y,
il faudra déterminer « par une série suivant les puissances entidres et ascen-
dantes de o, et dont le premier terme est
PP v o w’.
% 2y

Les développements de y, et . commencent alors chacun par un terme de
degré v en w. Done v est 'ordre du cycle. Nous savons déja par le théoréme IV
que la classe de ce cycle est aussi égale & v. Je ferai ici une vérification de
ce résultat en calculant la partie principale de .

Eu égard & la valeur considérée pour «, les développements de &, 1, & com-
mencent respectivement par des termes des degrés v et 2» pour £ et g, et de
degré supérieur & v pour ». En vertu de I'expression de y,, on trouve ainsi

pour sa partie principale
- 72(7\ ntv —£9—)2w2”.

n 272

Elle est d’ordre 2». Donc la classe est bien égale & v. Ainsi:
Tatortue VIII. Un cyecle de nappes dont la ligne-origine n’est
pas asymptotique, et dont la classe v est inférieure 2 1’ordre, a
Annali di Matematica, tomo IX. 11
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pour corrélatif un cycle dont I’ordre et la classe sont tous deux
égaux a v.

16. Dans ce cycle (v, v) corrélatif d’un cycle dont la classe » est infé-
rieure & P'ordre, on sait d’avance, eu égard au th. VII, que I'indicatrice est
constamment parabolique sur la ligne-origine. Je vais maintenant démontrer
le théoreme réeciproque. C’est 12 une simple vérification; car cette réciproque
est a priori connue. En effet, le th. VII nous apprend qu'un cycle (v, »)
non parabolique a pour corrélatif un cycle (v, v). On peut ajouter que ce
dernier n’est pas non plus parabolique, ainsi que le montre le théoréme des
tangentes conjuguées. Donc un cycle (v, v) qui a pour corrélatif un eycle
dont P'ordre surpasse la classe, est certainement parabolique. Cette vérification
se fait sans peine comme il suit.

Dans les équations (8), je fais v==n, et je suppose, en outre

b ooy, =0,

pour exprimer, suivant les équations (7), que l'indicatrice du cycle considéré
est parabolique. En vertu de cette relation et de (10), on trouve que, dans
Pexpression de #,, le terme en w’ disparait. En répétant le calcul du n.° 15
et coupant par le plan 1, =2y,, on obtient cette conséquence que la partie
prineipale de « est indépendante de i, en sorte que les développements de y,
et 4, commencent tous deux par des termes de degré supérieur 2 v en w. Donc
I'ordre du cycle corrélatif est supérieur & v. Mais le calcul ne met pas aisé-
ment en évidence I'expression de cet ordre, qui dépend de nouveaux éléments.

17. Un raisonnement géoméirique met ces éléments en évidence. Consi-
dérons de nouveau, comme au n.° 15, un cycle (#, »). On voit aisément que
chaque section faite dans un cycle (#, ») par un plan tangent & la
ligne-origine a, au point de contact, un cycle (», #). J’en conclus
que la tangente de la ligne-origine a, avec chaque nappe, un contact du
1°" ordre, et que, par suite, la somme des ordres de ses contacts avec les »
nappes du cycle est #. D’autre part, on peut donner au th. IV cette nouvelle
forme:

TasoriMe IX. Lia somme des ordres des contacts d’une droite
avec une surface n’est pas altérée par une trasformation corréla-
tive.

Je puis donc, en appliquant ce théordme, conclure ainsi:

Trtorime X. Un cyele de nappes (v, v), dont la ligne-origine

n’est pas asymptotique et dont 1’indicatrice est parabolique, a
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pour corrélatif un cycle dont I'ordre est égal au produit du nom-
bre v par l'ordre du contact de chaque nappe du cycle proposé
avec sa tangente asymptotique en un point quelconque de la
ligne-origine.

Par les théorémes VIII et X se trouve résolue la question proposée en ce
qui concerne les cycles dont la ligne-origine n’est pas asymptotique. J’ai en-
core, & ce sujet, & ajouter une remarque qui sera utile plus loin.

Dans les équations (11), je suppose a==2w"”—--- Les développements de .
et y, commencent alors respectivement par des termes de degré » et n. La
courbe ainsi déterminée sur S° a donc pour tangente la droite y,y,, différente
de la tangente de (¢'), qui est 9.y, (n.° 15). Par suite, si  est infiniment
petit du 1° ordre, le point y est & distance infiniment petite d’ordre v de la
courbe (a'). D’autre part, le point # est, en méme temps, & distance d'ordre =
de la courbe (e¢). Donec:

Si n est supérieur & v, et que (v, »), (», v) soient deux cycles cor-
rélatifs: & un point placé sur une nappe du premier cycle & di-
stance infiniment petite d’ordre » de sa ligne-origine correspond,
sur une nappe du second, un point & distance infiniment petite
d’ordre » de la ligne-origine de ce dernier.

18. Je passe maintenant & I'étude des cycles dont la lgne-origine est
asymptotique, sans étre droite. Comme je I'ai déja observé plus haut, le coef-
ficient y, est nul dans ce cas. Les équations (9) mettent en évidence que la
courbe (@) a pour tangente en s, la droite y,7,. Son plan osculateur est le
plan tangent de S’, & savoir y,.

Je n’ai pas & m’occuper des cas ol les nombres n et v sont égaux entre
eux: I'un de ces cas, celui ol I'indicatrice n’est pas parabolique, est traité
par le théoréme VII. Quant au cas ob I'indicatrice est parabolique, il n'y a
pas lieu de s’en occuper au point de vue actuel: une ligne, en effet, ne peut
étre & la fois asymptotique et lieu de points paraboliques sans &tre plane et
sans que le plan tangent ne soit constamment confondu avec son propre plan.
Quant il en est ainsi, la surface corrélative contient, comme élément corres-
pondant, non pas un cycle de nappes, mais un point singulier.

J’ai donc & étudier ce qui est relatif aux cas ol v est inférieur & n. Tout
d’abord, il convient de faire deux remarques concernant les équations géné-
rales sur lesquelles repose toute cette analyse.

En premier lieu, pour le cas actuel, il n'y a pas lien de particulariser la
droite z,2;. Je ferai done k=0, conformément & une observation précédente
.° 2).



84  Halphen: Sur les lignes singuliéres des surfaces algébriques.

En second lieu, le plan osculateur de () est, en chaque point de cette
ligne, tangent & la surface. Cette condition conduit sans peine & I’équation
bf" =", qui doit &re une identité. En égalant & zéro le terme indépendant
de o, on trouve

b3 — 3y, =0. (12)

19. Avant de m’occuper de la surface corrélative de S, je considére un

instant la surface S elle-méme, et j’en étudie les diverses sections planes. Grice

a I'hypothése k=0, la surface est représentéc par les équations suivantes, qui
remplacent les équations (3):

n=BrE%4 e v 0 E=palPeeee s (BE+.. )+ (Cor €18+ Y oo (13)

Les sections non tangentes & la droite y=¢==0, c’est-d-dire & la courbe (a),
ont toutes en s, le cycle (, v), sans exception & cause de !'hypothdse v<Zn.
(est sur les sections tangentes & (a), ¢’ est-d-dire faites par un plan »=2g
qu'il faut porter I'attention.

La condition »==21¢ conduit entre { et w & une équation qui a deux ra-
cines £ évanouissantes avec . Si 'on fait w==w", une quelconque de ces deux
racines est de l'ordre » par rapport & o'. On en tire cette conséquence que
je me contente d’énoncer:

La section faite dans un cyecle (#, ) par un plan tangent 3 la
ligne-origine dans le cas ol cette ligne est asymptotique, présente
au point de contact

8i » est impair, un cycle unique d’ordre n;
Si n est pair, deux cycles d’ordre %n.

Je veux maintenant calculer la classe d’un tel cycle, c'est-d-dire trouver le
degré du premier terme du développement de ¢ suivant les puissances crois-
santes de «'. Il y a trois cas & distinguer:

1.° 2v>n. Le premier terme de ¢ est alors fourni par:

5:2?353’1“515&3”,

et devient, en vertu de y=121¢ et de (12): g—-bﬁg‘ w”, dont I'ordre est 3n rela-
tivement & ’. Ainsi:

Pour 2v>n, la classe du cycle de la section est double de son
ordre. En d’autres termes, la tangente de la ligne-origine a un con-
tact du 2% ordre avec chaque nappe.

2.° 2v<<m. Le premier terme de ¢ est alors ¢,«”+’, donc I'ordre, rela-
tivement & ', est 2n - 2» Done:
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Pour 2v<n, les cycles des sections tangentes & la ligne-origine
ont pour classe n-2v ou %(%—{—,?.v) suivant que # est impair ou pair.

3.° 2v=mn. Le premier terme de ¢ se compose alors comme il suit:
2, 1\ .,
C-—(CQ +-3—bi\/ Ez’)&) .

Si la quantité entre parenthéses n’est pas nulle, la section contient deux
cycles (v, 2v).

Dans le cas opposé, I'ordre de ¢ augmente, sans que les termes jusqu’a
présent envisagés suffisent & le fixer. Ainsi:

Pour 2v=mn, il peut arriver que la tangente de la ligne-origine
ait, en chaque point de cette ligne, un contact d’ordre supérieur
2 2 avec chaque nappe de la surface. La condition sous laquelle cette
circonstance se présente peut, & cause de (12), s’écrire

b \3 co \?
) )= @
On reconnaft la condition qui exprime que Véquation y,a*~+b,2+4c,=0 a
deux racines égales. En vertu de (12), la dérivée du premier membre de cette
équation se réduit & (B.2°-1). Dol cette conséquence:

Pour n=2», 1.° Si la tangente de la ligne-origine asymptotique
a, avec chaque nappe, un contact du 2% ordre, la section par le
plan tangent s’y compose de trois eycles distincts (v, v);

2.° si la tangente de la ligne-origine a, avec chaque nappe,
un contact d’ordre (246), la section par le plan tangent s’y com-
pose soit d’un cycle (v, ») et de deux cyecles [y, (146)y], soit d’un
cyele (v, v) et d’un cyele [24, 2(1-6)y].

On remarquera que ’aréte de rebroussement d’une surface développable cor-
respond & ce dernier eas n==2y, avec ¢ infiniment grand.

Les mémes divisions en divers cas vont se retrouver dans la discussion de
la surface corrélative.

20. Pour étudier la surface corrélative S’, je reprends les formules (8)
qui deviennent ici, en vertu des diverses hypothéses:

—yy=bja+tbya*+-- n_{_v(co—{-ciu_!r...)w”_{_...

1]

w4y

7

Yy =3 y;at S (2eoBear -y oo — (b F - Yt —-
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En appliquant le méme mode de raisonnement que plus haut, je trouve tout
d’abord pour 2y>n:

Tugorive XI. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, et dont la classe est inférieure & ordre, mais su-
périeure & la moitié de cet ordre, a pour corrélatif un cycle du
méme ordre et de la méme classe que le proposé.

En second lieu, pour 2v<Z#, on trouve que l'ordre du cycle corrélatif est
2v. D’ailleurs, sa classe est v. Il y a donc lieu de chercher, pour ce cycle
(2v, v) le nombre analogue a 6.

La somme des ordres des contacts de la tangente de (@) avec les nappes
de S est n-+2v, ainsi que cela a ét6 établi au n.° 19 (2.°. Donc (th. IX),
n-+2v est aussi la somme des ordres des contacts de la tangente de (a') avec
les 2v nappes de S'. Avee chaque nappe, l'ordre du contact est donec

74 2v n—2v

’ § =

2+0= 2v 2v

>0.

Tagorime XII. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, et dont la classe v est inférieure a la moitié de
P’ordre n, a pour corrélatif un cyecle (2v, »), dont chaque nappe a,
avec la tangente de la ligne-origine, un contact d’ordre supérieur
#-2v

oav
21. Troisitmement, pour 2v=n, et quand I’ égalité (14) n’a pas lieu, on
trouve le résultat suivant:

Tatorive XIII. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, dont la classe est égale & la moitié de 'ordre, et
dont chaque nappe a, avec la tangente de la ligne-origine, un con-
tact du 27 ordre, a pour corrélatif un cycle jouissant de ces mémes
propriétés.

Enfin, par voie d'exclusion, j’en conclus la réciproque du théoréme XII:

Tuforime XIV. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, dont la classe » est égale & la moitié de I'ordre, et
dont chaque nappe a, avec la tangente de la ligne-origine, un con-
tact d’ordre supérieur & 2, soit (246), a pour corrélatif un cycle
d’ordre 2(1-46)» et de classe »

Pour une développable et son aréte de rebroussement, » est égal & I'unité,
et § est infiniment grand. Aussi les sections de la corrélative ont-elles chacune

a 2, savoir
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un cycle d’ordre infiniment grand: elles se réduisent chacune 3 un point, et
la corrélative & une simple courbe.

22. Considérons les équations du n.° 20 en y supposant 2v<Zn. J'y fais
a==)la?--.. Alors ¥, et y, commencent respectivement par des termes de
degré v et n. La branche de courbe ainsi déterminée sur S’ a done, en s,

-y
un coptact d’ordre

—>1 avec la droite .y, qui est la tangente de (a).

Cette méme branche a done avee (a), au méme poinf, un contact du 1° ordre.
Le point y est donc & une distance infiniment petite d’ordre 2» de la ligne
(a). Je tire de 13 cette conclusion qui sera utile plus loin:

Si » est supérieur & 2y, et que ’on envisage deux cycles corré-
latifs (25, v) et (n, v), dont les lignes-origines soient asymptotiques:

A un point placé sur une nappe du premier cycle, et & distance
infiniment petit d’ordre 2» de la ligne-origine de ce cycle, cor-
respond sur le second cyecle un point placé & distance infiniment
petite d’ordre n de la ligne-origine de ce second cyecle.

23. Pour avoir terminé ce qui concerne les cycles dont le plan tangent

varie le long de la ligne-origine, il nous reste & envisager ceux dont la ligne-
origine est droite. Les équations du cycle se simplifient et se réduisent &

n =" (=0 s+ Yo (ot el Yt

Par suite, dans les formules du n.° 20, le premier terme de 4, devient — b,
et il en résulte cette conséquence trés-simple:

Tatorive XV. Un cyele de nappes dont la ligne-origine est
droite et dont le plan tangent varie le long de cette ligne, a pour
corrélatif un cycle du méme ordre que le proposé.

24. Les questions analogues & celles que je viens de résoudre dans ce
paragraphe n’ont pas lieu d’étre posées pour les surfaces dont le plan tangent
reste constant le long d'une ligne. S'il s'agit d'un ligne courbe, il y corres-
pond corrélativement un point conique, et non ume ligne. S'il s'agit d’une
ligne droite () sur une surface S, il y correspond corrélativement sur une
surface S* un point singulier en lequel les plans tangents, en nombre infini,
passent fous par une droite (¢'). La droite (¢'), suivant les cas, fait ou non
partie de S'. Mais cette circonstance tient & I'existence ou 3 la non-existence
de points singuliers de la surface S sur la droite (), et non pas & la nature
de la surface S en un point arbitraire de cette droite.

J’aurai tout-d-1"heure & considérer de tels cycles, en résolvant un autre pro-
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bléme. Pour le moment, je n’ai qu’d transcrire ici les équations générales d’un
cycle, appropriées & ces cas.
Pour un cycle & plan tangent constant le long d’'une courbe plane, on
aura
n=fyf + Bl b a?y,  f=(aFedF oY g
et, quand la ligne-origine est droite:
n= " f=(Cot o+ Yo ...

25. Ce dernier cycle, ainsi qu'on le verra au paragraphe suivant, n’est
pas suffisamment défini, pour les applications que j'ai en vue, par les nombres
n, v. Un élement qu’il sera encore nécessaire de connafire est V'ordre le plus
élevé du contact que l'on puisse établir entre une nappe de ce cycle et une
développable tout le long de la ligne-origine. Cherchons comment ce nombre
peut 8tre déterminé.

Je considére les équations

pEm oty L=t g e gy R (15)
dans lesquelles les » sont des fonctions de £, et je me propose de déterminer

ces fonctions de telle sorte que les équations (15) représentent une dévelop-
pable. A cet effet, je forme la fonction

je la développe suivant les puissances croissantes de , et j’égale successivement
& zéro les coefficients de chaque puissance. Le premier terme est de degré
2v, et donne lieu & l'équation

v’y — (n 4 v)u't =0,
dont I'intégrale générale est

Uy==Fk (¢ + a)— n (16)

8i V'on désigne par U une fonction entidre de e, #,,... #;—y et de leurs dé-
rivées, on reconnaitra aisément que le terme de rang (¢4 1), dont le degré
est (2v-}-4), donne lieu & une équation telle que:

vin+Wuu'i— 2@+ ) (v )u Wi+ v+ D) v Fidfu=T. (17)

Je dis que I'intégrale générale de (17) se compose de la somme d'un nombre
limité de termes de la forme A(¢-+a), dans laquelle A est une coustante, a
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la constante de (16), et p un nombre commensurable positif ou négatif dont
le dénominateur est un diviseur de n.

Cette assertion est vérifiée pour u,, d’aprés (16). J’admets qu’elle soit exacte
pour w,,... u;—y, et je vais en conclure son exactitude pour u;.

En substituant dans (17) & u, son expression (16) et divisant ensuite les deux
2n-tv

membres par le facteur kv(n+v)(£+a) —"—, puis tenant compte de la forme

admise pour #,,... #;—, on obtient, au lieu de (17):

Efapwi 222 g g 4 BT 3 4Gy

n

I'intégrale générale de cette équation est, on le vérifie aisément, de la forme
indiquée.
De cette analyse, je tire cette conclusion: on peut déterminer les fon-

ctions » de manidre que les équations (15) représentent une déve-
1

loppable. Chacune d’elles est rationnelle par rapport & (5—}-@)—;’ et
contient deux constantes arbitraires.
Soient maintenant

7 == " £ =0y 0" o 0 P L, 0t (18)
les équations d’une surface non développable. Je suppose qu’on puisse déter-
miner les 27 constantes de w,, u,,... #;-,, de manidre & avoir identiquement

Ug==04,  Uy==Dgye.. Ui y==Viy (19)
mais que I'on ne puisse avoir w;==v;. Dans ce cas, il existe des surfaces dé-
veloppables (15), dont chaque nappe @, avec une nappe de la surface (18), un

contact d’ordre %r:g tout le long de P'axe des £. Je dis que ce nombre
v-g
(]

est 'ordre le plus élevé du contact que l’on puisse établir

entre la surface (18) et une développable, le long de la droite
considérée, c'est-d-dire le nombre cherché.

C'est, en effet, d’abord I'ordre le plus élevé du contact possible si 'on astreint
la développable & étre représenté par les équations (15). Cherchons done s'il
est possible d’élever I'ordre du contact en prenant une autre forme pour les
équations de la développable. Tout d’abord, pour que P'ordre du contact ne
soit pas diminué, il faut prendre les équations suivantes:

n=0" L= 0, g, H e gy B LR L., (20)
Awnnali di Matematica, tomo 1X, 12
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en y supposant A positif, ce nombre pouvant d’ailleurs ne pas &tre entier.

Nous savons déjd que X ne peut &tre nul. Ce nombre dépasse donc zéro. 8i,

dans (18), il existe un terme de degré (n+v--7), Pordre du contact de (18)
+

et (20) est alors 1%—1 Done cet ordre ne peut 8tre dépassé que si ¢; est nul.

Je suppose done v;=0.

Je forme, au moyen de (20), le terme de degré (2v-4) de la fonction A.
Dans son coefficient, il est manifeste que ¥ n'entre pas. D ailleurs, ce coeffi-
cient est nul si effectivement les équations (20) représentent une développable.
Done, en vertu des équations (19) on peut disposer des constantes arbitraires
de #; de manitre & rendre #; identiquement nul, c’est-a-dire égal & v;, ce qui
est contraire & 1"hypothése. Done, en résumé:

Pour la surface représentée par les équations (18), si »; est la
premiére des fonctions » qui ne satisfasse pas & la suite des équa-
tions différentielles déduites de A=0, I'ordre le plus élevé du con-
tact que 1'on puisse établir entre chaque nappe de cette surface
et une nappe d'une méme développable tout le long de I'axe des ¢,
v ¥

T

Cela étant, le développement de A suivant les puissances crois-
santes de o, pour la surface (18), commence par un terme du de-

gré (2v+i).

est

III. De 1’équation des points paraboliques.

26. Dans une courbe plane, il existe entre le degré et la classe de cette
courbe d’une part, et les ordres et les classes de ses cycles d’autre part, une

relation. On obtient cette relation en étudiant la fonetion % le long de la

courbe.

Dans la théorie des surfaces, nous venons de metire en évidence des nom-
bres qui, pour les lignes singulitres, jouent un réle analogue. Si P'on y joint
les degrés de ces lignes et qu'on considére, d’autre part, le degré et le rang
d’une surface, on a entre ces nombres une relation. On obtient cette relation
en étudiant, le long d’une section plane de la surface, la fonetion A (n.° 25),
qui égalée & zéro fournit I'équation des points paraboliques.
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Pour faire cette étude, j aurai & faire usage de la transformée de A quand
on change & la fois les coordonnées et les variables indépendantes d’une ma-
nitre quelconque. Je me contente d’énoncer ici les résultats dont la vérification
se fait aisément.

Comme plus haut, &, », £ sont les rapports de trois coordonnées homogénes
4 une quatridme:

2y =Ew,, Xy == 0y, Xa=E2,.
On fait une transformation homographique en posant:
Xp==0;2,+b;2, + ;254 d; 2, i=1, 2, 8, 4
On prend pour variables indépendantes deux quantités quelconques «, w. Je

pose:
4= 8Z gg'a (Bgﬁcn)

g= E n 31822 D P2

0% 0w 9o*

072 02 0Pou
h=2%2 J% Qw prpo
[—=¥ + 02 023 021 .

#18% o« 'aw ow?

Dans la troisitme de ces équations figurent les coordonnées d’un point 4.
C'est le sommet s, du triangle de référence des coordonnées #, en d’autres
termes le point & V'infini de V'axe des ¢, si les coordonnées primitives sont
cartésiennes. Cela posé, la formule de transformation est la suivante

4
A=z (gl—R). @1)

27, J'explique maintenant la voie que je vais suivre. Soit (S) une section
plane d’une surface S. Je considére la fonction A le long de cette ligne, je
cherche ses zéros et ses infinis et j'égale le nombre des premiers & celui des
seconds. Cest cette égalité qui constitue la relation cherchée. Pour former
une égalité de ce genre, on peut procéder comme il suit.
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Soit, en un point p de la courbe (S) envisagée, » I'ordre d’un des cycles
dont cette courbe se compose. Je considére les développements des coordonnées
d’un point de (S) suivant les puissances d’une variable w, qui représentent ce
cyele (n.° 1), et je les substitue aux coordonnées dans la fonction envisagée,
qui est ici A. J'ordonne le résultat suivant les puissances croissantes de w, ef
je calcule le degré du premier terme. Ce degré, que j'appelle ordre de la
fonction pour le cycle, est positif ou négatif suivant que le point p répond
4 un zéro ou & un infini de la fonction. Mais cette distinetion est inutile, et
j'ai montré ailleurs (¥) que 1'égalité ci-dessus s'obtient simplement en écrivant
que la somme des ordres de la fonction est nulle pour tous les cy-
cles de la courbe, pourvu que la fonction soit rationnelle par rapport aux
coordonnées et aux dérivées des coordonnées d’un point de la courbe, et c’est
ce qui a lieu ici.

28. La question est donc de calculer I'ordre de A pour chaque point p
en lequel cet ordre n’est pas nul

Soit p un point quelconque de la section (S) faite par un plan arbitraire.
Il peut se présenter I'une des circonstances suivantes:

1.° le point p appartient & la ligne-origine d'un cycle & plan tangent
variable et dont l'ordre est supérieur & 1'unité;

2.° le point p appartient & la ligne-origine d’un eycle & plan tangent
variable, dont I'ordre est I'unité, mais dont les indicatrices sont paraboliques;

3.° le point p appartient & la ligne-origine d’un cycle & plan tangent
constant;

4.° le point p n’appartient & aucune des trois catégories précédentes.

Le plan de la section (S) étant censé choisi d’une manidre arbitraire,
chacun de ses points de rencontre avec la ligne-origine d’un cycle singulier
doit &tre envisagé comme un point arbitraire de la ligne-origine de ce cycle;
et, pour la méme raison, si la surface posséde en dehors de ces lignes-origines
de cycles singuliers, des points singuliers, le plan de section n’y passe pas.
Done, si aucune des trois premitres circonstances ci-dessus n’a lieu, le point
p est un point ordinaire de la surface, c’est-d-dire un point par lequel passe
une infinité de lignes que I'on peut envisager comme origines de cyeles (1, 1).
Un tel point peut étre classé parmi ceux qui appartiennent  la ligne-origine
d’un cycle (n, #) & plan tangent variable et & indicatrice non-parabolique. En

(*) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 4, p. 61.
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conséquence on pourra, sans omettre aucune circonstance, étudier successive-
ment V'ordre de la fonction A en un point arbitraire de chacune des diverses
lignes-origines envisagées dans le paragraphe précédent.

29. Le point p étant sur la ligne-origine d'un cycle et le plan de la
section passant en p et d’ailleurs de direction quelconque relativement & la
ligne-origine, on a & calculer I'ordre de A pour le cycle de la section dont
Porigine est en p. En vertu de la formule (21), je substitue au calecul de
Vordre de A, celui de la somme des ordres des facteurs du second membre
de cette formule, et }'y prends pour « et » les variables qui figurent dans
les équations (3) du cycle. J’ai d’ailleurs eu soin de faire en sorte que, dans
ces équations, la ligne o =0 phit étre envisagée comme une section plane quel-
conque quant & sa direction relativement & la ligne-origine. Je peux done
supposer qu’au point p la ligne « =0 coincide avec la section (S).

Donce pour caleuler I'ordre de A en un point de la ligne-origine d’un cycle,
j aurai A substituer dans le second membre de (21) aux coordonnées leurs dé-
veloppements (3) et & faire ensuite a=20.

Cela étant reconnu, je peux considérer séparément les divers facteurs du
second membre de (21). Il n’y a pas & envisager le facteur D—* qui ne con-
tient pas les coordonnées du point mobile. Le facteur ! s’évanouit en chacun
des points d’intersection de (S) avec le plan z,, qui est arbitraire. Il est done
manifeste qu'en chacun de ces points Pordre de A est égal & quatre fois celui
de z,, c'est-a-dire égal & 4. Le nombre de ces intersections est d’ailleurs égal
au degré m de S. Done, par le fail du facteur z,, dont il n'y aura plus &
s’'occuper, la somme des ordres de A, le long de (S), contient le terme 4m.

30. Dans les deux autres facteurs de (21) figurent les coordonnées prises
par rapport & un tétraddre de référence arbitraire. Pour chaque point p que
j'envisage je fais coincider ces coordonnées avec celles qui ont été employées
dans les équations (3). Le second membre de (21) ne dépend d’ailleurs que du
rapport des coordonnées z & I'une d’elles. Je peux done, sans le troubler,
remplacer pour mon calcul z, par I'unité et 2, 2;, 2, par &, », ¢, ces dernidres
quantités ayant les expressions (3), savoir:

Zy=E=o ko, Zy==y=Lf+a" Z=f=ytba"fco™ ... (22)

Les quantités 3, y, b, ¢,... sont des fonctions de « données par les équations (5).

Ainsi que je viens de le dire au n.° 29, on a & faire «a==0 aprés la sub-
stitution dans Ie second membre de (21). D’aprés (5), les fonctions &, 8, y et
les dérivées de ces dernitres s'évanouissent avee «. Gréce 4 cette remarque,
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on apergoit immédiatement que la partie principale de R se réduit a:

A_{ _Ag Ag A.;
0 0 0 1
R=nur? “"-——-«""nAg W,
1 0 0 0
E 1 0 0

Les lettres A désignent ici, par rapport au nouveau triangle de référence, les
coordonnées du sommet s; du premier triangle de référence, c¢'est-d-dire d’un
point arbitraire. Ainsi A4, est nul lorsque le plan 2, passe par ce point. Le
plan z; est le plan tangent de la surface au point p. Sans restreindre la gé-
néralité, on peut supposer que les points p de (S), pour chacun desquels le
plan tangent de S passe en s;, n’appartient & aucune des trois premitres
catégories du n.° 28, en sorte que dans les cas correspondant & ces catégories,
Pordre de R est toujours (n—1). Par suite, dans chacun de ces cas, on aura
Vordre de A en retranchant 4(r—1) de Vordre du facteur (g7— A?%).

31. Pour terminer ce qui concerne le facteur R, il reste & connaitre son
ordre pour un quelconque des points p en lesquels le plan tangent de S passe
par s;. Ce sont des points ordinaires de la surface. En choisissant convena-
blement les coordonnées, et prenant &, » pour variable, indépendante, on a
aux environs d’'un tel point:

¢=ab&42béntcrP+---
R=—24,(a¢4+bn)—24,(0EFcn)++--

Cette derniére expression s'évanouit dans le cas seulement ol la ligne de con-
tact du cOne circonscrit & la surface, et de sommet A touche la courbe lieu
du point &, », ¢ Je peux écarter cette hypothdse, et conclure que I'ordre de
R est égal & I'unité.
Le nombre des points analogues est le rang » de la surface. Donc il y cor-
respond, du fait du facteur R—4 le terme — 47 dans la somme des ordres de A.
32. 1II reste maintenant & calculer I'ordre de (97— %%) pour chaque cas.
Jécris les premiers termes de g, h, !, déduits des équations (22) et (5) en
faisant, apres les différentiations, «a=0

10 Do + Ci™ Y v

~g=no"™t k 1

n+v
+ CO’J)"""" ._—_217,“/2&)”"—2(%+u)ﬁgcom”+""’...
n

0 262 272+252m”+26‘2w"+”+--- +2n(kbiﬁz+bz)mn— e
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n+y " ‘
30&) or o

- l=ﬂ2(n~1)wm4 k1

=0y(R+v)Cuu T2 4.t

k1 q@+v.n+v-1
n n—1

com“.@..-

Au moyen de ces formules, je calcule la partie principale de (¢!— h?) dans
les divers cas, et je trouve les résultats suivants:

I. Si y, différe de zéro, c’est-d-dire si la ligne origine n’est pas asymp-
totique :

1.° N=—y gl—k2=y4(40072—bi)m4(“-—1)+...

Le coefficient de cette partie principale s'évanouit si I'indicatrice est parabo-
lique. Done, dans le cas opposé, ordre de (¢97—#*) est 4(v—1). En retran-
chant 'ordre de R* (n.° 30), on a zéro pour I'ordre de A.

Le cas ol I'indicatrice est parabolique se déduira du cas suivant:

2.° vt gl—h=2n*v(n 4 v)pcou’ton— ...
L'ordre de A est v+ 3n—4—4(n—1)=v—n.

3.° Soit maintenant un cycle (v, ») & indicatrice parabolique. Je con-
sidére simultanément la surface S contenant ce cycle, et une corrélative S,
contenant le cycle corrélatif (», v). Au point p placé sur S & distance infini-
ment petite d’ordre » de la ligne-origine () correspond (n.° 17) un point p’
placé sur S’ & distance infiniment petite d'ordre # de la ligne-origine (a). Soit
A" la fonction A considérée pour S'. En p' ordre de A" est (v—mn) comme on
vient de le trouver. Mais, suivant un caleul des plus connus et remontant &
Evurer, A et A" sont réciproques. Done en p l'ordre de A est (n—v). Désignons
par (1-+3) 'ordre du contact de chaque nappe de S en p avec la tangente
asymptotique. D’aprés le théoréme X, n est égal & (1 42)y, et ordre de A

est v
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II. Si y, est nul, ¢'est-a-dire si la ligne-origine est asymptotique, on
frouve:

1.° 1”&__>w__~y>?2z 93_]@23'—1@4%&4(”“1).

L’ordre de A est zéro.
20 =2 gl—l=—4sOfc;+ 4b)utn.

81 I'on se reporte aux n.® 18 et 19, on reconnajtra que la quantité entre pa-
rentheéses se réduit, si 'on tient compte de I'équation (12), au premier membre
de I'équation (14). D’olt cette conclusion: si le eycle (2v, v) a pour corrélatif
un eycle (24, v), Pordre de A est nul.

Le cas ol Péquation (14) a lieu sera traité comme conséquence du suivant:

32 n>2y gl—h=—2nv(n-4vpPciBEa>+sr—14...

L'ordre de A est égal & (2 —mn).

4.° En raisonnant comme plus haut, pour le cas du cycle parabolique,
et s'appuyant sur la remarque du n.° 22, on a le résultat suivant: Pour un
cycle (2v, v) dont chaque nappe a, avec la tangente de la ligne-origine, un
contact d’ordre (2-6), Vordre de A est 26v.

III. 8i y, et B, sont nuls, ¢’est-a-dire si la ligne-origine est droite, le
plan tangent étant variable, on trouvera de méme que I'ordre de A est zéro.
Ce résultat, de méme qu’une partie des précédents, pouvait étre prévu comme
conséquence de l'équation d'Evier AA'=1. Car de cette équation on peut
conclure que T'ordre de A est nul pour tout cycle dont le corrélatif est de
méme définition que le proposé.

IV. Si ys, b,, b, sont nuls, c¢'est-d-dire (n.° 24) si le plan tangent est
constant le long de la courbe-origine, on a:

gl-——- hr=—2nv(n-+v)’c; fow?+n, .,
L'ordre de A est (2v—n).

V. Enfin dans le cas ol le plan tangent est constant le long d’une
ligne-origine droite, on a vu (n.° 25) que Vordre de A est (2v+41), 7 étant
un nombre entier nul ou positif dont la détermination exige un examen plus
approfondi qui a été fait au numéro cité.

33. Des résultats obtenus aux n.”s 29, 31 et 32 et conformément 2 la
méthode expliqueé, je conclus maintenant I'énoncé suivant:
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Tatorime XVI. Sur une surface algébrique quelconque, de
degré m et de rang r, considérons:

1.° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine n’est pas
droite, dont le plan tangent est variable le long de cette ligne et
différe du plan osculateur de cette méme ligne, si, en outre, ce
cycle satisfait & une des conditions suivantes:

Sa classe v est inférieure & son ordre » (soit alors d le degré
de sa ligne-origine);

Ou bien sa classe v, est égale & son ordre, et son indicatrice
est parabolique en chaque point de sa ligne-origine (soient alors
d: le degré de cette ligne et (14 2) ordre du contact de chaque
nappe avec la tangente asymptotique).

2.° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine est gauche,
et dont le plan tangent en chaque point de cette ligne se confond
avec le plan osculateur de cette méme ligne, si, en outre ce cycle
satisfait & une des deux conditions suivantes:

Son ordre m, est supérieur au double de sa classe », (soit
alors d, le degré de la ligne-origine);

Ou bien son ordre est le double de sa classe v;, et la tan-
gent de la ligne-origine a, en chaque point de cette ligne, un
contact d’ordre supérieur & 2 avec chaque nappe (soient alors
(246) l'ordre de ce contact et d, le degré de la ligne-origine).

3.° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine est une
courbe plane et dont le plan tangent, en chaque point de cette
ligne, se confond avee le plan de cette méme ligne (soient alors
d. le degré de cette courbe, et n,, v, I'ordre et la classe du eyele).

4° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine est droite
et dont le plan tangent est constant en chaque point de cette
droite. Soient alors v, ns la classe et ’ordre du cycle et, en outre,
E—i—z 'ordre le plus élevé du contact qui se puisse établir entre
une nappe de ce cycle et une nappe de développable tout le long
de la ligne-origine.
Entre tous les éléments ci-dessus définis pour ces cycles existe
la relation

E[d; )\V;"' d(n“" U)"“ dg('ng’”’ 25’2) + 2d3693 W+ di(g Yy~ ﬂ;) + 2115' + ‘2.] = 4(7""‘”2). (23)
Annali di Matematica, tomo IX, 13
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34. Sur 'équation (23), on fera les remarques suivantes:

Le rang r se déduit de la connaissance du degré et de celle des lignes
singulitres au moyen de la théorie des courbes planes.

Le terme ¥d,)v, peut étre partagé en deux autres, I'un relatif aux lignes
paraboliques singuliéres, censées connues; I'autre relatif & la ligne des points
paraboliques proprement dits. Pour cette derniére, les deux nombres A et v
sont tous deux égaux & l'unité. Done 1’équation (23) donne explicite-
ment le degré du lieu des points paraboliques d’une surface ayant
des singularités quelconques.

De I'équation (23) on peut par dualité en déduire une autre, dans laquelle
figure la classe de la surface au lieu de son degré, et qui fournira la classe
de T'enveloppe des plans tangents stationnaires.

IV. Applications: surfaces de révolution et surfaces gauches.

35. Je vais appliquer les résultats généraux obtenus dans ce Mémoire aux
surfaces de révolution. Ces surfaces offrent des exemples de la plus grande
partie des singularités envisagées; les circonstances qu’elles présentent peuvent
étre reconnues en dehors de toute théorie générale. De 14 une vérification.

Dans le mouvement d’une figure plane, invariable, sur son plan les droites
isotropes qui passent par le centre instantané sont, & chaque instant, le lieu
des points dont la vitesse est nulle (*). Quand le mouvement est une simple
rotation autour d’un centre fixe, les droites isotropes qui passent en ce point
restent fixes dans toute 'étendue du mouvement. En conséquence, dans la ro-
tation d’un corps autour d’un axe fixe, les plans isotropes menés par l'axe
restent fixes. Tout point non situé dans un de ces plans décrit un paralldle.
Done, dans une surface de révolution, toute ligne singulitre est un paralléle,
ou bien est située dans un des plans isoiropes menés par I’ axe.

36. En ce qui concerne les paralleles singuliers, les résultats suivants sont
manifestes:

Si le méridien, en un point non situé sur I'axe, contient un cycle dont la
tangente ne soit pas perpendiculaire & 'axe, et dont la classe v soit inférieure
& Vordre n, le paralltle correspondant est la ligne-origine d’un cycle (n, v)
dont cette ligne-origine n’est pas asymptotique.

(*) Voyez Maxsmema: Sur les surfaces irajectoires. Savants étrangers, t. 22, n0 12, p. 8,
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Les autres circonstances restant les mémes, si la classe » est supérieure &
Pordre » sur le méridien, le paralléle est la ligne-origine d’un cycle (r, n) 3
indicatrice parabolique. La direction asymptotique est celle du méridien; et le
cycle de nappes a pour corrélatif un eycle (v, n).

Si le méridien, en un point non situé sur 1'axe, contient un cycle dont la
tangente soit perpendiculaire & 1'axe, et dont I'ordre et la classe soient (n, »),
le paralléle correspondant est la ligne-origine d’un cycle de nappes (n, ») dont
le plan tangent est constant.

37. Les lignes singulitres situées dans les plans isotropes menés par 'axe
offrent des circonstances plus curieuses.

Soit O un point de rencontre du méridien avec ’axe. Pour embrasser & la
fois tous les cas, je suppose que la perpendiculaire menée par O & I'axe dans
le plan du méridien ait & points de rencontre aveec ce méridien, confondus en
O. (Il §’agit ici, bien entendu, du demi-méridien; cette observation §’applique
& tout ce qui suit. Je dirai ensuite les modifications qui ont lieu quand le mé-
ridien se compose d’une seule courbe dont I’axe est axe de symétrie). Parmi
les cercles suivant lesquels tout plan perpendiculaire & I'axe coupe la surface, il
en est & qui s'évanouissent lorsque ce plan vient en O. Donc le plan mené en
O perpendiculairement & I'axe coupe la surface suivant deux droites isotropes,
dont chacune compte pour % unités dans le degré de la ligne d’intersection.

Ainsi, en chaque point de rencontre du méridien avee 1'axe, passent deux
droites isotropes, perpendiculaires & I'axe, qui appartiennent & la surface. L'en-
semble de toutes ces droites constitue, ainsi qu'on le voit aisément, I’inter-
section complete de la surface avec les deux plans isotropes menés par I'axe.
Je vais étudier la nature de la surface le long d’'une quelconque de ces droites.

38. Pour faces z, et 2, du tétraédre de référence je prends les deux plans
isotropes menés par I'axe. Pour faces =, et ., je prends deux plans perpen-
diculaires & I’axe, le second z, passant par un point de rencontre du méridien
avec I'axe. Ainsi le point O est maintenant le sommet s, du tétraddre, et les
deux droites isotropes correspondantes sont les arétes w2, et @,u;. Je considére
le méridien dans le plan z,=u,, et soit

x5 (_aﬁ

E;” T4
Péquation de la perspective de ce méridien faite du point de vue s, sur le plan
z,. L'équation de la surface de révolution est

=[]
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et cette équation met en évidence que I’intersection du plan z; et de la sur-
face se compose uniquement de droites telles que

x3=0, :02-—1.)94:0,

A étant une racine de f(A). Ce sont des droites isotropes perpendiculaires &
I'axe. La méme observation s’applique au plan z,. Suivant notre hypothése,
une des racines A est nulle; je vais étudier la nature de la surface le long de
la droite isotrope correspondante z,==ux,=0. J’aurai & distinguer trois cas,
suivant la nature de la rencontre du méridien avee I'axe.
89, 1* cas. Le méridien rencontre 1’axe obliquement. Soient n, v
Vordre et la classe d’'un des cycles du méridien en s,: on aura
T e\ aon Lt e
= f(.n) aa’ = bare
Pour la surface, je pose comme précédemment
21 I3 |
‘E“" E ? f== -3'—: 3
j'al ainsi:
=, ?;=%[f(;q)]zz}g(agmm—}—ﬁfabmm“+"')-

Ces équations rentrent dans le type (18) et représentent un cycle de nappes
(n, ») dont le plan tangent est constant le long de la ligne-origine droite
n=={==0. Le nombre désigné par ¢ au n.° 25 est ici égal & », en sorte que
Vordre de la fonction A pour ce cycle est (2n-+v). On peut le vérifier direc-
tement en mettant 'équation de la surface sous la forme

g=&[f(]%
et concluant par un caleul facile
_@ié.@fﬁ_( i )2_ s fa g 4
A=gz ge " \gaq) — 4T @4
Les quantités f et f" commencent respectivement par des termes de degré n
et (v—mn) en ». Donc A commence par un terme de degré 3x-+(»—n) ou

@n-+v).

40. 2 cas, Le méridien est tangent & l'axe. On a ici:

f(ﬁ)=bmn+v+...

x4

ne== m”, { == ,IE_(bz Paiia s + - )
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La droite n=¢=0 est la ligne-origine d’un cycle & plan tangent constant
(n, n+42v). Le nombre analogue & ¢ est nul. La formule (24) permet encore
de le vérifier; Y'ordre de A est ici (20 4v).

Les deux cas précédents présentent un caractére commun: tout point ol
le méridien rencontre I’axe sous un angle non droit, appartient
& deux droites isotropes perpendiculaires & I’axe, situées sur la
surface, et le long de chacune desquelles le plan tangent est con-
stant: c’est le plan mené par 'axe et cette droite.

41. 3*m¢ ¢qs. Le méridien rencontre 1’axe & angle droite. On a ici:

7 ="+, f(;—:):ad’-{—---, z;;-:%azw?n_[_...
Il en résulte: 1.° pour n>>v, le plan tangent est constant, et c’est encore
t=0. Le cycle de nappes a 'ordre (n-v) et la classe (n—v). L'ordre de A
est 2(n—v);
2.° pour #n=y, le plan tangent est variable; I'ordre de A est zéro;
3.° pour n<Cv, le plan tangent est constant; mais c’est le plan »==0.

Le cycle a Yordre 27 et la classe (v—n). L’ordre de A est 2(v —n). Ainsi:
un point ol le méridien rencontre l’axe & angle droit appartient
4 deux droites isotropes perpendiculaires & 1’axe, situées sur la
surface, et le long de chacune desquelles le plan tangent passe
constamment par 1’axe, ou bien varie, ou bien est constamment
perpendiculaire & 1’axe, suivant qu’au point de rencontre le mé-
ridien a, avec sa tangente, un contact d’ordre inférieur, égal ou
supérieur & 'unité.

42, Je peux maintenant appliquer & une surface de révolution 1'équation
(23), tous les éléments relatifs aux lignes singulidres étant exprimés par les
éléments du méridien.

Je désigne pour le méridien par

(., v)) un cycle dont I'origine n’est pas sur 'axe, et dont la tangente
n’est pas perpendiculaire & 1'axe;

(ny, v;) un cycle dont V'origine n’est pas sur I’axe, et dont la tangente
est perpendiculaire & I'axe;

(ns, v;) un cycle dont Iorigine est sur I'axe, et la tangente oblique 2

1'axe;
(n4, va) un cycle tangent & 'axe;
?;f’ :,) y { un eycle dont la tangente est perpendiculaire ::i" iy:,;,
oy a l'axe, et pour lequel on a: P

(n"sy Vi 'n”5< V"s-
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Aprés suppression d'un facteur commun 2, 1’équation (23) donne:
2(r—m)= X —n)+4,
A=E(V3+ 3”3—}“ 3”4 —'l‘ 31/4 “]“ 3%5—‘ 3)/5 +U”5—n”5).

Soient d et ¢ le degré et la classe du méridien. En considérant successivement
ses intersections avec 1’axe et ses tangentes perpendiculaires & Paxe, on a les
relations:

Nty 4n w5 0"y =d,
Z(Vz Fvs 5+ 7/”5) =C.
On a, en outre, par la théorie des courbes planes
—n)=3(c—d).
Je conclus donc finalement en remarquant que m=2d
r=2>+d)--23+ns-+n"s). (25)

Sur la formule (25), comme sur tous les résultats relatifs aux rencontres avec
le méridien, on doit faire la remarque que ces résultats doivent étre divisés
par 2 dans le cas ol I'axe de la surface est un axe de symetrie du méridien.
43. La formule (25) donne le rang de la surface de révolution engendrée
par un méridien ayant des singularités quelconques. C’est, & proprement parler,
une formule appartenant & la théorie des points singuliers des courbes planes.
On peut la vérifier trés-aisément dans le cas simple ol la courbe méridienne
rencontre obliquement I'axe en des points simples, et non autrement. Le nombre
de ces rencontres est alors égal & d. La section méridienne contient, en plus
qu’une section quelconque, d points doubles. Sa classe est 2¢. Donc une section
quelconque a pour classe 2¢-2d: c’est précisément & quoi se réduit le second
membre de (25) pour v;=n's=n"s=0.
Voici un exemple assez curieux. Soient p et ¢ deux entiers positifs; consi-
dérons la courbe représentée en coordonnées rectangulaires par

yP=ud,  2p>q>p.

La surface de révolution engendrée par cette courbe tournant autour de I'axe
des 2 est de degré 2p et de rang 2g¢.

44. Je m’occupe maintenant des surfaces réglées. Sur une pareille surface,
la ligne-origine d’'un cycle dont I'ordre surpasse I'unité ne peut étre qu’une
génératrice rectiligne. De méme aussi le lieu des points paraboliques se réduit
4 des génératrices le long de chacune desquelles le plan tangent est constant.

A=+ 3d—4 X (s +n's +n"5).
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Soit G une génératrice fixe, et soit G une génératrice infiniment voisine.
Je prends pour infiniment petit principal la distance des points ou G et G
rencontrent un plan arbitraire. La plus courte distance de G & G est d’ordre
égal ou supérieur au premier. Dans le premier cas, tout plan coupe G et G
en deux points dont la distance est du 1°* ordre. Done, suivant un théoréme
concernant la correspondance entre les points de deux courbes (*), les sections
faites dans la surface par deux plans quelconques contiennent, aux points de
rencontre avec (, des cycles dont les ordres sont égaux. En méme temps, le
plan tangent au cycle de nappes varie en chaque point de G. Ainsi le carac-
tére distinctif des génératrices singulitres ou non, le long desquelles le plan
tangent varie, est que les sections faites dans la surface par divers plans ont
toujours, au point de rencontre avec G, quel que soit ce point, un cycle
d’ordre constant.

Remarquons que cette conclusion semble en défaut si G et G sont paralleles.
Ce cas est écarté ici, toutes les questions étant traitées au point de vue pro-
jectif. A ce point de vue, ce cas rentre dans celui que je vais maintenant
examiner.

Dans le second cas, il existe sur G' un point O, tel qu'un plan arbitraire
mené par O coupe G en un point dont la distance & O soit d’ordre supérieur
au premier. Alors les sections de la surface ont, en O, des eycles dont les
ordres sont plus grands qu’en tout autre point de G. Ainsi le caractére di-
stinctif des génératrices le long desquelles le plan tangent est constant, ¢'est
Pexistence sur chacune d’elles d’un point tel que O. Ce point (s'il n'est pas
a I'infini) appartient & la ligne de striction.

45. J'ai & m’occuper ici de ces dernidres génératrices seulement. Pour
face z; du tétraédre de référence je prends le plan tangent constant, et pour
face x, un plan passant par G. Pour face z, je prends un plan arbitraire mené
en O; z, enfin est arbitraire. Le sommet s, est le point O, et la droite G
coincide avee Z,%s.

Je considére les sections faites par les faces m, et x,. Ces courbes possédent
des cycles correspondants dont les origines sont s, et s,. La premitre a pour
tangente x,2,. Quant & la seconde, on peut faire deux hypothéses: ou bien
elle a pour tangente z,x,, c’est supposer qu'en O les tangentes de toutes les
sections sont aussi dans le plan x,; ou bien elle a une autre tangente, que
Je peux alors supposer choisie pour la droite z,x,.

(*) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 4, p. 32.
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Par les lettres y, 2, z, je représente un point de la premidre courbe, de la
seconde courbe et de la surface. Je peux alors poser
1*¢ hypothése:

Z;=1, 22=alw"", 23-—-'-1)'&)”"""'-}—---) z4=0
2%me hypothese:
zi=1, 2o=0 " ..y = o s 2, =0
n >n.
y1=07 y2:=amn7 y3=bwn+”-|—..., y4=1,
$1=OC, xg—'_—-'yg—[“de, x3="[/3+dz;;, (II4=1.

46. Je considére maintenant la quantité (g7 — A%, pour former, comme
au n.° 32, lordre de A. Les coordonnées z; d'un point de la surface étant
linéaires par rapport & la variable «, la quantité g est nulle. Ainsi (¢7— A?)
se réduit & — A% et il n’y a plus qu'd envisager la quantité h. En désignant
par des accents les dérivées prises par rapport 4 w, on trouve aisément:

=L y.y:2:2,.

Dans la seconde hypothtse, la partie principale de h est nn'aaq w2
Done (n.° 30) T'ordre de A, pour un tel cycle, est 2(n'—mn).
Dans la premitre hypothése, la partie principale de % est

n (nr + y’) a bl.wn—f-n'—{»v'_,_g o - n! (n + V)ab’ mn+n/+‘,_2,

suivant que v est inférieur ou supérieur & ». Si v et v sont égaux, ces deux
termes s’ajoutent. Il peut alors arriver que leur somme s’évanouisse. Dans ce
cas, l'ordre de A s'éléve, et 'on peut trouver des exemples ol cet ordre soit
aussi grand que T'on voudra. Dans une surface développable, % est rigoureu-
sement nul. Je dirai donc, dans la premidre hypothése, que Tordre de A est
2(n' —n+1t), le nombre ¢ étant le plus petit des deux nombres », v/, et pou-
vant les dépasser dans le cas seulement olt » et »° sont égaux.
47. De cette analyse, je tire enfin cette conclusion:

Soit une surface gauche de degré m et de rang r;

Soit, sur cette surface, une génératrice singulid¢re G, ligne-
origine d’un cyecle de nappes dont le plan tangent P soit constant
le long de cette ligne, et dont 'ordre et la classe soient n et v;

Soient #', v (n'>>n) 'ordre et la classe du cycle de la section
(S) faite dans ce cycle de nappes par un plan mené arbitrairement
au point ol G rencontre la ligne de striction;
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Soit, en outre, ¢ un nombre qui est nul si la tangente & 1’0~
rigine du eyele (S) n’est pas dans le plan P; qui, dans le cas op-
posé, est égal au plus petit des deux nombres v, J, pouvant, en
outre, surpasser v et »' si ces derniers nombres sont égaux.

Entre les 61éments analogues, et relatifs & toutes les génératrices
telles que G, existe la relation

X —n -ty =2(r —m).

La singularité ordinaire correspond au cas n=1, n' =2, ¢=0. La for-
mule fournit alors 2(r —m) pour le nombre des génératrices singulitres d’une
surface gauche ne possédant que des singularités ordinaires. Ce dernier résultat
se démontre directement avec une grande facilité (*).

48. Les surfaces que je viens de considérer dans ce paragraphe n'offrent
pas d’exemple des cycles singuliers dont les lignes-origines sont asymptotiques.
En dehors des surfaces développables, je n’en connais pas d’exemple parmi
les surfaces usuelles. Il est cependant bien facile de former des surfaces pos-
sédant une telle singularité, et I'analyse suivie dans ce Mémoire en fournit
le moyen.

Que Ton envisage la surface dont I'équation est:

(23— B2, 2, 04 + 5 25) 2y = (0} — o).

On vérifiera aisément que cette surface posséde un cycle de nappes (3, 2) dont
la ligne-origine asymptotique est la cubique gauche

3

T4 '} T4

La méme surface posséde, en outre, un oycle (5, 5) ayant pour ligne-origine
la droite x,%,, et le plan z, pour plan tangent tout le long de cette ligne.
On peut & volonté multiplier de tels exemples.

Paris, décembre 1877.

(*) Voyez Association frangaise pour Vavancement des Sciences. Congrds de Nantes 1875,
pag. 237.

Annali di Matematice, tomo IX. 14
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