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19.

Ueber die Transformationen, welche in der Varia-
tionsrechnung zur Nachweisung grofster oder

kleinster Werthe dienen.
(Yon Herrn Minding zu Dorpat.)

Die von Jacobi im 17* Bande dieses Journals S.71 in die Varia-
tionsrechnung eingefiihrten Transformationen, die seitdem schon mehrmals, na-
mentlich noch jiingst in dieser Zeitschrift von Herrn K. Heine, behandelt worden
sind, lassen sich in vollstindig entwickelter Gestalt aus einem algebraischen
Lehrsatze herleiten, der in folgender Formel enthalten ist, namlich:

(A) JZ(" —i{la—b4j),ta—btj—1), .} = q,.

In dieser Formel sind @ und & beliebige, » und j ganze Zahlen; a, bedeutet
in ublicher Weise die Vorzahl von «” in der Entwicklung von (14 a)* und
mufs daher immer gleich O gesetzt werden, wenn v negativ ist; die Summation
nach j umfafst alle Werthe, welche giltige (d. h. nicht verschwindende) Glie-
der geben; der Anblick der Formel lehrt, dafs diese Werthe von j weder
selbst negaliv sein, noch » —j negaliv machen dirfen. Die Formel (A.) ist
daher richlig, wenn » negaliv ist; sie ist auch richtig fir » =0, denn als-
dann erhélt man rechter Hand 1 und linker Hand nur ein giltiges Glied fir
Jj=0, dessen Werth ebenfalls 1 ist. Der Beweis ist also nur noch fiir ein
positives ganzes » zu fihren.

Zur Abkirzung seize man die im Folgenden hiufig auftretende Form
(—a)+(—a—1), =f(a,i), also:

[(@8) = (—a)t(—a— 1)y = (— D {ladi—1—(ati—1),);
so ist far ein negatives ¢ (welches ibrigens hier immer nur eine ganze Zahl
sein kann), f(a,i)==0; fir i=0 wird f(a, 0)=1; fir ein positives ¢ ist:

f(a,i) — (__1); (a-i)(a"l'ii.);a.‘g?)‘-:;(a+i"‘“ .
Auch gilt folgender Satz: Sind m und 7 ganze Zahlen, deren Summe
posiliv ist, so ist:

(—1)"fm, i)+ (—1)f(i, m) = 0;
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hingegen fir m-t+¢ = 0 wird vorstehende Summe = (—1)"2. Es folgt
hieraus f(m, m)=0, wenn m positiv ist; fir ein negatives m ist ebenfalls
f(m, m)=0; fir m =0 aber wird £(0,0)=1.
Um nun die Formel (A.) zu beweisen, werde
2<b—']\]f(b‘_‘a”‘jy V——j)-—a,, = (P(a: b)”)
J

gesetzt; so ist zu zeigen, dafs ¢(a, b, v) auch fir jedes positive ganze v, wie
fir negative » und fir » =0 verschwindet, welche Werthe auch a und &
haben mogen. Schreibt man fir », » —¢ und fir b, b—z¢, wo 7 eine ganze
Zahl bedeutet, so erhilt man:
),E(b—i—j)jf(b- a—i—j,v—i—j) = a,_;+ ¢,
wo zur Abkirzung ¢; fir ¢ (a, b—i, v—i) geselzt ist. Diese Gleichung werde
mit f(b,¢) multiplicirt und die Summe der Producte fir alle ¢ genommen,
welche giiltige Glieder geben, oder auch, ohne solche ¢ vorliufig zu unter-
scheiden, fir alle ¢ von — oo bis - co. Es entsteht so die folgende Gleichung:
FEf, )b —i—j)fb—a—i—j,v —i—j) = Zf(b,i){a, i+ ¢i}.
Wird hier j = u — ¢ gesetzt, so verwandelt sich diese Formel in nachstehende:
‘?sz(b: N —‘H)‘u—if(b_a—'.“: V—u) = ?f(b: i){a,,_,--'— (pi}a

worin die Summation nach # sogleich ausfihrbar ist; man hat namlich nach
einem bekannten Satze:

izf(b,i)(b—ﬂ),u_i = ?(—b)i(b_ﬂ)y—i'}"?(—b—1)1‘-—1 (b — w)—i

(— )+ (—u—1)y = flu, p).
Es ist aber f(u, u)=1, wenn u =0, in allen anderen Fallen ist f(u, u)=0;
folglich ist auf der linken Seite die Summation nach u nicht weiter vorzu-
nehmen, sondern nur =0 einzusetzen, wodurch die zweifache Summe
linker Hand den Werth f(b — a, v) erhilt. Denselben Werth giebt aber auch
die Summe:

=f,¢)a,_; = =(—ba,_;+=(—b—1);_,a,_;

= (8—b),+(a—b—1),_, = flb—a,v);

daher ist 2"/‘(6, i)p; =0.

Nun ist aber bereits bekannt, dafs ¢;= 0, wenn » —i negativ oder
auch gleich Null ist; ferner ist f(b,#) =0, wenn ¢ negativ; daher darf vor-

|
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stehende Gleichung, mit Weglassung der sich unmittelbar als ungiltig ankiin-
digenden Glieder, also geschrieben werden:

’"_%lf@,i)cp(a,b—i,y—-i) — 0.
Wird hier nach und nach » =1, 2, 3, . .. eingesetat und beachiet, dafs
f(b,0)=1, so folgt:
fir v=1 ¢(a,b,1)=0,
fir v=2 ¢(a,6,2)+f,1).9(a,b—1,1)=0,
fir v=38 ¢(,6,3)+7(,1).9a,b—1,2)+7(6,2).¢(a,6—2,1)=0,

u S w.

Die erste> Gleichung ¢ (@, b,1) = 0 gilt aber fir jedes b, also ist auch
pla,b—1,1)=0 und folglich ¢(a,b,2)=0 wiederum fir jedes &; also
p(a,b—2,1)=0 und ¢(a,b—1,2)=0, daher ¢(a, b,3)=0, u.s.f. all-
gemein ¢ (@, b, v) =0 fir jedes positive ganze »; wodurch die Gleichung (A.)
erwiesen ist. Schreibt man darin S fir &, so kann sie auch leicht auf
folgende Gestalt gebracht werden:

i;:Zy(')——l(ﬁ—FV—j.‘i(a—ﬂ)(a—ﬁ_y—i—j—-l)(T—.—Tﬁ—;‘}j{__f) v (@a—F—2v+4+25H1)

= a,,-—

(24

wo alle Glieder der linken Seite durch a— /3 theilbar sind, so dafs die Formel den

Quotienten i’:—ﬂ” auf eine besondere Weise darstellt; ich bleibe jedoch bei

ihrer ersten Gestalt stehen, um noch einige Zusitze daran zu kniipfen.
Wird die Formel (A.) mit 27 multiplicirt und die Summe der Producte
von v =0 bis » = oo genommen, so folgt:

ZZb—j)ftb—a—j,v—j o’ = Za,x" = (14 x)“
Vertauscht n:a; hier » mit ¢4/, so geht diese Gleichung iber in:
SZb—j)flb—a—j, i)z’ = (1+a)"
Es ist aber: Y
iZ‘f(b —a—j, )@= 1+ a)tY L o1+ 2)0H1 = (14 2)*=t+-1 (14 2a);
dies giebt nach Aufhebung des gemeinsamen Factors (1-} x)* die Formel:

Z¢—jyte+oy = LET

oder wenn 4x(14x)=12, 2(1+z)=1+y1+ 2 geselzt und a fir 41
geschrieben wird, so erhalt man folgende Reihe:
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(H—l__’H-Z)"
Vit=
a (a—3)(a—4 (a—4)(a—5)(a—6)
2 {1+(a_2)4+ <“>+ 1.2.3 ( >+ }
Setzt man in der Reihe (A.) fir & den Werth », multiplicirt wieder mit =~
und addirt nach », so entsteht: :

22 —j)if(v—a—y), V/—-j) ' =Za,xr" = (14 x).

Wird hier wieder ¢-j fir » eingefihrt, so erhalt man auf der linken Seite:
?lz_‘z'jf(z' —a, i)z,
oder weil Zi; o’ = (1+ ),
] Sfi—a et o) = A+,
d. h. wenn 2 die vorige Bedeutung behilt:

N o —3) t—4) (a—>5
AyTFey = {1 +a 3+ 252D+ 5352+

Es sei jelzl @ eine positive ganze Zahl n, und wieder & gleich », so giebt
die Formel (A.):

= —ifv—n—j,v—j) =
Multiplicirt man diese Gleichung mit #” und summirt von » =0 bis » =n,
so erhilt man auf der rechten Seite (1-4-)"; setzt man-auf der linken wieder
v =714, so entsteht die Formel:

ESifli—n,i)a = (4o,

i

worin jedoch nur solche positive Werlhe von ¢ und ; giiltig sind, welche ¢-};
hochstens gleich z geben. Es wird aber far i=n, f(i—n, ¢)=f(0,n) = (—1,"",
und zu é=n gehort der Werth 0 von j; also entsteht fir é=mn, j=0 in
vorstehender Summe das ‘Glied (—1)"~'2". Ferner ist:

fi—mni) = (n—i);+(n—i—1),_, = 0,
wenn n— 2¢ negativ ist; folglich beschrinken sich die giltigen Werthe von
¢ auf die Reihe 1, 2, 3, ... n/, wenn n’ die grofste in % enthaltene ganze

Zahl bedeutet, und da #; = 0 wird, wenn j ¢ ist, so folgt:

J=n=—i

. j=i . .
S hr! = Tha' = (14 2);
=0 =0
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daher erhilt man:
g}(.'_n,i){x(i+x)}i+(—1y~—lx~ — Aty
oder

(A4x)y4-(—=1re = 14nx(142)+ "(f_'z“a){w(1+x)}*+-..

+n(n——n’—-—i)(n—n'—Z)...(n—2n
1.2.3...»

Alle diese iibrigens lingst bekannten Formeln ergeben sich, wie man sieht,
mit grofser Leichtigkeit aus der Grundgleichung (A.), was zu zeigen der
Mihe werth schien; fir den gegenwirtigen Zweck bedarf es ihrer jedoch
nicht, wohl aber einer anderen Formel, die der zuletzt entwickelten ganz analog
ist und ebenso wie diese aus der Grundgleichung abgeleitet werden kann.
dr(vw)
~z oder

e + o).

Sind némlich » und w zwei Functionen von x, so ist s

wie ich kiirzer schreibe:
d(ow) = Zn, 0" "w";
v
also

d'(vw) = EZ(v—j)if(v —n—j,v—j). v w
Y J

oder, v —j =1 gesetzt:

d(vw) = =22 if(i—n, i) o= gpUth,
i j

wo die Summation alle positiven Werthe von ¢ und j umfafst, fir welche
¢-+j=n ist. Hieraus folgt aber ebenso wie vorhin:

i=n’

d (vw) = = Zijf(i—n,i). 07 w0+ L (—1)"'v 0™,

=0 j

unter der Bedingung i-+j=mn. Es ist aber:
i e
%; zjw(l-i—t)v«—J—l) — d’(v"“ ‘)w(");
j=

daher folgt:
(B) d(vw)

i=n’

= fli—mn, 1) di (0" w®) 4 (—1) o, w™
=0

|

oder:
% n » N2 ! —3 n— "
d"(vw)+(—1yv.w" = v™w -+ nd(®"Dw )+£—(;'—.2—-)d2(v( Yw'")4-

n(n—n'—1)(n—n'—2)...(n—2n"41) 1.0, ety
e I e
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Mit Hiilfe der Formeln (A.) und (B.) lassen sich nun die Jacobischen
- Sitze auf folgende Art herleiten: ‘ ,

Der erste Satz kommt fast unmittelbar darauf zurick, dafs ein Aus-
druck 4 von der Form:

4 = yd"(A(y?)™) —ytd"(Ay™)
sich auf nachstehende Gestalt bringen lafst:
4 = d(B, ')+ d*(B,t")+ -+« +d™(B.t™),

wo die B durch A, y und deren Ableitungen nach x ausgedriickt werden,
von ¢ aber unabhingig sind.

Es ist (y¢)™ oder d"‘();t)-—Zm y""'/"t(f‘) folglich:
yd Uyt ™) = Zm,,yd"‘(QIy(”"”)t(*" = ZZm, m,y L Hdm=e Yy ),
u u e

Werden hier alle Glieder zusammengefafst, fir welche ©--¢ denselben Werth
A Hat, so erhilt man:

@Ay O") = IG = 4t
wo &= Sm.m;_,yd"*(Ay™*?) ist. Die Summation nach i erstreckt sich
auf alle Werthe von 1, welche giltige Glieder geben, eben so auch die
Summation nach & Der Anblick der Formel fir &, zeigt, dafs 4 die Werthe
0,1, 2,3,... bis 2m, ¢ die Werthe 0, 1, 2, ... bis m erhalten mufs;

wenn jedoch 2 kleiner ist als m, so werden alle die Werthe von ¢ ungiltig,
welche grofser sind als . Wird noch fir &, A—m | u eingefiihrt, so folgt:

& = Zman;_ yd " (Ay),
©

wo der Buchstabe & nur vorliufig zur Abkirzung fir seinen Werth A—m-}u
beibehalten ist. Um nun den Factor y unter das Differentialzeichen zu brin-
gen, dient die bekannte Formel:

yd"v 2(——1)’11 d"’”(y‘”’v)
durch deren Anwendung & folgende Gestalt erlangt:
& = (=1 m_ m, (mn—g¢),d"=" (U yW y»),
u v
Es ist aber immer m,(;m —¢), = m,(m — v),; setzt man noch fir & seinen
Werth A —m -, so ist my_ =m, ,=m,, m—e—v=2m—A—u—v;
daher:
€ = ZZ(—1) mm, (0 — )y, dE (U y Wy ),
" v

Journal fiir Mathematik Bd. LV. Heft 4. 39
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Um diesen Werth auf das einfachste zu schreiben, setze ich noch

2m — 24— u —v = ¢ und bezeichne Ay y™ mit Q(u, »), so folgt:
& = ZEZ(—1ym,m, (m—)_p, 37 Q(u, 7).
r v

Dieser ohne alle Schwierigkeit sich darbietende Werth von €; gewinnt nun
eine neue Gestalt, in welcher sich die B leicht erkennen lassen, wenn man
die Gleichung (A.) zur Verwandlung des Factors (m—w),_,,, verwendet.
Setzt man némlich in (A.) m — v fir a, A fir b, A—m-{u fir », so folgt:

(Mm— V)i = f(l —Iifh—m+tv —j,h—m+p—j);

daher:
& = SZZ(—1)ymm,(A—j)f(h—m+v —j, i—m+p—j)d"* Qu,v),

i opur
wo die Summationen nach j, u, » iberhaupt alle giltigen Glieder umfassen.
Aus diesem Ausdrucke nehme man das zu j = 0 gehorige Glied heraus, nam-
lich ==(—1)ym,m,f(A—m-+tv, A—m+uw)d"**Q(u,») und bezeichne es

u v
mit 4*3B;, indem man selzt:
B = 22(-—1)’m#m,f(l - m+Vl A—m '{":u‘)dq Q([J, V)
u v
so wird, da durch Verwandlung von 4 in A—j, ¢=2m —24 —u—v» in
g+ 2j ibergeht: |
B = ZZ(—1ymm,flh—m+v—j, i —m+p—7)d"*¥ Qu,»),
daher: 3
FP, ; = ZZ(—1y mum f—m+v—j,d—mtp—7) A7 QO (u, ).
pov
Vergleicht man hiermit den vorstehenden Werth von €;, so folgt:
& = Z(1—j)d"VP,;.
J

Oben war 4 - =3¢ ®; also ist:
2
448t = 21‘;(1 —jyt®d*=Y g, ;,
J

oder wenn fir 2, I4j gesetzt wird:
44t = ‘1?;;ljt(l+f'>d‘—f$,.
Es ist aber )21,-1,‘"“’11"1'23, = d"(B;t?); daher:
A48t = Fd’(&B,t“’).
Bemerkt man nun noch, dafs zufolge der obigen Werthe €, = B,= yd"(Ay™)
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ist, und zieht demgemifs die Gleichung €,¢==B,¢ von der vorstiehenden ab,
so folgt:
4 = %‘d’(%zt“’),

wo die Summation sich auf alle giltigen Werthe von ¢ erstreckt, mit Aus-
nahme von /=0. Die Betrachtung des obigen Ausdrucks fir B, lehrt aber
sofort, dafs darin # und » nur positive und nicht iber m hinausgehende
Werthe erhalten diirfen, um giiltige Glieder zu geben; da nun f(a, ) =0 ist,
wenn ¢ negaliv, so folgt, dafs B, =0 wird fir ein negatives 4, da solches
einen negativen Werth von A —m- u herbeifihren und mithin in B, den
Factor f(A—m -+ v, A—m+ p) =0 machen wirde.

Es lafst sich ferner leicht zeigen, dafs der obige Werth von 8; keine
Glieder enthalt, fir welche ¢ negativ wirde. Vertauscht man namlich u« mit
v, so bleibt Q(u, v)=Uy*y ungeindert, eben so auch g=2m—24—u—v;
es gehort daber in B, zu einerlei Q(u,») und ¢ der Factor:

m,m, {(—1)f(h—m+v,h—m+u) 4 (—1)f(A—m+pu, A —m 4w}
Dieser Factor ist aber nach einer friiheren Bemerkung gleich Null, wenn
(A—m+p)+ (h—m-+v) = —¢q von Null verschieden und positiv ist; also
kommt in der mit B, bezeichneten Summe kein Glied mit negativem ¢ vor.
Es bedarf kaum noch der Erwahnung, dafs derselbe Beweis auch giltig bleibt,
wenn w ==y angenommen wird.

Es ist endlich noch zu zeigen, dafs der aufgestellte Werth von 8B;
auch der Bedingung entspricht, wonach fir 2 >m, B,=0 werden mufs.
Dies ist aber augenscheinlich der Fall; denn wenn A>>m ist, so wird
R4 —2m--u+tv = —gq positiv, weil x und » nur positive Werthe erhalten
oder gleich Null sein konnen; da aber alle Glieder mit negativem ¢ hinweg-
fallen, wie so eben gezeigt worden, so folgt B;==0 fir 2> m.

Demnach wird:

— I;dl(%[l(l)) _— d(%lt’)—f' d2($2tll)+.'._}__dm(%mt(m))’

wo:
B =ZZ(—1ym,m,{(m—A—)i_my,t (M—A—v—1)1_pipuu} di( Wy Wy ™),
und: .

g = 2m— 22. —u—v = 0.
Es sei A—m+}u =4k, daher m —v — L==q+lc so lifst der Werth von 58;
sich auch also schreiben:
B=Z(-- 17y omellg O ()i,

39 *
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_ Die Summationen nach ¢ und % erstrecken sich auf alle Werthe, welche giil-
tige Glieder geben, also far ¢ von Null bis m — 4, fur & von Null bis zu der

kleineren der beiden Zahlen A und m—24—gq.
Ich setze einige nach diesen Formeln berechnete Beispiele her. Es ist:

A=m
4 = yd"(U(yt)™) —ytd"(Ay"™) = = d* (Bt ™)

fir m =1 wird B, =Uyy.
m=2. B,=2d.Uyy +2U(yy" —2¥'y"). B,=Uyy.
m=23. B,=3d*.UAyy" —3d.ABy'y" —yy"") 4+ 3UBy"y" — 2y'y"").
B, =3d. Ayy'+ 3URyy" — 3y'y'). B,=Uyy.
m=4. B,=4dAyy"} 4" Ay — by'y" ) +124. ARy "y —y'y™)
+4ABy"y" — 4y"y").
B, = 6d> . Uyy" 4 12d. U (yy" —2y'y")
U (yy"™ —16y’y" +18y"y").
By = 4d. Uyy' + 4UQByy" —4y'y'). Bi=Uyy.

Nach dem zweiten Satze Jacobis lifst sich die Variation von:

dF dF dF ngn dF
V = F—d-a;,——l'-dzzy',—f—"'-i—(—-i) d‘ -d__)'_('_'-) = V,.,

wo F'=f(z,y,y,y",...y®), auf folgende Gestalt bringen:
OV, = Ay +d(A,dy")+d2Wy") + - - 4 d"(U, Iy™).
Werden in der entwickelten Variation JV, sammiliche Glieder, welche ———d‘;f:)

enthalten, von den iibrigen abgesondert, so kann die Summe der letzteren
passend durch (JV,_,) angedeutet werden, und setzt man noch zur Abkirzung

&= ¢, so ergiebt sich:

IV, = (0V,)+ % dy® —d (——Z;f’, d‘y(n))
d d
+a(Fhoy®) — o (—ytam ()

d dp ¢, d "
+(—tra{ G oy + 250y + o 45 0y},
dy. ly! dy

oder:
Ty "yl d .
av,—(V..,) = (—1) = U,y (—1rd (@%_)Jy( ),
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wo gesetzt ist:

2 n— d ' n— n
U._, =d F(E}_,_((’:l_)()‘y(#))_l_(_j) v 19 d gy,

. . d d*F
Wird hier dy?;‘) & dy® mit v und dy mit w bezeichnet, so erhilt man:
U,_, = d*wvw)+ (—1)+*ow" ",

also nach Formel (B.), wenn durch (7 —u) die grofste in ";“ enthaltene

ganze Zahl angedeutet wird:

i=(n—u)’

U = 3 fl+u—n,i)di@"—"Dwd)
=0

n—p

Der Werth von f(¢4u—mn, i) ist:

n—p—p—i—1)(n—p—i—2)...(n—pu—2i+1)
1.2.3...: '

Stellt man endlich fir v und w ihre so eben gesetzten Werthe wieder her,
so folgt:

i=(n—p)"

U, = = flitp—n, z)d”’f’(d“’ﬂ-”(W) gy®),

wodurch JV, —(dV,_,) und damit OV, selbst auf die verlangte Gestalt ge-
bracht ist.
Dorpat, im December 1857.




