
Sugi' integrals polidromi

delle equazioni algebrico-different .

del primp ordine .

(Da GIULIO \rIVAVTI, a Man/ova .!

1 . In una breve Nota : Gus Tlreoa a r me/n wertlrigcr I='rrnclionen pub-
blicata nella Zeitscbrift fir Math. u. Ph., tomo 34, pag . 382-384, ricordando
alcune importanti ricerche, di L . Fuciis (*) sulle equations differentials del
primp ordine, ho aceennato come a taluni dci risultati da esso ottenuti potesse
giungersi partendo Bath considerazione di alcune sempliei proprietir Belle fun-
zioni polidrome . Mi limitai allora a far vedere come tail funzioni possano di-
vidersi in due ,famiglie, secondoehe i'insieme de' valori press Bath funzione
per un valore qualunque delta variabile non e od c (in tutto od in paste)
condensato (**), e a stahilire i due seguenti teoremi :

Teorema ,? . Una funzione e la sua inversa appartengono ad una stessa

Teorema B. Se l'integrale d'un'equazione algebrico-diff'erenziale del
prima online i; una funzione delta 2.a f'amiglia, ee se i sups punts sin golari
sono isolati, i valori di esso per un valore qualunque delta variabile costitui-
scono un insieme totalmente condensato entro un eampo connesso o no

Dell' applicazione di quests principii alla teoria Belle equazioni algebrico-
differel.ziali del primp ordine offr0 un primp ed incompleto saggio nello se-
guenti pagine .
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lunque valore delta •ariabile prendono un insieme non condun ute di valori ; tutte lc altre
funzioni appartengono alla ?: famiglia .
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2. Premetto due lemmi di cui si vedra piu innanzi 1' applicazione .
1 .° Se con z Si rappresentano gli elementi d' un insieme di valori com-

plessi, a con p si denota un ramo d' una funzione algehrica i cui punti di
diramazione non coineidono con alcuno dei pun ti z, 1'insiemae dei valori p(z)
e o no condensato, secondoche to e o non to a l' insieme dei valori z.

Infatti sia 1' insieme z condensato ; cia vuol dire che esiste un certo insieme
continuo (rappresentabile net piano delta variabile z mediante un campo C)
di cui tutti i punti a sono punti limiti dell' insieme z . Ora e chiaro che, se
un certo insieme parziale di valori di z ha un punto limite a, l' insieme dei
valori corrispondenti p(z) aura per punto limite p(a) ; donde segue che ogni
punto del campo B costituito da tutti i valori p(a) corrispondenti ai vani punti
del campo C sara punto limite dell'insieme p(z) . Cioe questo insieme sara con-
densato net campo B . - Siccome poi 1' inversa delta p e una funzione pari-
menti algehrica, cosI e chiaro che l'insieme p(z) sara condensato sempre e
soltalito quando to sia l' insieme z.

2 .° Se y e una funzione di z che per un certo valore z di z (in cui
si eomporta regolarmente) prende in fniti valori aventi un punto limite y, e
se la funzione inversa si eomporta regolarmente per y =y, i valori di que-
st' ultima funzione per y = y avranno per punto limite z .

Infatti, poiche fra i valori di y per z = z ve n' hanno infiniti che diffe-
riscono da y meno d' una quantita assegnata ad arbitrio, cio vuol dire che la
funzione z di y prende it valore z in punti y tanto vicini quanto si vuole
ad y ; donde segue che essa prendera net punto y valori vicini quanto si
vuole a z.

Come conseguenza si ha che :
Se una funzione y di z prende per ciascuno dei valori z d'un insieme

continuo un insieme condensato di valori, la funzione inversa prenderl pari-
rnenti un insieme condensato di valori z per ciascuno dei valori y di un certo
insieme continuo (efr. n .° 1, teorema A).

3. Se y = p(z) a una funzione polidromi, imagineremo i suoi valori de-
posti (come ordinariamente per le funzioni algebriche) sopra una superficie
connessa a piu fogli o riemanniana R, che possiamo figurarci generata cot
processo di continuazione Belle funzioni analitiche di WEIERSTRASS (*) . La B

(*) Cfr. VOLTERRA, Sulle funzioni analitiche polidrome, Rend, dell'Acc. dei Lincei,
1$88, 2.° Semestre, pig . 355-361 .
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centers, oltre ai punti net cui intorno la funzione si comporta regolarmente
(punti ordinari), anche i pun ti regolari di diramazione, cioe quei punti di di-
ramazione in cui la funzione non diviene indeterminate ossia non ha una sin-
golarita essenziale. Tale punti devono formare sulfa R un insieme isolate (*~ ;
quindi potremo sempre congiungere due punti qualunque (z,, y,), (z2, y2)
dells R mediante una lines l avente le seguenti proprieta :

1 .° Nessun punto di l, salvo tutt'al piu gli estremi, e un punto di
diramazione ;

2.° Per ciascun punto di l pus determinarsi nit intorno finito non con-
tenente alcun punto di diramazione, eccetto tutt' al piu it punto stesso quando
esso a uno degli estremi .

Segue da cib che, se net piano z si pane dal punto z, cot valore y, di y
e si segue la prolezione delta lines l, Si arrives al punto z2 con un valore
unico a determinate di y, se (z,, y,) a un punto ordinario, con un insieme
enumerabile (**) di valori di y, se (z,, y,) a un punto di diramazione .

4. Abbiasi un' equazione algebrieo-differenziale del prime ordine

dz (a)

ossia :

F' (d z y,

	

z) (giL
)m + ~s (y, z) (di )

m
+ . . .+urn (y, z) = p, (~)

dove f e una funzione algebriea contenente effettivarnente ambe le varia-
bili y, z, e F, l~o, ~,, . . ., J m sono funzione raztonali intere dei lore argo-
menti ; a sea y = ~(z) l'integrale di quests equazione che in inn certo punto
z = z o prende un valore prefisso y o . I punti z net cui intorno la funzione y
non si comporta regolarmente sono (***) :

a) Quelli in cui, y essendo finito, dy a infinite ; ossia in cui y prende

due valori eguali ;

('s) Ciod intorno a ciascun punto di diramazione puo descriversi sulfa R an cerehio non
contenente alcun altro punto di diramazione . Parimenti intorno a ciascun punto ordinario
pud descriversi an cerehio non contenente aleun punto di diramazione .

(~`) Poicho tale a l' insieme dei fogli dells 1? . --- Vedi Vo1.TEiutA, Meet, cit.
(4 *) 1 RIOT et BOUQUET, I ech. sur la th. des fonetions, Paris, 1856, peg . 50, 52. -

In questi punti, che ordinariamente si comprendono lotto it nome di purti di diramazione,
l'integrale puo divenire indeterminate senza diramarsi . Per es . i punti di diramazione del-
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b) Quelli in cui la (R), considerate come un' equazione algebrica ri-

spetto a z ha una radice multiple .

Nei punti a) sussiste fra y e z la relazione

~o(y~ z) = O ;

nei punti b) la relazione :
D (y, z)=0,

dove D (y, z) e it discriminante delta (j3) rispetto a dy
dz

5. Supponiamo the per un certo valore di z, the diremo z, 1' insieme dei
valori di un integrals y (individuate da un certo valor iniziale y o di ,y) sia
condensato. Allora, essendo y' = f (y, z), anche i valori di y' per z = z for-
meranno (n.° 2, lemma 1 .°) un insieme condensato ; a se z + dz e un punto
vicinissimo a z, anche 1'insieme dei valori y dz sera condensato, e to sera
pure I' insieme dei valori y + y d z, giacche y + y' d z = y + f (y, z) dz = x (y),

x denotando una funzione algebrica. Ma y -{- y"dz rappresenta i valori the
prende ,y net punto z + dz ; quindi si conclude facilmente, ripetendo it ragio-
namento fatto pet passaggio da ciascun punto ad un punto prossimo :

Teorema I . Se un integrate d' un' equazione algebrico-di fferenziale di
primp ordine prende in un punto un insieme condensato di valori, la stessa
eosa ha luogo per qualsiasi altro punto di cui esso si comporta regolarmente .

E Si ha pure
Teorema II . Nel case del teorema precedents anche y' prende in ogni

punto un insieme condensato di valori .
Osserveremo anche the y', considerate come funzione di y, prendera un

insieme condensato di valori per ogni valore di y ; infatti siecome (n.° 2,
lemma 2 .°) la funzione z di y e delta 2 . a famiglia, to stesso aura luogo (pet

1'integrale dell'equaziono differenziale :
4

=0,

soup dati da s' = 0 ; era z = 0 nou e on punto di diramazione propriam r to l tto, ma
beusi an punto sinaolare essenziale deli' integrale :

J=yo sen1 +\'1-yo cusi ,

ii quale a una funzione uniforms .
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teorema precedents) per
dz

considerata quale funzione di y, e quindi anche
y

per dz
Supponiamo che l'insierne dei valori presi da un integrals y in un punto z

consti d' un insieme I condensato in un certo cameo C e di un insieme J di
altri valori esterno a questo cameo, e sia y, un elemento di I, y2 un elemento
di J. Si pub sempre descrivere net piano dells variabile z una lines chiusa l
passante per z e tale che, se si parts da z cot valore y, di y, vi si ritorni
cot valore 92 . Ripetendo it ragionamento fatto a proposito del teorema I eel
passaggio da ciascun punto di l al punto successive, si vede che 92 deve far
parts d' un insieme condensato . Cioe

Se y e una fun zione delta 2! famiglia, i suoi valori per ciascun valore
delta variabile si distribuiscono in uno o piic gruppi eondensati (efr. n.° 1,
teorema B) .

6. Ii numero dei punti in cui y e dz prendono, tra gli altri, uno stesso

valore determinate a, e finite ; infatti quei punti sono dati dall'equazione al-
gebriea F(a, a, z) _= 0 .

I punti regolari di diramazione delta specie a) sono quelli in cui, y es-
sendo finite, y' diviene infinite. Ora, se y e delta 2.a famiglia, to sari pure y'
(teorema II) e quindi anche Ia sua funzione inversa (teorema I), e i punti z

in cui ' = ao costituiranno in generate un insieme P in tutto od in parts

condensato. Questo insieme non mutera di natura se da esso si tolgono i
punti, in numero finite, nei quali y = ao . Dunque i punti regolari di dirama-
zione delta specie a) formano un insieme condensato .

Se invece y e delta l .A famiglia, l'insieme P, quindi anche I'insieme dei
punti regolari di diramazione delta specie a), non sara condensato. - Veniamo

ai punti dells specie b) . Se si pons
z

= u, derivando la (a) si aura :

d u

	

f

	

a_f
dz

	

ay
u-}-

az'

ed eliminando y tra quests equazione a la (a) :
du
dz = f+(u, z),

Annali di Matematica, tome X IX . ,



34

	

Viva nti: Sugl'integrali polidromi

dove f, e simbolo di funzione algebrica . Dunque Ia funzione u, che come y
e (teorema II) dells 1 . a famiglia, a I'integrale d'un'equazione algebrico-dif-
ferenziale del primo ordine. Inoltre, siccome nei punti di diramazione dells
specie b) di y u prende due valori eguali, questi saranno punti di dirama-
zione delta specie a) di u, a quindi, per cib che si e detto poc'anzi, costi-
tuiranno un insieme non condensato .

Riassumendo :
Teorema III . Se y e l'integrale d'un'equazione algebrico-differenziale

del primo ordine, IN GENERALE l'insieme dei suoi punti regolari di dirama-
zione e o no condensato seeondoehe la funzione y di z e delta 2.a o delta
1.' famiglia.

Pub avvenire in qualehe case specials che, pur essendo y dells 2 . a fa-
miglia, l'insieme dei punti regolari di diramazione non sia condensato (*) . Ne
vedremo un esempio piit avanti .

7. Un integrate y d' un' equazione differenziale del prima ordine fra y e z
e (**) una funzione di z pienamente determinate, quando e stabilito che uno
dei valori di y per un certo valore zo di z sia una quantit'a assegnata yo .
Variando con continuitb yo , varia in generate nello stesso modo it campo di
esistenza C (***) delta funzione y ; quindi potra prendersi una serie continua di
valori yo per modo che i campi C corrispondenti abbiano una porzione co-
mune P, la quale necessariamente conterrb z,,, e che (z 0 , yo ) sia un punto
ordinario per tutte le funzioni y che si considerano . Cib posto, su ciascuna
dells superficie R corrispondenti alts vane funzioni y potr descriversi (n.° 3)
intorno a (z0 , yo) un cerchio non contenente alcun punto di diramazione, e i
raggi di questi cerchi avranno un limits inferiors pa diverse da zero . Descri-
viamo net piano z intorno al punto zo un cerchio di raggio p o ; preso un
punto qualunque z, interno a questo cerchio ripetiamo su di esso la stessa
costruzione, a cost di seguito . I cerchi descritti ricopriranno una certa por-
zione Q dell'area P. Se era si parts da zo coi diversi valori iniziali yo delta
serie continua considerate, a seguendo una lines l tutta contenuta entro Q
si va ad un punto z, posto nell' interno o sul contorno di Q, le lines che cor-
rispondono ad l sulle diverse superficie R avranno la proprieta, che ciascun

(*) Cid pud accadere soltanto quando la funzione inverse dells ,y' = '(z) . pur essendo
dells 2.a famiglia, prende per y' = oo an insieme non condensato di valori .

(**) Salvo casi eccezionali . Vedi Fucas, Sitzungsb ., 1886, peg . 297 .
(kkk) per campo d'esistenza d' una funzione intendo Ia proiezione sul piano dells va-

riabile indipendente dells superficie R definite net n .° 3.
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punto di esse, salvo tutt'al piu z,, e un punto ordinario a possiede un in :
torno finito contenente soltanto punts ordinari . Da cib segue che, per una
deterrninata lines l, a ciascun valore y o corrisponde, come valor finale di y
pet punto z, un va.lore unico a determitrato y, .

Si domanda ors se, mentre Yo varia con continuita, possa Y, rimanere
costante. Se cib fosse, partendo da z, cot valore iniziale y, a seguendo la
lines l in senso inverso, si dovrebbe giungere in zo con un' infinity di valori
finals differenti Y o formanti un insieme continuo ; ma cib a impossibile (vedi
n .° 3 in fine), perche un insieme continuo non e enumerabile. Dunque, fssata
la lines l che senza uscire da Q va da zo ad un punto z, posto nell'interno
o sul contorno di Q, it valore finale y, dipende in modo unico dal valore
iniziale y o a varia con esso.

Deve notarsi perb che e n,ecessario stabilise sin da principio quale fry le
radici y' o dell'equazione a.lgebrica :

F(y'0, yo, z 0) = 0

si voglia prendere come valore iniziale di ,y' .
8. Le considerazioni precedents si semplificano assai quando l'equaz n

differenziale a di tat natura, che i punts di diramazione dei suoi integrals n
variano di posizione al variare di Y ° , ossia sono fassi. In tat caso it cameo C
e identico per tutu gl' integrals e i camps F, Q coincidono con quello ; sicche
pub asserirsi che i valori di y in un punto qua inn que di C dipendono da y o
e variano con esso .

Sia in particolare (Z, Y) un punto regolare di diramazione ; Y dovra
variare con Yo , mentre Z e fisso . D' alts paste, poiche Y e legato a Z da
una o Ball' alts Belle due relazioni

'o (Y, Z) = 0,

	

D(Y, Z)=0,

dovrebhe anche Y essere fisso . Ne segue di necessity :
1 .° Che q., (y, z) deve ridursi ad una funzione µ(z) non contenente y (*) ;
2.° Che solo net caso in cui D(y, z) contiene un fattore '(z) indipen-

dente da y esistono pun ti regolari di diramazione delta specie b), a quests sono
radici delta v(z) = 0, - mentre ogni fattore di D(y, z) contenente y, egua-
gliato a zero, costituisce un integrate singolare dell'equazione differenziale (**),

() Cfr. Fucns, Sitzunsb., 1884, pag. 706.
() Cfr. Fucns, Sitzungsb., 1884, pag . 704 . - PozrzcaaE, Acta Math ., tomo 7, pag. 3 .

- Come a noto, gl'integrali singolari d'un'equazione algebrico-differenziale dei prima ordine
annullano identicamente it discriminante di essa rispetto ad y' .

(7)
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Quanto ai punts d' indeterminazione, b ehiaro ehe anche per quests non
pub sussistere alcuna equazione algebrica fra y e z essendo in essi y inde-
terminate. Dunque i punts di diramazione (punts regolari di diramazione e
punts d'indeterminazione) sono dati dalle due equazioni algebriche :

p(z)=0,

	

v(z)=0,

e quindi sono in numero finito ; e pub concludersi the ogni integrate y e una
funzione determinate in tutto it piano z, fatta eccezione tuft' al piu per un
numero finito di punts; e ehe la superficie R corrispondente ricopre 1'intero
piano, ha un numero finito di punts di diramazione, ed ha per con torno un
numero finito (o hullo) di punts (i punts d'indeterminazione) .

Dope cib, se si descrive una lines l the vada da zo ad an punto qua-
lunque z, del piano z senza passare per alcun punto di diramazione, ii valore
di y (e quindi anche quello di y') con cui Si giunge in z, lunge la l par-
tendo da zo cot valore iniziale yo di ,' saga funzione uniforme di y o e delta
radice y'o delta (y) the fu scelta come valore iniziale di y' (*) .

9. Sia to una lines chiusa passante per z,, l, una lines the va da zo
ad un altro punto z, ; a su lo , l, non stia alcun punto di diramazione . Sieno
inoltre y o ,

	

i valori di y, y' con cui si ritorna in zo dopo aver percorso
la lines to partendo da zo coi valori iniziali yo , y o ; - e y, y', ; y , y',
quells con cui Si giunge in z, dopo aver percorso la lines l, partendo da zo
rispettivamente coi valori iniziali j,, y o ; yo, y o . Si aura, essendo 12 una fun-
zione uniforme (n .° 8) :

y"! = 12 (y0, y 'o),

	

y _ 12(yo,- y o) •
Supponiamo the uno y', dei valori di y' in z, sia indipendente da y o (**) .

Allora sera, denotando con k una costante

S2 (yo, y'0) = k ;

e, poichb quests equazione non pub stabilise una nuova relazione fra le yo , y' o

gia legate fra lore dalla (y), ease sera soddisfatta anche da qualunque altra
coppia di valori y,~y' per cui sia F(y', y, zo) = 0. Sara dunque S2(yo , y' o) = k,
quindi y', = y', ; ciob tufts i valori di y' net punto z, saranno eguali . Pos-
siamo concludere

(*) Cfr. POINCARE, Acta Math., tome 7, peg. 9.
(x) Perehe do avvenga, a ehiaro ehe quel valore di y' dev'essere indipendente anche

da y ; doe la (~) deve avers per x x~ una rad ice indipendente da y .
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Teorema IV. Se uno dei valori di y' in un punto e indipendente da yo ,
in gust punto y' prende questo solo valore .

Alla classe di punti ore considerate appartengono i punti regolari di di-
ramazione dells specie a), poiche in essi, qualunque sia yo , uno dei valori di y
e oc. In quei punti adunque y' prendera it solo valore oo, donde segue che :

Teorema V. I punti regolari di diramazione dells specie a) sono gli
stessi in tutti i fogli delta super ficie R .

Sia era z, un punto d' indeterminazione . Siccome esso a tale qualunque
sia y o , cost, se S (y o , y' 0 ) e indeterminate, to saga pure SZ(y o , y'o ). Dunque :

Teorema VI. I punti d'indeterminazione sono gli stessi in tutti i fogli
delta R .

10. Teorema VII . Date un pun to z, diverse dei punti d'indeterminazione,
;quo sempre prendersi yo in mode cite uno dei valori di y per z = z, sia una
quantita data y, . -- Infatti, prendendo z, come puuto di partenza, a consi-
derando 1'integrale dells (f3) che net punto z, ha it valore iniziale y, 7 uno
qualunque dei valori che esso prende net punto zo soddisfara site condizioni
richieste per la quantita Y o .

11 . Supponiamo che ogni integrals dell'equazione (() a punti di dirama-
zione fissi sia una funzione delta 2 . a famiglia . Dal teorema precedents segue
che i eampi di condensazione corrispondenti ad un valore z, qualunque di z
per tutti i valori possihili di yo ricopriranno (infinite volts) l' intern piano y
Date quindi un valore y, si potra sempre scegliere yo in mode che it tempo
di condensazione dei valori di y corrispondenti a z = z, contenga (net sue
interno o sul contorno) y .

12 . Fatta quests semplice osservazione, riprendiamo l' equazione (i3), e
poniamola sotto la forma seguente :

Idz

	

~z, y) - ~m (y, z)

	

)m + Ym-i (y, z) \Idz
dJJ

)m-1
+

. . . +

i0 (y,
z) __ 0. @)

Supponiamo che anche l' integrals z = e(y) delta (d'), come quello y = p(z)
delta (3), abbia i punti di diramazione fissi ; cioe che i punti di diramazione
dells e(y) steno indipendente dal valore iniziale zo che si vuol assegnare come
corrispondente al valore yo di y. La coca pub anche mettersi lotto altra forma ;
pub dirsi cioe che, fissato sin da principio un valore zo a denotando con z0 , yo
una coppia di valori corrispondenti di z, y, i punti di diramazione z = Z
dell' integrals delta ((3) e quelli y = Y dell'integrale delta (d') sono indipen-
dente dei valore yo . Ammettiamo inoltre che fra i punti di diramazione dells
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specie a) di ciascuno dei due integrals uno almeno sia regolare, a denotiamo
piu specialmente con Z, Y due punts di quests natura . Nel punto Z di tutti

i fogli dells superficie R corrispondente ally funzione y = p(z), dz diviene in-

finity (teorema V) . Parimenti net punto Y di tutti i fogli dells superficie R

corrispondente ally funzione z = 6(y), dy diviene infinity ; cioe dz si annulla

per tutu i valori di z date dally z = 0(Y) o, cia the e to stesso, dally p (z) = Y.
Ora, se y = ~p(z), e quindi anche (teorema A) z __ 6(y), a dells 2.a famiglia ;
potry (n .° 11) sempre seegliersi yo in modo the it cameo di condensazione dei
valori di z date dally p (z) = Y contenga un punto preso ad arbitrio net piano z,
per es. II punto Z. Preso yo in tat modo, avremo net piano z nell'intorno di Z

un insieme condensato di punts in cui dz = 0 ; e, qualunque sia it modo in

cui quests punts si distribuiscono sugl' infinite fogli dells R corrispondente ally

funzione y = p(z), siccome per z = Z si ha in tutu i fogli
dz
= ao, vi sara

sempre un'infinita di fogli in cui un posto-zero ed un punto d'infinito dells

dz disteranno fry loro menu d'una quantity reale arbitrariamente piccola, it

the a impossibile, perche dz a una funzione uniforms sully K.

Concluilendo, 1' ipotesi the i punts di diramazione dells due funzioni
y = p(z) e z = 6(y) sieno fissi e the quests funzioni siano dells 2 .a famiglia,
ci conduce ad un risultato assurdo . Dunque

Teorema VIII. Se la funzione y di z e la funzione z di y definite da
un'equazione algebrieo-differenziale del prima ordine fry y e z hanno i punts
di diramazione fissi, a se uno almeno dei punts di diramazione delta specie a)
per ciascuna dells due funzioni e regolare, queue funzioni appartengono ally
l.a famiglia almeno per qua lche valore delta costante arbitraria (*) .

Maniova, 31 agosto 1890 .

(%) Cfr. Puens, Sitzungsb ., 1885, pag. 11, dove perb non v'ha alcuna restrizione ri-
guardo ally natura dei punts di diramazione. Possiamo tuttavia domandarci, se la tratta-
zione di Focns non escluda implicitamente i punts di diramazione non regolare ; ma tale
questions a estranea al nostro compito. - Riserbiamo pure ad altra occasions to studio
dells questions, se possa avvenire the gl'integrali d' un' equazione algebrieo-differenziale del
primo ordine corrispondente a certi valori dells costante arbitraria sieno dells l? famiglia
e quells porrispondenti a certi altri valori dells medesima sieno dells seconds,
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