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Ueber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellipsoids
auf einer Ebene, bei welcher die kleinsten Theile
ahnlich bleiben %),

(Aus den hinterlassenen Papieren von C. G. J. Jacobi milgelheilt durch Herrn S. Cokn.)

Zwei bekannte Kartenprojectionen, die stereographische und Merca—
torsche haben die Eigenschaft, dass sich alle Linien in der Projection unter
denselben Winkeln wie auf der Kugel schneiden. Lambert wurde hierdurch
auf die Frage gefiihrt, allgemein die Projectionsarten zu suchen, welche diese
Eigenschaft haben. Er hat dieselbe in einer sehr lehrreichen Abhandlung:
Anmerkungen und Zusitze zur Entwerfung der Land- und Himmelscharten
S.105—199 im dritten Theil seiner mathematischen Beitrige gelost, und sie
auch auf das abgeplattete Erdsphdroid ausgedehnt. Lagrange hat hiervon Ge-
legenheit genommen, fir alle Umdrehungsflichen die betreffende Differential-
gleichung aufzustellen und auf die allgemeinste Art zu integriren. - Endlich
hat Gauss in einer von der Kopenhagner Academie gekronten Abhandlung
S. 5—30 im dritten Heft von Schumachers Astronomischen Abhandlungen die
Differentialgleichung aufgestellt, auf welche die Aufgabe fiir beliebige Flichen
filhrt, auch dieselbe fiir die speciellen Flichen zweiter Ordnung integrirt, die
zugleich Umdrehungsflichen, Kegel oder Cylinder sind, fir welche Flachen,
wie man leicht sieht, diese Integration allgemein ausgefiihrt werden kann. Die
Integration fiir beliebige Flichen zweiter Ordnung kann jedoch, wie ich bereits
vor lingerer Zeit in einer vor der Berliner Academie gelesenen Note bemerkt
habe, mittelst Einfihrung der sogenannten elliptischen Coordiraten auf Quadra-
turen zuriickgefihrt werden. Ich will im Folgenden die hierauf beziiglichen
Formeln niher entwickeln.

*) In der hier vorliegenden Abhandlung hat Jacobi diejenige Anwendung der
elliptischen Coordinaten auf das Problem der Kartenprojection vollstindig durchgefiihrt,
-von welcher er im Jahre 1839 (Monatsbericht der Berliner Academie 1839, S.64 und
Bd. 19, S. 311 dieses Journals) die erste Andeutung gegeben hatte. -

Nachdem 1857 die philosophische Facultit der Gottinger Universitiit diese Durch-
“fihrung unter Bezugnahme auf die Jacobische Andeutung zum Gegenstand einer Preis-
 frage ﬁemachﬁ hatte, wurde von Herrn Ernst Schering eine Losung geliefert, welche

1858 als gekrinte Preisschrift erschienen ist.
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Es sei die Fliche dadurch bestimmt, dass die drei rechtwinkligen Coor~
dinaten ihrer Punkte, «, y, 5 als Functionen zweier Grossen ¢ und « gegeben
sind. Es sei das Quadrat eines Linienelementes der Fldche gegeben,

 dPdy+dst = Tdf+-2Udtdu+ Vi,
so hat man den Satz, dass die Grissen T, U, V hinreichern, das Elementar—
dreieck zu bestimmen, welches von drei unendlich nahen Punkten der Fliche
gebildet wird, die den Grissen t, u; t47v, ut+v; t+v', u+tv' entsprechern, wo
7, © unendlich kleine Incremente von t, und v, v' unendlich kleine Incremente
von u bedeuten.

Es seien namlich 4, B, C respective die drei Punkte der Fliche, so
werden ihre Coordinaten

T, Y, 3,

gz ., O= o ., By 95 05
Gt tE Y Yt ttas Y At T

x|

’ ox , or , oy ay ' _‘2&_ ' ___af_- ’

TH T gV, YT gV, Bt TG,
wo nach der Voraussetzung ’

G+ +G) =7

OxO0x Oy Oy , 05 05
dt8u+6t6u+8t6u =0

+(ay)+< 2 = .

AB Ti*+-2Uzv + W,
AC® = T 12U0V + Vv”,

Es wird hiernach

ferner ' :
AB.AC.cosBAC = at -I—au )( )

St o) (ar v’)

’ ’
+ 'a'r’+‘a7”> o +‘an”>
= Tv' + Uz +7v)+ Vor/, ‘.
wie man auch leicht aus der Formel

BC* = T(x— 1’)’+2U(1——1)(v-—v)+V(v—-— 0%
10%
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findet. Es wird auch
AB' . AC’sin* BAC = 4(AABC)’~’—(TV U?) (v — '),

welches die aus der Theorie der Multiplication der quadratischen Formen he-
kannte Gleichung :
(T2 +2Uzv+ V') (T4 2UT'V + Vo)
= (T +RU (V' +7v) + Vv’ )+ (TV—U?) 7V’ —7'v)?

giebt.

Es folgt aus dem Vorstehenden, dass, wenn fir eine andere Fliche
x, y, » andere Functionen von ¢ und » bedeuten, und entsprechende Punkte
diejenigen Punkte der beiden Flichen genannt werden, welche denselben
Werthen der Grossen ¢ und « zugehoren, die kleinsten einander entsprechen-
den Theile der beiden Flachen einander dhnlich sind, wenn die drei Functionen
T, U, V proportional bleiben.

Bei Auflosung der Aufgabe, eine gegebene Fliche so auf einer anderen
gegebenen Flache abzubilden, dass die kleinsten Theile einander dhnlich bleiben,
geniigt es, wenn man fir die eine Fliache eire Eberne nimmt, welche die Ver-
mittlung zwischen den beiden Flichen iibernimmt. Denn kann man unter der
gegebenen Bedingung jede Fliche auf einer Ebene und die Ebene auf jeder
Flache abbilden, so kann man unter derselben Bedingung auch jede Fliache
auf jeder anderen abbilden. Man wird ferner die vAufgabe in ihrer ganzen
~ Vollstéindigkeit 1osen konnen, wenn man alle Correlationssysteme der Ebene
selbst findet, die so beschaffen sind, dass die kleinsten Theile einander dhnlich
werden, oder auf alle moglichen Arten unter der angegebenen Bedingung die
Ebene auf sich selber abbilden kann.

Es seien p und ¢ die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der
Ebene, so sind p und ¢ als solche Functionen von ¢ und » zu bestimmen, dass
dp*+dq* = M(Tdt"+2Udtdu—l—Vd I

( )+ (50 =ur, (B + (5L =,
6p dp aq aq
, "8t Ou + = MU, .
wo yM die Grosse ist, mit welcher man die dem Punkte, dessen Coordinaten

p und g sind, benachbarten Linienelemente der Ebene multipliciren muss, um
die entsprechenden Linienelemente der gegebenen Fliche zu erhalien.

oder
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Da die Elemente dt und du ganzlich von einander unabhingig und
dp+dgqy—1 und dp—dqy—1 lineare Functionen derselben sind, so kann man
die Ausdriicke .
dp+dgy—1 und dp—dgqy—1
definiren als lineare Factoren des quadratischen Ausdrucks T'd#*+-2U dtdu—+V du’,
welche zugleich volls}ﬁndige Differentiale sind. Dasselbe gilt von den Aus-
dricken, welche man erhélt, wenn man dp+dgy—1 und dp—dgy—1 noch
mit beliebigen Functionen respective von p+¢jy—1 und p —¢y—1 multiplicirt.
Um dahker p und q auf die allgemeinste Art als Functionen vorn ¢ urnd u zu
finden, zerfille man den gegebenen Ausdruck des Quadrats des Linienelementes

Tde+2Udtdu+ Vdu?

in seine linearen Factoren, multiplicire jeden derselben mit solcher Function vor
t und u, dass er ein vollstindiges Differential wird, und setze dié beiden In—
tegrale beliebigen Functionen respective von p+qy—1 und von p—qy—1 gleich.

Ich will als Beispiele die drei Fille betrachten, in welchen die Fliche
durch Umdrehung erzeugt oder ein Kegel oder ein Cylinder ist, und dann zu
der Aufgabe iibergehen, ein dreiaxiges Ellipsoid auf einer Fldiche abzubilden.

| B
Abbildung von Umdrehungsflichen aut einer Ebene.

Es sei
x =tcosu, y=1isinu, z=F(¢),
‘wie man fiir eine Umdrehungsfliche annehmen kann. Es wird dann das Quadrat
des Linienelementes

. Tde+¢ du,
WO :
dzs\*
. T = 1+(g)

cine Function bloss von ¢ ist. Es werden hier

VI L dy—1 wd P gyy—g

die integrablen Factoren, und daher
' f(p+gy—1) = T+uy-1,
¢(p—gy-1) = T—uy—1,

wo T = / ’/T;dt , die gllgemeinsten Gleichungen, Welche zwischen p, ¢ und
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t, u Statt finden konnen. Setzt man
. f(@)=g(z) ==z,
so erhédlt man

| p=T, ¢=u,
und es wird ¢ der Quotient des Linienelementes der Fldche und der Ebene.

Es bedeutet in diesen Formeln die z- Axe die Umdrehungsaxe, ¢ den
Halbmesser des Parallelkreises, » die Linge. Man erhalt daher die der Mercator-
schen entsprechende Projectionsart, in welcher die durch die einzelnen Lingen-
grade gehenden Meridiane durch aquidistante Parallellinien abgebildet werden,
wihrend die darauf senkrecht stehenden geraden Linien dem Aequator und
den Parallelkreisen entsprechen. Setzt man dagegen

[(@)=¢(z)=loga,
so erhilt man, wenn
p=rcosp, gqg=rsing
gesetzt wird,
logr=T, ¢=u,

und es werden sich die entsprechenden Linienelemente der Projection und
der Fliche, wie der Radiusvector und der Halbmesser des Parallelkreises ver-
halten. Diese Projectionsart entspricht der stereographischen, weil in ihr die
Meridiankreise durch gerade Linien dargestellt werden, die von einem Punkt
ausgehen, dér Aequator und die Parallelkreise dagegen durch Kreise, welche
diesen Punkt zum Mittelpunkt haben. Die Curven, welche auf der Umdrehungs-
fliche alle Meridiane unter demselben Winkel schneiden, werden in der ersten
Projection gerade Linien, in der zweiten eine Art Spiralen, deren Polar-
gleichung

a+fBri+yp = 0
ist. Lambert hat noch den Fall betrachtet, wenn
f(w)ztp(w):w’”, .

und Werthe von m angegeben, fir welche die Formeln eine practische An-
wendung fir gewisse specielle Zwecke finden, die man durch die Projection
zu erreichen wiinschen kann.

1 :

Abbildung von Kegelflichen auf einer Ebene.
Es sei : | . “
x =tcosu, y=~_tsinucosv, 5= tsinusino,

"wo o eine Function bloss von u bedeute, so wird die Fliche ein Kegel, dessen
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Spitze der Anfangspunkt der Coordinaten ist. Es wird hiernach

dz’ +dy’ +dz’ = df+£Adw?,
wo ‘

. do \*
= 1—|—sm7u(—gu->
eine Function bloss von w ist. Es werden daher die beiden integrablen Fac-
toren des Quadrates des Linienclementes des Kegels
—‘? —!—1/——A du, f-lti-,—]/———A du,
und daher die gesuchten Gleichungen in ihrer allgemeinsten Form, wenn man
/ YAdu = [y(du* +sin*ude?) = o
setzt,
f(p+qy—1) = logt+oy—1,
p(p—qy—1) = logt—oy—1.
Setzt man i

f(x) = ¢(x) = logz,
so erhilt man

p =tcoso, g=1tsino
und daher diejenige Abbildung des Kegels, welche seine Abwicklung ergiebt.

| 1B

Abbildung von cylindrischen Flichen auf einer Ebene.
Wenn y eine Function bloss von =, und 3 von = und y unabhéngig
ist, erhdlt man eine cylindrische Fliche. Man kann daher
x=t y=F@{), z=u
setzen, woraus
do’ +dy’ +dz* = Tdf* +du’

T~1+( )

eine Function bloss von ¢ ist. Die beiden integrablen Factoren des Quadrates
des i.inienelementes des Cylinders werden

YTdt+duy—1,  yTdt—duy—1.

/VTdt :/}/m =0,

wo o den Bogen eines zur Kante des Cylinders senkrechten Schnitts oder des

folgt, wo

Setzt man daher
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Schnitts der xy-Ebene bedeutet, so werden die verlangten Gleichungen:

f(pt+qy—1) =042y, @(p—gqy—1)=0—2y-1.
Selzt man

[(@)=¢(@) ==,

p =0, ¢g=5%=1u,
und daher wieder dlejenlge Abbildung, die durch die Abwicklung des Cylin-
ders gegeben wird.

so erhilt man

Abbildung eines Ellipsoids und der beiden Hyperbé]oide auf einer Ebene.

Es seien b und ¢ gegebene positive Conslanten und ¢ die grossere der—
selben; es seien ferner g, ¢,, g, drei Grossen, von denen die erste grosserals e,
die dritte kleiner als b und die zweite zwischen b und c liegt; so werden

1 = ‘z+ b2+g___

¢ ki

2 2

1‘_“2"1['2 b2+g——

c 9

1= z+z b2+

die Gleichungen eines Ellipsmds, eines emﬂachlgen und eines zweiflichigen
Hyperboloids. Betrachtet man «, y, z als Functionen von ¢, ¢,, ¢,, wie sie
durch die vorstehenden Gleichungen gegeben werden, so findet man, wie be-
kannt ist, '

l/

2 . @000~ ;0\ (01—03) (01— (@2 —0D(ei—0%) ;-
da -y’ +ds" = G o 10"+ (i (i o e (G g o

Betrachtet man nach einander erstens g, zweitens g,, drittens g, als constant,
so giebt der vorstehende Ausdruck die Quadrate der Linienelemente der drei
genannten Fléachen:

1) fir das Ellipsoid (¢ constant)
i _ (0’ —eDde; (@"—e)do; 1\,
do* +dy'+ds* = (ei—e) | 2t + )

b)(’—¢})  (B*—eD)(c’—0;
R) fir das einflichige Hyperboloz’d (01 constant)
2 L gt de? _ e,)de’ (o1 —e)de; 1,
' dy +dst = (=) G s g
3) fir das sweiflichige Hyperbolozd (0, constant)

2 g 03) de’ (of —ei)dey |
drt iy +dst = @ - o) | S R |
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Die linearen integrablen Factoren dieser Ausdriicke werden:

1) l/{(e’—gb:)—(cgj oD d()‘—l/{(b' z)(c ,)}dw—-l;
) ‘/{Ce g';(g ’)z"“ﬂ/{af =><c *3}"921’ —1;

3) VigZdimmlde +1|g=isdi=gs o1,

und man erhalt in jedem der drei Fille die allgemeinste Auflosung der Auf-
gabe, wenn man die Integrale der beiden dem Doppelzeichen + entsprechenden
Ausdricke respective einer willkiirlichen Function von p-+¢y—1 und einer
willkiirlichen Function von p—gqy—1 gleich setzt.

Abbildung eines Ellipsoids auf einer Ebene.

@>c>(’1>b>92-
- e*—o) _ o' —o;
U—./ Na=md=mlie 7=/ Wo=tme= >}d"2
1) In U ist ¢, variabel, ¢ constant. Man setze
0i—b =y (-0} oder oi(1+y)=0+cy,
so wird
do, _ dy
Vi@l —b(c —eD)} — ViU +yD(b YD)
2__pe 2_ 0,2
0'— ) = [ j‘_ﬁ@yQ c?y s
und daher
_ e =b"+( —cDy’) dy
U—/]/{ bz_l__czyz ;1_}_!{2
Es sei
) b
y = Ttgq):
]
so wird
2 70 2 2 (0 —b)et— '(C b*)sin*p
¢ b +(9 6) ctcos*p ’
dy __ ., ccosepdy
A+yOVO +c*yD — c—(c*—b )sin’gp ™
und daher, wenn man
e’ (e’ —=b") _ et—b* g,
e o = Fsin'e

Journal fiir Mathematik Bd. LIX. Heft 1. -

11
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selzt,
U = V(o’—b')/' Agdy
c 1—k*sin*asintg ’
oder da ,
T 12 ) T
¢ .b =sinte, O =coste, =AW
Q 3 g’ $ ct
wird, : ‘
__ sinaAea Dypdg
T cosa 1—k*sin*asin’g ‘
_ dop 2 . sin*g do
= tgala Z?F_k sinecosa e A—Fsntasin'g) B¢
Setzt man
dp _ - da
De " Aa ®

s0 wird, nach den von mir in den Fundamentis eingefiihrten Bezeichnungen,
U = tgam(e)Aam(a).u—[1(w a)

hu
— 1log et @ (u1a)

Ou—a) °
wenn man :
h = tgam(a) Aam (¢)—Z(a)
____dlog.@(a)cosam(a) _ dlogH(a+K)
’ . - da - da
setzt. Wenn
2K 2K ~ K
uz—n—u', a=—ada, gq=e K

so wird

O(u) = 1—2gcos2u’ +2¢* cosdu'—2¢° cos6u'+ -+,
H(u) = 2yq{sine’'—g*sin3u'+ ¢°sin5u/ — ¢ sin 70’ +-+-},
und daher
Om+a)  1—2gcos2(u’'+a")+2q*cosd (v +a)—--
Ou—a) 1-2(10082(!!'—-—a')—}—2q‘cos4(u'7a')—-—m’
H(a+K) = 2.;/q{cosa'+q’cos3a'+q“cqs5a'+...}’
und daher

h=—

dlog H(a+K) _ s sina'-3q¢'sin3a’4-5¢°sinba’+----

2K " 2K cosd'-}q*cos3a’ | g°cosba’+ -
L1

Ich bemerke noch, dass

_ _ @b
g’ =tg’am(u) = G
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f

und daher
b*(c*— ol . ¢* (o2 —b*
cos’¢p = ——-————g:((c,__‘;,g , sinfp= 9:_((96,___1)% ,
. . 2 2 _b?) N b!(o!_gi)
K sin? 29(91 Al — —¥ 801/,
A G D R A H D)
Man sieht, dass —ki,— und sin’¢p dieselben Functionen respective von ¢ und g,

sind. Wenn ¢, von b bis ¢ wichst, wachsen ¢ und #' von O bis §n und »
von O bis K.

2) Man erhalt ‘Vy’fi ‘aus U, wenn man g, in g, verwandelt. Hier-
durch bleiben die Constanten k&, @, a, o', h unverdndert, und es wird nur u
verdndert, und zwar nimmt es, weil g, immer kleiner als b bleiben soll, einen
imaginéren Werth an, welchen ich mit (K'4-»)y—1 bezeichnen werde. Man
wird dann die betreffenden Formeln erhalten, wenn man in den zuletzt aufge-
stellten (K'+o)y—1 fir « und daher am((K'+0)y—1) fir ¢ und gleich~
zeitig g, fir ¢, setzt. Man erhélt hieraus '

—1 0;(e'—b")

Fsin*am ((K'+o)Vy—1) ~ o*(b'"—o))

oder
. 9 ) [ : 2_b1
—sin’am (v y—1) =tg’am (o, k') = %__TD)—,
woraus, wenn man am (v, k') =y setazt,

' 2, _ 00" —0D) Lo 03(et—bY
V=T ey MY T o e
, b (ot — c?
und, da k2=—c;%§,Tb%-, auch
R, 0,(0"—0c") 2 n _ 0'(c’*—p))
Hey =y AR =y
folgt. Es wird ferner

e 1 OE'Y—1+vV—1+a)
V= hE o)t o o8 gy Tt ov—1—a)°

Da

' 7 (K'—2uy-1)
OK'y—1+4u) = y—1l.e %  H(u),
so wird dieser Ausdruck, wenn man, wie verstattet ist, den durch Addition

hinzugekommenen constanten Term fortlasst,
11 %
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_ B H(a+oy—1)
V= thot 518 ga—sy—1)
COSG'CC"I—Q_"I)'—q'COS3a'(e3"'——8_3"')—{—----
sind (" F e ¥)— g sin3a (& | e ) -

= ho-+ Arctg

wo o -———K:y' }
Wenn g, von O bis b zunimmt, wichst gleichzeitig » von 0 bis K’
und e” von 1 bis 1.
Vq

Will man bei Erhaltung der Aehnlichkeit der kleinsten Theile das
Ellipsoid so auf einer Ebene abbilden, dass seine Kriimmungslinien, welche
Durchschnitte mit confocalen zweiflichigen Hyperboloiden sind, gerade Linien,
die aus einem festen Punkte ausgehen, die Krimmungslinien dagegen, welche
Durchschnitte mit confocalen eirflichigen Hyperboloiden sind, Kreise werden,
die den festen Punkt zum Mittelpunkt haben, so findet man aus jedem gege-
benen Punkte des Ellipsoids mittelst der obigen Formeln die Abscissen und
Ordinaten rcosz und rsinz des entsprechenden Punktes der Ebene. Ist namlich
der feste Punkt der Anfangspunkt der Polarcoordinaten, so werden dieselben,

hu./{‘-—2q0052(u’+a1)_}_2(140084(“!_*_“1)_"_}
“ 1—2qcos2(w' —a")+2¢*cos4 (u' —a') —

r

Il

cosa' (e —e V') —q*cos 3a' (' — e 3') ... )

sina'(e”' +e ') —¢*sin3a’ (¥ +e3) ..

Dem durch diese Polarcoordinaten bestimmten Punkte der Ebene entsprechen
Punkte des Ellipsoids, deren Coordinaten

00,0,
be

s = B ERe)

s = | CmE )

n = ho-+ Arctg

r =

sind.
Es ist zufolge der obigen Substitutionen, wenn man v =am/(o, k') setat,
. b® . a_ ‘b*sin*y
=T isin'a sin®¢ 0= Gnta cos®asin®y ’
b*k*sin®asin’ b*sin*a cos®y
b'z (P b2~—()§ —

1—k*sin*asin’e ’ sin® a+cos’asin'1p’

__ c'k'sinecos’ep 22 c*sin aA’(tp,k')
= I Tk sin'a sin*¢p ? C—0 =5 Tat cos’asinty
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Figt man hiezu die Formeln
bi 9 b!(gt___ b!) 92 A2a c! (02_ c!) pﬁkll
ot — =40 T__pt o k0 ' — bt = N

so erhilt man
x=N.Aasiny, y=N.A'asin’asingcosy, s=N.ksin'acosgA(y, k),
wo

N =

4 .
Aey{(1—k*sin*asin®*¢) (sin*e - cos*usin®y)}
Die Gleichung des Ellipsoids selber wird
e e A L L

0 sm a o k'*sin*e

Fir das ldnglwhe Umdrehungsellipsoid wird
b=c¢, k=0, ¢g=0, K=}n,
(p:u:u” a:a:a" h:tga.

Man hat ferner

' v d g e —e .
=0 =‘0/ id =10gtg(45'+%w), W—:Slnw.

cosy

’

Man erhilt daher aus dem ersten System Formeln die Polarcoordinaten eines
Punktes der Ebene

r = etga.(p, : '

7 = tgalogtg (454 Jy) + Arctg cotg e siny, .
und die rechtwinkligen Coordinaten des entsprechenden Punktes des linglichen
Umdrehungsellipsoids

= N.siny, y=N.sin’esingcosy, z=N.sin*acosgcosy,
Wwo

N — 0 _ 0
Y(sin*a+cos*esin®y) ~ y/(sin*ytsin*ecos’y)’

und die Gleichung der Fliche
i

o'sinte

Wenn das Ellipsoid sich einem abgeplatteten Umdrehungsellipsoid annihert, oder
b eine kleine Grosse ist, wodurch & sich der Einheit nihert, muss man die
vorstehenden Formeln wie folgt transformiren.

Ich fihre zuerst fir » und @ ihre Complemente

K""u=ul, K—-—aza,
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ein. Setzt man
am (u,) = ¢y, am(a,) = o,

so wird
. ct o :_¢? 2 a2
sm_’oc1 =27 cos o, = g,c . Noty = %,—-_——Z—,—,
2 2 3 S b2 _... ¥
S]n 971 (9 —b )(C 9)) COS ‘Px (9 4 )(gl b ) A? (9 c )0.

(e*—b")(e*—ey)’
und die Gleichung des Ellipsoids

= —e)’ =N cl—e)

!

i+zay+ :17

gicos*a, ' p'cos’e, N

und es wird nach einigen leichten Reductionen
=M. A%, A, siny, y=DM.cos’a, cosp,cosy, z=M.cos’e, N, sing,A(y, k'),
wo

— ¢ .
M= Qe y{(1—k*sin*e, sin*g,)(cos*a, | k'*sin’e, sin®y)}

Man hat ferner

it — dlog H(a,)

(K—u), @(”4’“”'). _ 6@, +a)

da, Ou—a) O, —a)’
und daher, wenn man in dem Ausdrucke von U die Constante Iﬂ%gﬂﬂ@_)_
fortlasst und die Zeichen umkehrt, '
o dlogH(@) . O(+a)
U= da, u,— tlog O (u, -—-a)
Es wird ferner
U= sinaAe /' Agpdp _ Kcose Ae [ir do,
T cose 1——k‘sin’asin'q)”— sine, , (Ala Afp,—k*cos* o, cos* ) Ag,
__cose, Aa de,
sine, (I—-k’sm o, sin q,)Aq)‘

Da es frei steht von U eine Constante abzuziehen und das Zeichen zu dn-
dern, so werde ich hiefiir

cose, Nea, [’ dep,

U= sina, S (1—k'sine,sin’g,) Ag,

setzen.
) Diese Ausdriicke konnen in andere transformirt werden, in welchen
die Argumente imaginir werden, und der Modul in sein Complement sich
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verwandelt. Es ist aber

o) = Y ™ By, ),

K ’ —'_"_"1‘7 )

H(u) = e "“H(uyj—1, k),

und daher
__dlogH(a) _ \
h— da, ’—_'2KKy+kl7

wenn man

i
oo HogH@Y—1,k) _ m e'te
= 7

'
—-—a'l . 3q" (e&vl

o) e

da, 2K e",l—~ e_"i —q'* (e?m; — e_sai) Fee
setzt. Es wird ferner .
_cose, Ae, deo, — hu,— 3log O(u,+a)
sine, (l—k'sm e sin*p )0, O, —a,)

H(K —(u+a)v—1,¥)

= b =108 R, —ayy=1,F)

nu, ., _ 7Aa,

setzt,

! t ] !
a; 4t (63101-{-3«1 T e—3u1—3a1) T

!
oder, wenn man u, =3 W =3gr
! ! !
u, -+ a; —uy—
e +e
U - h,%-—%log u'._—a’
el '—{—e

Wenn ¢, =

—-u’l + ",1 + ‘1'2(6311'1——3:1'1 + e—
0, wird », = 0, wofiir dieser Ausdruck von U, wie der oblge In-

3u) 4 3;4) T

-

st

tegralausdruck verschwindet, weshalb beide einander gleich gesetzt worden smd

Man hat ferner, wenn man

setzt,

¢ mo
— 2K'

H(@a+oy—1)

H(a—vy—1)

V = h0+2’/1_1 lo

HK—a,+oy—1)

= kv+2‘,1__'1 lo

CHE—a,—oy—1

@(O**‘al‘/“‘hk')

= ""’“Lz,/ 1

201

!
—2« 4a,
l) sin20'— ¢'* (e o

108 9o —a,y—1. )

!
—401 .
e )sm4o'+---

= b0+ Arctg q'(e
(e

2«'1) cos P q" (64('; i

— 4d)
e ‘) cosde'—
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Fir das abgeplattete Umdrehungsellipsoid selbst wird
¥=0, §=0, Ki—gn, v=d=y,
a, = a, =logtg (45°+}a,), 4 =u, =logig(45"+L¢)),

U = ‘€@ tia)+eolg5°+4a)
T tg@5°4ta,) —colg(45°+ i a,)

logtg (45°+ 1 ¢)

—1log 85 4 )tg(45°+ 1)+ colg(45° 4 fa ) colg (45° 1 4,)
208 Colg (35" L a,) g T L9+ g5+ ha,)colg(B5°+ 1 9,)

_ 1 . 0 sin’} (¢, + @) -+ cos*} (¢, — )
= sina, 10818 (457 4o — Hlog oo e T ()
1 1} sina, sing,

~ sine, logtg (45°+ 1 ¢,) — 4log 1—sine, sing,’

= 2.

~ sine,

Die Coordinaten der Punkte des Umdrehungsellipsoids werden, wenn man
M = Lcos’e, setzt,

&= L.cose,siny, y=L.cosq,cosy, z=L.cos’e,sing,,

wo
— 4
e Y(1—sin’e,sin’g,)’
und die Gleichung der Fliche
) $'+ yt zl N
0’ e’cos’a,

Der Winkel v ist hier die Linge und der.Winkel ¢, die excentrische Ano-
malie des Meridians. —




