
lieber die Abbildung eines ungleiehaxigen Ellipsoids
auf einer Ebene, bei welcher die kleinsten Theile

ähnlich bleiben #).
(Aus den hinterlasseneit Papieren von (7. G. J. Jacobi mitgelheilt durch Herrn S. Cohn.)

i bekannte Kartenprojectionen, die stereographische und Merca-
torsche haben die Eigenschaft., dass sich alle Linien in der Projection unter
denselben Winkeln wie auf der Kugel schneiden. Lambert wurde hierdurch
auf die Frage geführt, allgemein die Projectionsarten zu suchen, welche diese
Eigenschaft haben. Er hat dieselbe in einer sehr lehrreichen Abhandlung:
Anmerkungen und Zusätze zur Entwerfung der Land- und Himmelscharten
S. 105 — 199 im dritten Theil seiner mathematischen Beiträge gelöst, und sie
auch auf das abgeplattete Erdsphäroid ausgedehnt. Lagrange hat hiervon Ge-
legenheit genommen, für alle Umdrehungsflächen die betreffende Differential-
gleichung aufzustellen und auf die allgemeinste Art zu integriren. - Endlich
hat Gauss in einer von der Kopenhagner Academie gekrönten Abhandlung
S. 5 — 30 im dritten Heft von Schumachers Astronomischen Abhandlungen die
Differentialgleichung aufgestellt, auf welche die Aufgabe für beliebige Flächen
führt, auch dieselbe für die speciellen Flächen zweiter Ordnung integrirt, die
zugleich Umdrehungsflächen, Kegel oder Cylinder sind, für welche Flächen,
wie man leicht sieht, diese Integration allgemein ausgeführt wenden kann. Die
Integration für beliebige Flächen zweiter Ordnung kann jedoch, wie ich bereits
vor längerer Zeit in einer vor der Berliner Academie gelesenen Note bemerkt
habe, mittelst Einführung der sogenannten elliptischen Coordinaten auf Quadra-
turen zurückgeführt werden. Ich will im Folgenden die hierauf bezüglichen
Formeln näher entwickeln.

*) In der hier vorliegenden Abhandlung hat Jacobi diejenige Anwendung der
elliptischen Coordinaten au? das Problem der Kartenprojection vollständig durchgeführt,
von welcher er im Jahre 1839 (Monatsbericht der Berliner Academie 1839, S. 64 und
Bd. 19, S. 311 dieses Journals) die erste Andeutung gegeben hatte.

Nachdem 1857 die philosophische Facultät der Göttinger Universität diese Durch-
führung unter Bezugnahme auf die JacoWsche Andeutung zum Gegenstand einer Preis-
frage gemacht hatte, wurde von Herrn Ernst Schering eine Lösung geliefert; welche
1858 als gekrönte Preisschrift erschienen ist.
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C. G. J. Jacobi, Abbildung eines dreittxigen Ellipsoids auf einer1 Ebene* 75

Es sei die Fl che dadurch bestimmt, dass die drei rechtwinkligen Coor-·
dinaten ihrer Punkte^ x, y, z als Functionen zweier Grossen t und u gegeben
sind. Es sei das Quadrat eines Linienelementes der Fl che gegeben,

dx^ + dy^ + dz1 = Tdf+2Udtdu+Vdu\
so hat man den Satz, dass die Grossen T, U, V hinreichen,, das Elementar-
dreieck zu bestimmen, welches von drei unendlich nahen Punkten der Fl che
gebildet wird, die den Grossen t, u; t-}-r, u-{-v; t-}-ô', u-\-v' entsprechen, wo
r, rf unendlich kleine Incremente von t, und v, v' unendlich kleine Incremente
von u bedeuten.

Es seien n mlich A, B, C respective die drei Punkte der Fl che, so
werden ihre Coordinaten

B> V, *>
Sx . dx , du . du . dz . dz-ÂÃô+-^í' y+-&rT+-^v> æ+-ÂÃô+-ïúí>
dx t é dx t , di/ t , dy t . dz f . dz-èÃô+-^í> y+-wr+^rv' *+-w

wo nach der Voraussetzung
» _ T

~ '
_ _ _ ^ _ _ _ j j
t M " F M d t d u ~ >

Es wird hiernach
Z 2 = T^+ZUrv+Vv*,
~ C* = Ãô'2+2ß/ôí+ Vvn,

ferner

= Ôôô'+õ(ôõ'+ô'í)+ííõ',

wie man auch leicht aus der Fonael

10
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76 C. G. J. Ja co bi, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene.

findet. Es wird auch

welches die aus der Theorie der Multiplication der quadratischen Formen be
kannte Gleichung

giebt.
Es folgt aus dem Vorstehenden, dass, wenn für eine andere Fläche

x, y, z andere Functionen von t und u bedeuten, und entsprechende Punkte
diejenigen Punkte der beiden Flächen genannt werden, welche denselben
Werthen der Grossen t und u zugehören, die kleinsten einander entsprechen-
den Theile der beiden Flächen einander ähnlich sind, wenn die drei Functionen
T, U, V proportional bleiben.

Bei Auflösung der Aufgabe, eine gegebene Fläche so auf einer anderen
gegebenen Fläche abzubilden, dass die kleinsten Theile einander ähnlich bleiben,
genügt es, wenn man für die eine Fläche eine Ebene nimmt, welche die Ver-
mittlung zwischen den beiden Flächen übernimmt. Denn kann man unter der
gegebenen Bedingung jede Fläche auf einer Ebene und die Ebene auf jeder
Fläche abbilden, so kann man unter derselben Bedingung auch jede Fläche
auf jeder anderen abbilden. Man wird ferner die Aufgabe in ihrer ganzen
Vollständigkeit lösen können, wenn man alle Correlationssysteme der Ebene
selbst findet, die so beschaffen sind, dass die kleinsten Theile einander ähnlich
werden, oder auf alle möglichen Arten unter der angegebenen Bedingung die
Ebene auf sich selber abbilden kann.

Es seien p und q die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der
Ebene, so sind p und q als solche Functionen von / und u zu bestimmen, dass

dpt+dq* = M(Tdf+2Udtdu+Vdt?)
oder

-». (£)·+(£)'=«'.
.^ dt du dt du ~

wo yMäie Grosse ist,' mit welcher man die dem Punkte, dessen Coordinaten
p und q sind, benachbarten Linienelemente der Ebene multipliciren muss, um
die entsprechenden Linienelemente der gegebenen Fliehe zu erhalten.
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C. G. J. Jacobiy Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene» 77

Da die Elemente dt und du gänzlich von einander unabhängig und
dp + dq]/— l und dp — dq^—l lineare Functionen derselben sind, so kann man
die Ausdrücke

dp + dq]/— i und dp — dqy—i
defmiren als lineare Factoren des quadratischen Ausdrucks Tdi2-\-2UdtduJrVdu*y

l

welche zugleich vollständige Differentiale sind. Dasselbe gilt von den Aus-
drücken, welche man erhält , wenn man dp-}-dq]/—l und dp—^dq]/-~l noch
mit beliebigen Functionen respective von /? + </)/— l und p — q}/— l multiplicirt.
Um daher p und q auf die allgemeinste Art als Functionen von t und u zu
ßnden, zerfalle man den gegebenen Ausdruck des Quadrats des Linienelementes

Tdt9+2Udtdu+Vdu*
in seine linearen Factoren, multiplicire jeden derselben mit solcher Function von
t und u, dass er ein vollständiges Differential wird, und setze die beiden In-
tegrale beliebigen Functionen respective von p-^-qrf·— l und von p — q^—\ gleich.

Ich will als Beispiele die drei Fälle betrachten, in welchen die Fläche
durch Umdrehung erzeugt oder ein Kegel oder ein Cylinder ist, und dann zu
der Aufgabe übergehen, ein dreiaxiges Ellipsoid auf einer Fläche abzubilden.

I·
Abbildung von Umdreliungsflächen auf einer Ebene.

Es sei

wie man für eine Umdrehungsfläche annehmen kann. Es wird dann das Quadrat
des- Linienelementes

wo

=»+£)'
eine Function bloss von t ist. Es werden hier

VTdt . , , . ,*—} — \-du]/—i und

die integrablen Factoren, und daher

/
" / /
——, die ^gemeinsten Gleichungen, welche zwischen p, q und
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78 Ct. G. J.+Jacobi, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene.

t, n Statt finden können. Setzt man
f(x) = q>(x) = x,

so erhält man
P = T, q = n,

und es wird t der Quotient des Linienelementes der Fläche und der Ebene.
Es bedeutet in diesen Formeln die #-Axe die Umdrehungsaxe, t den

Halbmesser des Parallelkreises, u die Länge. Man erhält daher die der Mercator-
schen entsprechende Projectionsart, in welcher die durch die einzelnen Längen-
grade gehenden Meridiane durch äquidistante Parallellinien abgebildet werden,
während die darauf senkrecht stehenden geraden Linien dem Aequator und
den Parallelkreisen entsprechen. Setzt man dagegen

so erhält man, wenn

gesetzt wird,

und es werden sich die entsprechenden Linienelemente der Projection und
der Fläche, wie der Radiusvector und der Halbmesser des Parallelkreises ver-
halten. Diese Projectionsart entspricht der stenographischen, weil in ihr die
Meridiankreise durch gerade Linien dargestellt werden, die von einem Punkt
ausgehen, der Aequator und die Parallelkreise dagegen durch Kreise, welche
diesen Punkt zum Mittelpunkt haben. Die Curven, welche auf der Umdrehungs-
fläche alle Meridiane unter demselben Winkel schneiden, werden in der ersten
Projection gerade Linien, in der zweiten eine Art Spiralen, deren Polar-
gleichung

+ -^ = 0
ist. Lambert hat noch den Fall betrachtet, wenn

( )^ ( }^ , *
und Werthe von m angegeben, für welche die Formeln eine practische An-
wendung für gewisse specielle Zwecke finden, die man durch die Projection
zu erreichen wünschen kann.

u.
Abbildung von Kegelflächen auf einer Ebene.

Es sei . *

wo 0 eine Function bloss Von u bedeute, so wird die Fläche ein Kegel, dessen
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C. G. J. Jacobi, Abbildung eines dremxigen Ellipsoids auf einer Ebene. 70

Spitze der Anfangspunkt der Coordinaten ist. Es wird hiernach
* = df+fAdit,

wo
^± = -\- sin w t ,\ aw

eine Function bloss von u ist. Es werden daher die beiden integrablen Fac-
toren des Quadrates des Linienelementes des Kegels

dt . —~A , dt , - ,— + y—A du, — - y~A du,
T l·

und daher die gesuchten Gleichungen in ihrer allgemeinsten Form, wenn man

setzt,

Setzt man
f

so erhält man
p

und daher diejenige Abbildung des Kegels, welche seine Abwicklung ergiebt.

III.
Abbildung von cylindrischen Flächen auf einer Ebene.

Wenn y eine Function bloss von x, und z vofi und y unabhängig
ist, erhält man eine cylindrische Fläche. Man kann daher

setzen, woraus
z1 - Tdf + du2

folgt, wo

*-'+(·£)'
eine Function bloss von t ist. Die beiden integrablen Factoren des Quadrates
des Linienelementes des Cylinders werden

Setzt man daher
f}/Tdt = fydx*+dy* = o,

wo a den Bogen eines zur Kante des Cylinders senkrechten Schnitts oder des
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80 C. G. J. Jacobi, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene.

Schnitts der ##-Ebene bedeutet, so werden die verlangten Gleichungen;

Setzt man

so erh lt man

und daher wieder diejenige Abbildung, die durch die Abwicklung des Cylin-
ders gegeben wird.

*
Abbildung eines Ellipsoids und der beiden Hyperboloide auf einer Ebene.

Es seien b und c gegebene positive Constanten und c die gr ssere der-
selben; es seien ferner ñ,, ñ÷ , ñ2 drei Grossen, von denen die erste gr sserals c,
die dritte kleiner als b und die zweite zwischen b und c liegt; so werden

i — x* _L y8 -L. *2
JL — —Λ— 5 f | o 2 iñ ñ —b ñ —c ^

~2 „,2 ' „Z
l —. X l

ρ ; τ- ρ ϊ - .6 · -τ ρ 3_ , ,

f _ f ^2

die Gleichungen eines Ellipsoids, eines einfl chigen und eines zweifl chigen
Hyperboloids. Betrachtet man x, y, z als Functionen von ñ, ñ19 ñ2, wie sie
durch die vorstehenden Gleichungen gegeben werden, so findet man, wie be-
kannt ist,

Betrachtet man nach einander erstens ñ, zweitens ñÌ drittens ñ2 als constant,
so giebt der vorstehende Ausdruck die Quadrate jer Linienelemente der drei
genannten Fl chen:

1) f r das Ellipsoid (ñ constant)

2) /fer dfa« einfl chige Hyperboloid (Q! constant)

3) /%r rfa^ zweifl chige Hyperboloid (ñ2 constant)
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C. G. J. Jacob i, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene* 81

Die linearen integrablen Factoren dieser Ausdrücke werden:

und man erhält in jedem der drei Fälle die allgemeinste Auflösung der Auf-
gabe, wenn man die Integrale der beiden dem Doppelzeiehen + entsprechenden
Ausdrücke respective einer willkürlichen Function von p-\-q]f—i und einet
willkürlichen Function von p — q^—l gleich setzt.

Abbildung eines Ellipsoids auf einer Ebene.

so wird

1) In 17 ist variabel, constant. Man setze
9\-1>* = 9\#-9 ) oder

und daher
r r _

~
Es sei

so wird

( c cos
) ~-c t-(c«-6«)sin i

9»'·
und daher, wenn man

pV-ft1) _ F c«-6» _ ,, . ,
c' (<>',- 6') ~ *' ~V~^ - A sm

Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 1. 11
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llf C. G. /. Jacebi, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene.

~~ c J l—Á* sin*« sin* ö '
oder da

wird,
Ã7 — sin « Ä « /* ÄöÜö

cos« J l — * sin* á sin1 ö
sinaopdo)

Æëø */ (l — k sin asm
Setzt man

'daáö __
Äú"~^

so wird, nach den von mir in den Fundamentis eingef hrten Bezeichnungen,

U = tg am (á) Ä am (a), w— flfa a)

wenn man
h = tg am (Ü) Ä am (a) —Z (a)

_ dlog .j0 (a) cos am (a\ __
da da

setzt. Wenn
2K , 2/Ã ,

w = _^„^ a--^«,
so wird

und daher

0(w — a) ~~ l — 2g cos 2 (V — ar) + 2g4 cos 4 (iir — af) ----

H(a+K] = 2^{cosa'+g2cos3af+96cos5a'+···},
und daher

_^ /r sin qf -f 3g8 sin 3a9 + 5g8 sin 5ar

-

Ich bemerke noch, dass
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C, G. J. Jacobi, Abbildung einet dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene, $3

und daher

sin*SlU

Man sieht, dass - ~ und sin2 dieselben Funetionen respective von und
sind. Wenn 1 von bis c wächst, wachsen und u' von 0 bis | und n
von 0 bis K.

2) Man erhält Fj/— l *aus U, wenn man ple in 2 verwandelt. Hier-
durch bleiben die Constanten Ä, Ä, a,, a'^ A unverändert, und es wird nur n
verändert^ und zwar nimmt es, weil p2 immer kleiner als b bleiben soll, einen
imaginären Werth an, welchen ich mit (/ +0)]/— l bezeichnen werde. Man
wird dann die betreffenden Formeln erhalten, wenn man in den zuletzt aufge-
stellten (Ä'+iOy— l für u und daher am((/f+0)}/-l) für und gleich-
zeitig (>2 für p! setzt. Man erhält hieraus

oder

woraus, wenn man am (^ Ä') = ̂  setzt,

und, da fe'2 = « ' auch

folgt. Es wird ferner

Da
n (K'-Zu V-l)

so wird dieser Ausdruck, wenn man, wie verstattet ist, den durch Addition
hinzugekommenen constanten Term fortlässt,

11*
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£· · 'J· Jacebi, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene.

— 1)

n»

Wenn p2 von 0 bis 6 zunimmt, wächst gleichzeitig u von 0 bis Kf

und eljt von l bis -7 —Vq
Will man bei Erhaltung der Aehnlichkeit der kleinsten Theile das

Ellipsoid so auf einer Ebene abbilden, dass seine Krümmungslinien , welche
Durchschnitte mit confocalen zweiMchigen Hyperboloiden sind, gerade Linien,
die aus einein festen Punkte ausgehen, die Krümmungslinien dagegen, welche
Durchschnitte mit confocalen emflächigen Hyperboloiden sind, Kreise werden,
die den festen Punkt zum Mittelpunkt haben, so findet man aus jedem gege-
benen Punkte des Ellipsoids mittelst der obigen Formeln die Abscissen und
Ordinaten r cos?? und r sin?? des entsprechenden Punktes der Ebene. Ist nämlich
der feste Punkt der Anfangspunkt der Polarcoordinaten, so werden dieselben,

r -

77 -/

Dem durch diese Polarcoordinaten bestimmten Punkte der Ebene entsprechen
Punkte des Ellipsoids, deren Coordinaten

sind.
Es ist zufolge der obigen Substitutionen, wenn man = am (v, k'} setzt,

__ __2 sina«-f eos'asin't/; '

7 2
sin*f/t/
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Fugt man hiezu die Formeln

so erh lt man

wo

Die Gleichung des Ellipsoids selber wird

^4__ll_ ! »'Ä'á = 4
ñ* ~f Q*sm*a r ñ^'âßç'á

F r das l ngliche Umdrehungsellipsoid wird

Man hat ferner

), - Î - = ata V·'
Man erh lt daher aus dem ersten System Formeln die Polarcoordinaten eines
Punktes der El)ene

r = etga·^
^ = tgalogtg(45°+^)+Arctgcotgasin^

und die rechtwinkligen Coordinaten des entsprechenden Punktes des l nglichen
Umdrehungsellipsoids

a? = IV. sin v, y =iV.sin?asinycos^ « = ]V. sin2 «cos ö cos ̂
wo

jy = 2

und die Gleichung der Fl che

*' p y f+^ = t
ñ2 ñ*5ßç*á

Wenn das Ellipsoid sich einem abgeplatteten Umdrehungsellipsoid ann hert, oder
b eine kleine Grosse ist, wodurch k sich der Einheit n hert, muss man die
vorstehenden Formeln wie folgt transformiren.

Ich f hre zuerst f r u und a ihre Complemente
K~~~n~Ui, K— 0 = 01
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§8 C. G. J, Jacob i, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf emer Ebene,

ein. Setzt man
am (iij) = </>i , am (aj = ax ,

so wird
p2 — c2

 A 9 o* — c*- ^ - — 2

und die Gleichung des Ellipsoids

* , A»«,.y*
* ' *ñ

und es wird nach einigen leichten Reductionen

x=M. Ä2«é Ä^! sin ̂  y == Jlf . cosX cos g?j

wo

Man hat ferner
(K. . È(ç-\-á)~"

und daher, wenn man in dem Ausdrucke von U die Constante - ~f — ̂7 áá£
fortl sst und die Zeichen umkehrt,

Es wird ferner

rr_ sinarA« /*? ÄöÜö __ '2cos«t Äá, /'»ô rfqp,
"" cos« «/ l — /p*sin i«sin2y~~ sin«, t/ (Ä2«1Ä2ö1—/ñúïï82á16è8Éö1)Äö1

_ cos«t Äá, /**ð _ ^é
sina1 J (l — Á*8ßç*á18ßç*ö

Da es frei steht von V eine Constante abzuziehen und das Zeichen zu n-
dern, so werde ich hief r

setzen.
Diese Ausdr cke k nnen in andere transformirt werden, in welchen

die Argumente imagin r werden, lind der Modul in sein Complement sich
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C. â. J, Jacob i, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene. 87

verwandelt. Es ist aber

und daher
) 'ðá,

da,
wenn man

h - _1 da, 2K'' „; _„; ,*,'. -3«;\
1 !-e V + "·

setzt. Es wird ferner

U = Zi _ ß . __ - hu - ' los-sin«, 7 (l-ft'sin'a.sin' ~ x ô 8

oder, wenn man M; = , · «; = - setzt,

Wenn öß = 0, wird ^ = 0, wof r dieser Ausdruck von U9 wie der obig-e In-
tegralausdruck verschwindet, weshalb beide einander gleich gesetzt worden sind,

Man hat ferner, wenn man
t nv

" = 2F
setzt,

— o.

' COB4«'- ...
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98 C. G. J. Jacobi, Abbildung eines dreiaxigen Ellipsoids auf einer Ebene.

F r das abgeplattete Umdrehungsellipsoid selbst wird

ft' = 0, Y = 0, ' " j T = |ji, 9 = í' = ö,
á; = Ol = logtg(45"+K), «; = «! = logtg(45"-K<p,),

* Π -17 ~

Sincr1

Die Coordinaten der Punkte des Umdrehungsellipsoids werden, wenn man

÷ = L.cos^siny/^ y = i.cos^icos^^ & = i. cos2«! sin öé
wo

und die Gleichung der Fl che

Der Winkel ö ist hier die L nge und der^ Winkel y4 die excentrische Ano-
malie des Meridians. —
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