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Ich will nun auf Einzelheiten nicht weiter eingehen und auch nicut auf die Frage
zuriickkommen, in welcher Weise in den friiher erwihoten Problemen der Turbulenz und
des FlieSens fester Stoffe die statistische Theorie aufzubanen wire. Was ich mit meinen
bisherigen Vertifentlichungen') angestrebt ‘habe, war nur, die begrifflichen Schwierig-
keiten aus dem Wegé zu riumen und ein logisch mégliches Schema mechanischer Sta-
tistik anzugeben. Gewifi erheben sich noch gro8e und mannigfaltige Schwierigkeiten an-
derer Art und vor allem werden uns, davon bin ich iiberzeugt, gewisse Enttiuschungen
nicht erspart bleiben: Viele Fragen, die uns heute gaunz natilrlich und selbstversiindlich
zu sein scheinen, werden sich als endgiiltizg unbeantwortbar herausstellen, so etwa wie
seinerzeit die Newtonsche Himmelsmechanik die Frage Keplers nach der Grofle der
Radien der Planetenbabnen nicht beantwortet, sondern ausgeschaltet hat. “Aber wie dem
anch sei, mag der Verzicht grof oder klein sein, uns schwer oder leicht fallen, es schien
mir unausweichlich, einmal offen und klar auszusprechen, daB es innerhalb der rein em-
pirischen Mechanik Bewegungs- und Gleichgewichtsvorgiinge gint, die sich einer Erkli-
rang ant Grund der mechanischen Differentialgleichungen aaf die Dauer ent-
ziehen und den Aufbau. einer geschlossenen Theorie der mechanischen Statistik ver-
langen. 108

Bemerkungen iiber die Entstehung der Turbulenz.
Von L. PRANDTL in Géttingen®,

haben zu der Ansicht gefiihrt, daf die kleinen Schwingungen einer durch Zihig-

keitswirkungen zwischen zwei Winden entsiandenen Lamira stromung immer ge-
dimpft verlaufen®). Die beobachtete Turbulenz sollie desbalb das Ergebnis von Stérungen
mit endlicher Amplitude sein. Die bei den Versuchen gefindene Abhingigkéit des
kritischen Zustandes von der GriéBSe der Eintrittsstorung (vergl. den nachfulgenden Aut-
satz von L. Schiller) schiénen fiir diese Ansicht zu sprechen.

Um zu erfahren, wie denn die Tarbulenz in Wirklichkeit entsteht, lie8 ich in
Gittingen einen 6,5 m langen offenen Kanal von rechteckigem Querschmitt (15 om weit,
25 cm tief) herstellen und beobachtete die Strimung darin nach der Ahlbornschen
Methode (aufgestrentes Lykopodium). Die Erwartung, da8 es nunmehr sofort offenbar
werden wiirde, wie die Turbulenz entsteht, wurde aber fiirs erste enttiuscht. Es war
zunHchet nur festzustellen, daf s'e euntstebt. Pidtzlich, ohne erkeunbars Vorbereitung,
tanchten in der Nihe einer Wand kleine Wirbelchen auf, die sich nun schinell vermehrten,
Auflerdem sah man manchmal wellige Formen mit langsam zunehmender Amplitnde, die
aber nicht immer zu einer eigentlichen Turbulenzerschelnung fithrten. Diess Wellen mit
zunebhmender Amplitade widersprachen aber ganz dem Dogma von der Siab litit der
Laminarbewegung gegeniiber kleinen Schwingungen, so daB ich zuerst dazun neigte, zZu
glauben, daf ich diese nicht sebr hiufige Er-
scheinung nicht ganz richtig gesehen hitte.

Wir warfen uns nun auf die theoretische
Bebandlung, und um es gleich vorweg zu neh-
men, wir fanden entgegen dem Dogma eine La-
bilitdt der kleinen Schwingungen.

Der Plan der Rechnung war zunichst ein

Die bisherigen mathematischen Untersuchungen fiber die Entstehung der Turbulens

T

anderer gewesen. Wir, d. h. wesentlich Herr - /3 A 2
0. Tietjens, der unter meiner Leitung die & 741147 7
Rechnungen machte, untersuchten die Stabilitdt Abb. 1

1y Vgi. insbesondere die oben angeflihrte Arbeit in der Phyeik. Zeitschr ; ferner: Grnndlagen
der Wahracheinlichkeitsrechnung, Math. Zeits'hr 5. 1919, 8. 52 bis 99 und eine lelcht verstiudliche
Darstellung in: Die Naturwissenschaften, 7, 1919, §..168 bis 175, 186 bis 192 und 205 bis 209

%) Vorgetragen auf der Jahresversammlung der Deutschen Mathematikervereinigung in Jena am
20. September 1921.

%) Der von Herrn F. Noether in den Gdttinver Nachrichten 1917, math.-phys. Kl.,, S. 198,
untersunchte Fall, der bel Reibungslosigkeit wie bel kleiner Refbung Instubilitht ergibt, scheidet hier
aus, weil die dortige Geschwindigkeitsverteilung in den hier 1n Betracht zu ziehenden Fillen niemals
entstehen kann.
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und Labilit4t von Laminarstrémungen, wie sie lings einer Wand durch linger dauernde
Einwirkung einer geringen Zihigkeit entstehen!) und zwar nach der von Lord
Rayleigh angegebenen Methode unter Vernachbliissigung der Reibung?). Rayleigh
ersetzt das Geschwindigkeitsprofil darch einen geknickten Linienzug, was darauf hinaus
kommt, daff Difterenzengleichungen an Stelle der Differentialgleichungen treten?). Die
von ups untersuchten Geschwindiglkeitsprofile entsprachen der vorstehenden Figur.

Es zeigte sich nuu, daB jede noch so kieine Einbuchtung von der Art des Profils
¢ Labilitit ergibt. Solche Einbuchtungen kommen vor allem bei der Umstrémung von
gerundeten Kérpern zwischen dem Geschwindigkeitsmaximum und der Abldsungsstelle
vor, vergl etwa die K. Pohlhauseunsche Abb.1 S. 255 dieser Zeitschrift: Durch die
erwihnte Rechnung ist also der Grund fiir die Labilitit der Grenzschicht, die bei der
Strémung um Kugeln und andere gerundete Kiorper zur Turbulenz und zu dem be-
kanoten Sprung in der Widerstandszabl fiihrt, aufgedeckt. Bei einer Strémung im Rohr
oder an einer ebenen Wand kionnen solche Einbuchtungen des Geschwindigkeitsprofils
durch hinreichend starke in der Sudmung vorhandene Wirbel — aber auch durch mangel-
hafte Ebenheit der Wand — erzeugt werden, und so die Bedmgungen fiir das Entstehen
einer Anzabl kleinerer Wirbel sein.

Wenn, wie anzunehmen war, die Zihigkeit eine Dimptung, also eine Verringerung
der Labilit4t brachte, so mufite sich fiir jede Gi6fle der Anfangsstorung eine Reynolds-
sche Zahl ergeben, unterhalb der die Labilitiit verschwand; die stiirkeren Stérangen
brachten stirkere Einbuchtung des Geschwindigkeitsprofils und damit stirkere Labilitit;
dieser entsprach eine niedrigere kritische Zahl 'in schinster Uebersinstimmung mit dem
Versuch,

Wir gingen also daran, unsere Rechnung durch Beriicksichtigung der niedrigsten
Ordnung der Zihigkeit zu verbessern. Bei der Untersuchung der verschiedenen Reibungs-

einfliisse zeigte sich, daB bei kleiner Zihigkeit ein EinfluB von der GréSenordnung ¥ »
vorherrscht, der von Vorgingen in ‘der unmittelbaren Wandnkhe herstammt (r = kine-

matische Zihigkeit = -Z—) Da die reibungslose Ra._vleigh-Schwingung ein Gleiten an
der Wand ergibt, entsteht nimlich hier bei Bériicksiohtigung der Reibung eine diinne

) Retzt man z. B. zar Zelt t=10 fir y >0 U = Uy == konat. und fordert U = ¢ fir y = 0,
¢>> 0 entsprechend dem Haften an der Wand. so ergibt eine bekannte Rechnung
‘ 7

U= “_Jf e—"Fdr,
V= ‘

[¢]
2
— “ist. FOr Zeiten von der Grbsenordnung 1‘==‘;iv~ erlangt die Uebergangsschicht eine
2 ¥vit
Dicke von der GriS8enordnung y,.
% Lord Rayleigh, On the stability or instabiity of certnin fluid motions II. Proe. Lond.
math Soe. XIX. 8 67,‘ 1887 = Papers III, S. 17.

%) Die Rayleighsche Untersuchung nimmt eine schwache wellenformige Stérang s, v an, dle
sich der Hauptstrdmung U () Uberlagert. = und v migen den Fakior -6?(*r+71) haben. Ihre Ab-

wobef % =

il
h&ngigkeit von y ist unoch unbekannt. Die Kontfnu!tit Ietert in komplexer Schreibwelge « —--;- ;_v
( Na
1le Helmholtzsche Wirbelglelchung liefert sodann, wenn die zweite Ordnung in %, v vernachlissigt
wird, n 02 . a2
-+ — — - - = 0.
(k U) (83/’ k ”) v ay3 0

Setzt man mit Rayleigh streifenweise. n_i;/ = konst., 8o wird im Innern der Streifen, da im

" Oy
allgemeinen P + U0 ist F)V,sk’v. algo v = 4 Gt ky + BEoiky. Fir die Grenze swischen zwel

Streifen wird durch Integration und Grenslibergang auf Breite' Null der Usbergangszone
» ) o Ov ) au av
(‘-+r He —I) =y (-—II_.-—HI
k F’r/ R dy ay
Zasammen mit den Grénzbedingungen an den Winden (oder -- bel uus * ap der 'W;nd und

im Unendlichen) eratbt sich eine Determinante, aus der n bestimmt wird. Die Gleichung fir » 18t von
ebenso hohem Grade, als das. Geschwindigkeitaprofil Knicke hat.
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Grenzschicht, in der sich der Uebergang von der Geschwindigkeit Null an der Wand
auf die Geschwindigkeiten voilzieht, die die Rayleighsche Rechnung liefert. Daf die
in der Rayvleighschen Rechnuog zur Vereinfachung der mathematischen Aufgabe ein-
getithrien Kuicke sich durch die Wirkung der Zihigkeit abrunden wiirden, brancht uns
nicht zu stéren, denn diese Knicke sind nur der Rechnung wegen eingefiibrt; man hat
sich in Wirklichkeit an ihrer Stelle runde Formgn zu denken, die sich durch die Zihig-
keit héchstens um GréSen von der Ordpung v verdndern, die Wir bereits vernachlissigen.
Das ganze Veriabren kommt darauf hinaus, daf wir nur den Streifen von der kleinen

Breite der Grenzschicht (GréSenordnung V:", Bezeichn. s. FuBinote 3 S. 432) als reibende

Fliissigkeit ansehen, das iibrige als reibungslose. Wir kommen so auch iiber die Schwie-
rigkeit hinweg, daf unser Geschwindigkeitsprofil streng genommen nicht stationir ist (die

2
vernachlissigte Verinderuvg in der Zeit 7 ist von der Griofienordnung '{Tf U),
I

Wean man die Rechnung fiir unsere Grenzschicht unter der Annabme kleiner
Schwingungen durchfiihrt, dann ergibt sich eine nicht ganz einfache, jedoch von Sommer-
feld und Hopf!) bereits sehr sorgfiltiz untersuchte Differentialgleichung. Wir wollen
indes zum Unterschied von den genannten Autoren hier davon Gebrauch machen, dafl
die Zihigkeit sehr klein ist und ferner auch annebmen, daff die Geschwindigkeit U’, mit
der die Wellen der Stérung in der X-Richtung fortschreiten, nicht zu klein ist, so dafl
die Schicht,. die mit der Geschwindigkeit U stromt, bereits auferhalb der Grenzschicht
liegt?). Dann vereinfacht sich die Gleichung zu

Ou ¥y 10p

m=vo,— = L (D).

Ot Oy o Pz

Die Rayleigh-Schwingung liefere an der Wand eine Geschwindlgkelt U= Cel ho+ni),
Wir fiigen eine Zusatzgeschwindigkeit ' = 7 (y)2¢* * ") hinzu mit der Bestimmung,

daB f(0) = — C sein soll, um die Grenzbedingung des Haftens an der Wand zu befrie-
1 Op ~ O
digen. In der Nihe der Wand auBerhalb der Grenzschicht gilt gen&hert — ;%= ,{‘: 3
also ergibt sich mit ¥ = w; + «' aus Formel (1) ’
(?'
inf(y) = O )¢
also wird
+a+r)e
f) = — ce 0T )

wobei das Vorzeichen so zu wiblen ist, dal der reelle ’I‘ell des Exponenten negativ
wird, damit die e-Funktion mit wachsendem x abklingt.

Die Zusatzbewegung v bringt vermdge der Kontinuitit auch eine Zusatzgeschwin-
digkeit »' hervor. Es ist

A
(r’/—.———nu,
was wegen v = 0 am Rande
. - P n ;
v:-:tlk’c“/?_‘li(l_ei'-klfl)?/'/g—v)e(k¢+"') L (3)
1L +7 n

gibt. )
Wihrend « auflerbalb der Grenzschicht verschwindet, hat » gemif Formel (3)
fiir griBere y den asymptotischen Wert®) ‘

=+(1+a‘)cl/;;-e‘("”" mO )
n

Man kann sich die weitere Untersuchung dadurch sebr vereintachen, daf man so
tut, als ob dieser Wert von o' bereits an der Wand vorhanden wi#re und daf men im

Y A. Sommevfeld. Atii del 1V, congr. intern. del Mathemauei, Rom 1908: L. Hopf. Ann. d.
Phys {1V ¢3. 8. 1, 1914.

vy »
%) Es kommt darauf an, da8 der Ausdruck ar ]/ B klein bleibt.

% Die Formel (3) gilt der Ableltung gem#f nur fOr eine Schicht, in der das reibungslose v,
das In Wirklohkelt einen ©ojky enthiilt, als konstant nach y angesshen werden kann.
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iibrigen, abgesehen von dieser Abindernng der Grenzbedingung, die Reibung nicht weiter
beriicksichtigt. Die Riickwirkung der Grenzschicht auf das Iunere wird damit richtig
dargestellt. Die Geschwindigkeit v’ kommt in Wirklichkeit davon her, daf in der Grenz-
sohicht die (GGeschwindigkeit « durch die Reibung abgedindert ist. Unser vereinfachter
Ansatz setzt dafiic einen Durchtritt der Fliissigkeit
durchaedie pords zu denkende Wand oder aber eine

77 ¢ Schwingungsbewegung der Wand gemi8 Gleichung (4),
g _._g wobei dann die Arbeitsleistung des Druckes genau die
Stelle der in Wirme verwandelten Reibungsarbeit in

3 = der Grenzschicht einnimmt. Durch diesen Kunstgriff

o = ist es also gelungen, die Zihigkeitswirkungen darch

” eine einfache Randbedingung fiir die Rayleigh-
Abb. 2 Schwingung zu ersetzen. ‘

Alle bisher von uns aul diese Weise durch-
gerechneten Stromungsprofile (vergl. Abb. 2) ergeben nun fir den Fall, daB die Be-
wegung ohne Reibung stabil ist, mit Reibung eine Anfachung {(negative Dimpfang),
und zwar von einem Betrag, der durch Formeln von folgendem Ban wiedergegeben wird:

= U=

val v
= j -+ {8, wobei vy = — Zahl-—V—.
n i, 8 > Vo

{(Der Ansdruck unter der Wurzel ist das Reziproke der Reynoldsschen Zahl;
die »Zahl« in der Formel ist eine von den Daten des Profils abhiinglge Funkiion der Wellen-
linge der Stérung.)

Wir haben’ dieses Ergebnis erst nicht glauben wollen und haben es daraufhin
jeder dreimal unabhingig auf verschiedene Weise gerechnet. Es kam aber immer wieder
dasselbe Vorzeichen, das Labilitit bedeuatet. Die begangenen Vernachl#ssigungen sind
unter der Annahme einer sehr kleinen Zihigkeit einwandfrei. Das Ergebnis mufi also
hingenommen werden. Den bisherigen theoretischen Ergebnissen gegeniiber, die immer
Stabilitit geliefert hatten, ist darauf hinzaweisen, daB diese aussohlieBlich den sogenannten
Couetteschen Fall behandeln?!), der sich aul die lineare Geschwindigkeltsverteilung
zwischen zwei aneinander vorbei bewegten parallelen Winden bezieht. Diese Stifmung
ist im Rayleighschen Sinn picht schwingungsiibig?. Die von uns untersuchten Stid-
mungen haben aber simtlich, reibungslos betrachtet, stabile Eigenschwingungen, d. h. sie
sind ungedimpfter Wellenbewegungen (von beliebiger Wellenliinge) fihig. Das Vor-
handensein einer solchen Wellenbewegang ist aber die Vorbedingung fiir die von uns
untersuchten Grenzschichtvorginge.

Um die Rolle der Grenzschicht fiir das Labilwerdén der Strémung besser zu ver-
stehen, ist- es ganz lehrreich, die-Reynoldssche Energiebetrachtung darauf anzawenden,
mit der auch H. A. Lorentz in seiner bekannten Abbandlung?) arbeitet.. Dort wird die
Zunahme der Energie der Stérungsbewegurg als die Differenz zwischen zwei Avsdriicken
dargestellt, von denen der erste (M) die von der Hauptbewegung aut die Stérungs-
bewegung iibergehende Energie, der zweite (N) die der Sisrungshewegung durch Rei-
bungsarbeit entzovene (dissiplerte) Energie darstellr. Der letztere Term liefert notwendig
immer eine DAmpfung. In uncerem Falle zeigt die n¥here Unte'suchung, daB die Dissi-

pation in der Grenzschioht einen Betrag mit dem Faktor V/» ergibt, die gauze iibrige
Laminarstrdmung dagegen einen Betrag mit dem Faktor », Bei klemem » tritt der
letztere Anteil also in der Tat gegen den ersteren zuritck.

Der M-Term nimmt bel mnserer Avfgabe den Auasdrack

ffi’—guvdzdy
dy

an, wo U die gegebene Laminarstrdmung ist. Der Wert dirses Ausdrucks hingt vor
allem von dem Phasenanterschied der #-Welle und der v-Welle ab. Bej einem Phasen-
untersehied von 90°, wie er sich bei R-inangslosigkeit im Falle der stabilen Schwingung
ergibt, ist der Ausdrack M = 0. Die Beweguog ¢, die voa der Grenzschicht gelisfert

') Mit Ausmahme des von Nocther untersnchten Falles (T = ay?), fir den Blumenthal eben-
falls Stabilitkt nachwies, vergl. Sitzungsber. d. bayr. Akad. d. Ws 1913, 8. 309 u 568,

% Die Zahl der Freiheitsgrade bet Rayleigh ist (far gegebene Wellenlinge) um eins kleiner
ale “die Zahl der Streifen konstanter Rotation.

%) Abh. Wber theor. Physik, Leipzig 1907. 8. 47 u.f.
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wird, hat nan eine Phasenverschiebung von 133° sowohl gegen u wie gegen das rei-
bung-lose » und gibt daher mit u zusammen einen Energleiibergang von der Haupt-
bewegung anf die Stérungsbewegung. und zwar gemif der Rechnung von einem Betrage,
der in der GriifSlenordnung mit der dissipierten Energie iibereinstimmt, sie aber zahlen-
miflig {ibertriffc. Es bleibt also von der ilbertragenen Eaergle immer etwas fiir das
Anwachsen der Sifrarg iibrig.

Die' dureh diese Rechnung geschafirne Lage war nun, obwohl sie die Entstehung
der Turbulenz zn erkliren schien, gar nicht angenehm, denn es entstand jetzt die nm-
gekehrte Schwierigkeit, wie die Laminarstrdmung gerettet werden solle, die doch nach
den Versuchen unterhalb der Reynoldsschen Zahl 1010 stabil sein mufi. Nach unserer
vereinfachten Rechnung war dies gar nicht zu verstehen. Es muf aber betont werden,
da8 durch das geknickte Geschwindigkeitsprotil etwas Kiinstliches in die Rechnung herein
gebracht wird, das besser vermieden wiirde. Man wird sich dazu entschlieBen miissen,
wirklich einmal gekriimmte Laminarprofile auf jhre kleinen Schwingungen durchzurechnen.
Dabei treten, wie schon von Lord Rayleigh festgestelit wurde, an der Stelle im Protil
Beronderheiten auf, wo die Phasengeschwindigkeit der Storungswelle mit der Geschwin-
digkeit der Hauptstromung {ibereinstimmt. Dort verweilt nimlich ein und dasselbe Fliis-
sigkeitsteilchen danernd in demselben Druckgefille, wodurch die Stérung bei Reibungs-
losigkeit nicht klein bleiben kann. Bei Berticksichtigung der Reibung erhilt man zwar
ein verniinftigeres Resultat, doch werden auch hier die Geschwindigkeiten ziemlich groS.
Eine_Abschitzung ergab, da8 der Betrag der Dissipation hier der Krilmmung des Ge-
schwindigkeitsprofils und der 3/,. Potenz der Zihigkeit proportional ist!), Anfachung mit
v'f2 und Dimpfang mit +*s wilrden nun bel passenden gar nicht grofien Zahlenfaktoren
groSe Reynoldssche Zahlen ergeben kionnen, da die Zahlenfaktoren zur 6. Potenz zu
erheben wiren. Jedoch steht jm Hintergrund noch der M-Term, dessen Vorzeichen noch
nicht von vornherein fest liegt und der deshalb die Sache noch umwerfen kann?). Hier
kann also nur die genmane Durchrechnung weiter helfen.

Zum SchluB zeige ich hier noch
eine photographische Aufnahme?), die
das Vorgetragene sehr gut zu erliuo-
tern vermag. Die Aufoahme, die in
Abb. 8 wiedergegeben ist, bezieht sich
auf eine Stromung in dem oben ge-
pannten Kanal bei abgerundetem Ein-
lant und bei einer Reynoldsschen
Zabl von rd. 15000. Die photo-
graphisohe Kammer befand sich auf
einem Wagen, der parallel zur Kanalachse gefahren werden konnte und bewegte
sich bei der Aulnashme mit elner Geschwindigkeit, die etwa ¢/ der Geschwindigkeit,
des Wasserstiromes in der Mitte des Kanals betrug. Dadurch erscheinen in der
Aufnahme solche Punkte der mit Lykopodiam bestreuten Oberfliche als Pankte, die

}) Die Rechnupg ergab fiir die Dissipation pro Liéingeneinheit die GrdSenordnung

3 3
93 v
n'K Vk dU)-"’
' (&
2

wobei K der Mittelwert von — m in dem fn Betracht kommendon Strelfen und vy die Amplitudé von

von v an der Stelle U= U ist.
I’K‘ 2
% (Zutogung Okt, 21.) Hier ergeben sich 2 Terme von der GrdSemordnung —

3 von ent-

ay
gegengesetztem Vorzeichen, deren Differens voraussichtlich eine mit » klein werdende GréSe ist. Von
dem Awusfall dieser Differenz hiinet alles ab. Moglicherweise ergibt sich fiir das Parabelprofli (Poiseutlle)
wieder Stabilitdt fiir alle ». whhrend bei dem Profil von FuBnote 8 8. 432 sicher bel kleinen » In-

a*
stabilitit bleiben wird, da hier in der Nihe der Wand y’ sebr kleln wird, und ftir kleine & die aus-

gezelchoete Schicht (U = ') nahe der Wand Hegt.

%) Statt des Lichiblides st elne Zelchrung wiedergegeben, da dle Elnzelbelten der Aufnabme
bet der Wiedergabe im Drack zu echr an Deutlichkeit verlieren wtirden.
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die gleiche Geschwindigkeit wie die Kammer hatten. Man sieht deatlich von links
her zwei groSe Wirbel vorrticken. Rechts von ihnen sieht man einen schwiicher
ausgebildeten. Die Grappengeschwindigkeit der hier in Bétracht kommenden  Wellen-
bewegung ist nach der Rechnung grofer als die Pbasengeschwindigkeit, es bauen
sich also — ebenso wie bei den Kapillarwellen — an eine Wellengropps immer neae
Wellen vorne an. Der erwihnte flache Wirbel ist als ein neuer im Entstehen begriflener
Wellenberg der Stérung anzusehen, der sich vor den bereits vorhandenen autbaut. Da
sich die Wellenberge hier in Wirbel verwandeln, komm¢ ein Erldschen entsprechend dem
Wellen auf der Rnokseite der Gruppe, wie es bei reinen Wellenbewegnngen beobachtet
wird, hier nicht in Frage.

Die im ersten Teil des Vortrages besprochene Ersoheinung, da8 durch vorhandene
Stérangen labile Zustlinde geschaifen werden, die zur Bildung nemer kleinerer Wirbel
Anla8 geben, kann auf der linken Seite der Figur beobachtet werden, wo unter den
grofen Wirbeln bereits kleinere entstanden sind, die sich dareh einen welligen Verlaunt
der Stromlinien kenntlich machen. 116

Experimentelle Untersuchungen zum Turbulenzproblem.”
Von L. SCHILLER in Leipzig.

heute noch nicht¢ zu einem befriedigenden Ergebnis gefiihrt. Dies prigt sich deutlich

darin aus, daB die in den verschiedenen theoretischen Arbeiten erhaltenen Grenzen fiir
die »kritische Reynoldssche Zahl«*) einen sehr weiton Bereich einschliefilen. Als untere
Grenze wurde von Hopt?) die Zahl 11 g funden, wibrend die Theorie der kleinen
Schwingungen iiberhaupt keinen endlichen Wert ergibt,(v. Mises*), Hopt?)). Wesenilich
geringer ist der Bereich, innerhalb dessen die in experimentellen Untersuchungen an-
gegebener Werte von R liegen ). Er erstreckt sich fiir Glasrohre und gezogene Metall-
rohre von R =200—255007). Die nledrigsten Werte (B = 200) gibt Ruokes?) fiir
Metallkapillaren mit nicht sehr glatter Wandung an, und Sorkau®) fiir Glaskapillaren
(R: == 224). Der hiichste Wert 25500 entsprichit Ergebnissen von Ekman?®), dem es ge-
lungen ist,- die laminare Bewegung bis etwa R = 25500 aufrecht zu erhalten.

Die einzelnen Werte wurden jeweils unter recht verschiedenen Versuchsbedingungen
erhalten. Als solche kommen hauptsichlich in Betracht: Zustand (Beruhigungsgrad)
der Fliissigkeit beim Eintritt in’ das Rohr, Form der EintrittsSlinung, Anlauflinge
(Abstand der Mefstrecke vom Einlaut), Glétte des Rohres. Ein Vergleich unter so ver-

D Aus der -Le!pliger Habilitationssehrift des Verfassers. Vorgetragen in Jena am 20. und
24. September 1821,

%) sReypoldssche Zahl« oder »reduslerte Geschwindigkeit« heift dle Grofe R:= w_
' 4

Die zahlreichen theoretischen Untersuchungen tiber das »Tarbulenzproblem« haben bis

~

, Wo
- -

= mitt'ere Geschwindigkeit, a = charakteristische Linge (In diesor Arbeit stets = Rohrbalb messer),
¢ = Dichte, u = Koeffizient der inneren Reibung, » = %= Zihigkeltsxshl der Flissigkeit.
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