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12.

Tabelle der reducirten positiven terniren quadrati-

schen Formen, nebst den Resultaten neuer For-

schungen tber diese Formen, in besonderer Riick-
sicht auf ihre tabellarische Berechnung.

- (Von Herrn Dr. G. Eisenstein, Docent an der Universitit zu Berlin.)

Erste Ahtheilung.

Resultate neuer Forschungen iiber die reducirten positiven ternéren
Formen, in besonderer Riicksicht auf die Berechnung
und Controlirung der Tabelle dieser Formen.

§. 1.
Entstehung und Rinrichtung der Tabelle.

Nachdem mir durch wiederholte Ansirengungen die Losung zweier
Haupt-Aufgaben iber ternire positive quadratische Formen gelungen war, und
ich hierdurch eine doppelte Reihe von neuen Sitzen iber diese Formen ge-
wonnen halte, erschien e¢s mir wiinschenswerth, sowohl zur numerischen
Prifung dieser Satze, als auch zu Gunsten neuer Forschungen, eine Tabelle der
reducirten terniren Formen von grofserem Umfange und grofserer Mannigfal-
tigheit zu besitzen, als die, welche Seeber am Schlusse seines diesen Gegenstand
betreffenden Werkes construirt hat; denn die letztere erstreckt sich, trotz ihres
scheinbar bedeutenden Umfanges, wenn man sich der von Guaufs eingefihrten
Nomenclatur bedient, wie hier stets geschehen wird, und wenn man allein auf
die hauptsichlich wichtligen eigentlich primitiven Formen Riicksicht nimmt, nur
bis zur Determinante —25. Dies geniigte schon nicht fir meinen néchsten
Zweck, da die erwihnten Sitze eine sehr mannigfaltige Gestalt annehmen, je
nachdem die Determinante durch eine oder mehrere Primzahlen theilbar ist,
quadratische Theiler enthalt oder nicht, ungerade oder gerade ist, und im letz-
teren Falle durch niedere oder hohe Potenzen von 2 aufgeht u.s. w. Der
Erfillung meines Wunsches stand indessen die grofse Lange und Complication
der zu unternehmenden Rechnung entgegen, und ich hétte, hierdurch abge-

schreckt und ohnedies mit andern rein theoretischen Forschungen beschifligt,
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meine Absicht, die Seeber’'sche Tabelle wenigstens bis zur Determinante —100
fortzusetzen, aufgeben miissen, wire es mir nicht durch die theilnehmende und
wohlwollende Unterstitzung der Akademie der Wiss. zu Berlin moglich gemacht
worden, mir die nothigen Rechenkrifte zu verschaffen, mit deren Hilfe ich im
Stande war, diese Arbeit, ohne géinzliche Vernachlassigung meiner tbrigen ma-
thematischen Untersuchungen, zu Ende zu fihren.

Die in der zweiten Abtheilung folgende Tabelle, welche ich, zum Un-
terschiede einiger hier im Texte selbst vorkommenden Tafeln, die grofsere
Tabelle nennen will, enthilt die von Seeber definirten reducirten Formen nach
ihren Determinanten — D), von —1 bis —100, und nach der Grofse ihrer
Coéfficienten geordnet; und zwar constituiren dieselben fir jede Determinante,
nach dem von Seeber aufgéstelllen Satze, dessen Beweis neuerdings von
Dirichlet*) ungemein vereinfacht worden ist, ein vollstandiges System nicht-
dquivalenter, und die zur Determinante gehorenden Classen reprisentirender
Formen. Die dufsere Einrichtung der Tabelle ist so einfach, dafs sie kaum
einer besonderen Auseinandersetzung bedarf; in der ersten Vertical - Columne

befinden sich die Werthe von D), dahinter die Anzahl der zugehdrigen Formen;

sodann folgen die Formen selbst, und es bedeutet (z’ ‘lj:’ Zz) jedesmal die Form

ar’+ a'y* 4 a"'2* - 2byz + 20'xz - 26"xy. In die Tabelle sind nur die pri-
mitiven Formen aufgenommen, fir welche a, o', ¢', b, b', V" keinen ge-
meinschaftlichen Theiler haben, da die nicht primitiven, nach Wegnahme des
-grofsten gemeinschaftlichen Theilers, sich schon bei fritheren Determinanten
vorfinden und unnothiger Weise den Umfang der Tabelle vergrofsern wiirden,
ohne wirklichen Nutzen zu gewihren. Ferner habe ich die Tabelle in zwei
Theile getheilt; der erste enthalt die eigentlich primitiven Formen, fir welche
auch a, @', a', 2b, 20, 20" keinen gemeinschaftlichen Theiler darbieten,
der zweite die uneigentlich primitiven, fir welche a, ', a" alle drei gerade
Zablen sind. Unter jeder einzelnen Form befindet sich der Werth von J,
welcher die der Form zugehorige Transformations~ Anzahl angiebt, von wel-
cher bald die Rede sein wird.

Diese grofsere Tabelle ist auf doppelte Weise, nach zwei ganz ver-
schiedenen Methoden, theils unter meiner Leitung, theils von mir selbst be-
rechnet und sodann einer dreifachen Controle unterworfen worden, so dafs ich
glaube mich firr ihre Richtigkeit verbiirgen zu konnen. ﬁbrjgens wird man aus

*) E}egenw. Journal Band 40 Seite 209 ff.
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Nachstehendem ersehen, wie jeder etwa vorkommende Fehler aus dem blofsen
Anblick der Formen beim Gebrauche sogleich erkannt werden kann. Die
Methoden haben sich im Laufe der Rechnung selbst dergestalt vereinfacht, dafs
ich glaube, es werde nicht meine Krifte ibersteigen, die Tabelle spater in
Mufsestunden mit einiger Unterstiitzung weiter fortzufihren.

§. 2.
Erste Methode der Berechnung.

Die erste Methode ist die sich zunichst darbietende, von Seeber vor-
geschriebene, in vielen Sticken bedeutend vereinfacht, nach welcher fir jede
einzelne Determinante von —1 bis —100 diejenigen Formen ermittelt wur-
den, welche den characteristischen Ungleichheitshedingungen der reducirten
Formen Geniige leisten. Es wirde iberflissig sein, in niiheres Detail ein-
zugehen, zumal da diese Methode, als zu complicirt, sich fir die tabellarische
Fortfihrung unbrauchbar erweist und nur far die Untersuchung einzelner De-
terminanten Werth behalten wird. Ich hebe daher, mit Ubergehung des schon
von Seeber Bemerkten, nur einige wesentliche Verbesserungen hervor. Es
ergab sich namentlich eine unerwartete Vereinfachung des Begriffs der redu-
cirten Formen selbst, indem diejenigen Ungleichheitsbedingungen, welche bei
Seeber auf den zweiten Grad steigen, auf lineare zuriickgefiihrt werden kon-
nen; man hat hierdurch den grofsen Vortheil, der mihsamen Bildung der bei
Seeber in vielen Fallen nothwendigen zugeordneten Formen tiberhoben zu sein,
und kann aus dem blofsen Anblick der Coéfficienten einer Form unmittelbar
beurtheilen, ob sie reducirt ist, oder nicht. Mit dieser Vereinfachung stellt
sich die Definition der reducirten Formen in folgender Weise, wobei sich von
selbst versteht, dafs @, ', @” immer positive Werthe haben missen:

Es giebt zwei Arten von reducirten Formen:

I. Formen wie (+‘Z;+Z::+g::), in denen b, &', b" alle drei positiv sind.

Hauptbedingungen :
a é d é an,,
Rb=d, 20=a, 20" <.
Nebenbedingungen : o

Wenn a¢ = a, so mufs & =¥, wenn o' == 4", so mufs & < &" sein,

wenn 26 = a', so mufs " <"2¥' sein,
- 2W=ua, - - V=20 -
2b"= a, - - b' §2b -

19*
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II. Formen wie (_Z"_ z"’——Z',") , in denen &, &', 6" Null oder positiv sind.
Pl 3
Hauptbedingungen :
4 a=da =d";
CR0<d, 0=a, 20"=a; 20+4+V+V)<aid.
Nebenbedingungen :
Wenn a =ad', so mufs & =¥, wemn o« = a", mufs &' < §" sein;

. a a,a"
wenn 26 = a', so mufs "= 0 sein, Typus ( ? ’ ),

—4d, =0, 0

i R ? "
T
' BN (4
W=a, - - ¥=0 -, Typus (_j>5°_,7);

wenn endlich 2(6+ b+ 8") = a-t+d' ist, so mufs @« < 20'+0", d. h
V" = (a—20¥') sein. Diese Bedingungen, deren Umfang mit dem der Seeber-
schen, wie streng nachgewiesen werden kann, vollkommen ibereinstimmt *),
sind offenbar von solcher Art, dafs die Frage nach ihrem Statifinden bei jeder
vorliegenden Form nach blofser aufmerksamer Ansicht derselben ohne weitere
Rechnung unmittelbar mit Ja oder Nein beantwortet werden kann.

Eine fernere Vereinfachung besteht darin, dafs man fir die kleinsten
Werthe des ersten Coéfficienten ¢ die siammtlichen zu einer gegebenen De-
terminante — D) gehorigen reducirten Formen mit einem solchen ersten Coéf-

ficienten @ priori angeben kann. In der That sind alle reducirten Formen, fiir

welche ¢ =1 ist, in dem Schema (_913’ %I’ %} enthalten, wo fir (A, B, ©)

nach und nach alle reducirten béindren posiliven Formen **) mit der Determi-
nante — D) und nicht negativem mittleren Coéfficienten B gesetzt werden miissen;

z. B. fir D=7 sind diese Formen (1, 0, 7) und (2, 1, 4), aus denen sich

die terniren Formen (1): (1):5 und (_}: (2):3 ableiten lassen. — Fir a =2

hat man die vier Arten von terniren Formen
2, HAH), 46 2, U, $(C41)
<_‘%$a B O’ .31)? ‘ (—%%, —1, b 0+ )’
2, A4, HEH1) 2, 4%, 4C
(orn, GG, (B e )
in welchen (2, B, @) alle bindren reducirten positiven Formen mit der Deter-
minante — 2D bedeuten, deren erster Coéfficient A > 2 ist (so dafs A=1, 2

*) so dafs die Seeberschen eine Folge der hier gegebenen sind; und umgekehrt.
##) d. h. diejenigen, in denen 2B =Y, € =A, A und € posiliv sind.
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auszuschliefsen und erst mit 2 = 3 anzufangen ist), und deren mittlerer Coéf-
ficient B nicht negativ ist; und zwar ist derjenige Typus ternirer Formen
zu wihlen, dessen Coéfficienten ganze Werthe erhalten, indem jeder biniren
Form (2, B, €) eine ternire entspricht, und diese ist die erste der vier
obigen, wenn 2 ungerade, B gerade, € gerade, die zweite, wenn U gerade,
B gerade, € ungerade, die dritte, wenn A, B, € alle drei ungerade, die
vierte, wenn %, B, € alle drei gerade sind; im letateren Falle, welcher nur
Statt findet, wenn D gerade ist, stellt (32, 4B, 1&) alle reducirten Formen mit
der Determinante — L0 vor, und es mufs in diesem Falle noch fir A =4 der
Werth 8 = 2 ausgeschlossen und nur der Werth 8 = 0 beibehalten werden,
denn die bindre Form (4,2, @), in welcher € gerade ist, wiirde die ternire

2,2, 46
—1,0,

b <_V'; iibrigens ist dies neben der Beschrinkung 2 = 2 der einzige fir a =2
Statt findende Ausnahmefall. Um also alle terniren Formen mit @ =2 fiir die
Determinante — I zu erhalten, schreibe man in erster Zeile simmtliche reducirten
bindren Formen (A, B, €) mit der Determinante — 2 und nicht negativem B
it Ubergehung derjenigen, in welchen A =1, oder A =2, und, wenn es Statt
finden sollte, auch derjenigen, in welcher gleichzeitig % = 4, B =2 und @ gerade
ist, schreibe man unter die tibrigen in zweiter Zeile neue bindre Formen (', 6, ¢"),
welche aus jenen hervorgehen, wenn man von jedem Coéfficienten die Halfte,
oder, sollte er ungerade sein, die Halfte der folgenden um 1 grofseren Zahl nimmt;
die noch fehlenden Coéfficienten &' und 4" so wie das Vorzeichen von & werden
aus dem Rest von 2 und € (mod. 2) entsprechend den vier obigen Typen erkannt
Beispiel D =142:
Red. bin. F. det. — 84: (1, 0, 84), (2, 0, 42), (3, 0,28), (4,0,21), (4, 2, 22)
(a, b, d)=: * * (2,0,14), (2,0,11), *
Vb =: . 0, —1 —1,0
Red. bin. F. det. —84:(5, 1, 17), (6, 0, 14), (7, 0, 12), (8, 2,11), (10, 4, 10)
(@, b, d)=:(3,1, 9, (3,0, ), (4,0, 6),(4,-1, 6), (51"‘29 9)
v, ¥ =: 1,1 0,0 0, —1 —1,0 0,0
Hieraus entspringen die folgenden terniiren Formen determinantis — 42:

(o) @), GTY: @80
6o 1) (5-2o) (550

und diese sind die einzigen, deren erster Coéfficient « =2 ist. — Fir a=3

) ergeben, welche nicht reducirt ist, weil ¢ = ' =2, aber nicht
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sind die finf folgenden Arten von Formen erschopfend:

(_ ) w@l-H), ag) ( 3, %?I,%(@-H))’ ( 3, §(AH1), %—(@:-H)),

-—-%58, —1, 0 }3(23"“1), 1,
3, HAHD), 4(CH
(@, S0 1),
und die nur fir D) =0 (mod. 3) Stalt findenden (__z’% %" 'b@) Hier bedeutet

(2, B, @) alle reducirten positiven binaren Formen mit der Determinante — 3D,
in denen B nicht negativ und A > 7, d. h. mindestens — 8 ist; jeder der-
selben entspricht eine terndre, deren Art sich aus dem Verhalten von U, B,
€ (mod. 3) bestimmt. Ausnahmefille: fir die erste Art ist die Combination
A=8, B=23, fir die finfte Art die Combination Y =9, B=3 zu ver-
werfen; diejenigen Formen (U, B, €), in denen A, oder €, oder beide =
(mod. 3), sind, wie man sieht, ganz zu verwerfen. Diese Regeln sind voll-
kommen streng und mit Beriicksichtigung aller Haupt— und Nebenfille aus den
Grundbedingungen der reducirten Formen abgeleitet worden. Da die Tabelle,
soweit sie von Seeber berechnet worden ist, néamlich bis zur Determinante —25,
keine einzige Form enthélt, deren erster Coéfficient ¢ > 3 ist, so kann dieser
Theil derselben schon nach den eben gegebenen Vorschriften allein mit grofser
Leichtigkeit construirt werden. Fiir grofsere Werthe von « miochte das ge-
wohnliche Verfahren vorzuziehen sein; der Werth « =4 kommt unter den
eigentlich primitiven Formen zum ersten Male bei der Determinante — 44, unter
den uneigentlich primitiven bei der Determinante — 36 vor.

Endlich ist zur Bestimmung oberer Grenzen fir die Coéfficienten a, o'
a" der von Seeber durch Induction aus seiner Tabelle gefundene, durch Gaufs
zuerst bewiesene Satz benutzt worden, dafs immer wu'a” < 2D ist. Hieraus

folgt a__§__{7(2D), a'=<__}/(%l—)) und a"g%?- Bis zur Determinante —13

reicht man demnach mit =1 und a=2 aus; von D =14 bis D =31
mufs aufserdem ¢ — 3 versucht werden; von D) — 32 bis 62 kommt noch
a=4, von 63 bis 107 noch @=>5 hinzu. Grofsere Werthe, als a=2>5
konnen also nicht in der Tabelle angetroffen werden.

§. 3.

Zweite Methode der'Berechnung.

Bei der zweiten Methode zur Berechnung der grofseren Tabelle wur-
den, okne Rucksicht auf specielle Werthe der Determinante, iberhaupt
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alle Combinationen der sechs Coéfficienten aufgestellt, welche den obigen
characteristischen Ungleichheiten Geniige leisten; fiir jede dieser Combina-
tionen wurde der Werth von
D = add'+ 260"V — ab® — a'b” — "0

berechnet; diejenigen Combinationen, fir welche sich ) > 100 ergab, wurden
verworfen, die ibrigen am passenden Orte in der Tabelle eingetragen. Bei
der wirklichen Aufstellung gewihrte der Umsfand wesentliche Erleichterung,
dafs die Werthe der Determinante eine arithmetische Progression bilden, wenn
einer der drei obern Coéfficienten «, @' oder «” bei unverinderten Werthen
der ibrigen finf Coéfficienten die natirliche Zahlenreihe durchlauft; in der
That kann man der Grofse D die folgenden drei linearen Formen geben:

D = 20b'0"— d'b” — "6 - a(d'd"— ¥*) = K+ alL,
D = 206'0"— ab® —d"b"*+ @' (ad" — V*) = K'+|d'L/,
D —_ 2bblbll__ ab'_’ —_— a'blz __l_ a"(aaf__b’m) —_ K”_I__ a"L",

in denen K und L nicht von a; K', L' nicht von &, endlich K", L" nicht
von 4" abhangen; namentlich ist «e’'— " die Differenz der arithmetischen
Reihe, welche die Determinanten fir ein wachsendes a” bilden. Als am
meisten practisch erwies sich folgende Einrichtung. Den Werthen ¢ =1, 2,

3, 4, 5 wurden nach und nach alle den Bedingungen aédéﬂ(%?ﬂ) ge-

nigenden Werthe von &' zugesellt, so dafs die folgenden 35 Combinationen
fir a, ' innerhalb der Grenzen der Tabelle zu betrachten waren:

1,1; 1,2y 1,3; 1,4; 1,5; 1,65 1,7; 1,8; 1,9; 1,10; 1,11; 1, 12;

1,13; 1,145 2,2; 2,33 2,4; 2,5; 2,63 2,75 2,8; 2,9; 2,10;

3,3; 3,4; 3,5;3,6; 3,7; 3,8; 4,4; 4,5; 4,6; 4,7; 5,5; 5, 6.
Jeder dieser 35 Combinationen entspricht ein besonderer Theil der Arbeit, der
seinerseits aus der Bildung mehrerer Zeilen besteht, die den fir die geltende
Combination @, a' moglichen Werthen von &4, &', 4" entsprechen; letztere sind
1) alle positiven Combinationen, die den Ungleichheiten b < }d', & < ia,
0" < }a geniigen, 2) alle nicht positiven Combinationen —b, —¥&, — ",
die diesen und aufserdem der Ungleichheit & 8’4" < }(a-}-a') geniigen,
wenn man in beiden Fillen diejenigen Combinationen verwirft, welche mit den
oben angegebenen Nebenbedingungen unvertraglich sind. Links am Rande der
zur Aufnahme der arithmetischen Reihen bestimmten Zeilen wurden die zu-
sammengehorigen Werthe von &, ', 4" geschrieben; oben dber den Zeilen
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und gemeinschaftlich fir alle die laufenden Werthe von o' = d', o'+ 1,
a2, a-+3, ....; sodann war es nothig, die Determinante fir den kleinsten
Werth von «”, nimlich «”" = @', also 260’0 — ab* — d'b” + o (ad' —b'"™),
welches die erste Zahl in jeder Zeile ergiebt, und die Differenz der Reihen
aa' — b'" zu bestimmen. Nachdem diese beiden Stiicke fir jede Zeile berechnet
waren, wurden die verschiedenen arithmetischen Reihen in den respectiven
Zeilen durch fortgesetzte Addition der gefundenen Differenz so weit gebildet,
als es fiir die Grenzen der Tabelle nothig war, und dies letztere wurde einfach
dadurch erreicht, dafs man vor der ersten, iber 100 liegenden Zahl ab-
brach. Von den in jeder Zeile die erste Stelle einnehmenden Delerminanten war
noch’ zu bemerken (da fir dieselben & = «' ist), dafs diejenigen unter ihnen
verworfen werden mufsten, fir welche der absolute Werth von &' den von 4"
ibertrifft; alle dbrigen Determinanten entsprachen wirklich reducirten Formen,
die aus dem Ort, den die Determinante einnimmt, sogleich zu erkennen sind;
mit Ubergehung der nicht primitiven Formen wurden die eigenllichen in der
ersten Tabelle, die uneigentlichen in der zweiten Tabelle unter ihren Deter-
minanten verzeichnet. Diese Methode ist in gewissem Sinne die umgekehrte
der ersten, indem nicht zu den Determinanten die Formen, sondern zu den
Formen die Determinanten bestimmt wurden. Zu grofserer Deullichkeit lasse
ich denjenigen Theil der Rechnung, welcher aus der Combination a = 4,
@' = 4 entspringt, mit abdrucken; hier erbalten die untern Coéfficienten den
Werth 1 oder 2, wenn alle drei posiliv sind, und die Werthe 0, —1 oder
—2, wenn alle drei nicht positiv sind, im letzteren Falle noch mit der Be-
- schrinkung, dafs die Summe ihrer absoluten Werthe = 4 sein mufs, dafs
also der absolute Werth von =b=05-0'4 0" nur die Werthe 0, 1, 2, 3
oder 4 haben darf; da ¢ = &’ =4, so miissen noch diejenigen Combinationen
verworfen werden, in welchen der absolute Werth von & den von & iiber-
trifft; wenn endlich einer der drei untern Coéfficienten den Werth +2, also
genau die Hilfte von @ oder o' hat, oder wenn genau — =6 = Y (¢} ') =4
war, so mufsten noch die oben angegebenen, leicht zu erkennenden Nebenbe-
dingungen erfiillt sein; aus letzterem Grunde fielen noch die Combinationen 0,
—1, —2; 0, —2, —1; 0, —2, —2; —1, —1, —2; —1, —2, —1
fort, und es blieben die folgenden, zu denen die Differenz der arithmetischen
Reihen 16 — 4", also 16, 15 oder 12, je nachdem 4"=0, +1 oder +2,
und ihre Anfangsglieder 64--266'6" — 4(b*-+ 6" 4-6"), berechnet wurden:
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a:4, a'=4

4 4 (4) (I”: .
6 & b'\Dit|] 4 5 6 7T 8 9
1 1 11554 69 84 99
1 1 21244 56 68 80 92
1 2 115 ]| 44% 59 74 89
1 2 212 |36 48 60 72 84 96
2 2 1|15 | 36* 51 66 81 96
2 2 2|12 32 44 56' 68 80’ 92
0O 0 0|16 | 64 80 9¢
0 0—1|15160 75 90
0 0 —2| 12| 48 60 72' 84 96
0—1 0] 16| 60* 76 92
0 —1 —-1]15|56 71 86
0—2 0] 16| 48* 64 80' 96
—1 —1 0} 16 | 56™* 72 88
—1 —1 —1 [ 15| 50 65 80 95
—1 —2 0] 16 | 44* 60 76 92
—2 —2 0] 16 | 32* 48 64' 80 96’

Fir die mit einem Stern versehenen Determinanten ibertrifft der absolute
Werth von &' den von &", wabrend &' = ', fir die mit einem Accent
versehenen ist die Form nicht primitiv; fir alle iibrigen sind die enisprechenden

Formen einzutragen; so giebt die erste Zeile die Formen (;1’ ‘11’ ‘11), (‘11’ ;l’ ?),
7 E ]

(;l’ ‘;" ?) , (;1’ ‘11’ Z) mit den Determinanten resp. — 54, —69, —84, —99; die

zweite Zeile giebt die Formen (‘11: ;1: g) R (‘11: ‘11: g) . (‘11: ;1: g) . ‘11: ;1: ;) ) (;l: ;1: g),
mil den Determinanten resp. —44, —56, —68, —80, —92, u.s. w. f.
Dieser und eben so jeder der 35 andern Theile der bisherigen Arbeit behalt seine
Brauchbarkeit, wenn die Grenzen der Tabelle spiter einmal erweitert werden
sollen, man hat dann nur die bereits angefangenen arithmetischen Reihen weiter
fortzusetzen; allerdings treten immer neue Combinationen a, a', also immer
neue Theile der Arbeit hinzu, aber fiir die bereits vorhandenen Combinationen
ist deshalb keine andere Rechnung als die Fortsetzung der arithmetischen
Reihen erforderlich, weil die Werthe von &, &', 5" nicht von der Gri')fse der
Determinante, und namentlich nicht von der Grofse des Coéfficienten @”, sondern
nur von « und a' abhangen.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 2, 20
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Durch verschiedene mechanische Hilfsmittel konnte man die ganze Ar-
beit noch bedeutend erleichtern: der ermiidenden Operation des wiederholten
Schreibens derselben Zahlen konnte man durch den Druck zu Hilfe kommen,
indem man sich fir jede Combination a, o', b, &', b" bedruckie Blatichen Papier,
wie z. B.. '

(b5 )
mit einem offenen Felde zum spateren Hineinschreiben des Werthes von a'
in hinreichender Anzahl verschaffte; ferner konnte man einen Kasten in eine
Reihe von etwa quadratisch angeordneten Fichern eintheilen, welche die Num-
mern 1, 2, 3, ... bis zu der Grenze der anzufertigenden Tabelle tragen, und
dann jedes Blattchen nach Ausfillung der leeren Stelle mit dem Werthe
von 4" in dasjenige Fach legen, dessen Nummer mit der in der arithmetischen
Progression auftretenden Determinante ibereinstimmt; um jede spitere Ver-
wechslung zu vermeiden, konnte man noch beim Hineinlegen jedes Bléttchen
auf der Rickseite mit seiner Determinante bezeichnen. Nach vollendeter Arbeit
findet man in jedem Fache die zu dieser Determinante gehorigen reducir-
ten Formen auf einzelnen Bliltchen, welche man dann in passender Ordnung
hintereinander aufkleben kann. Die Kosten eines solchen Apparates in gro-
fserem Maafsstabe, so wie eines é#hnlichen fiir die binidren Formen, wiirden
wie ich glaube nicht bedeutend sein. Jedenfalls ist selbst ohne Hiilfe von

dergleichen mechanischen Vorrichtungen, die zweite Methode der ersten bei
weitem vorzuziehen.

S. 4.

Controle durch Vergleichung beider Methoden und durch Prifung des Maafses.

Als erste Controle ergab sich naturgemifs die Vergleichung der aus
der zweiten mit den aus der ersten Methode hervorgegangenen Formen; sie
wurde beim Rangiren der aus der zweiten erhaltenen Formen nach ihren
Determinanten angestellt; nur ein paar Mal ergab sich eine Differenz, dann
wurde sorgfiltig nachgerechnet, um den Febler zu entdecken und zu verbessern.
Durch dieses Mittel war es jedoch nicht moglich zu entscheiden, ob nicht viel-
leicht trotz aller Sorgfalt dieselbe Form beiden Methoden zugleich entgangen
wire. Diesem Mangel wurde durch die zweite und dritte Controle ab-
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geholfen, welche sich auf die von mir gefundenen, theoretisch bewiesenen
Sétze griinden.

Diese Sitze beziehen sich theils auf die Anzahl, theils auf das Maafs
der zu einer Determinante gehorigen reducirten Formen (Classen). Zur Be-
" nutzung der Satze erster Art war nur die Abzihlung der Formen erforderlich;
fir die Anwendung der auf das Maafs beziiglichen Sitze miissen einige De-
finitionen und aufserdem die Berechnung der Werthe von J' (s. §.6.) vor-
ausgesetzt werden. Fir jede posilive ternire Form existirt eine gewisse
endliche Anzahl linearer Substitutionen mit der Systemsdeterminante -1, durch
welche dieselbe in sich selbst transformirt werden kann; diese Anzahl, welche
irgend ein Divisor der Zahl 24, aufser 3, sein kann, zeigt zugleich an, wie
oft, d. h. durch wie viele Substitutionen jede andere Form derselben Classe
in sich selbst oder in jede iquivalente Form transformirt werden kann, sie
ist also eine der ganzen Classe zugehorige Zahl, welche eben so wie die De-
terminante fir alle dquivalenten Formen denselben Werth behilt. Den reci-

proken Werth % dieser Anzahl nenne ich das Maafs oder die Dichtigkeit der
Form oder Classe, ein Begriff, dessen Entstehung ich in diesem Journal
(Band 35 Seite 120) naher motivirt habe. Die Summe aller dieser Briiche 2—;—,

iiber die zu einer Determinante gehorigen verschiedenen Formen (Classen)
ausgedehnt, bildet das Maafs fiir die Gesammtheit dieser Formen, oder kurz das
Maafs fir diese Determinante, und unterliegt einfachen von mir gefundenen
Gesetzen. Die einfachsten der hierher gehorigen Siize sind in folgender Tafel
enthalten; I bedeutet das Maafs fir die eigentlich primitiven, I’ das fir die
uneigentlich primitiven Formen; die Determinante wird immer durch — D be-
zeichnet, und P bedeutet irgend eine positive ungerade Zahl ohne quadrati-
schen Theiler, also ein Product verschiedener ungerader Primzahlen, welches
auch =1 sein kann, ¢ eine nicht in P aufgehende, von 1 verschiedene
ungerade Primzahl. Obwohl diese Tafel von Lehrsatzen nicht auf Vollstin-
digkeit Anspruch machen kann, so ist sie doch fiir die Controlirung der Tabelle
der terniren Formen innerhalb der ihr hier gesteckten Grenzen vollkommen
ausreichend *).

*) Allgemeinere Sitze findet man a. a. 0. im 35. Bande dieses Journals,

20 *
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D— M — m —
P | ;RP-1) 0
2P | }P A (P—1)
4P | 15 (5P —2) Pz (2P—1)
8P | 3P L (P—-1)
16P | +(11P—14) +RP—1)
32P | 1P 3 P—1)
64P | 1(23P—8) “22P—1)
PR 21_‘r (22#+1 — u ) - 2u—2
22/,1-1—1 %(2’2[4+1_2y) 0
7 2 ((¢+1)—2) 0
2(q* )P,
ol wpion |
R’ Fqq+1) 2r(9—1)
¢P | Lq(gt+ 1P ) %(112—1* qﬂ’é
= '+ P Hl—@+1)
S+ P %2((/2+(I)P
4¢4°P | 1
q 1z _2(q2_|_1) 27 _(q2+1)
2 P
8P | 3(¢*L )P e +9) %
q (¢’ +yq v_(qa_H)
7 7r(2¢+ ¢ —2) 0
¢’ Y@ +g—1) (¢ —1)
7" | @R+ =29 O

Hier folgen die Werthe von S und 9%, wie sie sich aus der grofseren Ta-
belle ergeben, zur Vermeidung von Nennern simmtlich mit 24 multiplicirt; die
Zehner der Determinante stehen links am Rande, die Einer oben in der ersten Zeile:

Tafel der Werthe von 24 fiir die eigentlich primitiven Formen.

D 0 1 2 3 4 5 6 v 8 9
oy — 1 3 5 6 9 9 13| 18| 14
1] 15 21| 26| 25| 21| 29| 28| 33| 36| 37
2] 46| 41| 33| 45| 54| 34| 39| 61| 66 57
3] 45| 61| 84| 65| 51| 69| 80| 73| 57| 77
4| 90| 81| 63| 8 | 106 | 110 | 69 | 93 | 116 | 62
5] 90| 101 | 126 | 105 | 105 | 109 | 126 | 113 | 87 | 117
6146 | 121 | 93 | 158 | 120 | 129 | 99 | 133 | 166 | 137
71105 | 141 | 216 | 145 | 111 | 154 | 186 | 153 | 117 | 157
81204 | 138 | 123 | 165 | 206 | 169 | 129 | 173 | 198 | 177
9180 | 181 | 226 | 185 | 141 | 189 | 2562 | 193 | 168 | 254
10 | 196
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Diese Zahlen sind gefunden worden, indem mit jedem Werthe von ¢
in 24 dividirt und die Summe der Quotienten fir die einzelnen Determinanten
berechnet wurde; z. B. unter der Determinante —13 findet man in dem ersten
Theil der grofseren Tabelle folgende Formen mit ihren zugehorigen Trans-
formations- Anzahlen:

(0:0,'9)> (—:6;0)> (2 ) (L55-9):

Jd=38 d=4 d==6 d=2
dividirt man hier mit den Werthen von d, namlich mit 8, 4, 6, 2, der Reihe nach
in 24, so findet man die Quotienten resp. 3, 6,4, 12, deren Summe 25 betrigt,
und diese Zahl 25 steht oben unter der Determinante 13, namlich an derjenigen
Stelle, wo die Verticalreihe 3 die Horizontalreihe 1 durchschneidet. Auf dieselbe
Weise sind die folgenden Zahlen aus dem zweiten Theile der grofsen Tabelle
gewonnen worden.

Tafel der Werthe von 24 fiir die uneigentlich primitiven Formen.

D| 0| 2| 4| 6| 8
— 1 1] o] —

4| 5| 6] 4| 2
9110 8|12 | 13
14 16 | 14 | 18

16 | 20 | 21 | 22 | 20
425262428
29 | 30 | 16 | 32 | 33
34 | 8363738
36 | 40 | 41 | 42 | 40
50 | 45 | 46 | 32| 6
10 | 34

Uber die Bestimmung der einzelnen Transformations - Anzahlen &' selbst,

welche als Elemente dieser Berechnung zu Grunde gelegt werden, siehe §. 6.

Ziehen wir zundchst aus der ersten Tafel diejenigen Werthe von D

mit den zugehorigen von 24, welche ungerade sind und keinen quadrati-
schen Theiler enthalten,

D=135 71113 15 17 19 21 23 29 31 33 35 37 39 41 43 47

20M=—1 59 13 21 25 29 33 37 41 45 57 61 65 69 73 77 81 85 93

D= 51 53 55 57 59 61 65 67 69 71 T3 77T 79 83
24M =101 105 109 113 117 121 129 133 137 141 145 153 157 165
D= 8 87 89 91 93 95 97
24M=169 173 177 181 185 189 193

C LI RO=O
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N\

so bemerkt man, dafs jede Zahl der zweiten Reihe aus der dariiber stehen-
den der ersten Reihe entspringt, wenn man das Doppelte der letzteren um 1
vermindert; dies bestitigt die Formel | = (2P —1) fir D= P. Wenn
man ferner fir alle Determinanten von der Form 2P aus der ersten Tafel
die Werthe von 9, aus der zweiten die von I’ zusammenstellt, indem man
den ersteren den Nenner 8, den letzteren den Nenner 24 giebt, so erhilt
man folgende Zihler: .
2 610 14 22 26 30 34 38 42

D =
8 = 1 3 5 7 11 13 15 17 19 21
24M = 0 2 4 6 10 12 14 16 18 20
D — 46 58 62 66 70 74 78 82 86 94
8M = 23 29 31 33 35 37 39 41 43 47

24M' = 22 28 30 32 34 36 38 40 42 46;
und hier ist in der That, wie es nach den Formeln I = 1P, M = ;4% (P —1)
fir D =2P der Fall sein mufs, jede Zahl der zweiten Zeile die Halfte der
entsprechenden der ersten, und jede der dritten Zeile um Eins kleiner als die
dariiber stehende. Fir die Determinanten von der Form D =4P wird die
entsprechende Zusammenstellung
D = 412 20 28 44 52 60 68 76 84 92
12Mm 3 13 23 33 53 63 73 83 93 103 113
24M'=1 5 9 13 21 25 29 33 37 41 45;
diese Werthe geniigen wirklich den Formeln It = (5 P—2), M' =} (2P—1).
Fir die ungeraden Quadratzahlen I) = 9, 25, 49 erhilt man die Werthe resp.
24 M = 14, 34, 62, und fir die doppelten Zahlen D = 18,50, 98 die Werthe
resp. 8M =12, 30, 56, 24M'=2, 4, 6, welche ebenfalls mit den ent-
sprechenden Formeln in Ubereinstimmung stehen. — Die Priifung der weni-
gen noch ibrigen Determinanten nach den obigen Formeln bleibe dem Leser
iiberlassen; man wird innerhalb der Grenzen der Tabelle keine Determinante
finden, welche nicht unter einem der Fille enthalten wire, fir welche oben
der allgemeine Ausdruck des Maafses aufgestellt worden ist.

Diese Art der Controle, so wie die des folgenden Paragraphen, war
sowohl fir mich sehr interessant, da sie die Richtigkeit meiner Sétze fort-
wihrend bestatigle, als auch deshalb von besonderer practischer Wichtigkeit,
weil sie zunichst das einzige Mittel an die Hand gab, die Aufmerksamkeit auf
etwa in der Tabelle fehlende Formen zu lenken. Denn fir die einmal auf-

|
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gestellten Formen konnte man sich leicht iberzeugen: 1) durch blofsen Anblick
ihrer Coéfficienten, dafs sie wirklich reducirt sind; 2) durch wirkliche aber-
malige Berechnung ihrer Determinante, dafs sie an richtiger Stelle in der Tabelle
eingetragen sind; an ihrer Vollzdhligkeit blieb jedoch erst dann kein Zweifel
mehr, wenn das Maafs fir die Gesammtheit derselben mit dem durch die
Theorie gegebenen Werthe iibereinstimmte; zu grofs konnte dasselbe nach dem
eben Bemerkten nicht sein, es handelte sich darum, ob es auch nicht zu klein
war, in welchem Falle auf die Abwesenheit einer oder mehrerer reducirten
Formen hingedeutet worden wire. Zum Uberflufs wurde die Vollzahligkeit
der aufgestellten Formen erwiesen, wenn aufserdem ihre Anzahl mit den
theoretischen Sitzen iber dieselbe in Ubereinstimmung befunden wurde.

§. 5.
Controle durch die Anzahl der Formen. :

Die Sitze uber die Anzahl der zu derselben Determinante gehorigen
Classen nichtéiquivalenter Formen, welche mit der Anzahl der reducirten For-
men iibereinslimmt, waren sehr verborgen und &dufserst schwierig aufzufinden.
Indem ich die Entwicklung der Principien, welche mich auf diese und analoge
Satze fiir mehr als 3 Variabeln gefiihrt haben, so wie die weitere Durchfiihrung
des Gegenstandes einer spiteren Gelegenheit vorbehalte, beschrinke ich mich
hier auf die Angabe der allgemeinen Form des Resultates und dessen specieller
Gestaltung in den einfachsten Fillen. In allen Fillen, die Determinante mag
zusammengesetzt sein, wie sie wolle, wird die Anzahl der Classen ferndrer
positiver Formen fir die Determinante — D auf die Anzahl der Classen bindrer
Formen fiir solche negative Determinanten zuriickgefiihrt, deren absolute Werthe
mit D, 2D oder Theilern dieser beiden Zahlen zusammenfallen. Bezeichnet
man Kirze halber durch H(D) die Anzahl der nichidquivalenten (reducirten)
eigentlich primitiven positiven ferndren Formen fir die Determinante — D,
durch H'(D) die entsprechende Anzahl fir die uneigentlich primitiven Formen,
ferner durch A(D), #'(D) die Anzahl der resp. eigentlich, uneigentlich pri-
mitiven nichtaquivalenten positiven dindren Formen fir die Determinante — D,
so erhialt man fir die einfachsten Fille, wenn die Determinante ohne qua-

dratischen Theiler angenommen wird: ‘

H(P) = (Zh(d) =W (d)+Zh@d)+r5(P+1),
HQ@P) = | Zh(d)+ 1 Zh@d)+ § (P+),
H(2P) = {(Sh(@d)+ W (d)+ 7 (P+o),
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wo P ein Product verschiedener ungerader Primzahlen, d den Inbegriff der
sammtlichen von 1 verschiedenen Divisoren von P mit Einschlufs von P selbst
bedeutet, und die Summationen rechts sich auf die so definirten Werthe von d
beziehen; die Buchstaben 1, », ¢ bedeuten ganze Zahlen, welche nur vom
Reste von P (mod. 12) abhangen, namlich es ist A=9, A=11 oder 1 =17,
je nachdem P =0 (mod.3), P=1 (mod.3) oder P=2 (mod. 3); »=717
oder =5, je nachdem P =1 oder =3 (mod. 4);

o =—1,9, 7, 5, 3, 13 fir resp.,
P= 1,3,5,7 9, 11 (mod. 12);

welche Fille sich mit Hilfe des Legendreschen Zeichens in
P — - 1(P— P

. P . .
zusammenziehen lassen, wo <_3_)= 0 zu setzen, wenn P durch 3 theilbar ist.

Obwohl diese Formeln fir eine Determinante mit (jlladratischen Thei-
lern mannigfach modificirt werden miissen, hat doch das Resultat, wie schon
bemerkt, immer eine dhnliche Form, indem zur Bestimmung von H(D) nur
die Kenntnifs der Werthe bindrer Classenzahlen /%, A’ fir sammitliche Theiler
von 2D verlangt wird, und es konnen diese complicirteren Fille mittelst
der von mir angewandten Principien ebenfalls vollstindig ergrindet werden;
doch mufs ich gestehen, dafs ich diese Fille noch nicht so weit entwickelt
habe, um alle Resultate in fertiger Form hier vorzulegen.

Wenn beilaufig die Determinante eine ungerade Primzahl — D — — p ist,
so lafst sich der Satz H(p)=1(h(p)+# (p)+hRp) + L= (p+4), wo A=09,
wenn p =3, A=11 oder 7, je nachdem p =1 oder = 2 (mod. 3), in einer
andern fir die Controlirung der Tabelle sehr geeigneten Form aussprechen:
»Bezeichnet man durch o die Anzahl der reducirten Formen mit der Deter-
yminante — p, fir welche «=1 oder @ =2 ist, durch 3 die Anzahl der
yibrigen reducirten Formen derselben Determinante, fir welche @ > 2, so ist
123 = 3(p+41).” So findet man z. B. unter D = 67 in der Tabelle
9 Formen, deren erster Coéfficient 1 oder 2 ist, und 2 Formen mit grofsern
ersten Coéfficienten (@ =3, 4); hier ist A= 11 und wirklich } (67 4 11) = 13
=9+ 2.2. Dieser Salzist um so merkwirdiger, da er sich ganz von der Theorie
der terndren und binaren Formen trennen und blofs als eine Eigenschaft der Com-
binationen von 6 ganzen Zahlen a, «', 4", b, b', b" darstellen lafst, fir welche
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die Ungleichheiten des (§.2.) erfillt sind, und der Werth des Ausdruckes
a“’all _‘L 2bbfbll__ abQ _‘(‘!bli ___alle?

eine gegebene ungerade Primzahl wird. Im Vorbeigehen will ich darauf auf-
merksam machen, wie man bei dieser Gelegenheit durch Induction getauscht
werden kann; fir eine Menge von Primzahlen findet sich &(p)+A'(p) 4 A(2p)
=4 (p-+4), es wire dies ein sehr merkwiirdiger Satz, aber er ist nur dann
richtig, wenn 3 =0, was freilich am Anfange sehr hiufig der Fall ist.

Mit Zuziehung der von Diricklet im 19ten und 21ten Bande dieses
Journals entwickelten Satze tber die biniren Formen kann man aus den obi-
gen Formeln die Classenzahlen £, A’ ginzlich eliminiren und auf diese Weise
durch Verbindung zweier Theorieen neue Sitze iiber H und H' erhalten,
von welchen ich Kirze halber nur die beiden Fille beispielsweise anfiihre,
dafs fir eine Primzabl p von der Form 8n-7

H(p) = y(A—B+ A — B)+0(p+1),
und fir eine Primzahl p —=8n-43 >3

H(p) = 3(A—B)+ (4" —B')+ /5 (p+1)

erhalten wird, wo 4, B die Anzahl der quadratischen Reste resp. Nichtreste

unter 4p, A, B' die Anzahl derselben Grofsen bedeutet, welche zwischen
+p und $p liegen.

Der Einfachheit halber stelle ich hier nicht fiir alle Determinanten,
sondern nur fir D = P und D = 2P die aus der grofseren Tabelle her-
vorgehenden Werthe von H(P), H(2P) und H'(2P) fir alle Werthe von
P << 50 zusammen, welche man an den obigen Sitzen vollstindig prifen
kann; um diese Vergleichung, die ich dem Leser iiberlassen will, zu erleich-
tern, sind zugleich die Werthe von 4(P), #'(P) und k(2P) beigefigt, so
wie diejenigen der Zahlen 4, v, ¢; z. B. irgend eine Zahl der zweiten Ver-
ticalcolumne H(P) mufs sich ergeben, wenn man fir den entsprechenden
Werth von P und fir dessen simmtliche Factoren aufser 1 die in der 5ien,
6ten und 7ten Verticalcolumne befindlichen Zahlen addirt und zum vierten
Theile der Summe % (P 4) hinzufigt:

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 2. 21
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Ternire Classenzahlen Bindre Classenzahlen

P \H®P)|H2P)|HQP)| k(P) | #(P)|k@2P)| & |v | o

1 1 1 0 1 0 1 11 |7 | —1
3 2 2 1 1 1 2 915 9
5 2 3 1 2 0 2 7T 7
7 3 3 1 1 1 4 1115 5
11 3 4 p] 3 i 2 715 13
13 4 5 1 2 0 6 11|17 —1
15 6 7 3 2 P 4 915 9
17 4 6 2 4 0 4 T 7
19 5 6 2 3 1 6 11 | 5 5
21 7 9 3 4 0 4 917 3
23 5 6 3 3 3 4 715 13
29 5 8 3 6 0 3 T 7
31 7 8 3 3 3 8 11 |5 5
33 9 12 4 4 0 8 9|7 3
35 9 12 5 6 P 4 715 13
37 7 9 o2 2 0 10 11 (7| —1
39 10 12 5 4 4 4 915 9
M 7 11 4 8 0 4 T 7
43 8 10 3 3 1 10 {11 | 5 5
47 9 11 5 5 5 8 7156 13

Da es wiinschenswerth erschien, ein grofseres, die Grenzen der Tabelle
iberschreitendes Beispiel vor Augen zu haben, so stellte ich die reducirten
Formen fir die Determinante —385 = —15.7.11 = — P auf, welche ich
am Schlusse der grofseren Tabelle beigefiigt habe. Es fanden sich 15 For-
men mit der Determinante — 385, deren Transformations- Anzahl § =—=1 be-
trigt, 20 bei derselben Determinante, fir welche d =2, ferner 17 Formen
mit d =4, und je eine mit =6, & =8. Was zunichst das Maafs betrifft,
so ist also M(385) =154-F+ 7+ 4+3 =32, und die Zahl 769 ist wirk-
lich, wie es sein mufs, =—2.385—1=2P—1. Zur Prifung der Total-
Anzahl 59 = H(385) aller reducirten Formen sind die Werthe der biniren
Classenzahlen 4(d), &'(d), h(2d) fir die Divisoren d = 5, 7, 11 35, 55,
77, 385 von 385 erforderlich, man findet:

d =5, 7, 11, 35, 55, 77, 385
hid)y =2, 1, 3, 6, 4, 8 8
Md)y=0, 1, 1, 2, 4, 0, 0
hd) = 2, 4, 2, 4, 12, 8, 32

Summe = 46 4 61212016 } 40;
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die Summe aller dieser Zahlen betriagt ={A(d)- #'(d)}-4h(2d)} =104=14.26,
und da 385 =1 (mod.3), also Ai=11, P+}+1=2396=12.33, so mufs
26 4 33 =59 sein, wie in der That.

Sollte spiter einmal die Tabelle der reducirten Formen iber ihre
jetzigen Grenzen hinaus fortgesetzt werden, so besteht ein neuer in practi-
scher Hinsicht nicht zu verachtender Vortheil der obigen Sitze darin, dafs
man durch Kenntnifs der Formen - Anzakl in Stand gesetzt ist, von vorn herein
fiur jede Determinante den gerade nothigen Raum zur Aufnahme der ihr zu-
gehorigen Formen in der Tabelle beurtheilen zu konnen.

- Bei den terniren Formen wird durch die hier aufgestellten Sitze und
dhnliche, so wie auch durch die Sitze des vorigen Paragraphen, die Richtig-
keit derjenigen Behauptung unzweifelhaft bewiesen, welche bei den binidren
Formen, wo sie von Gaufs angeregt worden ist, so grofsen Schwierigkeiten
unterliegt: dafs namlich die Classenzahl mit der Determinante in solcher Weise
individuell wichst, dafs man immer eine Grenze finden kann, iiber welche
hinaus die Anzahl der Classen fiir alle folgenden Determinanten grofser ist, als
eine vorher beliebig und noch so grofs gegebene Zahl; es geht dies sowohl aus
den Formeln fiir H selbst hervor, als auch daraus, dafs offenbar H > 9% ist,
und fir M (D) seinerseits eine einfache wachsende Function von D als untere
Grenze angegeben werden kann. Bei wachsendem D ist von den beiden
Bestandtheilen, aus welchen H zusammengesetzt ist, derjenige, welcher nur
eine einfache Function der Determinante enthilt, von hoherer Ordnung, als' der
andere, welcher von den bindren Classenzahlen abhingt, und H wird zuletzt mit
ersterem allein proportional wachsen *); fiir ein unendlich grofses D) kann man
H=—NM selzen; diese und éhnliche approximative oder asymptotische Gesetze
gehen leicht aus den von Dirichlet gegebenen Principien hervor. Folgende
Tafel gewihrt eine Ubersicht iber die Haufigkeit des Vorkommens der ein-
zelnen Classenzahlen innerhalb der Grenzen der grofseren Tabelle. Die Reihen
von Determinanten, fir welche H=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 oder 8, sind fir die
eigentlich primitiven Formen als abgeschlossen zu betrachten, und man wird
bei der Fortsetzung der Tabelle keine Determinante finden, zu welcher weniger
als neun reducirte Formen gehoren. Um maglichst hohe Grenzen zu ziehen,
wird man die verschiedenen Fille der Determinante einzeln betrachten missen.

#) 2. B. fiir Det. ohne quadratischen Theiler ist inmer H(P) > 1P, HRP) > P
und im Unendl. genau H(P)= y4 P, H(2P) = } P.

21 %
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Eigentlich primitive Formen.

Die Anzahl | kommt vor | Product| bei den Determinanten — D, fiir D =

1 2mal 2 |1, 2.
2 4 - 8 (3, 4, 5, 6.
3 4 - 12 | 7, 10, 11, 14.
4 5 - 20 |8, 9,13, 17, 22.
5 4 - 20 | 19, 23, 26, 29.
6 7 - 42 | 12, 15, 18, 25, 34, 38, 46.
7T 6 - 42 | 16, 21, 30, 31, 37, 41.
8 5 - 40 | 20, 43, 53, 58, 62.
9 8 - 72 | 27, 28, 33, 35, 42, 47, 49, 74.
10 6 - 60 | 24, 39, 50, 59, 61, 86.
1 6 - 66 | 51, 54, 67, 71, 82, 94.
12 8 - 96 | 32, 57, 65, 66, 70, 73, 78, 79.
13 5 - 65 | 44, 52, 55, 83, 89.
14 4 - 56 | 36, 40, 69, 77.
15 4 - 60 | 45, 85, 97, 98.
16 2 - 32 | 56, 81.
17 6 - | 102 | 64, 68, 87, 91, 93, 95.
18 1 - 18 | 7.
19 2 - 38 | 63, 75.
20 2 - 40 | 48, s8.
21 2 - |.42 |90, 92.
22 P 44 | 60, 100.
24 1- 24 | 99.
26 1 - 26 | 84.
28 2 - 56 | 72, 80.
33 1- 33 | 96.

—
=

(=]
1

Summa 1116
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Uneigentlich primitive Formen.

Die Anzahl | kommt vor | Product bei den Determinanten — I, fir D =
1 9 mal 9 4, 6, 10, 14, 16, 18, 26, 50, 98.
2 | 10 - 20 | 12, 20, 22, 24, 34, 38, 40, 64, 72, 74.
3 11 - 33 | 28, 30, 42, 44, 46, 48, 56, 58, 62, 80, 86.
4 6 - 24 | 36, 52, 66, 68, 82, 96.
5 7 - 35 | 54, 70, 76, 78, 88, 92, 94.
6 3 - 18 | 60, 90, 100.
7 1 - 7 84.
Summa 47 146

Im Ganzen umfafst also die Tabelle 1116 eigentliche und 146 uneigentliche
Formen, zusammen 1262, so dafs fir die Determinanten von —1 bis —100
die Anzahl der primitiven Classen ternirer positiver Formen 1262 betragt.

Nach vollendetem Druck vorliegender Arbeit beabsichtige ich, die Ein-
theilung in Genera, iber welche ich schon im 35. Bande dieses Journals
ziemlich ausfihrlich gesprochen habe, auf die in der Tabelle enthaltenen For-
men anzuwenden; diese neue Anordnung wird sehr erleichtert, wenn man
Gelegenheit findet, die Formen einzeln auszuschneiden, wozu wegen der eben-
falls bedruckten Riickseite jedes Blaites mindestens zwei Exemplare erforder-
lich sind. — Die Anzahl der in jedem einzelnen Genus enthaltenen Formen lafst
sich ebenfalls theoretisch angeben, z. B. wenn ) = p Primzahl ist, so exisliren
zwei Genera (FRp und FNp, siehe a. a. 0.), und fir beide wird der Aus-
druck fiir die Anzahl der in ihnen enthaltenen Classen von der Form

yhip)+7e@p)+7"r+7"s
wo ¥, 7', ¥, """ numerische Constanten sind, die nur vom Reste von p (mod. 24)
abhangen.

§. 6.
Berechnung der Transformations- Anzahlen 9.

Der Bestimmung der Transformations—- Anzahlen (siehe §. 4.), durch
welche die Tabelle einen ganz neuen Zuwachs gewonnen hat, liegen folgende
beiden Tafeln zu Grunde, aus welchen man leicht die das Problem der Trans-
formation fir positive terndre Formen vollstandig erschopfenden Lehrsitze ab-
leiten konnte, die aber gerade in der hier vorliegenden Weise am besten zum
practischen Gebrauche geeignet scheinen.
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I. Tafel fir die Formen (+b -}-b’ +b") mit positiven unteren

Coéfficienten.
No. Bedingungen. t
A (1) | keine Bedingung 1
) | a=20 =20 1
3) |a=20, 0"=2b " 1
@ |a=2¢", =26 1
(B) | d=2b, "= 1
B 6) |a=d, b=V 1
(D) | d=d", V=1V 1
B) | a=20=20", ad=ad" 1
(9) a=2=2" = 46, a =d" 2
(10) a=d =2b=2b' =2b" 3
CAD)) |a=d=ad", b= =1V" 3
(12) |a=d =d"'=20=20'=20" | 13

II. Tafel fir die Formen ( b —b" b") mit nicht positiven
unteren Coéfficienten.

No. Bedingungen t

A (1) | keine Bedingung 1
R)|a=20, 0"'=0 1
B)|a=2", V=0 1

@ | =26, 0"=0 1

() () a———2b'+ b, a =2b40" 1
B 6)|a=d, b=V 1
]| d=d" V=" 1

(0 ®|a=d=b+0+40b" 1
(0 DD ]|a=d=20=2, "=0 2
(10) a=a'=2b”, b=0b=0 3
an a':a"=2b, O=10"'=0 3

0 (12| d=d" , a==3 18", o =26+ 6" | 1
(0) (13) ]| d=d", b =10b", 06, a=3V 2
CD) |a=d =da", b= =" 3
(0 (13 |a=d =ad", o 2
() (16) | a=d' =ad", 0, b=V 2
(@ D |a=d=ad 0, 0=1" 3
() (I18) | a=d =d"=3b=30=3b" 6
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Folgendes ist der Gebrauch dieser beiden Tafeln. Neben jeder Nummer
mit Ausnahme von No. (1) befindet sich ein Complex oder eine Gruppe von
Bedingungen fir die Coéfficienten der reducirten Formen; mit diesen vergleicht
man jede zu untersuchende Form und zwar entweder in der Tafel I. oder II.,
je nachdem ihre drei unteren Coéfficienten, d. h. die der doppelten Producte
2ys, 2xz, 2xy, positiv sind oder nicht; fir alle Gruppen von Bedingungen,
welche bei der vorgelegten Form wirklich erfillt sind, addirt man die zugeharigen
Werthe von ¢; die so gefundene Summe =¢ giebt entweder selbst den Werth
von J, wenn nicht mehr als einer (also entweder keiner oder nur einer) der
unteren Coéfficienten der Form den Werth Null hat, oder diese Summe ist
doppelt zu nehmen oder endlich mit 4 zu multipliciren, je nachdem zwei der
unteren Coéfficienten oder alle drei =0 sind. Die No. (1) (keine Bedingung)
in beiden Tafeln dient nur dazu, um anzuzeigen, dafs selbst dann Transfor-
mationen Statt finden, wenn keine der unter den folgenden Nummern verzeich-
neten Bedingungen erfiillt ist, man kann also sagen, dafs diese Nummer wenig-
stens immer erfillt ist, sie ist demnach bei allen Formen ohne Weiteres immer
mitzuzihlen. Bei diesem Verfahren sind zum richtigen Verstindnifs folgende bei-
den Bemerkungen wohl zu beachten. 1) darf keine Riicksicht darauf genommen
werden, ob ein Complex von Bedingungen unter einem andern umfassenderen
schon logisch enthalten ist, sondern die zu untersuchende Form mufs mit jeder
einzelneh Nummer der Tafeln verglichen werden, abgesehen davon, dafs viel-
leicht unter den Bedingungen einer spateren Nummer die einer friheren bereits
vollstindig oder zum Theil begriffen sind; so enthalt z. B. der Complex von
Bedingungen neben No. (8) in Tafel I. die séimmtlichen Bedingungen der beiden
friiheren Nummern (2) und (7), denn wenn ¢ =24'=20" und a'=a" ist, so
kann man dies so aussprechen, dafs erstlich a'=a" und &' =" wie bei (7),
dafs zweitens a — 20’ = 20" wie bei (2), dessen ungeachtet mufs fir jede
Form, welche der (8) geniigt, auch unter (2) und (7) noch aufserdem nach-
gesehen werden, weil die Werthe von ¢, wie aus den zu Grunde liegenden
theoretischen Betrachtungen hervorgeht, sich nur auf diejenigen Transformationen
beziehen, welche der Totalitat der in der Nummer befindlichen Bedingungen, ohne
Riicksicht auf deren Zerlegung in einzelne Partialgruppen, ibre Entstebung ver-
danken; von No. (1) kann man sagen, dafs sie unter allen folgenden Nummern
enthalten ist, und doch ist der ihr zugehorige Werth =1 bei keiner Form zu
vergessen, mag dieselbe iibrigens keiner oder noch so vielen der folgenden Bedin-
gungen Geniige leisten. 2) ist zu bemerken: um von einer Form behaupten zu
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konnen, dafs irgend eine Nummer fir sie Statt findet, reicht es nicht hin, dafs die-
selbe einer oder mehreren der unter dieser Nummer verzeichneten Bedingungen
geniigt, sondern die letzteren miissen sammtlich und zu gleicher Zeit erfiillt sein;
so kann es geschehen, dafs eine Menge der in den Tafeln vorkommenden Bedin-
gungen bei einer reducirten Form angetroffen werden, und doch nicht in der
Weise vereinigt erscheinen, dafs irgend eine der auf (1) folgenden Nummern
der Form zugeschrieben werden konnte; z. B. konnen alle drei oberen Coéf-
ficienten einander gleich sein, wie bei der Form (_17,’__27, _;), und doch ist

nur 0 = 1; namentlich ist bei den Formen der ersten Art (Tafel 1) héufig
einzeln ¢ ==20' oder « = 20" oder &' = 2b, tritt aber aufser einer von diesen
keine andere Eigenschaft der Form hinzu, so ist immer nur d = 1; bei No. (1)
hétte daher statt ,keine Bedingung” passender und vollstandiger ,kein Complex
von zusammengehorigen Bedingungén™ geschrieben werden konnen, doch ge- -
nigt jene kirzere Andeutung, da es mir hier nur auf ein moglichst practisches
Verfahren zur Bestimmung voh J ankommt.

Die Eintheilung jeder einzelnen Tafel in A, B, C bezieht sich auf das
Verhalten der drei oberen Coéfficienten @, ', ¢ und dient um die Ubersicht zu
erleichtern, indem z. B. jede Form, fir welche a, «', a” alle drei verschieden
sind, nur mit den Bedingungen unter A zu vergleichen ist, wihrend die unter
B und C ganz unbericksichtigt bleiben; sind zwei jener oberen Coéfficienten
einander gleich und von dem dritten verschieden, so braucht man nur die Nummern
unter A und B nachzusehen und vernachlassigt die unter C befindlichen. Einen
dhnlichen Zweck hat das Zeichen o in der zweiten Tafel, welches die nicht sehr
haufig vorkommende Bedingung a 4-a' =2 (b} '} 6") bei den Formen zweiter
Art andeuten soll, und ist dieser Fall, wo er vorkommt, in den Tafeln ausdriicklich
vorn in der ersten Verticalcolumne angezeigt, damit man diese Nummern sofort
iibergehen kann, wenn die zu untersuchende Form, nachdem man sie hierauf
zuvor geprift hat, der in Rede stehenden Bedingung () nicht Geniige leistet.
Hiernach wird man in den meisten Fillen bei einiger Ubung ganze Reihen der in
den Tafeln befindlichen Nummern auf einmal verwerfen und unter den wenigen
iibrig bleibenden Nummern mit Leichtigkeit die brauchbaren herausfinden konnen.

Einige Beispiele werden diese Regeln deutlicher machen. Fir die Form

(_%’ g’g ist keine der vorkommenden Bedingungen ‘erfillt, also hat man nur aus
) 9

No. (1) in Tafel Il. /=1, da aber zwei der unteren Coéfficienten Null sind, so wird
d=2; fir die Form (g: ;1: ?) ist zwar &' = 2b, némlich 4 = 2.2, da aber
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nicht 4" = 2¥', so ist No. () in L., die einzige, welche zu vergleichen man
veranlafst wird, nicht erfillt, und man hat daher nur aus (1) é=1 und d=1.

Die Form ;1’ ‘;”g ist in der Tafel I. nur mit den unter A befindlichen Num-
9 ]

mern, und zwar aufser (1), was sich von selbst versteht, mit (2), (3) und
(4) zu vergleichen, denn (5) fallt aus, weil nicht @' = 26, d. h.' 5 nicht das
Doppelte von 1 ist; jene drei Bedingungen oder Gruppen von Bedingungen
sind wirklich erfillt, also sind im Ganzen (1), (2), (3) und (4) erfillt, daher
St=1+4+14141=4, d =4. Fir die Form (_%’ _?’ g), welche unter
die Categorie der Tafel II. fillt, ist weder (o) erfillt, da 1+4+1 < als die
Halfte von 245, noch findet Gleichheit der oberen Coéfficienten Statt, man
wird also aufser (1) nur (2), (3) und (4) prifen, und da nur (1) und (2) erfillt
sind, so ist Zt=1+41, d=2. Fir die Form (%: ?: i’) sind in I. (1), (2),
(6) und (10) erfillt, folglich =¢t=1-+1+4+1+43, d=6. Fir die Form
‘11’ ?’g ist zwar @' =— a” und auch a =2b", ferner &=—10, diese drei Ei-

genschaften der vorliegenden Form stehen aber nicht in solcher Beziehung,
dafs irgend eine der auf (1) folgenden Nummern in I. anzuwenden wire, es
ist also nur d=1. Noch fiige ich kurz folgende Formen als Beispiele hinzu
nebst den auf sie anzuwendenden Nummern der beiden Tafeln:

1
(boahm ay, @, @, A, St=6, d=233r=12;

=1+14+141414142 =8;

(3)(1)3)) L 1), (), (M, (14), St=1+414+143 =8,

=43t = 24;
GED L. ®, ™, AN, St=141+143 =05,
0 = 3t = 6;

@ (3 P DL M, ), ©), ®), St=4, §=14;

GrD L, @,6), (M, ®), 10, i), (12), I=3t

= 14+141414+1+434+3413 = 24;

@ (3 D 1L ) (s (6, (7, (8); (12), (13), (19, (15), (16),
(175 (18), cr_.zt__1+1+1+1+1+1+2+3+2+2+3+6 24.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 2.
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Wire es in der That nothwendig jede der 1262 in der grofseren
Tabelle enthaltenen reducirten Formen in dieser Weise mit den Bedingungen
der obigen Tafeln zu vergleichen, so wiirde dies ein zu langwieriges, iiberdies
einer sicheren Controle entbehrendes Geschift sein. Gliicklicherweise sind jene
Bedingungen der Art, dafs jede einmal untersuchte Form als Muster oder Vor-
bild fir unendlich viele andere dienen kann, denen man sogleich ansieht, dafs
sie denselben Bedingungen wie jene geniigen, also auch in Bezug auf ihre
Transformations - Anzahl J mit jener ibereinstimmen missen. Nachdem man
z. B. fir die Form (12 12 ‘;3) die Zahl 0 = 6 gefunden hat, so geht ohne wei-

tere Benutzung der Tafeln hervor, dafs auch fir die Formen (2 2, 4) (?

und allgemein fir alle Formen (1 1 1), in denen " > 2 (aber nicht —2)
| , 0= 6 sein wird; oder nachdem man gefunden hat, dafs fir (0 0, __1)
Jd =12 ist, so folgt, dafs fir jede Form wie (O, 0, —1 )., in welcher o' 2

ist, ebenfalls d =12 sein mufs. Da die Determinanten solcher Formen eine
arithmetlische Progression bilden, so sind die Formen selbst in der grofseren
Tabelle leicht aufzufinden und mit den ihnen zugehorigen Transformations-
Anzahlen zu versehen. Es wurde also der Gebrauch obiger Tafeln nur so
weit ausgedehnt, als es durchaus erforderlich war, und bis man zu Formen
gelangte, welche sich in der angegebenen Weise auf frihere zuriickbeziehen
liefsen; spitere Werthe von &' wurden theils riickwirts gehend aus friheren
bestimmt, theils wurde die ganze Tabelle der Formen vom Anfange ausgehend
dem Ende zu mit ganzen Reihen von solchen aus einander hervorgehenden gleichen
Werthen von ¢ gleichsam durchzogen. Bei diesem Verfahren erreichte man aufser
der bedeutenden Vereinfachung der ‘Arbeit noch einen doppelten Vortheil : einmal
fand man neue Gelegenheit, die in §, 3. vorkommenden arithmetischen Reihen
wiederum zu durchlaufen und sich von dem Vorhandensein jeder Form in der
grofseren Tabelle zu iberzeugen; sodann ergab sich eine nicht besser zu
winschende Controlirung der einzelnen J, indem jeder bei der Bestimmung
derselben etwa begangene Fehler an mehreren Stellen sich wiederholen mufste,

also eine Ubereinstimmung von M — Z‘ (§. 4.) mit der Theorie an allen

diesen Stellen zugleich durch blofse Compensallon mindestens sehr unwahr-
scheinlich, wenn nicht unmoglich war.

Ferner bemerke man noch die Transformations-Anzabl fir einige haufig
vorkommenden speciellen Arten von Formen, wie sie sich aus den obigen
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a,d,d

Tafeln ergiebt. Fiir die Formen <0 0,0 ) wird, wie schon G'au/s angegeben hat,

d=4, 0 =8 oder d =24, je nachdem resp. alle drei oberen Coéfficienten
ungleich, oder zwei derselben einander gleich und vom dritten verschieden, oder
endlich alle drei gleich sind; in der That ist fir diese Formen immer d =4Z=1
zu setzen und im ersten Falle ist in Tafel I. nur No. (1) erfiillt, im zweiten sind
entweder die Nummern (1) und (6) oder die Nummern (1) und (7) erfillt, im

dritten gleichzeitig die Nummern (1), (6), (7) und (14). Die Formen _Zj ‘(‘;;’8" .

in denen & von O verschieden ist, geben & =4, so oft in der biniren Form
(¢, b, a") eniweder @' = a'" oder b genau die Hilfte von «' ist; sie geben
0= 12, wenn die letzteren beiden Bedingungen vereinigt erscheinen, wie

z. B. bei der Form ( 1 g z) mit der Determinante — 3, in allen dbrigen
Fillen 0 =2; a=—a' ist bei diesen Formen unzulissig und widerspricht den

Bedingungen der Reducirtheit. Ahnliches gilt von den Formen (3’_‘2"’ ‘6" ,
b b
a, @, o

0.0, —b")’ wenn man die biniren Formen (a4, &', a") resp. (a, 4", a') be-
! 1"
trachtet; sollte fir die Formen 8’8’_2,,) vielleicht &' = 4" sein, so hat
» v

dieser Umstand durchaus keinen Einflufs auf die Transformations- Anzahl.
Durch diese_Regeln allein werden die so zahlreichen Formen erledigt, in denen

b 0,0
noch bequemer ibersieht man fir diese das Resultat, wenn man bemerkt,

1 ! "
dafs fir 0’ 0,0 ) wenn a" > 1 ist, d =8 wird, dafs (O 3,’ 0 ), wo a' und a”

beide > 1 sind, J==8 oder =4 ergiebt, je nachdem a' = «" oder von

4" verschieden ist, und dafs endlich fir die Formen ( ; (‘)" 6") (_; (‘)‘" (‘)"
b

(—-Jzai': (‘)‘:’ g"), (_%:,: g”(;") resp. 0 =2, 0 =4, § =4, d =12 wird, wenn
man in jeder dieser vier Formen die nicht ausdriicklich durch die Bezeichnung
selbst angedeuteten Bedingungen als nicht erfillt voraussetzt. Die ebenfalls in
der Tabelle sehr hinfig vorkommenden Formen mit dem ersten Coéfficienten
« = 2 konnen simmtlich nach den folgenden Vorbildern beurtheilt werden:

@50 (h—io) @1 G50 @io)

d=12

Gﬁ?)’ —z’, 3:2—1) (0 0, —1) (-—? ?) o);

! {
a=1 ist, da nur die beiden Arten ((1)’8’8' und ( 1, d, ") vorkommen;
) 2

22
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25D, (jo_,) (_?i’;?;) (30_0 (2_‘23) (333) (3%3
Oe=2 \

G <_§ _‘i 0): (_Z: 3:8,

Jd ‘2

(g ;1 b mit Ausnahme der ganz einzeln stehenden, am Anfange vorkommenden
5 ’

i’ ?’% und ((2) g _% — Eine weitere Vermehrung dieser Fille bietet zwar
bt .
T=2% d=12

keine theoretischen Schwierigkeiten dar, verliert aber ihren practischen Werth
durch die damit verbundene Uberladung des Gedachtnisses; aus dem letzteren
Grunde scheint auch eine Behandlung der Formen nach Vorbildern, welche
sich auf unmittelbare Anschauung stitzt, einer solchen nach beschreibenden
Regeln in practischer Hinsicht bei Weitem vorzuziehen.

In theoretischer Beziehung namentlich in Hinsicht auf die Bestimmung
der Formen-Anzahl war mir die Eintheilung der reducirten Formen in solche,
fir welche & =1, und in die ibrigen, fir welche d > 1, also d =2, 4, 6, 8,
12 oder 24 ist, von Wichtigkeit; die letzteren, welche man Ausnahmeformen
nennen kann, haben die sehr bemerkenswerthe Eigenthiimlichkeit, die den er-
steren mit =1 nicht zukommt, dafs sie sich stets in eine, zwar nicht nothwendig
reducirte, aber doch aquivalente Form von einer der beiden folgenden Arten

ar’4t¢@ oder a(x’+txy)+ ¢
transformiren lassen, wo ¢ eine bindre Form bedeutet, die allein die Varia-
beln y und = und nicht mehr o enthilt. Diese Formen entsprechen denen,
welche Gaufs ancipites genannt hat, und « ist, wie leicht zu sehen, bei ihnen
immer ein Divisor der doppelten Determinante.

Moge mir erlaubt sein, zum Beschlufs hier eine Bemerkung hinzuzufiigen,
welche sich auf unbestimmte ternire Formen bezieht. Fir diese Formen scheint
die Anzahl der zu einer Determinante gehorigen Classen einem noch einfacheren
Gesetze, als bei den bestimmten (positiven, negativen Formen) zu unterliegen,
wenigstens, wenn die Determinante als eine ungerade Zahl ohne quadratischen
Theiler angenommen wird. Ist letztere eine ungerade Primzahl, so scheinen
immer genau zwei Classen vorhanden zu sein, und besteht die Determinante aus
einem Product von u verschiedenen ungeraden Primzahlen, so scheint die Anzahl
der Classen 2¢ zu belragen.
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Ziweite Abtheilung.

Tabelle der reducirten positiven ternéren Formen nebst ihren Trans-
formations - Anzahlen fir alle Determinanten von —1 bis —100

und fiir die einzelne Determinante — 385.

I. Tabelle der eigentlich primitiven positiven terndren Formen fiir alle

negativen Determinanten von —1 bis —100.

D | Anzahl Reducirte positive'temﬁre Formen fiir die Determinante — D).
1l 1 1,1,1
000
d=24
2 1 (G00)
o o |
d=12
Y 2 (?)63) (5,570):
=8
5 2 (5’3’3) (1.5,0)
6 2 (358) (0 )
7| 3 (355) (_13(‘% 1)
I=6
8| 4 (ééﬁ) (333) (—i0;0)> (5 —20)-
d=+4% d=4 J=
9| 4 (538) (—1;6,0) @5;0)» (55,
d=8 =8 I=12
o] 3 |59, (333) Ot
d=38 d‘=4




170

D |Anz.

12. Eisenstein, iiber reducirte positive terndre quadratische Formen.

Reducirte positive ternire Formen fiir die Determinante — D).

11| 3

12| 6

13| 4

14| 3

15| 6

16| 7

17| 4

18] 6

19{ 5

20| 8

21| 7

660 (1160 (11a;0)

(33’3) (533 (3’313%(-%313) (333 T
=4 d=12 4
(é’é"f;) (_13(% ni D (g )
O=4 =6 d=2
(1 1,14) ((‘)38), (_1:3:3
=2
33’3) (_1 (2),3» (6:0,0): (_1;3:3)» (@01 —1)- (60, —1)-
— d=4 o=12 =4
66’3) 6 3;8, (6:0:0)> (_32333)» (h20) (550
d=4 =8 J==8 d=14%

<—1 -—.1’ —1

2) é “) (_i %8) (_’:3: o) (?, i’:‘}
(‘ 0 ‘8) (333) (3?;?,), (2’_: o) (3:3:3) (_1103_1
=8 == 4 =2
(?) 6 ’8) (_i % ) (_.1 ‘é: NG Z), (..?: _1’,0
=0 0=2

(63”3) (53‘8) (...:3' 0)» (6:3:8% (_2.00) (333
0=? O==4

38_1) (i’

(1 0 21) (—1 (2> “) ((1) f;,g), (—;1333)’ (do ~—1) (0 —1

=8 d==4 =4 d=12 d'=4

iy —:i}i )
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D |Anz., Reducirte positive ternare Formen fiir die Determinante — D).

171

2| 4(000) (516, ): (_?33 o)
23 5 (3323) (_13‘3) (_i 3:3) (_1‘58)» (_1’,0’,_1

(— —1, 0) ((2) g g) (0 0, —.1> (_?;: ——:2’,—1
J_— 0=4

=38

26| 5 (g,g,zg) (63’3) (_138) (_538%(3:—:
I=2 =4

d=4 d=12 d=

?) —1 o) (f )’ (3,1,1

d=4

<-_1:0:—1>° (—31 —1, 0 ? ? ;l
d= d=4

20| 5|(} :, 23) (_};3;13) (_i 3‘8) (_1:3:8) © _1’ 1)-

d=4 d=4
31| 7 6333} (_1318) (413:3)’( :3:5)’ (??‘1) (”?i
J= d=2 I=2

245
111

J=2

27| 9 (6623) (_1313) (333),( " )» (_;;8;8, 5,0, —1)>

24 10 (6323) (33‘3) (383) @, 3:8)» (_ézézé)a (L1 80):
=4 O=4

S GORET ‘3) (333 G- (20, G-

y 9

12

28 9(62)28) (00 0): (333) @) 335)» (_?:3:8,

=2

30| 7 3330) (5’32‘3) (63‘8) (638) (3:3,3) (30_1) (5 -110)

7
1,0 ’

=2
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D |Anz. Reducirte positive ternire Formen fir die Delerminante — ).
32|12 (6633) (‘““) (=1, '0)» (333) (—533) (—2.30)>
d=2 d=4
(_%:-j:g) (% ? Z) (——g 33 0’0 _1) (—-1 _13,’_1)» @::11,;1
d=8 d=4 =4
33| 9 (’: ;33), (-’,“7) (’3“) (-§:3:3) @ 5,—11%(0,—4,0’
O=4 =12 d=4
|- (16D (o)
2 | 0=2 2
1) 6)(ia0): (83’3% (500 G —40) (_?:3:8), (._?:_1:0
=2 o 4 =2 d=2
3| 9 (“‘”"”) (_’ “8) (_:;3;13), (1o (50 (160);
=2 =2 =4 =4
(2)3~1> (0 0, —1) (-j; —t —1
36 14_(6 é 38) (3%‘8) (6313 (633) (_%3‘8) (_513, ,
““*) @59 (338) G 50- (2 bl (3:'3:3,
0=8
(i’ ? i’) (_‘3‘33-
I=12
37| 7 (i 0 37) (—-i (2) 0 Gy i) (——1 -1 O (?::1)’:?)’ (_2:0:—1
0=2
(o,~1,—5)~
0=1
6 (6333) (@ '0)» (10, '0)» (__583) (oD (L26:0)-
d=4 o I=2 =2 =2 O=2
39| 10 6638 (=126, 0)» (630, "0)» (—13’8) (—26:0)» (=3,00)-
d‘==8 =4 Ja=4 0=2 Og=? d=4
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12. Eisenstein, uber reducirte positive ternire quadratische Formen.

Anz. Reducirte positive ternire Formen fiir die Determinante — D).

173

39

40

41

42

43

44

45

§. 0. ((2)(2)-1:13) (o_ ) (—1:1 0) (?[1“11

14 3’3’40) (3328) 0.0, 0)> (__53‘6) G50 (35
d=4 =4

-y =, 1)@ _2‘ 1)
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7
0/?

(._1_2“) (_?33) (OO--i) (338 ?i’i’) (00_1

7

2

o)
0

9

7
0/

J=2
7 ”,;“) (_’_2,21) (_i_ii’)‘o) (—§13:3)= (—jifiif)% (33?:1=
._‘3;33:1._1‘-
oG G- (R GED G Y D
6 1 1) (-}gg)v (o,-12:0
s 1,:3> DR AED (RN (D,
55D G <2
o % G CHE: G (o8
2 10
580, G, Ch_t: Q2. GE-D. (3 88
Gip
Bl CHED: (5D G Chidr Cht



174  12. Eisenstein, iiber reducirte positive ternire quadratische Formen.
D |Anz. Reducirte positive ternire Formen fiir die Determinante — .
4550 (60 —1)» (3_ 33..1 ?Z‘D (OO—i) (5
JI=12 d= =4 2
(g 3(5) 0, _j” -_1> (—?2333
16| 6 (3)3)48) (3)323) (J:f’):“’)o (1,00) (=35 —1)-
=38 =2 =2 d=2
-i’: i _5)-
19\ G, 47) (1570 (_3 b ’3) (_13‘3) (_1:3:3%( :ﬁ)a
=2
(? i‘ ‘?) (_1 O ._1) (—2 - 0)-
18| 20 (6343) (3323) (63’8) (63‘3) (_’“3) (3,33
D CHID (1 G (19 (38D
== =12 d=4
(_?33) (- ‘i’_? 0)» <00—1> (_?:_?:_1) (“4) (-233)
d=4 =4 =4
(_2 _4 5 4 4, 5)
49| 9 ((1)3)43) (—-1 2,25> (—} (5)18) ((1)35 (i % 13) .—1:—1:0 ,
=8 d=2
0 I -—1) (f I (D (2 _‘;’ _D):
d=2 d=6
50| 10 ( ) (’ 0 25)= (10, 0): (33’3) (-%:3:3)’ 6 _f )
d=2 =2
(30-—1) (-1 .410), (2:5:) ?‘f?
d=4 =8
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D |Anz. Reducirte positive ternire Formen fiir die Determinante — D.

w11 Ga D Ch o G o o oo o
d=4 0=2 J=2 =

((2),(2),—19’ <0— 0): <0- 0)» (0 —1’—5) (33?)

2|13 (3)353) (0“6) (““3) (—"“4) <_$38) (@:0,'0)-

=8 S=4 §—2

(30,0 (??’D @ _110)’<_§:3:8) (06,1 (??3
J= o=

0=4 =2
(4,0,-?)-
Jd=1

53| 8 (6’6 53) (J 520 <_1 S ‘8) (_3:3:3),(_?:3: 2D (8.
0=4 = =2 0=2 0=2

(’_:;’ -_1) (—1 —1 0
54 11 (6553) (3323 (33‘3) (_”“) (38’3)’ (_§:3:3»
(338) (_?35) @ 0—1) (211) 32‘?

d=1

55| 13 (1 1, 55) <_}=(2) 28) <_} 3 1g> ((1) 3 1(1)) (_ ),( ),

J=
(??“D (520 (33-13) Gu) 6 5: ) (a6 1)

d=2 d=4 2
3,4, 5
0,0, —1)
d==2
10| (10 G3: CLED: D 4D (A8,
=9 O=4 d=2
(—1 'y 10) ((i) (7) (8)) (-1 (8) g) (—1 —? 18) ((2) 3:3))’ (0:0, —1
0=2 =4 O=4 =38 =4 —4

23 *



176 12. Eisenstein, iiber reducirte positive terndre quadratische Formen.
D |Anz. Reducirte positive ternire F‘ormen fir die Determinante — D).
56]s. o. (_‘I’:_i’:_s% (3_ 0): (._2 _to)h (113
0=2 =2
57112 ((1) (1) 53) <_11 g 23) (1 3, 19) (__1 6, M) 3(2) _ﬁb <O _3 10 ;
d=4 0= 4 J=
%?i%) (—2 30) (—?,—3’,3)’< % o) (% vy D <2 nh)-
d=2 0=2 = (Y=1 =2
3| 9 <é$58) @5, G5 <f:"’:‘°> G5 D Ji:"é )
O==4 =2 =
(? ‘Z’ D (_2 0 1)
o1 3 53 S (8 3D
— =2 §=2 —
( o) (?1“}) (:fif) 2‘3‘2’
60| 22 (8’6""8 (‘ 2,3") (6828) (3)3‘3) (_%3‘8) (33‘3
38‘0) (..‘88) (33‘3) (3318) (33_1?) (L% —_10)
O=4 =4 d==14
<333) (-8-t0) G —ro a(i‘,i’,?» <3:3:3)» (~25;0)
d=4 d=4 Y =4
(- :-?: _D (_2‘:_2 o) (0,—2)» (3: 25)-
=2 d=2 d=12 =4
o 10 . (13D (213 0) i) BLD (2,
=8 d=14 =2 =2
._?131 _1): (——1332 _1): (33—13—8)’ (ZZ 1,1
d=2 =1
62| 8 (3):3:% @50 (1 2:2‘)» <_’: ;5,00 (i16i0) G-
=8 :
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D |Anz. Reducirte positive ternire Formén fir die Determinante — D.
2,5 , 4, 6

62/s. 0. (_270;0)> (0 —, —1)-
d=2

6“9&%L%%@¥®U“%MV®@

o= d=4 d=14 S=4i
(_},33)» (~§,§,3)’ (33.31) 6 _3 “) (ﬁ%i?) (33_3’
S=4 =
_%:_: )9 (0,0:_.1> (;?,?) (ggg> (—— 0,-—1> <——3,5,,5 ’
d=2 o =4 = -
3, 5,
—2, _1,_-1

64| 17 (6863) (660> (@5, 0): (25,0 (J“"’) (60,0
d=2 d=8

C. G Gt Cun (2 DG

= =4

( 1’-?’-1) (?,?,?) <0— ) (—g 3’—; ig,g'

J= == d=8
65 12 (3663) (_1333) (_1323) (33’3) (_1 3‘3) - ’3:3)
= o=

((2)(3)-1:1))) (0—:>’ <— 1,0): (S’ ) (0—1: ’
-_lil: —1:—5>'

66! 12 <(1) (1) 68> (1 2, 33> ((1) g 2(2)) (_12 56 13) (1 6, ii> (_; g 18
—_ d‘_
3_% '0): (““) <%..‘i 0): L%%S) <_, 10 <3§_‘;
()‘—‘/d

67| 11 (6’3"’5) (_1333) (_.1 4,”) (?32?) (40 (?i“?»
d=2
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D
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12. Eisenstein, iber reducirte positive ternire quadratische Formen.

Reducirte positive terniire Formen fiir die Determinante — D).

67

68

69

70

(8|

(e

17

14

12

11

28

S. 0.

(s -0 1,1+ G ) - @R)
0==2 Jd=2 = d=1
(a0): (@0;"0); (_‘ 0 23) @ 3 ‘E) (=200 (20"0)

CHDCED G i 9. G20 G
d= d=2 I=2

i’:‘?’:*b G0, (319 21D, <§3§
I=2 d=2 d=1

(1 1, 69) (_1 2, 35) <1 3, 23) (—}:(5)’ 13) (__1 6, 13) (_}1 ’:’)18

0=2

(g 3 —2?) (0 —3 12) (2 ;1 1:) (-2,’ 0, —1> (?) j g) (0 —1 —1>
=12 J= J=2

3,4,6 4,4,5
-—100) 111

(1 1, 70> (1 2, 35) (1 5, 14) (1':::0> (._j g 12) (3 (?; _1111

_?33) (385) (_33_8) (-2-10) 33-?) (_‘2‘:_?:_? |
J=2 I=2

i G G it G

<_} 83) (-?s%?) (21 121) @’1’,1) (0 —1’—)

G- GE G G (R G,
d=4 d=4

(O ) <_—1 8, 11) (_.1 9, 9) (_. —% 19) (3 g 1(2)) (? 113 1?

(333) (_iiﬁiﬁa 3:3,__? (3??) (3“ 333
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D |An. Reducirte positive ternare Formen fiir die Determinante — D).
“2(s.0. 0 0, :1) <__1 —1’ (3)38 (_3_3 g) (?,1,1) —? %(5) )
(—%:85_0 (——1 1) Ggg (¥ —-g,’—z
o 1| 57D 4 B G2 (8 (3
o=k s=2
@ [f 1}) <__ __1 o) (—%’,(5) —1) <_3 0 -1)’ (8: —f’—7)
(-2’—1 0)-
|9 (6673> (55, 0k (<1, (J:"’g 5ok (530 (~1.5;'0)
(0 —2 19) <—:13§ 3: —1>’ <-1:—?Z —1
251 19 <1,1:75> (_::g,,sg (1 3, 25) (_1 3, 19) <1 5, 15) (_g B 1dy,
=8 Py s=i
(-.3,:_7 ! '0); ("é_.i?; ’3 0’33’ ;2.?) 6 _3 ’3) 0 3 _“;’
(_?ﬁ ) (o i ) (—31_012 _1)s (.-1 - o) (333) @ff)
0’, 4 _1) (4 5,5
76| 18 (6373) (3333) (53‘3) (—20°0) (—2,0"0); (J 0, '0)»
St g2 =2
(—2 0 ) (2 2,19) (-?g 13) (—2(;_—;11: s (1 1 1) (-g_(_gg
(—-1;—;,0) (i’ ? “i)) (g 11 ?) (0 —1 : >’ (—-1‘;0:2——2) (g g g
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D |Anz.

12. Eisenstein, iiber reducirte positive terndre quadratische Formen.

Reducirte positive ternire Formen fiir die Determinante — .

7714

8|12

79|12

80| 28

81|16

G CED LD i GED CEED
=38 d=4 =2

(% i’ “D ((2) 3 i} (—2: —?Zg ) (2): 8,—-1) (0 —1’

(-‘i": £0); 33_4) (_2:_?:_7)
O=1 0=2

6, 0 (600) (8328) (38’3) Ga'o) (_?3_“1"
=38 0=

?33) (o__ 0> (0—10) (_338 356) (3

@ 6 78) (_1 3 0)> (_i 6 0) (_1 ) ’3) (-, 3 ‘8

(_3,313 (??23) (_1’ _'°i 0); (_?3 i’) (_1 _1’_?)
= o=

(o _? -1) (~2=<) 1

(00 0) <<1)<2)43) (—1 5,%0) (0,0,%0)» (—5325) (0516,
0=38

=2 d=4

(38:1)(_53‘3) G160 (110 0): (_i?)% _?_?23
d=2

<;%L%®@mmgﬂnﬁp@gb
(1 :~1’ D (0 -—1 T0) (——?5’,_—1’,0> (—21—?’—6> (3(’;328(5) :
_;‘:_2:07 2‘2‘5) (00—2)’ (—2:032.2» ?;yé:;i

G D GE (3 (3D 43

1,0,
Jd=8 d=4 I=2 d=14
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D |Anz. Reducirle positive lernire Formen fiir die Determinante — D).

sileal LA G2 G0 (o0 G G
ChoD Chh D ¢2D. G

211 Gt B (G- CHm D G2 (319 B3 'D:
) e
<megmcﬁmcyauﬁm

%w@“oL@%<JW®@§%<Jg3

(_1 5, '6)s (_1313) @hEE (3 2’ ‘?) (_1 _1 0
=2 0=2
(— 2:0—1) (i”i“i;) (3?3

oo G170 43 (G (G870 5. L
G (3D (LD CH9 GED- GR'D

. G5 b GED (3 9. G

(3%3) L%%%) (o._é‘ 0 @6,-1): 33-2) (_Sf;?)a
=4 d=12 d=4

— __E; __1)’ (—gj-—z 0):
=2

85| 15 (1 1,’85>’ (_123:43), (i 5, 17) (_15 1(()) 1(1) % f 21 2 —_31 1(5)

O==4 d=4
(g (3) _13) (o:— : )v (% ? ui)) (§ Z ?) (o —1’—11) (-1 0’ —1
d‘_4 d‘=2

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 2. .24
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12. Eisenstein, uber reducirte positive terndre quadratische Formen.

Reducirte positive ternidre Formen fir die Determinante — D),

85

86

87

88

89

90

10

17

20

13

21

S. 0.

(O—-— ) <§?Z> (0—2——2)

((1) (1) 83) (i 2, 43) (_i g 29) (_—1 5, 18> (_12 ((5) 13) <_12%18
()‘—— d=2 =2

(—2 4,“) <~3’ _oZ —1> (——25 9}1—3>’ (3‘}31?

D U G- (i i (3,
O=4 =2 =4

s CH G Gt . (D G,

(-2 2’ y m) (-—3 1, 1) (0 —3, ‘o) (g ;1 ?)’ <~?f:3§8 ‘
d‘ 0=2 0=2 =2

(3’3’83) 0,0; 0> (6323) (_%323) (o 0 “), (—£0,'0):
d=4% d=4

(_1,_.? ) (ﬁ 3 13) (_? 3 _1? @0 “) (_16,0):
d=38 = 0=2 =2

*?:8:_‘?) (3313) (_1:..?:_.1) (00——1) <_§’:_1:0
=2 =4 =1

(_‘Z’, ..?: _D: (2 ) ?, ?: i’)’ (i: 23)-
=2
(i,i:89) (_i (2)45) (_‘} (3)38) (_1 5, 18) (_} g 1(5) é'(?)ig
0= )‘=2 = 0=2

(-i ?) 18) (_f 3 if) (g, ?, ?) (—-1:0 _1) (—1:-—1:0 )
d=2 =2 d=1

(;‘:% Z) (22D
d=1

(‘ 0 9") Gat)s @0 8" o 'a), (Lre's
O=4 J = O=4 d=4 O==?
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D |Anz. Reducirte positive lernire Formen fiir die Determinante — D).
010106 '0) (5 "0)» (5 =1 %0) (0 0 @ o, —1)> (5,3, 0)
g=2 d=4

3,3,_“1’) (3‘?‘}) (_383) (-2 :5’ (00 ') (3, _1_)
d=4 d=8

((3),8 8) (—2 0’~1) <0 4, -5)

d=4

91|17 (f) (1, 9(’)) (_} (2) 43) (_} 3 23) (_é 3 13) ((1> '5 13) (—3"0,'0)
d=4

(?,?,3}) (4’_? ) (331?) _33_’1) (-33_0 G 5-1)

(—2, _?1 —-8) (-1 -—?: ~6> (—1(5) —1) (1 1, 2) (._1 —1 _2>

92| 21 <1 1, 92) (1 2, 46) (_*1 3, 31) (1 4, 23) (_; zl) 2()) (..;,g, 18 .

d=2 J=2
Ci i GAD G (4. (3
2 d=2
(?,?,1?) (0—- ) (—2 —1 0) ?i’} g?D (--1 —20
I=2 d=1
G559 3D

93] 17 (1,1,93) (_1 24) (1331) (__1617 2,2, 31\ (2, 3,16

0,0, 0 1—?0 0,0, O 3—00 0—1 0,;—1,0’
GG G GED.CL B3
(J;' 3 0)> (—ag_g 0) (0 —53’1—7) (“?; ;—21: 0): (——1,—32: —2)
| 1 B3 (13D, D L4 i

24 *
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12. Eisenstein, iber reducirte positive terndre quadratische Formen.

Reducirte positive ternire Formen. fiir die Determinante — D.

94

95

96

97

98

17

33

15

15

S. 0.

n1 ) (L5 10 (_333 i) (03 1)
Q—2 d=2 =1

G5 CE D (A3 (A G- (5

Chi Col ) (5. G B3

d=4 d=4

6 i, _9) (_?3_1) (? ‘f ‘D (_,_Z‘ _.7) (00_1

1,1, 96 1,2,48 1,3, 32 1424 1,4,25 1,5,20
(ooo( 0)- (a9 )<ooo) (_M)(_zoo

(1 6, 16) (_i 7, i5> (O 8, 12) <_i % 10> (_1 10, 10) <_15 12) 1(1)

3. GED G D (R -G,
=4 I=2

(831?) (4,4, 1) (333) (_‘333) (_‘? 3_?) (=2,6,0)

O=14 d= d=4

(3:_?:-6%(0_ o) (‘4“2‘3) (_1‘33) (-, t—2 20): 33_2

(—-2:0:-2 (1 2, 2) (-2 —g’—i
d=4

(éé"ﬁ) (_t 2,49) (J:B’,‘é (? ? 3?)=(_?:_‘°i:‘3 )
S=4 o= d=2 s=2
(2, 4, 15) (-2 —i 1(1)) (_.? g _1}) (_?Z 8:—1)v <—§:—1 0
=2 =2 d=2

(1 1 1) (—i ) (—-2 —1 —1) (g, ?: (15)

=2 =1

(‘ 0 98) (3343) (_}333) (_518:‘3) @60 (Lre'o):
0=2 0=2 O=4 I=2
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D |Anz. Reducirte poéitive ternire Formen fiir die Determinante — D.
98ls. 0. (5; _2 25) (_? o _2.?) (11" (_? ‘3 D (60,0)-
d=2 d=38
§ Z ?) (g ;1 1(1) (?3(5)—1) (—2:0,—1
=1 d=1
99|24 (1 1, 99> (_.: (2) 58) ((1) g 3(3)) (_1 4, 25) (_} (5) 28
=8 J=4 =2 0=2
m>C“SMW®Uﬁ%@M?
d=4 O= d=12
0’ —?’ ) ((2) (5) —{D @ ? 1%) (0 0 —1)9 (—3: 0,’—1
=14 =4 =2

(s 3,“) (s O—i) G 1, ) (_? 3:._1% (_313:3» n11);
d=4 =2

(4: )é,?,Z ??2

100 2# (1,1, ) (1 2, 50) (1 4, 25) (_1 4, 26) (i 5, 20) (_; 8 1(?;

<m”%®LW®%$@J%@%
= = : =4

(—325’,’-’?) (_338:3% b ffiﬁ) @_3D),
0ok ook (o 52

(—333:—0 (-32-31—6 (01020)?(0— )’(0,—51,—2)
==1

=1 =6 =8
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II. Tabelle der wuneigentlich primitiven positiven terniren Formen fiir alle
negativen Determinanten von —2 bis —100 ¥).

D | Anzahl Reducirte positive terndire Formen fiir die Determinante — ).
2,2,2
41 (11
d‘ 24
6] 1 0, 0’, _i
0=12
2,2,4
10 1 1: 1: 1)
d=6
12| 2 2
(—1 —1, O) (0 O —1
d=28 d=12
2, 2,4
O=14
2,2,6
16| 1 (1: Y 1)-
d=6
2,2, 6
18| 1 (O: 1)
=12
p 2,4,4
200 2 |(_ 1:_1’,0 ) (2:1:1)
’ =8 d=
2,2,8
22| 2 0 _1 o) L 1 1
d‘-.ri
2, 2, 2, 4, 4
4 2 (o0, i 1 1 £
=12
2,4,
26| 1 (—1 0 -—1

28| 3 1’—1 0) G 2,10) (o 0, —1

F=6

*) Fiir diejenigen Determinanten unter 100, welche in dieser zweiten Tabelle nicht
vorkommen, finden keine wuneigentlich primitiven Formen Statt. Es sind dies alle unge-
raden Zahlen und alle ungeraden Potenzen von 2.
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D |Anz. Reducirte positive ternéire Formen fir die Determinante — I).
2,2, 10 2,4,4
30| 3 (0’—1 0)» G o 1) (—1 o 0
=12

34| 2 ?f’?) (3

d=6 2

36/ 4| (L _T “’) (33_13) (L2-10): 2133
=38 O=12 d=4

2,10\ (2,4,6Y
38| 2 (0:—:0> 111

40| 2 22_;4> (_ )

4213 ((2)(2)_1;1> <—1’-1 0> (0:0:—1

=4

44/ 3 (—1 _2 L (0— ) ?ﬁg
F=2

1) 3 (3:_1 (??‘?) (-16,0)
d=

2
1| 3 33_‘?) (21‘?) 61,1

=12
50 1 |(_¢ _‘}_,
52| 4 (_1 _? o) (??“f) (210 1D
d=4 =2
54| 5 (0 _2 14) (83.1?) <_1:0:__1) - §:8 0): G“:?
0= d=12 I=2 J=1
56| 3 (2)3—1) (g,u) (0 _13—4)
=2

58| 3 (f,izi’) (_1:_120)3(—2203—1
d=2 d=2




188 12. Eisenstein, uber reducirte positive terndre quqdratiscke Formen.
D |Anz. Reducirte positive ternire Formen fiir die Determinante — D.
60| 6 (_1 —%1@ (00’—%) (0—10) ?,?,? 33—1 %33-
0=12
62| 3 o._? “‘) (_?33) 3,2‘,“1’
64| 2 (ﬁzb (—%g—i
66| 4 33_2? 1,‘1’,‘? 00-—1) (3”)
ol o | ot Cht o . (it
=38 =2 0=
0|5 |G _2 o (?3 i :‘D (3 3 _’?) (_53323) (§
2|2 (2)3_2@ (-3—10
d= 0=4
74| 2 (_ _4 N GE)]
=2 d=1
6| 5 | (¥ —3 ), (?,?,2?) 6 _4 “’) (32“?) (L1 —20)-
d=8 J—
8| 5 (’_? ") (333?) (_?3‘8) (_333) (3
80| 3 %,‘11 1%) (-20—1) (_ 1:-;1:—6)
d=2 d=2 =2
82| 4 %:?,%D’ (—%,3,_1?> (—2 -1:0)’@:(1;1? :
d=6 =2 0= =2
1 |CI8D LD (4% G35 (a9,
= d=12 d=4
4,4,8 4,6,6
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D |Anz. Reducirte positive ternire Formen fir die Determinante — D),

86| 3 (2):—% 22) (-? 8 —1> (o —1 —1>
d=4 =2

88 5 202 :’(1)) (_1 1, 10)» (3,0 o _1> @, ?, )2 (-—1cy -;110

ol o |G3D. . GG 1D 33D 459,
d=12

92| 5 _‘,"4 3) (0 _4,12) @?10) (0 —1 0) Gl‘ilg
d=38

=4

94| 5 | (3 __2 2 (2 7 32) (-j o 1<2) @ [f 1?) (jigjg :

=2 =2
%) 4 (3:3:_3?%(_?3_‘1) (3 _?:‘8)»(‘2‘131?)-
F=12 =2 d=4 =2
98| 1G5 1)
J=14
100} 6 (5 7, G (540 G D Gy, G2s)
d=38 d=6 =4 =2
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190 12. Eisenstein, iiber reducirte positive terndire quadratische Formen.

Réducirte Formen fir die Determinante — 385 — —5.7.11.
Formenm-Anzahl = 59.

15 Formen mit der Determinante — 385, deren Transformationszahl 0 =1 ist.

G52 GFD, GED, @D G0, G2
05 GLD Gl CRe 1D G2 (L5
615" G5 s (L5 -1 -2):

25 Formen, fir welche =2,
29, (e 2. (2 0% G ’S’,“) GEPD, (282D,
(_-g:iil 1(6) (2 11, 20 (2 12, 19> <—§ 1(5) o (2 14, i7> <() g _35;)
G2, (3 _i’ fi’ o @, G, <o’8’_‘}),
oy Cr D, (S8 o0, G

(7, 79 7,8,8
—2,—2, 1,2,2)°

17 Formen, fiir welche 0 =4.

(1 5, 77) (O 1,7, 55) (1 11, 35) (_i 2, 193> (__1 10,41> (_; 13,3(@) ;
8% ©0-D» 6020y G0 @620 G-_1%),
> ), 66D (200 Go D (L300)-

Je cine fir welche = 6 resp. J = 8.

2,2,1 1,1,
( 29 ( ’385

(Im niichsten Hefte folgt ein Anhang zu diesen Tafeln.)

Berichtigungen in dieser Arbeit.

Seite 142 Zeile 12 v. 0. lese man oberen Coéfficienten statt Coéfficienten
~ 162 — 7 v. u. lese man U 420" statt 20"+ 0", und 2440 statt 20+ 0"




