Bemerkang zur Aunfldsung der cubischen Gleichungen.

Von 8, Guspenrixger i TOBmRGEX,

Es ist bhekannt, dass die Darstellung der Wurzeln von algebraisch
Iosbaren Gleichungen durch Covarianten meistens entweder mehr oder
hohere Irrationalitiiten mit sich fihrt, als'man vach den gewbhnlichen
Methoden erbilt. Yiir die biquadratischen Gleichungen hat Aronhold
im Bande 32, des Journals f. Math. von Crelle-Borchardt 5. %
eine Auflosung mitgetheilt, welche, ohne mehr Ivrationalititen als
die gewbhnliche zu besitzen, diese als speciellen KFall in sich enthilt,
und welche Uiberdiess sich leicht in eine Form bringen lisst, bei der
alle Elemente durch Covarianten ausgedriickt sind*).

Im Folgenden sollen entsprechende Entwicklungen fiir die cu-
biachen Gleichungen gegeben werden,

¥ In etwas verallgemeinerter Fassung lautet dieselbe so, Wenn # eine be-
liebige bindre Form vierten Girades der Verinderlichen &, und &, A die Hesse'sche
Determinante derselboen dividirt durch 144, ¢ und j deren beide Invarianten be-
deaten; weon ferner

P{#, 4} = — 4x* 4 {x 22— j2}
gosetat wird und &, ¥, & die drei Worzeln der cubischen Gleichung @{s, 1) =0
sind, so bestimmt sich cive Wurzel 7' der Gleichung xa ~ 24 == 0 fiir beliebige
£

Werthe von y, und y, sus:
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Darin bedeuten «' und A" die ans 4 und A vermige Rrsetzung der z; durch
die y; bervorgehenden Ausdricke, und sind die Vorseichen der Quadratwurzels
#0 2u nobmen, dass
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Weun
w=(a, b ¢, &) (£, )5 = (a,, &; + a,0, = a
eine belichige binire cubische Form darstellt, so wird e unsere
Aufgabe sein, den Werth zo bestimmen, den die zweite Polare vop «
eines beliebigeu Poles y, d. h.
au p P4, e,
J: + 2 c?.!’loarg‘/‘fa{kf:.r )
= “nyx' + 20,4 Yy U ) = w0
fir eine W 11r7el L der Gleichung « == O annimmt.
Die Ldsung dze:,ea Problemes folgt direct aus Jor bekanuten
Jayley'schen Zerlegung von u in seine drei Factoren.
Definiren wir z,  und B durch die Gleichungen
T = U Uy “’1‘.-2
Q = wty — ay7, = (&, B, 7, 0) Ly, 0)
BT — 7,
so besteht bekannthich die Relation:
(1) 2= — (Q*+ Ru*)=— (¢+y—1n u) (Q — - & —u).
Da auf der linken Seite der letzten Formel ein vollstindiger Cubus
steht und @ und u im allgemeinen keinen Factor gemein haben, so

muss eine jede der Kiammergrossen auf der rechien peite fiir sich
én vollstindiger (‘ubus sein, so dass man sefzen hanu:

Q4+ Y — Ru=(py + poor) =g
Q—V — R u= (g + ¢02)" = ¢
Subtrahirt man diese beiden Gleichungen, so ergicbi aich die oben
erwihnte Zerlegung

&) U == 'V:’"(Px “‘q:}”‘;ll 2. n (P — €4} 5
worin ¢ eine beliebige der beiden imaginiren (‘ulr;k\mr"/.eln der poni-
tiven Binheit ist.

Durch Differentiation der ideniischen Bezichung

| - - —_—gn
a,t == 5 I' (17y 44}
nach % und 4, erbilt man 3etzt znna.chst
a) iy == SV (Py Pe— 4 4=) >

*) Aligemein werden wir, fir eine belicbige Lindre Form 7 {xy, &y ws Grades,

wefzen: ,g!jsz s J::L:;;—m_{mwﬂf:}bic.
< ’ ca, 0%,
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welche Formel fiir alle Werthe der o, und «z, gilt. Dieselbe gelit uuter

der Voraussetzung dass 51 eine Warzel von w == 0, dass also nach (23
y :
P == ¢'q ist, in die folgende iiber:
k 1 oy 2oy ot 2 n
ay‘“! = SV=Th {1’5‘)3;& Y P E g

Trapsformirt man jedes Glied auf der rechten Seite dieser Glei-
chung durch die bekannte Identitit
ey == {et) (o)) + 40, ,

. . s . et ¢
und erinnert sich, dass fiir eine Wurzel = von # == 0 nach (2)
2

pett — gee =8 {pe — e =0,
so bekommt mant

(B) atue (423 (et <@ + g6 ) = (cy) (P& + 46 11,

.
YR

da wegen (1)

ey op (cqep ':Il/:— R ('r;Q o - @« u) e V“" I

QP == Pyl == 2 P
(“} rryCx, CX, Cxy 922 E&y 0L, dy fuy
Gehen wir nunmehr von den symbolischen Ausdriicken za ibren
wirklichen Werthen iber und bezeichnen wir mit ¢ und « dic aws
© und u hervorgehenden Ausdriicke, wenn in denselben o, und o,
durch », und ¥, erscizt werden, so lasst sich die Relation (8) schreiben:
oty + by} 4,2 20 ay + e s + (60, + 009) 47

s Y .
w0y = 2 Y Y = R e Z/(J — Y diu

)

Aus dieser ergeben sich die drei Warzeln ¥ von « = 0, weun
y
man der Reihe nmack i==0, 1, 2 setzt, unud in beiden Termeun auf
der rechien Seite die absoluten Cublkwurzeln niremt, wie sofort aws
der Buszichung folgt, welche nach (1) zwischen p, uud ¢, besteht:
Dylly = — 7T .

Uebrigens liesse sich die Gleichung (3*) ohne Zuhilfenahme der
Besultate Cayley’s auch unmittelbir aus (1) und der leicht erwels
baren, fiir alle Werthe der «, und y, bestehenden Identitdt ableiien:

2 Yy =31, 07 2u iy b gy (0p)

S 2 b gy — e Wl
~ Macht man in (3% ¢, = 1, . = 0, so erhilt man fir die Wargelu
der cubischen Gleichung:

4

{2} %m-—-» ;g{;{»é‘[;"észq.azy:‘};a,g,gw]? & —) f_"_g,,;}
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ein Resultat, das schon Eisenstein im Bde. 27 des Crelle’schen
Journals p. 81 gegeben hat.

Man bekommt eine Wurzel der Gleichung wu -+ 2 ¢ = 0, wenn
man in (3*) die bindre Form dritten Grades g4 durch =u 4 2¢), alw
Edurch B(x* 4 £42)% upd @ durch (2@ — & Lo’y (% +4 LA¥) ersetat.
Nach einigen leichten Reductionen ergiebt sich »u zuy Bestimwunye

. N &€ . Yy v
einer Wuorzel é von xu -+ AQ =0 die Gleichung

) vetty o+ 2 Q) 9 ok 20t o L0s Yatha F X T2 00 0
) LYy — XYy
3 3 Ry A af - -

R R , L . K .,
eV GV TRY ab Y =Lt =y TR i B sk
Um hieraus alle drei Wurzeln abzyleiten, hat man wieder der

Reike nach ¢ =0, 1, 2 zu setzen ond simmtlichen Cubikwaorzeh: die

absoluten Werthe zu geben.

Stutrgart, Plngsten 1870,



