
Bemerkung z~ar Anfliisnng der cubischeu Gleichungen. 

Es ist bekannt, dass die Darstellung der Wurzeln voa ~lgehraisch 
15sbaren Gleichtmgea durch CovariaaRen meistens entweder mehr oder 
hShere Irrationalitliten mit sich ffihr~, Ms" man nach den gewShntiehen 
Methoden erh~lt. Fiir die biquadratischea Gleichangen hat A r o a h o l d  
im Bande 52. des Joaraals  s Math. yon C r e ] | e - B o r c h a r d t  S. 95 
efae AuflSsung mitgetheilt, welche, ohne mehr Irrationalit'~ten als 
die gewShnliche zh be~itzen, diese al~ speciellen Fall in sieh eath~lt, 
und welche ~iberdiess sich leichi in eh~e Form briagen I'~sst, bei der 
Mle Elemea~e dutch C~variaaten ausgedrfickt sind*). 

Im Folgenden ,olteu entsprecheade Eatwicklungen f~r die cu- 
bi~chea Gleichungen gegeben werden. 

*) In etwa~ verMlgemeinertvr Fa~ang lau~et die~elbe so. Wem~ u ei~c be- 
tiehige bia~re Form vierte~ Grade$ der Ver'anderl~chea x~ uad xr, A die He~se'~cl~e 
Determiaa~te der~elbe~ divid.irt darch 144~ i Lind j deren beide I~v~L~nten be- 
d~uten; weam femer 

qp(x, ~)=~ - - 4 x ~ +  ix~3--:iZ* 
g~eUt wird and e~, ~, ~, die d~ei Wnrzeln der cubisehen Gleichung ep(~, I)~ 0 

~h.,d~ so be~sts sich ein~ Wurzel x~ der Gleichung xu ~ ;tA ~ 0 f~r betiehig~ 
Werthe yon y~ und ~/I aus: 

Dari~ bed~uteax u' uad &" di~ ~ u uud A vermSg~ Emet~g der *~ duz~h 
~# b~..l~rg~_~h~de:a ATm&rfic, kes and ~,4 die Vorze/chen dee Quadr,,twm'zeln 

so  =u a c h t a e a ,  dass 

) 



Ueber enbi.~che (lleiehungen. 2~3 

Wel~n 
~, = (a, b, e, ~) (.q, .~'.,)~ = (~,,, ,6 + a.:x.:? = a2 

eine beliebige b i ~ r e  eubisehe Form darstellt, ,,~) wird e.~ unsere 
Aufgabe sein~ den Werth zu bestimmen, den die zweite P, Aar~, vo, u 
eines beliebigen Poles y, d. h. 

[ 3 ' u  ~ ~ u  "c?'u e \  
o:,.,ic~:, ~ &, 71.,. ) 

t,qtyi ! + 2 tq.: ! t l y.~ "AC 'l t .~ Y i ! * ) ~ a ~:a ~': 

�9 " o "  Nr eine Wnr~zel x_~ der GleMmn~ .. ~ 0 annimmt. 
X~ 

Die Lgsung dieses P r o b l e m o s  folgt direct ans d~r bekammm 
Cayley ' sehen  Zerlegung yon ~ in seine drei Factoren. 

Definiren wir ~ Q und B dureh die Gleichungen 

q - - - - u ~ r , , -  <+.~r, ~ -  (r ~ ,  7,  03 (.e, , .,'._.)" 

so besteht bekannflieh die Relation: 

(~) ,+_ . -  - -  (@> + z:~,-') = -  (O + V--~,,)  (q  .... / -  l:,,). 
Da auf der linken Seite der letzten l~'ormel ein vollst.iiidig~r ('ublis 
steht und Q urad ix im allgemeinen keinen Factor gemeiu hal~n, so 
muss eine jede der KlammergrSssen auf der rechten $eite far sich 
ein vollst~ndiger ('nbus sein, so dass man .~,tzen harm: 

O + t/-;- ,'~ ~, = O,,.q + n"".)' = ~ ' 2 ' ,  

(2 - -  V -  1~ ,, = (~,.,., + ~ . : . , . ~ . ) "=  ':r - 
Subtrahirt man diese beiden Gleichungen, -~ ergd~-bt ,qeh ,li," ,~f~,-~i 

erwi~hnte Zerleg'uug 

l . i r l  (t '~ - -  ~' Cl,) (2) " =  ' - ; P - - / / ( ~ 2  - ~.:'> = _, V -  ~' . . . . .  

worin ~ eine betiebige der beiden imagirr~ren ('ublkx~urzeln der l.i~i- 
tivea R, inheit ist. 

I)ureh Ditt~rentiation der identisehen BezMmng 

a 2 = di, ZZ,  ( 1 ~  ~ - -  q,:,) 
naeh Yl lind !1~ erhKIt man jetzt zun~chst 

r 1 a." <~. = :  ~ y 2 - ~  @"+~: ~ qd"q:),  

+) Aligemem werden wit, ffir eine beliebige bin;ire Form f{aM x,) ~ Gr~JL~, 



welehe Formel fEr alle Werthe der 71, und :c, gilt. Die.,dbe geht tinter 

der Vorzu~tzmJg da~s ~ eine Warzel yon ~e ~ O, da,~s a t ~  m~eh (2) xl 
p~ ~ e ' ~  ist, in die ~blgende fiber: 

Tnutsf,~rmirt man jedes Glied auf der reehten Seite dieter Glei- 
ehung dureh die t~kmante Identitllt 

urad erinnert ~ieh, dass flit eine Wurzel :c-t ~ on u = 0 nach (2) x~ 

~J t~kommt man:  

da wegen (I)  

~q ap , , l a v  .27/-1r ~, ,~e ~ , , ~ = . ) ~ :  I:. 

Gehen wix nunmehr yon den ,ymbolisehen kusdriieke~a zu ihren 
wxrkli&en Werthen fiber uad lrezeiehnen wit mit Q" und ~' die aua 
Q und u hervorgehendea Ausdrfiek% wenn in denselben .r I u n d  .*. 
durdi lit und ~1: e~etzt werden~ ~ l'2s.~t sieh die Relation (3) sehreiben: 

(ua  t + bx~) Y~" q -2(bx t  + cx~) !llYe + (c~:f q- ba'O .q? 
(3 ~', at . . . . . . .  . _ -- ~ . . . . . . . . . . . .  .. 

' =(.,,v:.--~'.,.,.,,, },' l /  q + S" -  ~ed + ~-' _ ? "  - t ! -  sg'"~ 

Au* dieser ergeben .~ieh ,lie drei Wurzeln 3, yon -u = O, wenn 

mare der t ldhe  uaeh i ~-(i~ 1, 2 se~t ,  uad in beideu Termen auf 
der reelaen ~eike die absoltttett Cubikwurzeln nimmt, ~x, ie ,ofort au~ 
der Beziehuag fblgt, welehe n a e h  (1) zwisehet~ 19 uad ff.~ be~teht: 

Uebrigelrs lie~se sieti die Gtdehmig 0: ' )  ohne Zuhilfenahme der 
R~rsultat~, C a y l e y ' s  aueh tmmittelb~tr aus (1) nnd der leieht er~ei~- 
barei b ffir alle Weft, he der a'~ rand !1, beztehenden ][dentitgt ableiteil: 

3 q ( a ' j y  = 3 , ' t , , , th ' - '  + 2u,~6~,. , + ,q~:>:) (.,'!/)~ 
(4"t  + f, t l l l , . t l i~ + 2 t i i e ~ ! # a  Ai " tl,,,~.q a): i _ _  ~ . t l ,  a"  

M l i e t l t  l~nata i l t  t 3 " )  $I l ~ 1 ; ~j~ = l l~ s o  e r h g l t  l l t i t l l  f t i r  d i e  ~ , V t l r l e l i t  

(~er r ( l l e i c h i l n g :  



Ueber cubische Gl~ichungen. 27;') 

ein Resultat, das schon E i s e n s t e i n  im Bdt.. 27 de-- Crel le 's ; :heu 
Journa~ p. 81 gegeben hat. 

Man bekommt eine Wurzel der Gleichung x~ -Jr- 2 Q ~ u, welm 
man ia (3 ~) die bin~re Form dritten Grades ~ dutch ~.~l -l- 2(,), al.~,, 
l ,  ~ durch R(x -~ Jr- I:2"z): und Q" dutch (z  (d" - -  ). Ira') (x'-" ~ It).':) ~.r~ctzt. 
Nach einigen leiehten Reductione~ ergiebt ~id~ .~ zm" l~c'~,timmm~a" 

eflaer Warzel ~• von xu -J- s = 0 die (~leichtmg x, 

~ : ~ - - -  , " ~ - - 7 - - . ; : ' - ,  7" . 1 :  I 1:, 

Um hieraus alle drei Wurzeln abzuleiten, hat ma~ wie, l,.r ~l,.r 
Reihe linch i ~ 6, I ,  2 zu setzen und s:Smmtlichun ('ubikwtlrz,.h, ,lie 
absoluten Werthe zu geben. 

S t u t t g a r t ,  Pfix~g~ten 1.~7(). 


