Teoria fondamentale
degli spazii di curvatura costante.

(del prof. EvaENxio BELTRANI, @ Bologna).

In una Memoria inserita nel t. VII della prima seric di questi Annali
(Roma 1866) ho cercato le superficie dotate della proprictd di avere le loro
lince geodetiche rappresentate da equazioni lineari, ed ho trovato che questa
proprieta si verifica per le sole superficie di curvatura costante e per certe
variabili speciali che Vanalisi del problema ha spontancamente introdotte.

Nel presente scritto cspongo i risultati molto pitt generali a cui mi ha
condotto I'ulteriore evoluzione di quel concetto, coordinato ad alcuni prin-
cipii tracciati da Rizvaxxs nell'insigne suo lavoro postumo: Ueber die IHy-
pothesen welche der Geometrie zu (runde lieger., non ha guari pubbli-
cato dal sig. Depexinn nel XIII volume delle Memorie di Gottinga. Spero
che le mie ricerche possano ajutare I’intelligenza di alcune parti di questo
profondo lavoro.

Certe locuzioni di cui per amore di brevith faccio uso frequente non par-
ranno, io credo, né stenlate né oscure a chi guardi pit alla sostanza che
alla forma. L’attento lettore non avrd da fare alcuno sforzo per intenderle
senz’ altra spiegazione, restandogli del resto piena facoltd di non attribuir
loro che un significato meramente analitico.

L’ cspressione differenziale

[ 762 4 (2 - 2 1 ... z
ds = R Vdu? + daf ++daf + -+ dx?, , (1)

I

dove x, «,, 7,,...7, sono n+1 variabili legate dall’equazione

ot el a4t =
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mentre R ed « sono due costanti, pud risguardarsi come rapprescntante
1’elemento lineare, ossia la distanza di duc punti infinitamente vieini,
in uno spazio di n dimensioni, ciascun punto del quale ¢ definito da
un sistema di valori delle n coordinate x,, «,....2,. Ln forma di quel-
I"espressione determina la natura di questo spazio.

Ponendo per brevita

I I Y P
Q = \dr* +dat-r--- + da?,,

le linee geodetiche dello spazio in quistione sono quelle che soddisfanno
all’ equazione

S ARY

5/—:0,

« T

colla condizione wdw -+, da, + +- 2,00, ==0. Mered lo solite trasforma-
zioni della variazione dell’integrale, la prima equazione pud svilupparsi cosi:

Q dr s 13.17‘! L [, .

e, stante la relazione che vincola le variazioui dx, ox,,-.dx,, dd Tuogo alle
equazioni segucnti:

o) [d.x A ey : de,
T’,L:‘T - (l km) —— ch, 4 (—iﬁ = /"')'1’ e d z}Q) o= ]ﬂ.’:{:;”

dove I ¢ un fattore da determinare. Ora, moltiplicando queste equazioni ordi-
natamente per o, o, ,... &, ¢ sommando, si ha
d( zdz -2 dre, 4 3 x,d, )

AR

[ Y 8 2
=k o -+ ‘7{13'2“ SRR a4 n\r’

quindi, con rignardo alla (2), k=0; epperod

dr 0
d (x_ﬂ) 2=, 3)
doe, =c,xQ, dr,=c,xQ,..., du,=c,z8, (4)

dove ey, ¢,,...c, sono costanti. Queste ultime n equazioni, quadrate e som-
maie, danno

_, )

Aunali di Malemaiica, tomo 11, 30
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dove

— A\ P
=TT o
Questo valore di Q) rende identica la (3), della quale & percid inutile tener
conto; mentre le (4), colla climinazione di 2Q e susseguente integrazione,
danno

S N 14 — - [/
(l]:T])lx,z+b/1, :L“_,r:(/exn—{ 1)2---- xll_l—bwz_13/7b+[’7l—1'

Dunque le linee geodetiche dello spazio considerato sono rappresentate da
n—1 equazioni lineari fra le n coordinate x,, «,,... x,, a simiglianza di
ci0 che ha luogo mnel piano e nello spazio ordinario quando si fa uso di
coordinate cartesiane, e nclle superficie di curvatura costante quando si fa
uso delle variabili u, v della citata Memoria. Fra i sistemi di linee geodetiche
sono da notarsi specialmente quelli che si ottengono eguagliando tutte le
coordinate, tranne una, ad altrettante costanti. Per ogni punto dello spazio
passa una geodetica di ciascuno di questi sistemi, cui appartengono gli stessi
assi coordinati delle x,, delle o,,..., delle a,, per ciascuno dei quali le re-
stanti coordinate sono tutte nulle: conviene chiamarli sistemi delle x,,
delle x,,... delle a,,.

Per ottenere la lunghezza dell’arco geodetico p compreso fra due punti
dati, si osservi che per la (3) si ha

( 0
(]{):T{ . - = _—‘[i;/‘l’:—D
% o\ — 252
donde
|
(ol e — - —,
cosh Lo
i

pe essendo una costante arbitraria ed o la funzione Yo' —xf— ) — - — %,
Indicando con «f, aj,... 2", 1 valori delle coordinate al punto p= 0, ciod
all’origine dell’arco, e con x’ il corrispondente valore della funzione o, si ha

e’ = — (6)
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e quindi, eliminando ¢,
) T
2’ cosh it
it

cosh =—_%0
1t
equazionce cui si pud dare la forma

2 T e &
x"senh i ) ’

i == 2aateosh 7 at et (n
> t
cosh®¥?
D’altra parte, uvendosi dalle equazioni precedenti
3
s 1 g7
2Q == 2 = — (dteh
g« A A TR
le (4) danno
¢ G —3 ¢y P Po
— : 1 4., 4] P 3 oy LY n
&, =, _LT.’_ 1811\ R_ , =, -+ 2 fg h R 9 cce.,
ovvero, sostituendo alle costanti «, a,,... le s AP
X —-x) == 20 senh £~ — g =c,xx’senh cee. .
L —-aj==cy wa’ senh 4o Ly~ LY==, X0 5NN .
donde, quadrando e sommando,
2 — . 9 0 o0\ gt e o2 200 conhY -
..a\(L — 21,1{),1--{12212—--‘——&j3& ,,’,—-‘% "—"J:) == L .’L S [l
Quest’ equazione, in virth delle (6) (7)., da finalmente
2 0 L) %
" (l"—-—.]?l’11—-—1’9’32“"'“"-1,'”"1/ i .
cos h —Zi%-‘ = V__‘)__T._._—q_":;;:;‘__,,,.wwb) ~ “;3 02 0 e 7 (8}
(@@=} — - —2%) (=] — 2y — )

¢ questa ¢ la formola generale che porge la lunghezza di un arco geodetico
in funzione delle coordinate dei suwoi termini.

Supposte reali le variabili x, 2, ..., ¢ le costanti R, a, il limite dello
spazio di » dimensioni qui considerato & lo spazio di n——1 dimensioni
dato dall’ equazione

iUlf -+ {L:ﬁ + R w2n :aﬂ‘ (9)
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Dentro questo limite, cio? per
2} b al e 4w, <al,

il primo spazio & continuo e semplicemente connesso. Dalla (8) risulta
poi che i punti appartenenti allo spazio limite sono tutti a distanza infinita,

Due elementi lincari ds, ds uscenti da uno stesso punto (x,, 2,, . . . %)
e producenti rispettivamente le variazioni dx,, dx,, ... dz, e dx,, dx,, ... dx,,
sono {ra loro ortogonali quando soddisfanno la relazione

diedp -+ du, da, + oo A doe, S, = 0. (10)

Consideriamo per cxempio lo spazio di n — 1 dimensioni @, == 0 e suppo-
niamo che da un punto di esso escano due elementi lineari, 'uno ds esistente
nello spazio stesso, I'altro ds diretto secondo la geodetica del sistema o,
passante per questo punto. In tal caso si ha

331:(}, szl::(}, §$zzéx3x~u::§3?ﬁ::(}, 5{}3:0,

epperd la condizione di ortogonality & soddisfatta: vale a dire che clascuna
geodetica del sistema o, (0o pit in gencrale #,) & ortogonale allo spazio
x, =0 (risp. 2, = U) nel punto in cui lo incontra. In particolare dunque
all’ origine delle coordinate ls direzioni degli n assi sono tutte ortogonali
fra loro. Si dimostra con eguale facilitd che l'asse z, ¢ ortogonale a tutti
gli spazii x,==cost. Le n geodetiche condotte da un punto arbitrario dello
spazio nei sistemi z,, x,, ..., ricscono perpendicolari agli spazii din —1
dimensione 2,=0, x,=0,...2,=0, analogamente a quel che ha luogo
nel piano e nell’ ordinario gpazio quando si usano coordinate rettangole.
Chiamando X, X,.... X, le porzioni di queste geodetiche comprese fra il
punfo dato ¢ gli spazii cui sono rispettivamente perpendicolari, si ha

I Vo ot -,

5 Ine I
- Vi 4= 5% — 2,

Xo= n
Consideriamo il completo sistema delle geodetiche uscenti dal punto de-

terminato (af, a?,...2°,). E=s0 & rappresentato dal seguente sistema d’equa-

zioni differenziali, I'ultima delle quali ¢ una conseguenza delle prime,

dr, dr, dr, dz

48T, = - -

Ji
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dove si & posto per brevitd
e 2 A eft PP ; R
Z=0"— 2, 0] — X, —- o — 2,20

La condizione (10) fornisce come equazione differenziale dello spazio di n ~1
dimensioni ortogonale a tutte queste geodetiche la seguente

ds dx
e Y ey
z @
donde integrando
a o Al o 0
O — X Xy— Ty Ly v ==L T
- 11 - 2 0) v'n .__7_‘: C (’_l 2)
\[U«" '*—‘J'ri"—.’]'fé—— con—xH

Confrontando questa ecquazione colla (8) si vede che lo spazio definito da
essa & anche il luogo dei punti equidistanti dal punto (af, «3,... x°,), ¢ chia-
mando p la distanza costante si ha

/2 7 3 ) 3 6 0
€= Va — ) — ) — o —x® . cosh ~}-{— = x° cos i T

Siccome 1" equazione (12), pel modo in cui fu ottenuta, sussiste anche
quando il punto (af, «3,...2°,) va all’infinito, cio¢ quando a° diventa nullo

e p infinito, cost si vede che in questo caso il prodotto a’cosh —Ii— COL—

verge verso un limite finito, che non pud differire da quello del prodotto

£ : . .
1x%¢’®. Quindi scerivendo ¢/ —p invece di p ¢ facendo andare all'infinito
il punto (af, 23,...2°%), mentre p rimane costante, si otticne al limite
1" equazione

¢
=ke ¥, (13)

03— 2 1] — 2y A — =, 2",

Va2 — of — 2 — - — 24,
dove
af ol + e+, =t

e quest’equazione rappresenta un sistema di spazii ad n-—1 dimensioni,
che possono essere definiti come le trajettorie ortogonali di tutte le
geodetiche convergenti verso uno stesso punto all’infinito
(o), ), ... x"%,). Le varie trajettorie sono distinte fra loro dai valori del pa-
rametro p, che esprime la distanza costante fra una qualunque di esse e
la trajettoria determinata p=0. La costante k ¢ data quando & dato wn
punto di quest'ultima trajettoria.
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Ora si dimostrerd clie la natura dello spazio fin qui considerato ¢ tale
c¢lie, limitandone una porzione qualungue e trasportandola in una posizione
diversa da quella che prima occupava, si pud sempre ottenerne la sovrap-
posizione con un’altra porzione corrigpondente dello stesso spazio. Per
concepire come cid possa accaderc si immagini disseminato in quella por-
zione di spazio un numero oc* di punti, infinitamente vieini tra loro, e
riuniti a due a due dagli archetti geodetici che ne misurano Ie mutue distanze.
Cido posto, la sovrapponibilitd della quale si tratta consiste in questo,
che in ogni altra parte dello spazio considerato si possono disseminare dei
punti, ad esso appartenenti, i quali hanno fra loro le medesime distanze
mutue e la medesima disposizione che avevano quelli della porzione imma-
ginata; dimodoché il reticolo n#¢ formato dalle linee congiungenti i punti
coutigui di questa pud esscre completameute identificato col reticolo analogo
dell’ altra porzionc, senza che 1 legami di essi devano essere in alcun punto
rotti o duplicati. Le alterazioni che il primo reticolo deve subire per iden-
tificarsi col secondo non possono del resto riescire apparenti che quando
si cousiderano l'uno e I'altro in rapporto ad uno spazio avente pil
di n dimensioni: finché eid non accade 1 duc reticoli presentano il ca~
rattere dell’eguaglianza par congruenza o per simmetria. Quest’ ul-
tima osservazione s collega con un ingegnoso riftesso di Mowsws, nel Du-
rycentrische Culewl, p. 184

Suppongasi dappyima riferito lo spazio ad un nuovo sistema di assi goo-
detici delle y,, 9,,... 77,, aventi la stessa origine dei primi ed ortogonali
fra loro al pari di questi. Siccome tutte le linee geodetiche sono rappre-
sentate da equazioui lineari, cost & chiaro che Ie sostituzioni per passare
dalle variabili 2 alle variabili  devono essere lincari: ma ¢ facile conviu-
cersi inoltre chie la loro forma dev’esser quella denominata ortogomnale.
Infatti la forma (8) mostra che la distanza dall’origiue ad un punto qua-
lanque (x,, a,,... x,) dipende solamente dalla fanzione of-Faf + - 4%,
Siavrd dunque

o

2 2 2 v
2 - S A= yi- st ceeeb Yyt
.
i

1

dai 4 dad+ o dat, = At dyg- e dyy,

epperd

0 T B 4 v o
da? o dad 4 d R, Ay ey e dye,
3 N - ?j:) M

x'.
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| 3]
2
©

Questa identita di forma dei due elementi reade manifesto che due reticoli
in cui i1 vertiel corrispondenti fossero legati dalle equazioni

@, ::7/1, Ho== o r e a“.”:yn

sarebbero perfettamente sovrapponibili. Ora ¢ chiavo che 1l secondo di questi
reticoli non sarebbe altro che il primo girato intorno all’ origine insicme coi
primitivi assi, fino a che questi prendessero e direzioni dei nuovi. E dunque
provato che la sovrapponibilita di cul si parlava ha effettivamente luogo
guando lo spostamento si riduce ad una semplice rotazione intorno all’ ori-
gine. Anzi, siccome si potrebbe porre pitt generalmente

xl;:!—_?jl ([?2::‘;1:?/_,, cee A EETEY,

con liberta di combinare i segni in modo qualungue, cosi & chiaro che oltre
Pegnaglianza per congruenza vi sono pilt specie d’eguaglianza per sim-
metria.

Poich® un camhiamento d’assi, restando fissa I'origine, non muta la forma
dell’elemento lineare, vesta ora a cercare Ueffetto di un cambiamento d’origine.
E poiche, preso nello spazio un punto qualunque, si pud gid supporre diretto
verse di esso lasse delle o, cosi & lecito prenderc la nuova origine su
questo stesso asse, nel punto x,=a,. La nuova transformazione da eseguire
consiste dunque nel mantenere I'asse delle x, ed i precedenti sistemi coor-
dinati delle x,, x,,... x,, & nel sostituire al sistema delle geodetiche perpen-
dicolari allo spazio x, = 0 quello delle geodetiche perpendicolari allo spazio
x,=a, fra le quali si trova il primitivo asse delle x,. Lc nuove coordinate
si chiameranno #,, 9,,... 7. ¢ si chiamerd b una costante avente, rispetto a
queste, lo stesso ufficio della costante @ rispetto alle . Cosi si denomine-
ranno Y, V,,... Y, le geodetiche aualoghe alle X, X,,... X, e si avrd mani-
festamente, eome nella (11),

, R i
Y, == = lopp LA ° I8,
> T =y

-

Cid posto, si osgervi chic, rimanendo invariati i primitivi siztemi delle o, 225, 22,
si ha dapprima, per essi, A,=1Y, ¢ quindi

L"‘:j;%“_ per r=2,3,...n (14)

Quadrando e sommandn prima queste equazioni, poi le loro differrnziali, si
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hanno le due formole

(=) y* = U —yp e,

B} 2 4 52 / 2 ‘. \2 ¥ 15
e ] E T N ] ) P B
£3 x | ¥ ¥ ¥,

N

.

dove @*==dy* -+ dyi—---+ dy®,. In secondo luogo se si consideranc, sull’asse

delle ,, le porzioni X7, Y] intercette fra le due origini ¢ il punfo in cwi

I'asse stesso ¢ intersecato dallo spazio o, = o, si ha
. I a-+z . b3
Ne=glog SE0, yr 2 Ry i,
= &= A =¥
mentre la distanza delle due origini ¢ data da
~111 o .(.I.._T..El.l .
2 7% a -
E chiare dunque che bisogna porre
I
o e, A4 L+,
Alv—— ,+§'J0{ja—__—"~l
ciod
(at+r)la—a) b4y,
(a— 2 )luda,)  b—y,
donde
v — ab(ry—u,) __alay,—-n,b) 16
Y= S ’ (16)
a* — i, ab--ayy,
Queste due formole danno Inogo alle relazioni
a2(a? —a?) (b* — 2 o B (a2—a?) (% — 2} .
az—x%:—*')‘ I T al ! v, (1)

(ab+a,y)t

2 2
{a*—n,r,)

-

le quali, combinate opportunamente colla prima delle (15), conducono a
queste altre duc:

Y et 1
— NP —al =aq + oo, e
r Y Yy
r 1
———L\N"—(If-_:(‘ll——-—i- a
r i
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donde

2o -o()-o(3
@ fv‘ y y

In virtt di quest’ultima cquazione, la seconda delle (15) da

do? +do}+ -+ dz?, AP H-dyi -+ dy,
i Y 2

2 - yz

donde consegue che espressione dell’elemento lineare conserva la stessa
forma anche mutando I’ origine, e quindi, per un ragionamento analogo a
quello di pocanzi, che la sovrapponibilith ha Inogo in ogni caso, poiché
basterebbe ora far uso di una nuova sostituzionc ortogonale per rendere i
nuovi assi affatto indipendenti dai primi.

Le (14) (15, 1*) (17) danno

-~
ay, \/a*—— at

@, = ==
“ ab+-ayy,

per r==2,3,...n,
da cui ¢ dalla (16, 2%) si conclude che la pitt generale trasformazione d’assi
ha luogo per mezzo di sostituzioni omografiche.

Prescindendo da questa trasformazione delle coordinate z,, x,,...x, in
altre della stessa specie, vi sono altre trasformazioni che danno all’elemento
una forma notabile. Quella che si potrebbe chiamar polare si ottiene po-
nendo primieramente

Ly =Ty, Eyg=Tlhyy ... &y = P2

colla condizione A} 423 +..-42%, =1, Di qui si ricava
dd+dai+- -+ dax®, = dr 2 dAZ,

dove dA® = d25+ 23+ 4 d2%,, epperd

) » \2 2.2
ds? — ( {:/ul) ) 1 u:)]f_? _JAY

= —r* =

Ma chiamando p la distanza geodetica dall’ origine, o polo, al punto
(w,, ®,,... &,), si ha

Rudr J r? on e
— == () — = 5 T
(? — g2 Ps o > ’

O

&
!
\
pon)

Anaali di Nalminatica, tomo 11, 3t
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dunque
dst = dp® + (Rsenl —ﬁ-)?dA?, (18)

forma che giustiiica la denominazione di polare, poiche in essa le varia~

bili sono il raggio vettore p, e le quantity 2 che definiscono la direzione
si potrebbe chiamare

di questo raggio.
Da questa forma si passa facilmente ad un’ altra che

stereografica, e che si ottiene ponendo
g e ..,P’rg'h 21{

“15

dove p ¢ 4, hanno i significati di pocanzi. Di qui si cava

7-1 .' -E— . { /v, —2

+dp-+ Rsenh 7 d2, = dg,. cosh? Q)R
2 ¢ 1
&~ h ,, _l_t -{- _}—f-'
R

¢ quindi, quadrando e sommando le equazioni che risultano dalla penultima
n, con riguardo all’ultima cd alla (18),
(19)

9
: “*‘ /j{l

3 Lgee

col fare » =1
\'/ 2o r["

g 2). Queste

Questa forma & stata indicata senza dimostrazione da Rizmaxx, nella citata
3 3 .

Ripmaxs ha indicato un altro sistema di coordinate, dal guale egli trae la

J’ ‘I

Memoria postama (II, § 4)

h
ren hon S
misura delle curvature di un dato spazio intorno ad un punto (II, §
coordinate sono per certi rispetti analoghe alle ortogonali cartcszanc poiche

si ottengono dalle polari col porr
:l ::P?vl, 22:07"2’ s Z,Z '—_—:P?un.

Da queste si ha
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epperd, quadrando e sommando,

A4 e 4 2t [ dad 4 A5 = (5yds 2 dey o e - 5d)?

+

dA? =

-0

ossia

; R B
.\.(z,ldiv,z——d_zzl.-l) ,

A

d\* =

-

dove il segno X comprende tutte le combinazioni binaric degli indici. Si
ha pure

X(5,dzy —3,dz,)? ,

a
<

(IP2:: dZ;’—{— (lf.g 4o +d22n _

-

laonde, sostituendo nella (18), si oftiens finalmente

5 P ’ ! 2 \l 9
dst = dzi+ d2 4 -+ dzty+ ?L K% senh—;—) — 1| (2, dz,—z, dz,), (20)

0ssia

1 7 2 " . !
ds“::dz?-kdsz,—{—---—.L—dz“’,l—}—g—;‘—;,(’l + .;?;3{?+"')2¥(Z1 dz,—z,dz,)%, (20

dove p*=z2-+-z2+ ... 2%, ¢ dove la serie convergente posta fra parentesi

procede secondo le potenze crescenti di ~;~ Per piccolissimi valori di p

~

si pud prendere semplicemente

1 ’, \ \ 5
ds? =dzi 4 dzi 4+ .. 4+ dz% + TiE 2z de,—z,dz ).
Ora considerando un elemento di superficic passante per ! origine, si pud
fare in modo (con un’opportuna scelta degli assi z,, z,,,.., ossia x,, @,...)
che esso coincida con quello della superficie z;=0, z,=0,...7,=0, alla

quale corrisponde, nelle vicinanze dell’origine, 1'elemento lineare

2

2 . 2 % ” - .
ds*=dz}+ dzi+ (z,dz,—z,0lz,)%;

1
IR
e poiché 'area del triangolo infinitesimo che ha i vertici nei punti (0, 0),
(2,5 2,), (dz,, dz;), dei quali il secondo & infinitamente vicino all’origine,
& =%(z,dz,—z,dz,), s¢ ne conclude che %(z,dz,—z,dz,)* & eguale al
quadruplo del quadrato dell’area del triangolo infinitesimo che ha i vertici
nei punti (0,0,...0), (z,, z,,... 2,), (dz,,dz,,...dz,) il secondo dei quali &
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infinitamente vicino all’origine. Se dunque si divide la somma dei termini di
4° ordine nella (20) per il quadrato dell’arca del triangolo infinitesimo an-

zidetto, si ha il quoziente TR ¢ poichg, secondo la definizione di Ripymany,

tale quoziente moltiplicato per — # esprime la misura della curvatura nel
senso dell’elemento superficiale anzidetto, si vede che nello spazio qui con-

siderato tale misura & costante ed = — 72 in ogni direzione intorno a cia-
scun punto (*). Egli & percid che questo spazio pud acconciamente esser
chiamato di eurvatura costante.
Una quarta transformazione, importantissima, ¢ quella che si ottiene intro-
ducendo n nuove variabili indipendenti 7,%,,...7,., € ponendo
Rz Re, Rz,

= =9 ,... L=y .
4—x, ' a-xz, 1 04— %, !

Se ne trae immediatamente

Td2 = d? 4 - du?
CZS:R —\_(lﬂ _I:.fi_fll_;,_i_tl_,‘jlj__, (21)

1i

(*) Per vedere la coincidenza della definizione di RiemAnx con quella di Gauss, si rammenti
che, secondo Gauss, la misura della curvatura della superficic definita dall’ elemento

ds? = dg? 4-m2d§?

1 92m

¢ espressa da — s ™ essendo funzione in generale di ¢ e di . Se la variabile ¢ & 1a Jun-
oy ’

ghezza di un arco geodetico uscente da un punto della suporficic nel quale questa abbia una
curvatura ordinaria, la funzione m ¢ della forma m=p(1+m'52) dove m' & una funzione che
per =0 non é né nulla nc infinita (veggansi p. e¢s. questi Annali, p. 358 dcl tomo prec.) e
quindi la misura della curvatura nel punto $=0 ¢ = —6m’y. Cid posto, le coordinate di
Rismany

. ] . 3 .. h(m2—g2
epperd Ia misara della curvatura nel punts §=0 &, secondo Riemaxy, — ——lim —(——‘—) Ora

4 p*
w2 —p2
o4

lim

(per p = 0)=2m’y; dunque le due espressioni coincidono.

. ' .y P .
L chiaro che w'y ciod (m’)(,___o dev’essere una quantita indipendente da §.
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donde si conclude intanto che la formola (1) rappresenta l'clemento lineare
di uno spazio di curvatura costante anche quando le n-+1 variabili x,x,,... 2,
sono indipendenti fra loro e non punto legate dalla relazione (2), salvo che
in questo caso il numero delle dimensioni dello spazio ¢ n+1 ¢ non sus-
siste pilt la proprietd che le linee geodetiche sono rappresentate da equazioni
lineari (*). Ma una conseguenza assal notabile che si deduce dalla espres-
sione (21) & che lo spazio ad n — 1 dimensioni #»=rcost. ha la sua curvatura
nulla in ogni punto, poiche il suo elemento lineare ha la forma

ds = cost. Vit -+ d7d + -+ A7,

Ed infatti, se si pon mente alla formola di Rieaann (19) si vede subito che
Pelemento non pud ridursi ad essere la radice quadrata della somma dei
quadrati di tanti differenziali esatti quante gono le dimensioni, se non si

.1 . \ . .
abbzaﬁ =0. Lo spazio » = cost. ¢ dunque uno di quelli che Riemaxy de-

nomina piani (I, §1) e nei quali rientrano il piano ¢ lo spazio ordinario,
definiti dalle formole

ds==\da® + dy®, ds=VNdx*+dy*+ dz"
Ora l'equazione x==cost. ammettc una molto semplice interpretazione,
dietro quanto precede. Il punto all’infinito sull’asse delle -, ha per coordinate
Xy==y ==, =0, @,=uaq,

e quindi I'equazione (13) diventa per esso

o

— —
— k’(ﬁ i
x
koo
dove K'= }3[ - Dunque
R L
A 2 LI

K

epperd 1'equazione # = cost. equivale a quest’altra p = cost., donde si con-
clude (poichg & arbitraria la direzione dell’asse delle 2,) che lo spazio ad
1 -~1 dimensioni # = cost. non & altro che una delle trajettorie ortogonali

(") La forma (21) ¢ stata indicala, per il caso di due sole dimensioni, dal sig. LiouviLLe, nelle
sue note all’opera di Moxce, p. 600,
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di tutte le geodetiche convergenti verso uno stesso punto all’infinito, cioé
di un sistema di geodetiche parallele fra loro. Reciprocamente ciascuna
di queste trajettoric ortogonali ha in ogni punto la curvatura nulla, epperd
due qualunque di esse (appartenenti o meno al medesimo sistema) sono so-
vrapponibili Puna all’altra in tutti i modi possibili.

Introducendo nella (21) la variabile p al posto della # si ha I'altra forma
equivalente

20
ds?= dp? + K ¢~ (dr 4+ At -+, 21y

Si ¢ gia veduto che il complesso di n — 1 equazioni lineari fra le coor-
dinate %, x,,... %, rappresenta una linea geodetica. Vediamo cosa rappre-
sentl, pil in generale, il complesso di n—m equazioni lineari.

Supponendo dedotte da queste equazioni le espressioni di n — m coordinate
in funzione delle rimanenti m, riesce manifesto che il numero dei parametri
indipendenti contenuti in un tal sistema & (m +1) (n —m). Si immagini ora
che tutte le n coordinate x,, a,,... £, vengano espresse lineavmente in fun-
zione di m variabili «,, u,,... #,. Queste espressioni comprendono fra tutte
(m+41)n parametri, ma se si assoggettano questi parametri a verificare
I'identita
o ‘

N

o+ aye- ot =1t R

. . L . ) ) omm 1)
(h restando indeterminata), ¢ chiaro che si aggiungono con €id ———— -

2
condizioni, talché il numero dei parametri indipendenti rimane di
m{m+1) m(m—1)
2 2
(m+1) (n —m); dunque lc relazioni ammesse fra le # ¢ le u, colla indicata
condizione, sono tali da poter sempre tener luogo, senza restrizione alcuna,
del dato sistema di n — m equazioni. Cio posto, da quelle relazioni, ponendo

(m+1)n— —9n. Ora questo numero eccede di il numero

. !
Wl Rt =0t = Rt=0,

si deduce
da + dad 4 +da, = du’ -+ duf -+ 4 du'y,
2 2

2% = u?,

dunque

R \'I[I utd "‘f i d ”'-’m

Ads=
u




| )
n
~1

Beltrami: Teoria degli spazii di curvalura costaute,

colla condizione
o ',2
WA

Conseguentemente il luogo dei punti rappresentati dal complesso delle i —m
equazioni lineari fra le coordinate «,, x,,... , & uno spazio ad m dimensioni,
la cui curvatura ¢ dovunygue costante ed eguale a quella dello spazio primitivo.

Cosi per es. n— 2 equazioni lineari rappresentano una superficie di

1 . . .
curvatura cosiante (:: — }?)’ che conviene distinguere col nome di super-
ficie di prim’ordine; n—3 rappresentano uno spuzio a tre dimensioni

. 1
di curvatura costante (: — gz s ece

Una linea geodetica reale ¢ individuata scunza ambiguith da due punti
dello spazio: nelle ipotesi fin qui ammessc non & possibile alcuna eccezione
a questa proprietd.

Una superficie di prim’ordine ¢ individuata senza ambiguita da tre punti
dello spazio. Essa contiene tutta intera la geodetica che passa per due suoi
punti reali, talché se due superficie reali di prim’ordine hanno due punti
reali in comune, hanno del pari in comune tutta la geodetica individuaia
da questi.

Un triangolo geodetico giace sempre sopra una determinata superficie di
prim’ ordine, la quale ¢ individuata anclie quando il triangolo & infinitesimo.
Percid se si prolungano sccondo linee geodetiche tutti gli elementi lineari
contenuti in uno stesso elemento di superficie, le linee geodetiche cosi otte-
nute hanno tutte un luogo geometrico che ¢ una determinata superficie di
prim’ ordine.

Quando due superficie di prim’ordine si intersecano lungo una linea, ne-
cessariamente geodetica, il loro angolo ¢ dovunque costante; ciot¢ condotti
da un punto della loro intersezione due elementi lincari normali ad essa,
Puno nella prima, Yaltro nella seconda superficie, la distanza infinitesima
dei loro termini & costante, se sono costanti le loro lunghezze. Infatti (*) sup-
posto diretto l'asse x, secondo la comune sezione delle due superficie, le
cquazioni di queste possono evidentemente esser messe sotto la forma

(ry=m, x,, T,=My3%,. ... &,

g T '”?11-1 mn)’

5 3
(c, = e, wy=m'x Ly = 11
g Mgy g — sLasers Loy =Ny Xn),
(") La sagaante dimostrazions, c¢he poteva a rigore cssere omessy, si ¢ inserita in grazia delle
formole a cui conduce.
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dove le m,m sono parametri costanti. Queste due superficie sono intersecate
dallo spazio x, = a, secoudo duc geodetiche che, per una precedente osser-
vazione, sono ortogonali all’asse 2. T due punti di coordinate

@e=0y, =My %0,... Loy =M Ty, Tu=02,),

( oo s e —

(@y=ua,, wy=uya,,... @, =, X, x,=a),
giacciono rispettivamente sulla prima e sulla seconda superficie, e precisa-

mente sulle due geodetiche anzidette, e la loro distanza p ¢ data (8) dalla
formola

= —Mz,x',

5
cosh t = s

R

N K] 2
Va2 — a —m2a2,) (a2 —a} — ' 2,")
dove si & posto
] 2 H
= h gl om =14m) 4w,
M=1+mm' -« 4 +m,_ nd,_,.

Da essa, chiamando ¢, ¢’ le Junghezze delle due geodetiche comprese fra il
punto comune @, ==¢, ed i due punti considerati, si trae

g Va2 = o & VaZ = a
R Va2 — gt —miat, R\

cosh

= 3

2 2
—ai—m
e quindi

cenh G nr, conl 4 w's',
s ) —— T e SCNI — = e

{2 v 422 ’ P J 2
k V# — df — m2a?, It Vi — at—m" =z,

valori 1 quali mostrano che
cosh - =cosh ——cosh o senh - senh - -
R I I o/’ I It

Siccome in questa formola non resta piit traccia del puuto ¢, preso sul
Passe x;, cosl si vede che da qualunque punto di questo asse si conducano
nelle due superficie le geodetiche di lunghezza o, ¢/, la distanza geodetica
dei loro estremi & sempre costante. I poiché questa proprictd sussiste per
lunghezze o, ¢’ qualungue, nceessariamente sussiste per lunghezze infinite-
sime, donde scaturisce il teorema annunciato.

Ammettendo, come gid «i ¢ fatto implicitamente nel porre la condizione
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di ortogonalitd, che i triangoli infinitesimi siano soggetti alle relazioni della
ordinaria trigonometria piana, si riconosce immediatamente, rendendo infini-
tesime le lunghexze p, 6, ¢, che ;{%,— ¢ 1l coseno dell’angolo {atto dal primi
elementi delle duc geodetiche g, ¢, ciod delle due superficie. D’altra parte
¢ facile vederc clie il triangolo ora considerato pud cgsere un triangolo geo-
detico interamente arbitrario; dunque fra 1 lati ¢, D, ¢ e gli angoli opposti
A, B, C di un triangolo geodetico csistente nello spazio cousiderato, sussiste
la relazione
a b € b € , _

cosh = cosh i cosh <7 T wen L 5 senh— cos.d. (22)
insieme colle sue analoglie, la quaie non differisce dalla formola fondamentale
della trigonometria sferica che per il cambiamento di 2 In RV-1 (R raggio
della sfera), rimanendo invariati ilati e gli angoli. Cio concorda pienaimente
con un fatto gid avvertito dal Mixpixe (nel t. XX del Giornale di CreLLE)
¢ dimostrato dal Copazzr (negli Annali di Torrount, 1857), se si rammenta
che il triangclo geodetico qui considerato giace intieramente sopra una
superficic di prim’ordine, cio® di curvatura costante negativa, rispetto alla
quale esso ¢ pure geodetico nel senso ordinario. Se si suppone retto l'an-
golo (I, le due formole che si deducono dalla (22) colla permutazione degli
elementi danno, opportunamente combinate,

t ¢ :
ol —-=tgh — cos [ (23)

'8 B R

e

Se ora si imagiun che i1 vertice deil'angolo A vada indefinitamente allon-
tanandosi sul cateto b, mentre il lato @ rimane invariato di posizione e
di grandezza, Uipotenusa ¢ crescerd fino all’infinito, ed a questo limite le
equazioni (22) (23) daranno

a -
cos A ==1, tol == 008 B.
3

La prima formola insegna che 4==0, ciod che i duec lati b, ¢ si accostano
assintoticamente, quando il vertice dell’angolo A ¢ all’infinito; la seconda
che il limite dell’angolo B non & I'angolo rctto, come nel piano, ma un
angolo minore di §0° la cui grandezza dipende dalla distanza «, mediante
la formola

b — .
g —==0c 7 (2

N3
19

Awnadi i Aeloyiotica, tomo T,
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(equivalente alla superiore). Se si chiamano parallele due geodetiche con-
vergenti verso un medesimo punto all’infinito, come gia si & fatto, si vede
dunque che da un punto si possono condurre due distinte geodetiche pa-
rallele ad una geodetica data, che queste due parallele sono egualmente
inclinate da una parte e dall’altra della geodetica condotta dallo stesso punto
normalmente alla data, e che la loro inclinazione B sulla normale & legata
alla lunghezza a di questa stessa normale mediante la relazione (24). Questo
risultato s’accorda picnamente con quello che forma la base fondamentale della
geometria non-euclidea, i cui principii, gid famigliari a Gauss, sono
stati compendiati maestrevolmente da Lomatscuewsky nella Théorie des
paralléles (trad. Hoiigr), sotto una veste sintetica. La possibilita della sua
costruzione col mezzo dell’ordinaria sintesi (limitatamente allo spazio di fre
dimensioni) dipendc in primo luogo da cid che, come si & dimostrato, negli
spazii di curvatura costante (positiva o negativa) ogni figura pud essere
mutata arbitrariamente di posizione senza subire alcuna alterazione nella
grandezza e nella disposizionc mutua dei suoi elementi contigui, pos-
sibilita da cui dipende I'esistenza delle figure eguali e quindila va-
liditad del principio di sovrapposizione. In seccondo luogo negli spazii
di curvatura costante negativa le geodetiche sono caralterizzate, come
la retta euclidea, dalla proprietd di esserc individuate senza ambiguitd da
due soli dei loro punti, talché vige per essc I'assioma della retta. B
del pari le superficie di prim’ordine sono caratterizzate, come il piano
cuclideo, dalla proprictd di esscere individuate senza ambiguitd da tre soli
dei loro punti, talch¢ vige per esse 1'assioma del piano. Inoltre le rela-
zioni delle linee gcodetichic colle superficie di prim’ordine e di queste fra
loro, sono le stesse di quelle delle rette coi piani e dei piani fra loro, poiché
una di quelle superficic contienc tutta una geodetica tosto che ne contiene
due punti, e due di quelle superficic si scgano secondo una geodetica (¢
sotto un angolo costante) se s’incontrano in un solo punto. Da questa cor-
rispondenza consegue che se si ammettono gli assiomi fondamentali della
geometria ordinaria, escludendo il postulato delle parallele, i teoremi che si
ottengono sono cguali a quelli della geometria dello spazio di curvatura
costante negativa, poiche questa scconda geometria ha le stesse basi di
quella, tranne il postulato anzidetto. I teoremi di essa sussistono per ogni
valore della curvatura, chie ¢ il parametro della geometria non-cuclidea
(la quale io propongo di denominare pscudosferica), ¢ le sole misure
prese nello spazio obhicttivo possono far riconoscere che il valore speciale
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della sua curvatura ¢ zero, cioé che R ==cc per esso; nello stesso modo
che per sole misure si pud assegnare la curvatura di una sfera data, che
¢ il parametro della geometria sferica.

Effettivamente si pud verificave che la teoria di Loparscrmwsky coincide,
salvo nei nomi, colla geometria dello spazio a tre dimensiozi di curvatura
costante negativa. Chi ami vedere sviluppata questa corrispoudenza ne potrd
trovare altrove una pitt minuta esposizione (*). Qui, per non fare una troppo
langa digressione, mi limiterd ad alcuni cenni sommarii.

La planimetria non-cuclidea non ¢ altro che la geometria delle superficie
di curvatura costante negativa. Le circonferenze di quella corrispondono
alle lince che tagliano ortogonalmente tutti i raggi geodetici uscenti da
uno stesso punto della superficic, ossia alle circonferenze geodetiche. II pe-
rimetro ne ¢ dato in funzione del raggio geodetico 7 dalla formola

P r
s} (e I —e “),

come aveva gia enunciato Gauss. Per tre punti della superficie non si pud

sempre far passarc una circonferenza geodetica avente il centro in un punto

reaje. Gli oricicli o curve-limiti di Losarscuzwsky non sono altro che

le circonferenze geodetiche il cui centro & all’infinito, ciod i cui raggi for-

mano un sistema di geodetiche parallele. Facendo nella (21) n =2 si ha
20

ds*=dp* 4 K*e 1 dy?,

espressione dell’ clemento lineare della superficie di curvatura costante ne-
gativa riferita ad un sistema di oricicli conceuntrici ¢d ai loro raggi. La forma
di quest’espressione insegna che gli orvicicli possono diventare, mercé uuna
flessione opportuna della superficic, i paralleli della superficie di rotazione
1l cul meridiano ¢ la curva delle tangenti di lunghczza costante = R,

La stercometria non-euclidea non ¢ altro che la geometria degli spazii
a tre dimensioni di curvatura costante negativa. Si & gid detto a che cor-
rispondano, in questa geometria, lo rettc ed i piani. Alle superficie sferiche
corrispondono le superficie che tagliano ortogonalmente tutti i raggl geo-
detici uscenti da uno stesso punto, ciot le sferc geodetiche. Anche qui puod

(") 8i vegza it Giornale Matematico di Napoli, settembre-ottobre 1868, dove le particolaritd svolie
per it case di due dimensioni si possono agoevolmente ripelere per quello di tre, massime se si
tien conto dei risultati del presente seritto ¢ se si ricorre ad una sfora ausiliave,
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darsi che per tre punti, e molto pitt per quattro, non si possa far passare
una sfera geodetica col centro in un punto reale. Le orisfere o superfi-
cie-limiti di LoparscEEwskY (*) non sono altro che le sfere geodatiche il
cui centro & all’infinito, ciot i cui raggi formano un sistema di geodetiche pa-
rallele dello spazio di curvatura costante negativa. Facendo nella (21) n==3
si ha

NP RN
y o d el .
ds = p o T duida 25)
" s
dove
Rz . oy fir,
fo— :f:’= m—«w—-———-—-_,_ﬁl —-“_':?n,
[¢] “‘""'933 Ci-—i"a a"‘—u,i b
e reciprocamente
%, 2u R, 2 Qa s,
X P e R
/A “Jr‘ f.:‘l‘ ﬁz—}—ﬁ' 2 '533+'fli’ "}‘ﬂ% -+ ﬁ:
a(ﬂ ‘+“ [‘1 + f;)"’j]{i)ﬂ
,«3"" , "“'Q"{"‘&;—LP)

La formola (25) rapprescnta Delemento lincare dello spazio non-euclideo
riferito ad un sistema di orisfere concentriche ed a quello dei loro raggi.
La forma di questo elemento insegna che ogni orisfera, essendo rappresen-
tata da # =cost,, & una superficie di curvatura nulla, poicha il guo ele-
mento lincare ha la forma

ds = cost. Vdr?-+dn®;
e che le wvariahili %,, %, sono le coordinate rettangole dei suol punt
Una superficie di prim’ordine
lo, +me,+ne,+p=0
¢ rappresentata in coordinate #, #,, », dull’equazione
Ra R (In, 4+ mn,) +(an +p) (n* +7i+a3) == (en~p) R,

cpperd taghia Uorisfera (per la quale % = cost.) sccondo un cerchio. Queslo
si ridnce ad una retta solamente quando p=-un, ciot quando I"equazione

("} Ossia fe superfiele F di 1 Bowvar
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della superficic di prim’ordine ha la forma
le, +ma,+nlv, —a)=:0,

il che accade quand’essa & una superficic diametrale dell’ orisfera, ossia
passa pel centro (all’infinito} di questa. In questo caso la linea d interse—
zione ¢ evidentemente un oriciclo di questa superficic diametrale, mentre
rispetto all’orisfera & tale che si converte in una ret{a quando questa venga
distesa secondo un piano. Di qui emerge che il triangolo tracciato sopra
un’ orisfera da tre superficie diametrali & in sostanza un triangolo gcode-
tico csistente in una superficic di curvatura nulla, il quale percid soddisfa
a tutte le relazioni dell’ ordinaria trigonometria piana, poiché & csattamente
applicabile sopra un triangolo rettilineo.

Cosl tutti 1 concetti della geometria non-euclidea trovano un perfetto ri-
scontro nella geomctria dello spazio di curvatura costante negativa. Sola-
mente fa d’uopo osservare che mentre quelli relativi alla semplice planime-
tria ricevono in tal modo un’interpretazione vera e propria, poiché diventano
costruibili sopra una superficic reale, quelli all'incontro che abbracciano
tre dimensioni non sono susccttibili che di una rappresentazione analitica,
poiche lo spazio in cui tale rappresentazione verrebbe a concretarsi ¢ diverso
da quello cui generalmente diamo tal nome. Per lo meno I'esperienza non
sembra poter essere messa d’accordo coi risultati di questa geometria piu
generale, se non si suppone infinitamente grande la costante R, cio¢ nulla
la curvatura dello spazio; il che per altro potrebbe non essere dovuto che
alla piccolezza dei triangoli che noi possiamo misurare, ossia alla piccola
esteusione dello spazio a2 cui le nostre osservazioni si estendono, non altri-
menti da ¢ido che accade per le misure prese sopra una piccola parte di
superficie terrestre, la precisione delle quali non ¢ sufficiente a mettere in
evidenza la sfericitd del globo.

Fin qui non si & parlato che di spazil ad n dimensioni la cui curvatura
¢ costante, ma negativa; del che ¢ causa 'aversi avuto principalmente
in vista il ravvicinamento dei concetti ad cssi relativi con quelli della geo-
metria non—euclidea, rispetto alla quale I’ipotesi opposta ha minore interesse.
Nondimeno s¢ ne diranno qui alcune poche cose.

L’ clemento lincare

A d A —da?
ds = R Wﬂo:l—l—d:v.l+ bdat, —dx (26)

- -
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dove

R G S S B SRR O A
appartiene ad uno spazio di n dimensioni la cui curvatura & dovunque costante
! . . . — — —
ed =7 Esso si ottiene da (1) mutando R, a ed x in RV-1, a\-1, z\-1,

¢ tutte le proprieta e le ejuazioni fondate sopra mere trasformazioni ana-
litiche dell'elemento (1) valgono evidentemente, coi cambiameuti indicati,
anche per quest’altro. Per es. la (8) si muta nella seguente

@ B E
as _i— ‘rl "l‘:? -+ 'Z“Z 7;3 G+, 'Dnn. (;)7)
T - N ~

e . g 2
\/(a2+w“2+ ..._}_;L-:'n) (:g‘~’+av‘,’ e 2,5)

COSP’*
IR"-‘

formola che da per p un valore reale, qualunque siano i valori reali di
Byy Lyyere Loy 20 a),... 2", E chiaro che per questi spazii sussiste integral-
mente il teorema della sovrapponibility di due loro porzioni qualunque.

Se nella (26) si suppongono reali le variabili o, «,,... 2, e le costanti IR, a,
i valori ammissibili per le coordinate x,, x,,... «, non hanno limite alcuno,
¢ possono variare fra —oc e +oc. Per tutti i valori reali di queste coor-

dinate lo spazio ¢ continuo ¢ semplicemente connesso, ma non
infinito (Riemans, I, §2), perche se si fa nella (27)

§ . i R/ 9 — 9~
.’/j":_:/vl‘?, .’Lg-—/uz’a",‘.. X, = AT,

dove 23224+ -+ 2%, =1, si ha perz ==

IS

By e by Py et

.t

T Ly

| .
1 Vo2 - TR S A

formola che da per p un valore finito ¢ determinato. Le lince geodetiche con-
finuano ad cssere rappresentate da equazioni lincari, ma, stanie I'ammissi-
bilita dei valori infiniti per lc coordinate, il principio che due punti indi-
viduano senza ambiguith una geodetica cessa d’esser vero senza restri-
zlone. Infatti siano

2, =bx,+ UV, wz=br,+V,,... ccc

le equazioni d'una geodetica. Finche uno almeno dei punti pei quali essa
deve passare ha le sue coordinate finite, i cocfiicienti possono esser tutti
doterminati senza ambiguita. Ma s¢ ambeduc i punti hanno coordinate infi-
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nite hisogna mettere le equazioni sotto la forma

T v, 7, Y,
b= A=), 4 ~L,--. cce
H X T, X,

e sostituire ai primi membri i valori limiti a cui convergono nei due punti.
Se questi limiti sono eguali in entrambi, 1 valori dei secondi coeflicienti
restano indeterminati e la linea geodetica non & pitt unica ed individuata.
Se poi 1 limiti sono diversi le coordinate della linea geodetica sono infinite
in ogni punto.

Le considerazioni che hanno condotto all’equazione (13) non sono apph-
cabili agli spazii di curvatura costante positiva, poich® non esistono, per
questi, punti all'infinito. Quindi gli enti rappresentati da quella equazione
non hanno riscontro in questi nuovi spazii, come non lo hanno le geodetichie
reciprocamente parallele.

Si vede che la geometria degli spazii di curvatura costante positiva (che
pud acconciamente esser chiamata geometria sferica in senso largo, stan-
teché, come insegna I’ equazione (22), 1 triangoli geodetici vi soggiaceiono alle
leggi della trigonometria sferica), differisce molto notabilmente dalla pseudo-
sferica, sebbene abbia con questa in comune esistenza delle figure cguali.
Del resto la gromeotria psendosferica couduce spontancamente a considerare
gli spazii di curvatara costaute positiva. Infatti ponendo nella (20)

i z, Ly

— g - == =1
P J: x Jla )w Jn)

si {rova

ds== 1 \!’iié}‘ﬁ':ﬁéig e dy®,
colla condizione
YAyt =1,

ricultato il quale, posto a riscontro colla equazione (18) in cui siasi fatto
p==cost. insegna che le sfere geodetiche di raggio p nello spazio ad n dimen-

b

sioni di curvatura costante negativa — T

I { P4
curvatura costante positiva | ——————1 - Quindi la geometria sferica pud

. s
Lisenh i

risguardarsi come contenuta nella psondosferica.

sono spazii ad n—1 dimensioni di

Bologna, agosto 1868.
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