
Teoria fondamentale

degli spazii di curvatura costante .

(del prof. EuGFNIO BELTRA\II, a Bologna) .

in una Memoria inserita nel t. VII della prima serie di quests Annals
(Roma 1866) ho cercato le superficie dotate della propriety di avere le loro
lince geodetiche rappresentate da equazioni lineari, ed ho trovato the questa
propriety si verifica per le sole superficie di curvatura costante e per certe
variahili speciali the l'analisi del problema ha spontaneamente introdotte .

l~el presente scritto espon„o i risultafi molto piu generali a cui mi ha
condotto I' ulteriore evoluzione di quel concetto, coordinato ad alcuni prin-
cipii tracciati da RrE MANc nell'insigne suo la.voro postumo : Ueber die Ify-
pothesen welche der Geometric zu, Grunde liegen, non ha guari pubbli-
cato dal sig . D1 DETIND nel XJII volume delle '_biemorie di Gottinga. Spero
the le mie ricerche possano ajutare 1' intelligenza di alcune parti di questo
profondo lavoro .

Certe locuzioni di cui per amore di brevity faccio use frequente non par-
ranno, io credo, ne stenlate ne oscure a chi guardi piu alla sostanza the
alla forma . L' attento lettore non avrt da fare alcuno sforzo per intenderle
senz' altra spiegazione, restandogli del recto piena facolty di non attrihuir
loro the un sianrficato meramente analitico .

L' espressione differenziale

A = R Vdx~"+dx;+dxl-I . . .+dx

dove x, x1 , x_ . . . .?- ,, sono n+'l variahili legate dall'equazinne
x2 +x;+x + . . .+x2„ = a ° ,

(1)
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mentre B ed a sono due costanti, puu risguardarsi come rappresentaute
1' e l e m e n t o line are, ossia la distanza di duo punti infinitam-ente vicini,
in uno spazio di it dimensioni, ciascun punto del quale ii definito da
un sistema di valori delle it coordinate x, . x2 . . . . x,, . La forma di quel-
1'espressione determina la natura di questo spazio .

Ponendo per brevity,

(1 =-:: (x

le linee geode tic lie dello spazio in quistione sono queue the soddisfanno
all' equazione

r5J,-=0.x

colla condizione x(~x -1-- x I b" , + • • • + x„(fix, _= 0 . Merck le solito tra sforma-
zioni della variazione dell' integrals, la prima equazione pa svilupparsi cosi

+ cl
r] r,-~xi .

	

~ -{- ~x, t . cl --

e, stante la relazione the tiincola le variazioiii (V, (')x,, . . . ()x,l , da, luo go alle
equazione seguenti

~2

	

d .x
-, -Fci

)

	

(X~l
=kx, c	 =k

	

d

	

=kx

dove k e un fattore da determinare . Ora, moltiplicando questo equazioiii ordi-
natamente per x

	

, . . x, t c sommando, si ha

d	r xd x

	

: ± . . . 1- x.., (L.7,„

i

quindi, con riguardo ally ~2), k=0 ; epperO

c] .x

	

t
~l

	

•-1-- -;x xw

!l ' i --ri x2, dx 2 =c 0 x

	

, Cdxu = c„xfl,

flow" r,, c 2 , . .

	

' ono custant . Questo ultimo n equazione, quadrate e
m ate .

+] .r,

.1unuli ill tllrlrr+'tnlicrr, Limo It .
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dove

C = \h'' ~, C L . . . T C 2" .

Questo valore di Li rende identica la (3), della quale e perciu inutile tener
('Onto ; mentre le (4), colla eliminazione di x-0- e susseguente integrazione,
danno

x71 ±1/,,

	

x2 =b,x,, + 11 2 . . . .

	

x11_1 = bvi_1 x rt -f- 1/ ,t_1 •

Dunque le linee geodetiche dello spazio considerato sono rappresentate da
u. - 1 equazioni lineari fra le n coordinate x, , x,, . . . x,1 , a simiglianza di
cib the ha luogo nel piano e nello spazio ordinario quando si fa use di
coordinate cartesiane, e nelle superficie di curvatura costante quando si fa
use delle variabili u, v della citata Memoria. Fra i sistemi di linee geodetiche
sono da notarsi specialmente quelli the si ottengono eguagliando tutte le
coordinate, tranne una, ad altrettante costanti. Per ogni punto dello spazio
passa una geodetica di ciascuno di questi sistemi, cui appartengono gli stessi
a ssi coordinati Belle x, , Belle x 2 , . . . . Belle xi17 per ciascuno dei quali le re-
stanti coordinate sono tutte nulle : conviene chiamarli sistemi de l l e x 1 ,
delle x2 , . . . delle x71 .

Per ottenere la lung•hezza dell'areo geodetien p compreso ft •a due punti
Bali. si osservi die per la (:) si ha

It h I .trcl.{,= Tf=== - - -
C 2x

	

x

	

.7

donde

4

cos h

1), essendo una costante arbitraria ed x la funzione -x---, . .-x"2 .
Indicando con x ;, :x:l, . . . i valori delle coordinate al punto p= 0, riot :
all' origine dell'arco, e con x° it corrispondente valore della funzione x, si ha

C .m, ° = 4

cos 11
Jz'

(6)
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Tcot-ia deg li >i)azii di curvatura co--=ttu nte .

e quindi, eliminando c .

equazione cui si puu dare h iorina

ax 1 --x;=c l xx° senh It
donde, quadraiido e sommando,

0

X : ---

x°cosh ,ft

cosh

x - Sell lt 2 -, --
R > xx° Cosh ;

cosh2 1)

	

l~

D' altra parte, aveudosi dalle eduazioiii precedeuti

c

	

It

le ~4) danno

b

	

c

	

R

ovvero, sostituendo alle costanti a 1 ,

	

. lo x;, x>, • • .

x 2-xn-- c ;2xx0Sanh
1

.

	

ccc . .

S

-x,, :x:°n °x2 --x° _= C 2 .,U "d so, tt11~
It

Quest' equazione, in virttt dolle (6) (1) . da finalmente

(12 -X1 T

	

X,3.0-	r.,,x{).;,
cosh

It

	

e

	

0N2
- . . . _

	

sl'

	

t8 )n

	

. . .

	

v

	

2-x

	

X0 21
n) (a

e questa c la formola ge.nerale the porge la lunghezza di un arco geodetico
in funzioite dolle coordinate dei suoi termini .

Supposte reali le variabili x, x1 , . . . x„ c le costanti 11, a, it limite dello
spazio di n dimensioni qui considerato b to spazio di n---1 dimensioni
dato Ball' equazione

x;±x2 + . . .-{-x`„=a2 .

ecc .,

(9 )
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Dentro questo limite, cioe per

ii
poi the i punti Dppartenenti allo spazio limite sono tutti a distanza infinita .

Due elementi lineari ds, is useenti da uno stesso punto (x j , x	X )j
e producenti rispettNameNe le variazioni dx,, d;),- .,,. . . . dx,, e (SX j , vX 2 . . .4'j ,

sono fra loco ortogonali quando soddisfanno la relazione

Consideriamo per esempio lo spazio di n - 1 dimensioni x 1 == 0 e suppo-
niamo the da un punto di esso escano due elementi lineari, Funo ds esistente
nello spazio stesso, Faltro A cliretto secondo la geodetica del sistema x1

passante per questo punto . In tal caso si ha

CIX I = 0

oppere) la condizione di ohogondito 6 sodlsfatta : v ale a dire the ciaseuna
geodetica del sistema x 1 (o kpiA in generale x,.) e ortogonale allo spazio
x x --- 0 (rise . xv = 0) Rel punto in cui lo incontra . In particolare dunque
all' oigine delle coordinate A direzioni degli n assi sono tutte ortogonali
fra loco . Si dimostra con eguale faciEth the Passe x,, b ortogonale a tutti
gh spazii x,. =cost . Le n peodeti(,he coidotte da un punto arhitrario dello

,spqzio nei ~: ' S teM' X, , x2, . . . X il r ' (' S 'oC i-to perpendicolari agli spazii di n -1
dimensione x l=O, X 2 7:'-0 1 . . . x n = 0 1 analor,,-amente a quel the ha luogo
nel piano e nell' ordinario spazio quando si usano coordinate rettangole .
Chiamando X1 , X0, . . . X,,, 16 1,orzioni di queste geodetiche comprese fra it
puido dato e gli spazii ciii sono rispettivamente perpendicolari, si ha

(I-x 3x -I- (Ix

-
'r" -en

---I- (Ix" (v" = 0 .

dxn

	

dx

(10)

Consideriamo it Pomlleto sistema We geodetiche user nti dal punto do-
terniinato (Xlj . E-so e rappresentato dal seguente sisterna d'equa-
zioni differoliziali, Pultima delle quali 6 una conseguenza Belle prime,



dove si c posto per breviti
2- 0zz=a

	

X1

La condizione (10) fore isce come ecfu
dimensioni ortogonale a tutte queste geodetiche la seguente

(L

	

dx
x

donde integrando
(1 -Jx+T •l'- ;r.

	

- X7tx%

	

,

\[a -x~-a

	

.- x2',t

Confrontando questa equazione colla (8) si vede the lo spazio delinito da
essa e anche it luogo dei punti equidistanti dal punto (xI, a :°, . . . x',,), c chia-
mando p la distanza costante si ha

dove

1ellranli : Teciiaa clegli spazii di cuivaLur •a cosianle .

c,
_ V

a`_

,o

~` . x °,

	

x ° ,t3 . cosh Ii = x° cosh. -1{

Siccome 1' equazione (12), pel inodo in cui fu ottenuta, sussiste anche
quando it punto (x;, x°, . . . x°,,) va all' infinito, cioe quaiido x° diventa hullo

e p infinito, cosi si vede the in questo caso it prodotto x° cos h
It con-

verge verso un limite finito, the non puo differire da quello del prodotto

x°e ii . Quindi scrivendo p`- p invece di p e facendo andare all'infmito
ii pi-Into (xI, x°, . . . x°,,), mentre p rimane costante, al limite
1' equazione

1(a= -

	

x`-'

	

. - x4,t

x?

	

x

n

. --- x,} x° ,t .
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(13)

e quest' equazione rappresenta un, sistema di spazii ad n--1 dimensioni,
the possono essere definiti come le trajettorie ortogonali di tutte le
geodetiche convergenti verso uno stesso punto all'infinito
(x;, x°, . . . x',,) . Le vane trajettorie sono distinte fra loro dai valori del pa-
rametro p, the esprime la distanza costante fra una qualunque di esse e
la trajettoria determinate p= 0 . La costante k e data quando e dato un
punto di quest' ultima traajettoria .
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Ora si dimostrera die la natura dello spazio fin qui cousiderato b tale
clue, limitandone una porzione qualunque e trasportandola in una posizione
diversa da quella the prima occupava, si pub sempre ottenerne la sovrap-
p o s i z i o n e con 1-in' altra porzione corrispondente dello stesso spazio . Per
concepire come cio possa accadere si immagini disseminato in quella por-
zione di spazio un numero cc di punti, infinitamente vicini tra loco, e
riuniti a due a due dagli arclietti geodetici the no misurano le mutue distanze .
Cio posto, Ia sovrapponibilit i. della quale si tratta consiste iii questo,
the in ogni altra parte dello spazio cansiderato si possono disseminare dei
punti, ad esso app art en enti, i quali hanno fra Toro Ie medesime distanze
mutue e la medcsima disposizione the avevano quelli della porzione imma-
ginata; dimodochb it reticolo n'"°" formato dalle linee congiungenti i punti
coutigui di questa pub essere completamente identificato col reticolo analogo
dell'altra porzione, senza the i legami (Ii essi devano essere in alcun pinto
rutti o duplicati . Le alterazioni the it primo reticolo dove subire per iden-
tificarsi col secondo non possono dol resto riescire apparenti clie quando
si considerano 1'uno e 1'altro in rapporto ad uno spazio avente piit
d i n d i m e n s i o n i : fin chb cib non accade i d uc reticoli presentano it ca-
rattere (loll" egua > •l ianza p •ir congrueuuza o per simmetria . Quest'ul-
tinaa osservazione si collega con uu irigegnoso riiiesso di OE-BIUS, nel Bri-
a•yccnlrisch,e Culcul . p . '181 .

Suppo n„asi dapprilna rif+erito lo spazio ad un nuovo sistema di assi geo-
detici dells y,, y L,, . . . y,,, aventi Ia stessa origine dei primi eel ortogon~ali
fra loco al pari di questi. Siccome tutee le knee geodetiche sono rappre-
senlate da equazioni lineari, cosi b chiaro else Ic sostituzioiii per passare
dalle variabili x ale variabili ?/ devono essere linear ; : ma b facile convirr-
cersi inoltre the la loro forma dev'es ser quella dealominata ortogonale .
Infatti Ia forma (8) mostra clie la distanza dall' origiue ad un punto qua-
lIIIague (x 1 , x z . . . . x„} dipende solarnente dally iunzione x;+ a i . . . -I- x
~I avria dungue

eppero

r r x2

	

j-
1 (

1y 2'
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Questa identitit di forma dei due elemeuti re ide manifesto the clueo reticoli
in cui i vertici corrispondenti fossero legati daile eduaziol3i

I'll

	

-

	

Y2! . . ci°„ = ?/ ; t

sarebbero perfettamente sovrapponibili . Ova 6 chiaro Cue it secondo di questi
reticoli non sarebbe altro the it prime girato intorno all' origins insieme coi
primitivi assi, fino a the duesti prendessero lo direzioni dei nuovi . L dungne
provato the la sovrapponibilita di cui si pal-lava ha effettivamente luogo
quando lo spostamento si riduce ad una semplice rotazione intorno all' ori-
gine. Anzi, siccome si potrebbe porre pin generalmei~ic

JAI

con liherta dii combinare i segni ill modo qualunque, cos! c chiaro the oltre
l'egnaglianza per c o n g r u e n z a vi sono piii specie d'egiiaglianza per s i m-
metria . .
Poiclih un cambiamento d'assi, restaiido fissa 1'origine, non muta la forma

dell'elemento lineare, resta ora a cercare l'ef'etto di un cambiamento d'origine .
E poiche, preso nello spazio un punto qualunque, si pu6 gia supporre diretto
verso di esso l'asse delle x 1 , cosl e lecito prendere la nuova origino su
questo stesso arse, nel punto xi =a, . La nuova transformazione da eseguire
consiste dunque nel inantenere 1' asse Belle x 1 ed i prececienti sistemi coor-
dinati delle x9 , x 3 , . . . x,, ; e nel sostituire al sistema delle geodeticlie perpen-
dicolari alto spazio x, = 0 quello Belle geodeticlie perpendicolari alto spazio
xl --- a, fra is quali si trova it primitive asse delle x 1 . Lo nuove coordinate
si cliiameranno Y1 , i/	?/, t e si clnamera, b una costante avente, rispetto a
queste, lo stesso ufficio della costante cc rispetto alle x. Cosi si denomine-
ra.nno 1 , Y2 , . . . Y,, le geodeticlie a .iialoghe idle X1 , A' 0 . . . . X,, e si ayrii, mani-
fesfamente, come nella. (1i),

Ii

	

~Iy2 -+- y -I- rl

Cib posto, si osservi elie, rimanendo invariati i primitivi s isterni Belle;,;,...X'I .

si ha dapprima, per essi, X, .= Y,, e guindi

;l'- peP
r = 9, 3, . . n .

	

(44)
~G

	

J

Quadlrando e sommando prima, queste eclnazioni, poi le loro di(Terenziali . si
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hanno le due formole

(love e 2 =~r.Ir~= ~-dy - ' • . ct? .4 . In secondo luogo s'd ~a
delle xi , le porzioni X, . V, intercette fra lo due origini e it p
l' asse stesso a intersecato dallo spazio x i == x,, si ha

It lo-. a -l- X'	 I ,

a b (.r,i - n, )

Ji-
a--(F

	

'

mentre la distanza dells due origini e data da

a

	

a I
I

E chiaro dundue die bisogna porre

X- ° = YO +

	

loo. (1-4-(7 .1

sloe

(et

	

(!t ± a,) - b - f i

dondo

Queste due formole danno Iuogo alle relazioni

~a2_ x 2 - n='(rig-(1 ;) (b -J )
'

	

(ab±a 1 y1) -

1,

o (a y, - ;-n i b)
J' i =

ab-f--a 1 J 1

c sull'assc

11 o ill 01.1i

G
-~i

	

(a2-a ..r

	

(1 ~)
r

	

i)J

le quali, eombinate opportunamente colla prima delle (15), conducono a
queste altre due

a

	

b
a

	

+ (r .1,11-,
y

	

' y

-- - 1 (r'-
(, 2 =(j --- -f- rc
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donde

d(--J2-d(21) '= d(b l 2-clIlL

In virtii di quest' ultima equazione, la seconda delle (15) dot,

dx9+d.x;+ . . .+.dx9,,

	

dy~'+dg;-F . . . .±t1y',,

donde consegue the 1'espressione dell'elemento lineare conserva la stessa
forma anche mutando 1' origine , e quindi, per un ragionamento analogo a
quello di pocanzi, the la sovrapponibilita ba luogo in ogni caso, poiche
basterebbe ora far use di una nuova sostituzione oitogonale per rendere i
nuovi assi affatto indipendenti dai prim] .

Le (14) (15, 1`') (17) danno

_ _~ a J,• ~a2 ai

'~'

	

ab+a 4 y 4 per r=2, 3, . . . n,

da cui e dalla (16, 2') si conclude die la put generale trasformazione d'assi
ha luogo per mezzo di sostituzioni omografiche .

Prescindendo da questa trasformazione delle coordinate x 1 , X 2' . . . X" ill
aura della stessa specie, vi sono altre trasformazioni the danno all'elemento
una forma notabile . Quella the si potrebbe chiamar polare si ottiene po-
nendo primieramente

xt = 1'%ux , x2=rX2 , . . . X" = 2,9L.

colla condizione >"; + 2~2 -1--

	

± 1 2 ,l -1 . Di qui si rieava
(lx; I dx?-1---F-dx2,,=dr'+2'

dove dA 2 = d2.;+(19,+ . . .

	

c1~~ 2,,, epper()

d62-

	

Pa(lr ' l +
~l'') , (1A 2 .

(Ij - 1-)

chiamando p la distanza geodetica dall' origine , o polo , al punto
(x, , x2 , . . . x,,), si ha

Ii a

	

2

Y

	

- cliff ,

	

- SCIl

flnumli di j11u1 , 1n,,1ic,,, tome 1I .
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clunque

ds`=dp2 + (flsenhi h 1 2 c1A 2 ,

	

X18)

forma the giustiiica la denominazione di polare, poiche ; in essa le varia-
bili sono it raggio vettore p, e le quantity % the definiscono Ia direzione
di questo raggio .

Da questa forma si passa facilmente ad un' altra the si potrebbe chiamare
stereografica, e the si ottiene ponendo

5r -_ 2Ptfgh B .
21,.,

dove p e %, hanno i significati di pocanzi . Di qui si cava

2 r dp+Rsenh

	

d2 r =d ,. . cosh2 ~It'

cos h 2 T, _

	

-- i-

1.h2

e quindi, quadrando e sommando le equazioni the risultano della penultima
col fare r =1 . , .2,. . . n, con riguardo all' ultima ed alla

1 - .' ± 'z
4 It=

Questa fornia ee stata indicata senza dimostrazione da Itrr•.MAic N, nella citata
Rlemoria poshrna (II, ~ 4) .

RI MANN ha indicato un altro sistema di coordinate, dal quale e ;li trae la
misura delle curvature di un dato spazio intorno ad un punto (I1, q 2) . Queste
coordinate sono per certi rispetti analoghe alle ortogonali cartesiane, poic1ic
si ottcngono dale polari col porre

Pa queste si ha



Beltrurni-. Teoria degli spa ii di cul •vatura cost_uite .

	

x'13

epper6, quadrando e sommando,

(1
-}- _ -I-

	

~-

	

) (d a i -}- rli - . . .

	

j : t
ClA2 == -

ossia

r~4
1

dove it segno

	

comprende tutte le combinazioni binaric degli indici . ;3i
ha pure

(I p2-dz,+(i A72 + . . .+w

	

d z 2't	 d~ ~

J

laoude, sostituendo nella (18), si ottiene finalmente

ds 2 =dzi dz`2 i-

	

dz 2 ,,-~ ~~ ~~ senll j{ ) -1 ~(zl dz 2 -z 2 dz 1 ) 2 , (20)

ossia
,2

	

~

ds 2 =dz;±dzi+ .

	

dz2 , t + 11 ,(1 + 1 ', ; !

	

~~(z 1 t

	

z2 dz 1 ) 2 , (20)

dove p"=z;--1-z?+ • . • Z-",, e dove
`

la serie convergente posta fra parentesi

procede secondo le potenze crescenti di Il • Per piccolissimi valori di p
si pud prendere semplicemente

ds 2 =dzi+dz2 - • • ± dz~,t-Le,~., , lz 1 dv 2 -z 2 dz 1 \) 2 .

Ora considerando un elemento di superficie passante per 1' origine, si puo

fare in modo (con un' opportuna scelta degli assi z 1 , z	ossia x 1 , x 2 . . .)

the esso coincida con quello della superficie
z,=0,

z, ::--O . . . . z„ = 0, alla
quale corrisponde, nelle vicinanzc dell' origins, 1' elemento lineare

ds 2 -dz;+dzl± 3 11,, (z 1 dz 2 -z 2 riz. t ) 2 ;

e poiche 1' area del triangolo iufinitesimo the ha i vertici nei punti (0, 0),
(z 1 , z 2 ), (dz 1 , dz2), dei quali it secondo c infinitamente vicino all'origine,
L --= (z 1 d z 2 - z 2 d z,), se ne conclude the :~ (z 1 dz, - z 9 dz1 ) 2 6 eguale al
quadruplo del quadrato dell' area del triangolo inlinitesimo she ha i vertici
nei punti (0, 0 , . . . 0), (z 1 , z2, . . . Z102 (dzl , dz2 , . . . dz .,,) it secondo del quali 6c

1+-,)d:. + . . .+N,tdalt)i



2W4

	

Beltrami : rheoritt degli spazii di ourvatura costante .

infinitamente vicino all'origine . Se dunque si divide la somma dei termini di
4° ordine nella (20)' per it quadrato dell' area del triangolo infinitesimo an-

zidetto, si ha it quoziente

	

, ; e poiche, secondo la definizione di RIEti1AIcIc,

tale quoziente moltiplicato per - •.h esprime la misura della curvatura nel
senso dell' elemento superficiale anzidetto, si vede che nello spazio qui con-

siderato tale misura e costante ed = - j{2 in ogni direzione intorno a cia-

scun punto (f) . Egli e percib che questo spazio pub acconciamente esser
chiamato di curvatura costante .

Una quarta transformazione, importantissima, e quella che si ottiene intro-
ducendo n nuove variabili indipendenti n, ~l , . . . n,,- 1 e ponendo

Se ne trae immediatamente

R .x t _

	

Rx 0 _ 4

ds=R `rrJ . d
I -(i

	

}-d'r,2n_ .4

	

(21)

(`) Per vedere la coincid,,nza de11a definizione di RrEMANN con quella di GAUSS, Si rammenti
che, secondo GAUSS, la misura delta curvatura delta superficie definita dall'elemento

ds2 =dp2 +antd0

2
c espressa da -m o-alt , an essendo funzione in generate di P e di 0 . Se la variabile p e la tun-

'ghezza di un arco geodetico uscente da un punto delta superfrcie net quale questa abbia una
curvatura ordinaria, la funzione an e delta forrna in _ F (1 +rn' F2) dove in' e una funzione che
Peril=0 non a ne nulla n% infinita (veggansi p . es . questi Annali , p. 358 del torso prec .) e
quindi la misura delta curvatura net punto p = 0 e - - 6 iso . Ciu posto, to coordinate di
lttlnIANN

a 1 = ; cos

	

p son y

danno all'elemento leste considerate la forma

4(r ) E2-F2) Ytdz--,,~2dzq 2ds2=d_1±d~2±	 (~

	

2

	

> ,

3

	

11 (r)t2-p 2l
epperu la misura della curvatura net punto F=o e, secondo RTEMANN, -

	

lim

	

p!,

	

. Ora~F
"12-PI

lira	04	 . (per p - 0)- 2ru'ei dunque le due espressioni coincidono .

L chiaro che rn'o cioe

	

dev'essere una quantity indipendente da h .
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donde si conclude intanto the la formola (1) rappresenta l'elemento lineare
di uno spazio di curvatura cos{ante anche quando le it ±I variabili x, x,, . . . x,,
sono indipendenti fra loco e non punto legate dalla relazione (2), salvo cite
in questo caso it numero dello dimensioni dello spazio a a + 1 c non sus-
siste piit la propriety the le linee geodetiche sono rappresentate da equazioni
lineari (*) . Ma una conseguenza assai notabile cho si deduce dalla espres-
sione (21) e the lo spazio ad it - 1 dimensioni r =cost . ha la sua curvatura
null a in ogni punto, poiche it suo elemento lineare ha la forma

(is = cost . Yd r`i

	

± . . . + CI o%- 1 .

Ed infatti, so si pon mente alla formola di 11tl;MnNr. (19) . vode subito the
l'elemento non puo ridursi ad essere la radice quadrata della somma dei
quadrati di tanti differenziali esatti quante sono le dimensioni, se non si

abbia
R

= 0. Lo spazro r = cost . c dunque uno di quelli the Rtmf k:~N do-

nomina piani (I1, §1) e nei quali rlentrano it piano e lo spazio ordinario,
definiti dalle formole

(IS .-Vdx°+dy ,

	

ds----Vcl2 -f-dy'-i

Ora 1'equazione r= cost. ammette una molto semplice interpretaz one,
dietro quarto precede . Il punto all'infinito sull'asse delle x,, ha per coordinate

xr=x2 = =xn_ 1 =0,

e quindi l'equazione (13) diventa per esso

a --- x,,,
x

dove k'= I . llunque

R

	

£'-
,'en,

epperb 1' equazione n = cost. equivale a quest' altra p = cost ., donde si con-
clude (poiche e arbitraria la direzione dell' asse delle x,,) the lo sp azio ad
is -- 1 dimensioni r = cost. non e altro the una delle trajettorie ortogonali

C,,=a,

(I

( ) La forma (21) c stata indicata, per it case di due sole dinionsioni, dal sig . LiouVILLE, Mile
sue note all' opera di AloNcL,, p . 600 .
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di tutte le geodetiche convergenti verso uno stesso punto all' infinito, ciob
di un sistema di geodetiche parallele fra loco . Reciprocamente ciascuna
di queste trajettorie ortogonali ha in ogni punto la curvatura nulla, eppero
due qualunque di esse (appartenenti o mono al medesimo sistema) sono so-
vrapponibili l'uria alI'altra in tutti i modi possibili .

Introducendo nella (.21) la variabile p al posto della :1 si ha l'altra forma
equivalente

2C,

	

2d8-=p2dp 2 ±k''e it (dr,±dn'-t- . . .±d,~
r-1)

	

(29 y
1

Si e gia veduto the it complesso di n -1 equazioni lineari fra le coor-
dinate x1 , x2 , . . . x,z rappresenta una linea geodetica . Vediamo cosa rappre-
senti, piiu in generale, it complesso di n --'m equazioni lineari .

Supponendo dedotte da queste equazioni le espressioni di n - 4n coordinate
in funzione delle rimanenti 4n, riesce manifesto the it numero dei parametri
indipendenti contenuti in un tal sistema L ()n + 1) (n - m). Si immagini era
the tutte le n coordinate x1 , x 2 , . . . x,, vengano espresse linearmente in fun-
zione di in variabili u,, u 2 , . . . u,,, . Queste espressioni comprendono fra tutte
(m -i-1) n pararetri, ma se si assoggettano questi parametri a verificare
1' identita

2
x +x;	-+-x2 =u u~ ~' . .±u 2 ,n +h

?1t (?lt

	

;!
(h restando indeterminatai, e chiaro cho si aggiungono con ciO	

-{- ,-•m

condizioni , talche it numero dei parametri indipendenti rimane di

(ll1 + 1} n- "'~~ 3)
- rn . Ora questo numero eccede di "rte l ~ it numero

2

	

2
(in+ 7) (n -4n) ; dunque lc relazioni ammesse fra le x e le u, colla indicata
condizione, sono tali da poter sempre toner luogo, senza restrizione alcuua,
del dato sistema di n - in equazioni. C16 posto, da quelle relazioni, ponendo

2 _p q,

si deduce

dx +cdx; f . . . I .dx2,t=d2t2-i-Clu ±• . .+du „,

x o
- 41 2 ,

dunque

11d& -1- d 11 -{- . . . + d

tr
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cella coudizione
4

Conseguentemente it luogo dei punti rappresentati dal complesso delle 1t--11b
equazioni lineari fra le coordinate x 1 , x,, . . . x,, c uno spazio ad w dimensioni,
la cui curvatura c dovunque costante ed eguale a quella dello spazio primitivo .

Cosi per es . n- 2 equazioni lineari rappresentano una superficie di

curvatura costante ~= - 4, I, the conviene distinguere col nome di super-

ficieficie di prim' ordine ; 12-3 rappresentano uno spazio a tre dimensioni

di curvatura costante

	

eco.li~ )
Una linea geodetica reale c individuata senza ambiguity da due punti

dello spazio : nelle ipotesi fin qui ammesse non e possibile alcuna eccezione
a questa propriety .

Una superficie di prim' ordine e individuata senza ambiguity da tre punti
dello spazio. Essa contiene tutta intera la geodetica the passa per due suoi
punti reali, talchb se due superficie reali di prim' ordine hanno due punts
reali in comune, hanno del pari in comune tutta la geodetica individuaia
da questi .
Un triangolo geodetico giace sempre sopra una determinata superficie di

prim' ordine, la quale e individuata anclie quando it triangolo b infinitesimo .
PerciO so, si prolungano secondo linee geodetiche tutti gli elementi lineari
contenuti in uno stesso elemento di superficie, le linee geodetiche cosi otte-
nutc hanno tutte un luogo geometrico the c una determinata superficie di
prim' ordine .

Quando due superficie di prim' ordine si intersecano lungo una linea, ne-
cessariamente geodetica, it loro angolo c dovunque costante ; doe condotti
da un punto della loro intersezione due elementi lineari normali ad essa,
l'uno nella prima, l'altro nella seconda superficie, la distanza infinitesima
dei lore termini 6 costante, se sono costanti le loro lunghezzc . Infatti (') sup-
posto diretto l' arse x, secondo la comune sezione delle due superficie, le
equazioni di queste possono evidentemente esser messe sotto la forma

(x 2 = 1122 x,,,

	

3

	

D1 3 x,	;l", ;;_1 = I ) 1,,-I x,,),

(x, - 1n~ 3

	

=

	

X1 .' . . . X" 1 = 1 n 2 ' ,, 1 xra) ,

C) La s nn,'nlC ditno, ;li'azion

	

else poteva a rigor( e sel'e onlessa, si () inserita in grazia delle
formole a cui conduce .
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dove le ??2, in' sono parametri costanti. Queste due superficie sono intersecate
dallo spazio x 1 = a 1 secondo due geodetiche che, per una precedente osser-
vazione, sono ortogonali all'asse x 1 . I due punti di coordinate

(x2 = a,, x 2 = ??l 2 x1,

	

x ,1_1 = ??2a-i x,, ) x,1=x,a) ,

e quindi

(x2 = a,, x2 = il2' 2 x

giacciono rispettivamente sulla prima e sulla seconda superficie, e precisa-
mente sulle due geodetiche anzidette, e la loro distanza P e data (8) dalla
formola

a2-a; -AIXP4 1	

I`

	

V(a2 - (1 j -1112y'%) (a2 -(1i - 11x'
X" ,2)

dove si e posto

m's = 1 + 112 21, -f- . . . -} ??2'
s

M= 1 + -)n 2 lit1 2 -{- • . - -+ + 1)111-1 Ht1 t_1 •

Da essa, chiamando a, a1 le lnrighezze Belle due geodetiche compreso fra it
punto eomnne x,== (t,

	

i due punti considerati, si tract

cosh

	

= - X 11=-11 '
n

	

1 a

G

	

m x,s
sell h It __ ;	

va.lori i quali mostrano che

coshn =cos12 7t cosli i t -

+
X)1-,=?`12

I
,1_1x,1) x,a=x

i ,1))

I '

	

V(1 2 -a;
cosh =

Vat-a'-m' s x,1

G'

	

112' .T )
;1

~

	

,ctrl l2 -' -_-
R

	

Vq,2- a1 -
	 -

112' - x,,
)$

11

	

''son h

	

sen11-
11l 111'

	

It

	

It

3

Siccome in questa formola non recta pih traccia del punto a l preso sul-
1'asse x 1 , cosl si vede che da qualunque punto di questo asse si conducano
nelle due superficie le geodetiche di lunghezza a, a', la distanza geodetica
(lei loco estremi i sempre costante . E poichi; questa proprictah sussiste per
lunghezze a, a' qualunque, necessariamente sussiste per lungllezze infinite-
sime, donde scaturisce it teorema annunciato .

Ammettendo, come giil si i' fatto implicitamente nel porre la eondizione
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di ortogonalitA, die i triangoli infinitesimi siano soggetti allo relezioni della
ordinaria trigonometria hiana, si riconosce immediatamente, rendendo in :ini-

tesime le ton nezze u', the - e~ it coseno dell' angolo fotlo dai priori

elemeuti dell{ due geodetiche a, a', cioe delle duo supet •ficie . D'altra part{
e facile vedere die it triangolo ora considerato pub essere un triangolo geo-
detico interamente arbitrario ; dunque fra i lati

	

b, c e gli angan-oh oppo st i
.1, B, C di un triangolo geodetico esistente nello sp~.zio considerato, sussiste
la relazione

cosh ca = co :, h-, ~- cos h
h
- son 11 ,', s~~n it

tt
cos _1 .

	

(22)6.

insieme coil{ sue analogue, la quaie note diiferisce da .lla formola fondameniale
delta trigo :~ ometria sferica the per it cambiamonto di B in P `I--Y (B raggio
delta sfera), rimanettdo invariati i lati e gli nngoli . Ciu concorda pieilannente
con un fatto gia, avvertito dal MINDING (1101 t. XX del Giornale di GRELLE)

o dimostrato dal CODAZZI (negli Annali di 'i'oicroLtri, 1,857), so si rammenta
the it triangolo geodetico qui considerato giace int .ieramente sopra una
superficie di prim' ordine, cioe di curvatura costante negativa, rispetto alla
quale esso e pure geodetico net senso ordinario . Se si suppone retto l'an-
golo C, le clue formole che. s i deducono dalla (22) colla permutazione degli
elementi danno, opportunamente combinate,

t g h
-t

--- t'01,11
It

cos L .

	

(23)

Se ora si imagiua cite it vertice dclfatngolo A vada indefinitaniente allon-
tanandosi sul cateto b, mentre it lato a rimane invariato di posizione e
di grandezza, l'ipotetlusa c crescera fino all' infinito, ed a questo limite le
equazioni (22) (23) daranno

aCos A. == 1 ,

	

tg11 --~e - ---- Cos 7" .

La prima formola insegna elm A=0, cioe the i due lati b, c si accostano
assintoticameute, quando it vertice dell' angolo A t all' infinito ;; la seconda
the it limito. dell' angolo B non e 1' angolo retto, come net piano , ma ut1

angolo nninore di tho', la ccii grandezza dipende dalla distanza a, medianto
la formola

t g `}

An ,w li (f 11(l!-'m (onto f! .

	

"2
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(equivalente alla superiore) . Se si chiamano parallele due geodetiche eon-
vergenti verso un medesimo punto all' infinito, come gia si 6 fatto, si vede
dunque che da un punto si possono condurre due distinte geodetiche pa-
rallele ad una geodetica data, che queste due parallele sono egualmente
inclinate da una parte e dall' altra della geodetica condotta dallo stesso punto
normalmente alla data, e che la loro inclinazione B sulfa normale 6 legata
alla lunghezza a di questa stessa normale mediante la relazione (`?4) . Questo
risultato s'accorda pienamente con quello che forma la base fondamentale della
geometria non-euclidea, i cui principii, gia famigliari a GAUSS, sono
stati compendiati maestrevolmente da LOB ATSCHE\VSKY nella Theorie des
parallliles (trad. HoVEL), lotto una veste sintetica. La possibility della sua
costruzione col mezzo dell'ordinaria sintesi (limitatamente allo spazio di tre
dimensioni) dipende in primo luogo da sib che, come si 6 dimostrato, negli
spazii di curvatura costante (positiva o negativa) ogni figura p u d essere
mutata arbitrariamente di posizione senza subire alcuna alterazione nella
grandezza e nella disposizionc mutua dei suol elementi contigui, p o s-
sibilita da cui dipende l'esistenza delle figure eguali e quindi la va-
lidity del principio di sovrapposizione . In secondo luogo negli spazii
di curvatura costante negative, le geodetiche sono caratterizzate, come
la retta euclidea, dalla propriety di essere individuate senza ambiguity da
due soli dei loro punti, talchi; vige per esse 1' assioma della retta . E
del pari Ie superficie di prim' ordine sono caratterizzate, come it piano
euclideo, dalla propriety, di es ere individuate senza ambiguity cla tre soli
dei loro punti, talche vige per esse 1' a s s i o m a d e l piano . Inoltre lc rela-
zioni delle linee geodetiche colle superfcie di prim' ordine e di queste fra
loro, sono le stesso di quells Belle rette coi piani e dei piani fra loro, poichi
una di quelle superfcie contiene tutta una geodetica tosto che no contiene
due punti, e due di quelle superf cie si segano secondo una geodetica (e
sotto un angolo costante) se s' incontrano in un solo punto . Da questa cor-
rispondenza consegue die se si ammettono gli assiomi fondamentali della
geometria ordinaria, esciudendo it postulato dclle paral_lelc, i teoremi che si
ottengono so11o eguali a quelli della geometria dallo spazio di curvatura
costante negative, poich6 questa scconda geometria 11a le stesse hasi di
quella, tranne it postulato aiizidetto . I teoremi di essa sussistono per ogni
valore della curvatura, che i' it paramotro della geometria non-euclidea
(la quale io propongo di (Itenommare pseudosferica), o le sole misnrc
prose nello spazio obhicttivo possono far riconoscere che it valore : pee+iale
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della sua curvature e zero , ciot die R rrc per esso ; nello stesso modo
the per sole misure si puo assegnare la curvatura di una sfera data, the
e it parametro della geometria sferica .

Efiettivamente si puo verificare the la teoria di LoB :1TSCrST,wYNKY coincide,
salvo nei nomi, colla geometria dello spazio a tic dimensio----i di curvatura
costante negativa . Chi ami vedere sviluppata questa corrispondenza no potr't
trovare altrove una piit minuta esposizione Q,ii, per non fare una troppo
lunga digressione, mi limitero ad alcuni cenni sommarii .

La planimetria non-euclidea non e altro the la geometria delle superficie
di curvatura costante negativa . Lo circonferenzo ell quella corrispondono
alle linee cho tagliano ortogonalmente tutti i raggi geodetici uscenti da
uno stesso punto della superficie, ossia alle circonferenze geodetiche . Il pe-
rimetro no c dato in funzione (Tel raggio gcocietif•o r delta formola

-zR e 1f -c 1f ,

come aveva gi r enunciato GAUSS . Per tro punti della superficie non si puo
sempre far passare una circonferenza geodetica avente it centro in un punto
regale . Gli oricicli o curve -l i m i t i di LonATSCn,:wsicY non sono altro cho
lo circonferenze geodetiche it cui centro e all' infinito, cioc i cui raggi for-
rnano uu sistema di gcodetiche parallele . Ii acendo nella (21)' n = 2 si ha

espressione dell'elemento lineare della superficie di curvatura costanto ne-
gativa riforita ad un sistema di oricicli conceutrici ed ai loro raggi . La forma
di quest'cspressione insegna the gli oricieli possono diventare, merc6 uua
ilessione opportuna della superficie, i paralleli della superficie di rotazione
it eni meridiano e la curva dells tan gonti di ltuagliezza costante = R .

La stereometria non-euclidea non c altro the la geometria degli spazii
a tre dimensioni di curvatura costante negativa . Si e gia detto a cho cor-
rispondano, iti questa geometria, Ie rette eel i piani . Alle supordcie sferiche
corrispondono le superficie the tagliano ortogonalmente tutti I raggi geo-
detici uscenti da uno stesso punto, ciob le sfere geodetiche. Anche qui puo

( ) Si vegga it Giornalo Matematico di Napoli, settembre-ottobre 1868, dove to particolaritit svolte
per it caso di due ditneu :~ioni si pos,~ono agevolmente ripetcro per queue di tic, massitue se Si

tiorr couto dei risultati doI present, , seritto e so si i icorro ad una sfora ausitiare .
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.o1to uattro, non si possa far passage
una sfera geo col centro in un punto r^ale . Le orisfere o superfi-
cie-limiti di Loi3ATSCHEWSKI O non sono altro the le sfere geodetiehe it
cui centro e all'infinito. cioe i cui raggi formano un sistema di geodetiche pa-
rallels dello spazio cli curvatura costante negativa . Facendo nella (21) n=3
si ha

dove

e reciprocamento

e clio le var

	

I

2aRz a

a (0 + r. ± f ---

.f -

(is = cost . Vdn ±dn? ;

sono lo coordinate rettano

La formola (25) rappresenta 1' elemento lineare dello spazio non-euclideo
riferito ad un sisterna di orisfere coneentriche ed a quello dei loco raggi .
La forma di questo elemento insegna the ogni orisfera, essendo rappresen-
tata da n =cost ., e una superfcie di curvatura nulla, poielre it suo ele-
mento lineare ha la forma

Una superficie di prim' oz lie

1x 1 ±mx 2 4.nx.' -Fp=0

6 rappresentata in coordinate n, n z , %ry dell' equazione

2aP(Ir;~-i x)27 2 1

	

(an t }(n2+r;-i-n2) =(an- )I~2 ,

epperd taglia 1' orisfera (per la. quale n = cost.) seco
si riduce ad urea recta solamente quando 2~ `-- ccat., cio
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della superficie di prim' ordine ha la forma

1x 1 -;- tnx, +'ii (,x•, -- (t ) = .- 0,

it the arcade quand'essa e una superficie diametrale dell'orisfera, ossia
passa pel centro (all' infinito';' di questa . In questo caso la linea d' interse-
zione 6 evidentemente un oriciclo di questa superfcio diametrale, mentre
rispetto all' orisfera c tale die si converte in una retta quando questa venga .
distesa secondo un piano . Di qui emerge the it triaitgolo tracciato sopra
un' orisfera da tre superficie diametrale e in sostanza un triangolo geode-
tico esistento in una superficie di curvatura nulla, it quale perci6 soddisfa
a tutte le relazioni dell' ordinaria trigonometria piana, poiche 6 wattain elite
applicabile sopra un triangolo rettilineo .

Cosi tutti i concetti della geometria non-euclidea trovano uli perfetto ri-
scontro nella geometria dello spazio di curvatura costante negativa . Sola-
mente fa d'uopo osservare the mentre quelli relativi alla semplice planime-
tria ricevono in tal modo un' interpretazione very e propria, poichc diventano
c o s t r u i b i l i sopra una superficie r e a l e, quelli all' incontro die abbracciano
tre dimensioni non sono suscett.ibili the di una rappresentazione analitica ,
poiche lo spazio in cui talc rappresentazione verrebbe a concretarsi e diverso
da quello cui generalmente diamo tal Dome . Per lo mono l' esperienza non
sembra poter essere messa d' accordo coi risultati di questa gcometria piu
generale, so non si suppone infinitamente grande la costante P, cioe nulla
la curvature dello spazio ; it the per altro potrebbe non essere dovuto the
ella piccolezza dei triangoli the not possiamo misurare, ossia alla piccola
estell:~iono dello spazio a cui le nostre osservazioni si estendono, non altri-
menti da ciu the accade per le misure prese sopra una piccola pane di
superficie terrestre, la precisione delle quali non c sufficiente a lnettere in
evidonz a la sfericita del globo .

Fin qui non si a parlato the di spazi

	

dimens

	

la cui curvatura
i, costante, ma negative; del the c cause 1' aversi avuto principalmente
in vista it ravvicinamento dei concetti ad essi relativi con quelli della geo-
metric noii-euclidea, rispetto alla quale 1' ipotesi opposta ha minore intclesse .
Nondimeno so no diranno qui alcune poche cose .

L'elemento lincare

-11 . 2x
d5 =

')

	

(26)
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dove

x; _ (0 + x,'! -(- d-5 _f_ . . . -1 x"„,

appartiene ad uno spazio di n dimensioni la cui curvatura i dovunque costante

ed = , . Esso si ottiene da (1) mutando R, a ed x in R 1/ - 1, aV-1, xV -1

C tutte le propriety e le eauazioni fondate sopra mere trasformazioni ana-
litiche dell'elemento (4) valgono evidentemente, coi cambiamenti indicati,
anche per quest'altro. Per es. la (8) si muta nella seguente

Cos

formola the cla per p un valore reale, qualunque siano i valori reali di
x„ xe, . . . X,, ; x,, x°,, . E chiaro the per questi spazii sussiste integral-
mente it teorema della sovrapponibilita di due loro porzioni qualunque .

I - " i s ongono reali le variabili x, x 1 , . . . x,, e le costanti R, a,
per le coordinate x 1 , x2 , . . . x, , non hanno limits alcuno,

e possono variare fra --o e +c;. Per tutti i valori reali di queste coor-
dinate lo spazio c continuo e semplicemente connesso, ma non
infiiiito (RIE.-IAA , III, § 2), perchM se si fa nella (27)

- l

	

. . X% = 1+T,

= C

COs- --	

forinola the da per () un valore a nito e deterrnimtto . L C liace geodetiche con .
'C>

ad essere rappresentate da equazioni lineari, ma, stanto I' ammissi-
bilit-a dei valori infiniti per le coordinate, it principio the due punti indi-
viduano senza ambignita una geodetica cessa d'esser vero senza rostri-
z i o n e . Infatti siano

b 1 x,,+L' 1 ,

	

XI,- 1, ;r,,-+-li`,, . . .

	

CC C .

le equazioni d'una eodetica. hinche uno almeno dei punti pci quali essa
dove passare lia le sue coordinate finite ; i coetlicienti possono esser tutti
doterminati senza ambiguity. via so amljedue i punti hanno coorcfi rate infi-



si trova

risultato it quale, posto a riscontro colla equazione (18) in
p=cost. insegna che le sfere geodetiche di raggio p nello p

Ycltrnmi : Tcoria degli spnzii Eli cur'valura costante .

	

::i; ;j

nite bisogna mettere le equazioni sotto la forma
.a ,

	

b
i =U +--~

	

---b,
J"L

	

X)b

	

X,

	

x"

e sostituire ai primi membri i valori limiti a cui convergono nei due pullti .
Se questi limiti sono eguali in entrambi, i valori dei secondi coefficienti
restano indeterminati e la linea geodetica non e piii unica ed individuata .
Se poi i limiti sono diversi le coordinate della linea geodetica sono infinite
in ogni punto .

Le considerazioni che hanno condotto all' equazione (13) non sono appli-
cabili agli spazii di curvatura costanto positiva, poichu non esistono, per
questi, punti all'infinito . Quindi gli enti rappresentati da quella equazione
non hanno riscontro in questi nuovi spazii, come non lo haniio 1 let.iche
reciprocamente par allele .
Si vede clio la geometria degli spazii di curvatura costante positiva (che

puo acconciamente esser chiamata goo in etria sfcrica in senso largo, stan-
teche, come insegna 1'equazione (22), i triangoli goodetici vi soggiacciono alle
leggi della trigonometria sfcrica , differisce molto iiotabilmente dalla p s e u d o-

sebbene a 'I 1'esistcnza delle figure eguali .
Del recto la geome losferica conduce spontaneamente a considerare
gli spazii di curvatura costante positiva . lnfatti ponendo nella (20)

sioni di curvatura costante negativa

4curvatura costante positiv

risguardar

	

o

Bologna, aoosto 1868 .
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I

e contenuta nella pseudos erica .

siasi fatto
ad n dimen-

sono spazii ad n --1 dimensioni di
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