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Zwei Anwendungen der Mengenlehre in der elementaren 
Geometrie. 

Voil 

M. D ~  in Miinster i. W. 

In einer ~eren Arbeit*) babe ich nachgewiesen, dab die Bestim- 
mungsstiieke zweier endlich gleicher Polyeder ~ d. i. solcher ~nhal~s- 
gleicher Polyeder, die nach Hiuzu~dgen resp. kongruenter Polyeder in 
kongruente Polyeder zerlegt werden kSnnen gewisse Bedingungen be- 
friedigen m~ssen. Ich habe gezeigt, dab diese im Enk!~dischen Raume 
in gewissen spezieUen F~llen --  z. Beispiel: regu]Kres Teh~eder und 
Wtiffel ~ nicht eri~dlt warden kSnnen, dab es also inhaltsgleiche, nicht 
endlichgleiche Polyeder gibk lm folgenden soll nun mit Hilfe sehr viel 
allgemeinerer, mengentheoretischer Bei~achtungen nachgewiesen werden, 
daft es eine nichtabz~bar unendliche Anz~,hl yon Paaren inhal~sgleicher 
Polyeder sowo~ in dem E~kh'dischen w@ in dem Nich~id ischen  ~ u m e  
gibt, die diese Bedingungen nich~ befriedigen. 

1)   didischer 
Wir gebrauchen die erw~h~ten Bedingungen nur in folgender spe- 

zieller Form: 
Wenn ein Tetra~er mit den F~chenwinkeln ~x, z ~ " ' v e  einem 

W~rfel endlichgleich sein so~fl, so muB eine Gleichung yon folgender Form 
bestehen: 

v1~i Jr v~ Jr �9 "" v 6 ~  = r E ,  

wo 1~ den vierten Tell des Vollwinkels bedeute~ und r~,~ -- .  ~,~ rationale 
yon N,~!! versehiedene Zahlen s i n & -  Daraus folg~ nnmi~telbar: kein 
Tetraeder, bei dem ~ ~ ~ = ~ l  ~" B, r~-~ v '~  ist (~ eine rationale Z~h] 
< 1) und bei dean keine Beziehung yon der Form v ~ - ~  ~,s~s ~ , , R  be- 
steht~ kann einem Wiiffel endlic~leich sein. Es wird sich im fo]genden 
datum handetn, die E%stenz sotcher Tefraeder nachzuweisen. Wit schicken 
fotgenden H~fssr fiber l~ank~engen des Linearkontinuums voraus: 
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.Fine abz~Mbare Menge nirgends iiberall dichter Mengen yon .Pu~kte~ 
kann keine Sbrecke des Kontinuums vollstiindig erf~llen. 

Under einer nirgends iiberall dichten Menge verstehen wit eine Menge 
yon der Eigenscha~, dab sich keine Sh'ecke des Kontinuums finden I~B~ 
derar~, dab in jedem Te'flin~ervaU dieser Strecke ein P ,  nl~ der gegebenen 
Menge lie~. 

Wir w~hlen zwei beliebige Pun~e~ a und b, der ZahIengeraden aus 
und wollen zeigen, dab es zwischen a und b einen Punkt gibt;, der keiner 
der gegebenen Mengen angehSrt;. Diese Mengen seien~ i r ~ n d ~ e  einfach 
angeordnet, M1, .~r~....  D~.nn liege zwischen a und b nach Voraus- 
setzung ein Interval! ~1, ~l" (~1 <: ~1') yon der Eigenschaf~, dab weder ~1 
noch ~l' noch irgend ein innerer Punkt dieses In~ervalles ein Punk% der 
Menge MI ist. lnnerhalb des Intmrvalles ~l~l" gibi es ein zwei~es End- 
punktpaar ~ 2 '  (~ < ~ ?  yon derselben Eigenschaf~ ftir die Menge M~ usw.: 
Die Zahlen ~. und die Zahlen ~' konvergieren als stets wachsende GrGBen~ 
die unter einer Grenze bleiben~ resp. aTs ste~s abnehmende, die fiber einer 
Grenze bleiben~ gegen 2 Grenzwer~e X und X', die auch zusammenfatlen 
kSnnen. X und X" sind keinenfaUs Punkt;e irgend einer der Mengen M s 
gem~iB der Konstrul~ion und damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Machen wir in einem Tetraeder 3 Fl~chenwinkel ~ ,  ~ ,  ~ ,  gleich 
einem Rechten, so besteht zwischen den 3 fibrigen Wlnl~eln die Gleichung: 

cos~v~ § cos~v~ § cos~va = 1. 
Mac]aen wir v~ gleich v/~ wo v ~ 1 is~, so erhal~en wir 

costal + c o s ~  = ~. (~ ~ 1) 

Angenommen nun, fiir jeden Wer~ yon ~l erhiel~e ich dutch diese Glei- 
chung ein v~ so, dab eine Gleichung yon der Form 

besti4nde, wo ~l und ~ rationale nich~ verschwm" dende Zahlen sin(l, so is~ 
jedem Werh~, den v~ zwischen 0 und 2R annehmen k,-nn, ein besiJmm~es 
Wer~etripel v~, v~, v zugeordnet. Die Menge aller m6glichen so!chen 
Wer~e~ripel is~ abzii~bar. W~ire nun jedem Werte~ripel eine in keinem 
Intervalle fiberall dich~e Menge ~ugeordnei~ so wtirde ha Widerspruch zu 
dem bewiesenen l=[~lfssa~z eine abz'~hlbare Menge yon nirgends fiberall 
dich~en Mengen die Strecke des Kon~nuums zwischen 0 und ~ voUst~mdig 
erf'fillen. So mfissen also in einem In~rvalI ~ ~ vl ~ ~" in fiberaU dich~ 
liegenden Punkten gleichzeitdg die beiden Gleichungen 

.ad 

wo Yl, va, v j e ~  besCimmt~ rationale Zahl~  sind, bestehen. Daher mu~, 
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da % nae/, der zwelbn Gleiehang eine fiberall eindeugge analy~ische, und 
monogene ~-k~ion yon %, die ersb Beziehung abet analy~isch ist, jeAes 
Werf~paar v~, ~,~das die zwei~e Gleichung befriedigt, auch die ersb be- 
fdedigen, 

Es muB also die dutch die ersb (~leichung clean'erie Kurvenmannig- 
fal~igkei~ eine ~erade 

in sich en~hal~en: wo % und ~,s reelle rationale nioh~verschwindende Zahlen 
sin& Das .is% abet nich~ der Fall, weil es auf jener Mannigfal~gkei~ 
keinen reellen Punk~ gibt, ffir den v~ = 0 wKre, wKhrend doch nach der 
zweif~n Gleichung zu diesem Werb yon v~ der Wer~ 

geh/ir~. Es gib~ also (und zwar nichtabzghlbar) unendlich viele Werf~ yon vl, 
ffir die zusammen mi~ den zugehSrigen ~ keine Beziehung yon der Form 

besf~h% womi~ wit unser Ziel erreioh% haben. 
2) ~ic~u~t'idisc~er l~aum. 
Hier brauchen ~r yon mengentheore~ischer Seite nut den einfac-hsten 

Fall des vorhin bewiesenen Hflfssa~zes, ngmlich die Tabache, dab 
eine ab~hlbare Menge yon Pun k~en eine Sbecke des Linearkonfs 
nich~ vollsfgudig erf~len kann die Nichf~bzghlbarkei~ der Punkb eines 
S~fickes des Kontinuums. 

Dagegen brauchen wir je~zt die m a. O. abgeleiteten Bedingungen fiir 
endliehgleiche Polyeder vollstAndig. 
aussprechen: 

Seien-zwei Polyeder II und H" 
~0~'-.- und den an diesen Kan~en 

Wir wollen sie in folgender Form 

mi~ den Kan~en/oi, p~-.- resp. p~, 
liegenden Flichenwinkeln ~ ,  ~ . . .  

resp. ~ ,  ~ ' - - -  endlich~eich; es bedeute ferner R den vier~n Tefl des 
Vollwinkels. Dann gib~ es eine positive, negative oder auch verschwin- 
dende S~reeke H yon folgender Beschaffenhei~: Seien 

s,, . . .  = o ,  = o  

die beide~/ Systeme aller linearen, homogenen~ g~n~zahh'gen Beziehungen 
zwischea ~1, 102""Pl", P~"" � 9  und zwischen ~t~ ~ " "  ~,', ~ " ' " / ~ .  
I)~-- hefriedigen aUe Syst~me yon Wer~en~ die, ffir Pl, P~'" "Pl', ~o~'..- H; 
~ ,  ~---~,~ ~'---~ eingese~z~, S~ und S~ befriedigen, auch die Gleichung: 

""  = ~  ~ I  + + -- �9 +/~H. . . . . .  I 
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Wit betxachhm nun 3 regmlire Tet~aeder mi~ den Kanbn a, b, c a n d  

den ~l~henwinkelu ~, fl, 7 und wollen mit Hilfe dieses Sa~zes uach- 
weisen, dab das erste Tetraeder dem Komplex der beiden andera nich~ 
endlichgleich sein kann, wen~ zwischen a, b and c sowie zwischen a, ~6, ~, 
und /~ je nut e/he t~neare, homogene, ga~_z~hlige Gleichung bes~eht. 

Sei i(a, 3, 7, /~)-~ 0 die e~zige Bezbhung zwischen ~, ~6, 7 mid /~ 
und sei etwa a durch die tibrigen Winkel ausdriickbar: 

~- vi3 d- v~7 d- v t~ ,  

wo vl, v~ und v rationale Zahlen sind; setzen wir diesen Wer~ yon a in 
die Gleichung I, die jetz~: 

o:a = fib -b ~c ~ . R H  

laurel, ein~ so erhalbn wit: 

o = - + - + 

Da diese Gleiehung nach Voraussetzung f i r  jeclen Wer~ yon fl, ~ und a 
befriedig4 wird, so folgr 

b .~ v l  a , c ~ v~a. 

Gib~ es also nut eine lineare Beziehung zwischen a, fl~ ~, mid R~ so gib~ 
es sicher zwei Beziehungen zwischen a, b and  c. 

Wit wollen nun nachweisen, das es drei Tet-raeder gibl, die diese 
Bedingung nicht erfiillen, und yon denen gleichzeitig zwei zusammen den- 
selben Inhal~ haben wie das dritte, woraus denn folg~, dab es inhalts- 
gleiche, nicht endlichgleiche Polyeder gibt. 

Wir gebrauchen zu diesem Nachweise folgende sehr einfach zu er- 
ke~nenden Eigenscha~en reguliirer Nichteu~lidischer Tetraeder: 

a) Die Kaab und der F~chenwi-lrel kS-hen je eine nieh~ abzihlbar 
unendliche k, nzahl yon Wer~en annehmen. (Z. B. im hyperbolischen Raume 
die Kau~ jeden posi~iven Wert, der Fl~ichenwinkel jeden Wert zwischen 

arc~s T und - 

b) Zu jedem Wer~ der Kante gehSrr ein bes~imm~er Weft des 
Fl~chenwin~els (mid umgekehr~). 

c) Zu jedem reguliiren Tetraeder gib~ es ein regul~es Te~raeder mit 
beliebig vorgegebenem kleinerem Inhale: Zu je zwei regt~ren Te~raedern 
gib~ es eia regulires Te~aeder, das der Differenz der beiden inhalb- 
gleich isr 

Nun bes6.mmen wir zun~hs~ alas Tetraeder mit der Kanbe a und 
dem Fl~ichenwinkel a so, dab a kein ra~ionaler Tell des Vollwinkels isk 
Dann bes~'nnmen wit das Teh~eder mit der Kaub b und dem W;-~el 
so, cla43 keine Beziehung yon der Form: 
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v i a  + ~ b  = 0 . . .  1) 

~ + ~ p  + ~/~ ~- 0 . . .  2) 

(~1, ~ ,  0z, 03, 0 rationale Zahlen) besf~ht. Fiir ein gegebenes a gib~ es 
s~e~s nut eine abz~hlbare Menge yon Weri~n b, die eine Beziehung yon 
der Form 1) befriedigen, folglich gib~ es (nach a) und b)) eine nich~ abz~l- 
bare Menge yon Werten b (mit der ~dazugehi~rigen ebenfalls nich~ abz~ihl- 
baren Menge yon Werten ~1), die eine solche Beziehung nicht befriedigen. 
Aus diesen Werten yon fl wird bei gegebenem r durch 2) eine abz~ih]- 
bare Menge herausgehoben. Es bleibt eine nich~ abz~hlbare Menge yon 
Werten fl und den zugehSrigen Wer~en b, die keine der Beziehungen 1) 
und 9) befriedigen. 

Die Differenz des Tet-raeders (a, a) und eines solchen Te~raeders (b, fl) 
]~an, keinem regul~en Tetraeder (c, ~) endlichgleich sein. Denn es diirf~e, 
dami~ keine Beziehung yon der Form 1) oder 2) besf~h~, nur dne lineare 
Beziehung zwischen ~, ~, ~,, /~ und nut eine zwischen a, b u n d c  be- 
sf~hen, was aber wie wir vorher bewiesen haben unmSglich ist. Da es 
abet nach c) ein regulates TeLraeder gibt, alas der Differenz der beiden 
ers~en inhaltsgleich is~, so haben wir wiederum die Exis~nz nicht ab- 
z~hlbar unendlich vieler Paare yon inhat~sgleichen, nich~ endlichgleichen 
Polyedern bewiesem 

Mfins~er i. W., Februar 1904. 


