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w 1. Ich habe in meiner Habilitationsschrift*) bewiesen, da$, w e n n  

F~/x f (x )2dx  (a > 0 ) e n d l i c h  is t ,  die Menge der reel]on Werte y, f t i r  

z 

welche l i m f f ( x )  c o s x y d x  nicht  existiert, h~chs~ens eine l~Ienge y o r e  

Mage Null bildek Diese Tatsaehe  spreehe ich kiirzer aus, indem ieh sage ,  
z 

da$ ~=~lim f ~ ( x )  cos xy dx fas~ iiberall im Interval] -- oo < y < -t- ~ existiert .  

Ich bin je~zt im Stande diesen Satz durch den folgenden, allgemeineren 
zu ersetzen. 

Sa tz  I. JEs sei f(x) eine reelle, im Intervall (a, ~ ) ,  a > 0 definierte 
va 

.Funktion. Wenn es eine positive Zahl 2 gibt, derart, daft f dx end- 
Ct 

~ich ist, dann existiert f f cos xy dx fast iibera~l im Intervall 

- -  oo < y < + oo und stellt ei~e in die~em Intervall quadratisch integrier- 
bare _h'unktion dar.**) 

Der un~en gegebene Beweis  ist demjenigen nachgebildet, dutch d e n  

�9 *) M. Plancherel, Contribution ~ l'dtude ele la reprdsentation d'une fone~ion 
arbitraire par des intdgr~les d~finies [Rend. Circ. :~at. Palermo 39 (1910), S. 289--335, 
s. 3~1]. 

�9 *) Die Funk~ion h(x) heist in einem (endlichen odor unendlichen) Intervall (a, b) 
b 

quadrai;iseh integrierbar, wenn f h (x) * dx endlieh ist. 
cZ 
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Herr W. H. Young zu den schSnen S~tzen seiner Note*) fiber die fas~ 
iiberaU konvergenten Fourierschen t~eihen gefiihr~ wurde; Grundlage und 
Ausgangspunkt des Beweises bilden einige Resultate meiner Habilitations- 
sehrift~ die der grSBeren Yers~ndliehkei~ wegen im folgenden Paragraphen 
zusammengestelt~ sind. 

w 2. Es set f(x) eine reelle, im IntervaU (0, oo) im Lebesgueschen 
Sinne quadratisch integrierbare Funktion.**) Dann existiert fast iiberall 
die Funk~ion 

(1) f ( y )  = ~yy x x) cos xtdt 

und stell~ eine im In~ervall ( - -co ,  -t-oo) quadratisch integrierbare Funk- 
tion dar~ die wir die _Fouriersche Transformierte yon f(x) nennen wollen. 
Es gilt die Formel 

"~ ~ = f f ( z y d x .  (2) f z'(y) ey = f dy 

Wenn g(x) eine zweite im Intervall ((3, ~ )  quadratisch integrierbare Funk-  
tion und G(y) ihre Fouriersche Transformierte ist, hat man noch 

(3) f (y) e(y) dy g(x) 
0 0 

z 

lim j f ( x )  cos xydx fas~ liberall konvergier~, so gilt fast iiberall Wenn 

Ubrigens~ ist es~ unabh~ngig yon der Konvergenz oder Divergenz der 
rechten Seite yon (4)~ immer mSglieh (und zwar auf unendlich viele 
Arten), eine yon y nnabhi~ngig% fiber alle Grenzen waehsende Folge yon 
Zah]en z. 

O<$1<z~<. . .<z , , _~<z , ,<- . .  , lim z,---- ~ 
~ a o  

zu finden, derar~, dab fas~ fiberall 

F(y)  = ] / / ~  lim I f (x)  cos xy dx. 

'~ W. H. Young, Sur ]es s~ries de Fourier eonvergentes presque partout [C. R. 
~55 09~), s. 14so--1482], 

**) In dieser Arbei~ werden ~lle In~egrale im Lebesgueschen Sinne genommen. 
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Umgekehrt, wenn ~ i m V ~ . f f ( x )  cosxy dx ffir eine solche Folge (z.) 
= 0 

fast iiberaU konvergiert, so ist dieser Limes fast tiberall gleieh F(y). 
Ffihren wit also, wie es in der Theorie der Fourierscl~en Reihen ge- 

sehieht, die abgekiirzte Sehreibweise 

O 

ein, um auszudrtieken, daft F(y) die Fouriersche Transformierte (1) yon 
f(x) ist, so verh~li sich das Aquivalenzsymbol (~)  gegeniiber Addition 
und Integration wie das Symbol der Gleichheit (=). Aus (5) folgert man 
leicht, dab 

(6) 2 -,~ - - ~  z) cos x y .  cos xu dx. 
O 

Die bekannte ][ntegralformel yon Fourier 

( / ) f ( x ) = s  ( d y  cosxy . l im f(t) cos tyd t  
~ = o ~  0 t = ~  0 

bedeutet, wenn sie anwendbar ist, die ganz allgemeine Tatsache, dab wenn 
die Fouriersehe Transformierte einer im Intervalle (0, oe) quadratisch 

integrierbaren Funktion f i s t ,  umgekehr~ f die Fouriersche Transformierte 
yon ~' ist. Sie ist also nichts anderes als die zweimalige Ausftihrung 
einer Art involutorischer Funktionaloperation, die jede im Intervall (0, oo) 
quadratisch integrierbare Funktion in eine andere, in diesem Intervall 
ebenfalls quadratisch integrierbare Funktion iiberftihr~. 

w 3. Der Satz I ist elne unmittelbare Folge des Satzes: 
Satz  IL Wenn die Funktion h(x) im Intervall (a, ~)~ a > 0 quadratisch 

integrierbar und r ixgend eine positive Zahl ist, so konvergiert 

z 

:~ f h(m) cos xy 
l ,~ ! - -  -7.-- - dx 
z = ~  r  X 

O 

fast iiberalL 
P 

In der Tat, setzt man h(x )=  xTf(x) ,  r = P ,  so bekomm~ man den 

Satz I. Der Satz II selber beruht wesentlich auf folgendem Lemma: 
Ist h(x) im Interva~l (a, ~ ) ,  a > O quadratisch infegrierbar und q 
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irgend eine positive Zahl, dann existiert eine in jedem endlichen Intervall 
integrierbare Funktion M(y) derart daft fi& z ~ a, die Ungleichung 

f h(x)eosxy dx < M(y),  (q>0,  z > a > O , - - o o < y < + o o )  

fast iiberall im Intervall -- oo < y < + o0 besteht. 
i 1 im Intervall (a, oo) quadra~iseh integrierbar ist, Wenn q > ~ ,  also 

so ist das Lemma direkt aus der bekn.nnten Ungleiehung yon Sehwarz 

, ) / "  
abzuleiten. Es gentigt also, dab w i r e s  fiir q < 1 beweisen. Bilden wir 
dazu die Funktionen 

z 

~ F ~ (7) S , ( y ) - - f  ~,~ ..... dx, s~(y)--/ x -dx ,  O<agz, 0 < q < l ,  

mid nennen ferner H(y) die Fouriersche Transformierte einer Funktion, 
die im Inbrral l  (0, a) gleich Null und im Intervall (a, oo) gleich h(x) ist, 

oo 

so besbht  die Formel 

0 

In tier Tat, zun~ehs~ sieht man a~s dem w 2, daft G(u) und l t (y+u)+H(y--u)  
2 

im Intervall (0, ~ )  quadratisch integrbrbar sind, dann folgt aber (8) 
airekt aus (o), (3), (7). 

Mit Hilfe der Substitution xy  = t in dem Inbgral  G(Y) sehlie$~ man, 
dal3 es eine Konstante b gib~ mit der Eigensehaft 

b z > a ,  - - ~ < y < + c ~ .  (9) IG(Y)I < yl,_ ~, = 

Andererseits finder man dureh partielle Inbgration desselben Integrales 
ehte Konstante c dera~t, da$ 

(i0) ' , s ~ ( y ) l < ~ ,  ~ = > a , - ~ < y < o o .  
1 

Zerlegen wir jotz~ das Integral reehb in (8) in zwei Integrale Y + S  so 
lehr~ uns (10), dab bei dem insa~z o 1 
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< I H ( v  + u) + - ffi M,(V) 
1 

M~ (y) existiert und im ganzen Interval] (-- 0% + oc) unterhalb einer festen 

Grenze bleibt, da 1 und Tl(y + u) + H(y -- u) im Interval] (1, c~) quadra- 

tisch integrierbar sind. Ferner wird nach (9) fiir das erste Integral 

1!  1 

~ t l - - q  

f- x 1 du ~ 

Nun hat Herr W. H. Young bewiese~*), dab wenn fund g integrierbar 
sind, ff(y+u)g(u)du fas   beran existiert und oine integrierbare Funk- 

tion yon y darstellt. Aus diesem Youngschen Satze folgt, daI] M~(y) fast 
iiberaU existiert uud in jedem endliehen Intervall integrierbar ist. Bilden 

_ ~ 

w i r  jetzt die Funktion i ( Y ) = V ~ [ M ~ ( y  ) + M~(y)], so geniigt s i e  den 

Bedingungen des Lemmas, das sorer vollst~ndig bewiesen ist. 
Um jetzt aus dem Lemma den Satz II zu bekommen, hat man ein- 

fach 0 <: q < r zu nehmen. Schreibt man dann 

$ $ 

f h(x) cosxy f 1 h(x) cosXY dx 
a 

und integriert die rechte Seite par~iell, so folgt aus dem Lemma, dag der 
Limes der reehten Seite, also aueh der Limes der llnken Seite, fiir a = oo 
fast tiberaU konvergiert. Damit ist dot Beweis geliefert. DaB dieser Limes 
im Interval] ( - -oo ,  + oo) quadratisch integrierbar ist, ergibt sieh un- 
mittelbar aus w 2. 

w 4. Ich schlieBe mit einigen Bemerkungen. 
East iiberaU konvergent ist naeh einem Satz yon Egoroff**) gleich- 

bedeutend mit wesentlich gleichmiiflig konvergent nach Weyl. In unserem 
Falle ist das aus der Existenz der Funktion M(y) des Lemmas leicht zu 
best~tigen. 

*) W. H. Young, Sur la g6n~ralisation du thgor~me de Parseval [C. R. 155 
(1912), s. 8o--~]. 

**) D. Th. Egoroff, Bur lee ~uites de fonction8 mesurable8 [C. R. 152 (1911)~ 
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z 

gerallgemeinernd kann man sagen, dag F ( y ) =  lira x) cos xy dx 

fast tiberall exis~ier~ wenn es ein a > 0  und ein 19> 0 gib~ sodag 
oo 

fx f(x) dx endlich bleibt und wenn ferner f(x) im In~ervall (0, a) inte- 

grierbar is~ (ohne no~wendig quadrat~isch integrierbar zu sein). Indessen 
+ ~  

existier~ yF(y)~dy  nur dann, wenn f(x) im Intervall (0, a) auch noch 

quadra~iseh in~egrierbar ist. 
Wir kSnnten im Satz I xP dureh andere stetige, waehsende Funk- 

tionen wie (log x) 9'+p, log ~ x (log log x) ~+p, �9 �9 �9 ( /9>0)  ersetzen mit nur 
unwesentlichen ~_nderungen im Beweise. Es w~ire in~eressan~ zu wissen, 

z 

ob man xp aueh dureh log x ersetzen kSnn~e, also ob ,=~lim ~ff(x) cos xy dx 

fast fiberall konvergier~, wofern nur j ' f ( x )  ~ log x dx endlieh bleibt. Dies 

scheint mir wahrseheinlieh, abet nieht dutch die hier benu~zte Methode 
beweisbar. 

Alle bier angefiihrten S~itze bleiben giil~ig, wenn man in ihnen cos xy 
dureh sin xy erse~zt. 


