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a

Zur Konvergenztheorie der Integrale hm f f(x) cosxy dx.
Yon

Mioser PLancHEREL in Freiburg (Schweiz).

§ 1. Ich habe in meiner Habilitationsschrift¥) bewiesen, dafl, wenn

/ "i/ zf(x)*dx (a>0) endlich ist, die Menge der reellen Werto y, fur

welche lim f f(x) cos zydx nicht existiert, hochstens eine Menge vom

&= =00,

Mafie Null bildet. Diese Tatsache spreche ich kiirzer aus, indem ich sage,

daB lim f f(z) cos zydx fast wberall im Intervall — oo <y <+ oo existiert.

Ich bin jetzt im Stande diesen Satz durch den folgenden, allgemeineren
zu ersetzen.

Satz I Es sei f(x) eine reelle, im Intervall (a, o), a >0 definierte

Funktion. Wenn es eine positive Zahl p gibt, derart, dap f 2f(x)dz end-

lich ist, damn existiert lim f f(x) cos zy dx fast dberall im Intervall

— 00 LYy < + o und stellt eine i diesem Intervall quadratisch integrier-
bare Funktion dar.**)

Der unten gegebene Beweis ist demjenigen nachgebildet, durch den

+ ¥ M. Plancherel, Contribution & 1'étude de la représemtation d'unme fonction
arbitraire par des intégrales définies [Rend. Circ. Mat. Palermo 30 (1910), S. 289—3835,
S. 831}

* Die Funktion k(x) heift in einem (endlichen oder unendlichen) Intervall (@, b)

»
quadratisch integrierbar, wenn f h(x)® dx endlich ist.
@
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Hexrr W. H. Young zu den schonen Sitzen seiner Note¥*) iiber die fast
itberall konvergenten Fourierschen Reihen gefithrt wurde; Grundlage und
Ausgangspunkt des Beweises bilden einige Resultate meiner Habilitations-
schrift, die der groBeren Verstéindlichkeit wegen im folgenden Paragraphen
zusammengestellt sind.

§ 2. Es sei f(2) eine reelle, im Intervall (0, co) im Lebesgueschen
Sinne quadratisch integrierbare Funktion.**) Dann existiert fast iiberall
die Funktion

1) Fly) = g (—% 6[2:1: (jf(x) o8 xtdt)

und stellt eine im Intervall (— oo, + o0) quadratisch integrierbare Funk-
tion dar, die wir die Fouriersche Transformierte von f(z) nennen wollen.
Es gilt die Formel !

@) 7 JFwray = f ﬁ'(y)*dy=of eyd.

Wenn g(x) eine zweite im Intervall (0, oc) quadratisch integrierbare Funk-
tion und G(y) ihre Fouriersche Transformierte ist, hat man noch

3) f F(y) G(y)dy =OJ #(z) 9(2) .

Wenn lim ﬁ(x) cos zy dx fast Uberall konvergiert, so gilt fast iiberall

(4) Fy) =V—§—. lim ﬂ(x) cos 2y dz.

Ubrigens, ist es, unabhingig von der Konvergenz oder Divergenz der
rechten Seite von (4), immer mdglich (und zwar auf unendlich viele
Arten), eine von y unabhingige, tiber alle Grenzen wachsende Folge von
Zahlen z,

0y << - <2, <e,<- llmg, =0

zu finden, derart, daf fast tiberall )
F(y) = V% lim ff(x) cos xy dax.
n=, 3

* W. H. Young, Sur les séries de Fourier convergentes presque partout [C. R.
165 (1912), 8. 1480—1482].
** In dieser Arbeit werden alle Integrale im Lebesgueschen Sinne genommen.
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a

Umgekehrt, wenn lim V—;. f f(z) cos zy dz fiir eine solche Folge (z,)
=00 O

fast tiberall konvergiert, so ist dieser Limes fast {iberall gleich F'(y).
Fihren wir also, wie es in der Theorie der Fourierschen Reihen ge-
schieht, die abgekiirzte Schreibweise

(5) F(y) NV% af;‘(x) cos zy dz

ein, um sauszudriicken, daf F(y) die Fouriersche Transformierte (1) von
f(x) ist, so verhdlt sich das Aquivalenzsymbol (~) gegeniiber Addition
und Integration wie das Symbol der Gleichheit (=). Aus (5) folgert man
leicht, daB

(6) %@1:_@3:“2 S V?i ‘ff(x) cos zy - cos zu dz.
0

Die bekannte Integralformel von Fourier

¢
fz) = —z— lim fdy (cos xy-limff(t} cos ty d&)
y=wg t=my

bedeutet, wenn sie anwendbar ist, die ganz allgemeine Tatsache, daB wenn
F die Fouriersche Transformierte einer im Intervalle (0, o0) quadratisch
integrierbaren Funktion f ist, umgekehrt f die Fouriersche Transformierte
von F ist. Sie ist also nichts anderes als die zweimalige Ausfihrung
einer Art involutorischer Funktionaloperation, die jede im Intervall (0, oo)
quadratisch integrierbare Funktion in eine andere, in diesem Intervall
ebenfalls quadratisch integrierbare Funktion iiberfiihrt.

§ 3. Der Satz I ist eine unmittelbare Folge des Satzes:
Satz II. Wenn die Funktion h(z) im Intervall (a,o0), a > 0 gquadratisch
integrierbar und r irgend eine positive Zahl ist, so Lonvergiert
lim [ 2@ g,
=% X

v
fast wberall.
z
In der Tat, setzt man h(z) = 2* f(x), r = %, s0 bekommt man den

Satz I. Der Satz II selber beruht wesentlich auf folgendem Lemma:
Ist Wz) im Intervall (a, ), a >0 quadratisch integrierbar und ¢
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irgend eine positive Zahl, dawn existiert eine in jedem endlichen Intervall
integrierbare Funktion M(y) derart daf fiir 2 > a, die Ungleichung

fﬁ,@*‘;"iﬂ’y dz < M(y), (¢>0,22a>0,—00<y<+o0)

fast diberall im Intervall — oo <y < + oo besteht.
Wenn ¢ > %, also iq im Intervall (¢, ) quadratisch integrierbar ist,
X

so ist das Lemma direkt aus der bekannten Ungleichung von Schwarz

[ross [ ] ( Nk )< S fieras

abzuleiten. Es geniigt also, daB wir es fiir ¢ < 1 beweisen. Bilden wir
dazu die Funktionen

a

) S,(y) =fh@)£,?§—wﬂ dz, s,(y) ——fcosxy dz, 0<a<Ls, 0<g<],

und nennen ferner H(y) die Fouriersche Transformierte einer Funktion,
die im Intervall (0, a) gleich Null und im Intervall (g, oo} gleich A(z) ist,

H(y) NV%fh(x) cos zy dx,
80 besteht die Formel ‘
PO | Hy—
®) 8,) =V 2[5 Tt T Hu—u g,
0

In der Tat, zuniichst sieht man aus dem § 2, daB s,(«) und Hy+w -i_H@_%)

im Intervall (0, 00) quadratisch integrierbar sind, dann folgt aber (8)
direkt aus (6), (3), (7).

Mit Hilfe der Substitution zy =1 in dem Integral s,(y) schlieft man,
daB es eine Konstante b gibt mit der Eigenschaft

©) 80) < doy 22, - <y<+om.

Andererseits findet man durch partielle Integration desselben Integrales
eine Konstante ¢ derart, dab

(10) SWI< D, f2a, —®<y<oo

Zerlegen wir jetzt das Integral rechts in (8) in zwei Integrale f -+ f 80
lebhrt uns (10), daB bei dem Ansatz
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a
/
M, (y) existiert und im ganzen Intervall (— oo, 4 o) unterhalb einer festen

Grenze bleibt, da % und H(y + %) + H(y —u) im Intervall (1, o) quadra-

tisch integrierbar sind. Ferner wird nach (9) fiir das erste Integral

<< 18y +u) + Hy —w)| % = 1,(y)

lf‘ be(y+u)+HJ u)i

[fﬂwwn +fH@uN»J—M@>

Nun hat Herr W. H. Young bewiesen*), daB wenn f und ¢ integrierbar
sind, ff(y—}-u) g(w)du fast iiberall existiert und eine integrierbare Funk-

tion von y darstellt. Aus diesem Youngschen Satze folgt, daB M,(y) fast
iiberall existiert und in jedem endlichen Intervall integrierbar ist. Bilden

wir jetzt die Funktion M (y) =V—72;- [M, (y) + M,(y)], so geniigt sie den

Bedingungen des Lemmas, das somit vollstindig bewiesen ist.
Um jetzt aus dem Lemma den Satz Il zu bekommen, hat man ein-
fach 0 < ¢ <7 zu nehmen. Schreibt man dann

h(x) cos zy _ 1 h(x) cos zy

und integriert die rechte Seite partiell, so folgt aus dem Lemma, daB der
Limes der rechten Seite, also auch der Limes der linken Seite, flir #=oc0o
fast tiberall konvergiert. Damit ist der Beweis geliefert. Dafl dieser Limes
im Intervall (— oo, 4 o) quadratisch integrierbar ist, ergibt sich un-
mittelbar aus § 2.

§ 4. Ich schlieBe mit einigen Bemerkungen.

Fast iiberall konvergent ist nach einem Satz von Egoroff**) gleich-
bedeutend mit wesentlich gleichmdfig konvergent nach Weyl. In unserem
Falle ist das aus der Existenz der Funktion B/(y) des Lemmas leicht zu
bestitigen.

*) W. H. Young, Sur la généralisation du théoréme de Parseval [C. R. 155

(1912), S. 30—33).
*) D. Th, Egoroff, Sur les suites de fonctions mesurables [C. R. 152 (1911),

8. 244—245].
Mathematische Annalen. LXXIV. 38
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a

Verallgemeinernd kann man sagen, daf F(y) = lim / f(x) cos zy dx
z=w0

fast iiberall existiert, wenn es ein a>0 und ein p >0 gibt, sodaB

f 2? f(x)®dz endlich bleibt und wenn ferner f(z) im Intervall (0, ¢) inte-

grierbar ist (ohne motwendig quadratiseh integrierbar zu sein). Indessen
+ o0
existiert f F(y)*dy nur dann, wenn f(x) im Intervall (0,a) auch noch
quadratisch integrierbar ist.
Wir konnten im Satz I 27 durch andere stetige, wachsende Funk-
tionen wie (log 2)2+#, log? z (log log )**#, . - . (p>0) ersetzen mit nur
unwesentlichen Anderungen im Beweise. Es wire interessant zu wissen,

ob man 2?7 auch durch log z ersetzen kénnte, also ob lim [ f(a:) cos zy dx

=00

fast dberall konvergiert, wofern nur f f(x)g log zdx endlich bleibt. Dies

scheint mir wahrscheinlich, aber nicht durch die hier benutzte Methode
beweisbar.

Alle hier angefiihrten Sitze bleiben giiltig, wenn man in ihnen cos zy
durch sin zy ersetat.




