Zur Classification der Fliachen dritter Ordnung.
4 Von
Carr. Ropensere in Plauen im Vogtlande.

(Mit 3 lithographirten Tafeln.)

Die Eintheilung der Flichen dritter Ordnung hinsichtlich der Rea-
litit ihrer Geraden und der mbglichen singuliren Punkte wurde er-
schopfend gegeben von Herrn Schlifli in seiner grossen Arbeit: On
the Distribution of Surfaces of the third order into Species, in reference
to the absence or presence of Singular Points. Philos. transact. Lon-
don 1863, p. 207 ff.

Gelegentlich meiner Promotion gab Clebsch mir die Untersuchung
des Pentaeders fiir die einzelnen Schlafli’schen Arten, welche Auf-
gabe in meiner Dissertation: ,,Das Pentaeder der Flichen dritter Ord-
nung beim Auftreten von Singularititen® behandelt wird. Hierbei
stellte es sich heraus, dass eine Reihe specieller Flichen, insbesondere
diejenigen mit conischen Knoten, noch ein eigentliches Pentaeder besitzen,
withrend andere, wie die mit biplanaren Knoten, im Allgemeinen Penta-
eder mit unendlich benachbarten Ebenen mit sich fithren. Aber nicht auf
alle denkbaren Fille der vereinigten Lage wird man unter Zugrunde-
legung eiver bestimmten Singularitit gefiihrt. Diese Thatsache veran-
lasste mich, die umgekehrte, und wohl zweckmissigere, Kragestellung
nach denjenigen Flichen, welche einem gegebenen Pentaeder ange-’
horen, zu wihlen. Die Behandlung der hieraus entspringenden Auf-
gabe ist in diesem Aufsatze durchgefiihrs.

Von der grossten Wichtigkeit fir die folgenden Untersuchungen
ist der von Herrn Klein in seiner Abhandlung ,,Ueber Flichen dritter
Ordnung®, Math. Annalen Bd. VI, p. 551 f. , gegebene Satz, dass alle
Flichen ohne Singularititen und derselben Schlifli’schen Art durch
continuirliche Aenderung der Constanten in einander -ibergefithrt wer-
den kdnnen, ohne dass hierbei ein Knoten auftrete. Diese Derivation
ist ndmlich fast ausnahmslos auch dann noch mdglich, wenn das Penta-
eder unveriindert bestehen bleibt.



Ueber Flichen dritter Ordnung. 47

Die trennenden Flichen der verschiedenen Arten besitzen einen
conischen Knoten und zwar lassen sich aus diesen Flichen die allge-
meinen in ausserordentlich einfacher Weise mit Hiilfe eines Verfahrens
gewinnen, das wir gleich betrachten werden.

Gerade so, wie der Kegel zweiter Ordnung den Uebergang von
einem einschaligen Hyperboloid zu einem zweischaligen bildet, kann
man eine Fliche mit Knoten als Uebergang zwischen zwei andern an-
sehen, bei denen sich die Theile in der Nihe des Knotens verhalten
‘wie die angefiihrten Flichen zweiter Ordnung. Bezeichnet man die
beiden Processe, denen ein Knoten hiernach unterworfen werden kann,
durch ,,Verbinden (<) und ,,Trennen (—)¥, so erh&lt man nach Herrn
Klein alle Flichéen ohne Singularititen, wenn man an jedem Knoten
einer Fliche mit vieren einen jener Processe anbringt, nimlich:

4+ L+ 4+ 4+ --- I mit 27 reellen Geraden,

+++""'H » 15 ”» ”

+4+ —=—---1Ir ., 7T »”

=1V, 3 » und 7 reellen Ebenen,
_______ vV, 3 ” » » 13, ”

Die Flichen, bei denen Knoten bestehen bleiben, seien durch die Ziffer
der Flichen obne Knoten bezeichnet, welche aus jenen durch Verbin-
den hervorgehen. Rechnet man wberhaupt alle Flichen zu einer Art,
welche sich in einander dberfihren lassen, ohne dass hierbei ein neuer
oder Woherer singulirer Punlkt auftritt, so geniigt jetzt die Ziffer nicht
mehr zur volligen Bestimmung, da die Aenderung eines Knotens durch
die biplanare Form zu einer neuen Art fihren kann, welche sich in
ihrem Zusammenhange nicht von der frihern unterscheidet.

Es ist nun klar, dass man leicht die Art, zu der eine gegebene
Fliche dritter Ordnung gehdrt, angeben kann, wenn es gelingt, die
gewissermassen mechanisch definirten Processe, 4- und —, algebraisch
za vollziehen. Dieses ist einfach, wenn, was stets geschehen soll, die
Gleichung der Fliche in ihrer kanonischen Korm als Aggregat von
5 Cuben vorausgesetzt wird und das Pentaeder erhalten bleibt. So
lange die Ebenen desselben nicht an besondere Bedingungen ge-
kniipft sind, ist bekanntlich die kanonische Form eindentig bestimmt®).
Gehen jedoch vier derselben durch einen Punkt, so sind diese selbst
in gewisser Weise willkiirlich und die Gleichung kann unendlich viele
Formen annehmen *¥),

*) Vergl. Clebsch, Ueber die Knotenpunkte der Hesse'schen Flache ete.
Botchardt’s Journal Bd. 39, p. 143 ff., auck Gordan Math. Ann. Bd. V, p. 341 £,

##) Vergl. Eckardt: Ueber diejenigen Flichen, auf welchen sich drei gerade
Linien in einem Punkte schneiden. Programm der Realschule zu Chemnitz 1875;
oder Math. Ann.-Bd. X, p. 227 ff.
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Eine andere Specialisirung geht hervor, wenn zwel oder mehrere
Ebenen unendlich nahe liegen. Die Reduction auf fiinf Cuben ist dann
nicht mehr moglich, aber gewisse Gleichungsformen werden wir auf-
stellen, welche der allgemeinen véllig entsprechen. Treten nun auch
in den abzuleitenden kanonischen Kormen noch andere willkiirliche
Elemente neben denen des Pentaeders auf, so sind doch diese im All-
gemeinen vollig bestimmt.

Im Zosammenhange kaun nach dem Gesagten natiirlich nur die
Flichenschaar betrachtet werden, deren Glieder dasselbe Pentaeder
haben. Damit haben aber dann gleichzeitig alle Flichen ihre Er-
ledigung gefunden, deren Pentaeder eine gleiche Anzahl reeller Ebenen
besitzen und auch hinsichtlich der vereinigten Lage einer beliebigen
Anzahl von Ebenen iibereinstimmen, da solche Pentaeder alle durch
reelle Collineationen in einander iiberfihrbar sind.

Far Flichen mit eigentlichem Pentaeder ist es von grossem Vor-
theil, die Ebenen desselben direct als Coordinatenebenen zu wihlen,
da namentlich die Discriminante der Fliche, deren Verschwinden das
Auftreten eines Knotens andeutet, dann eine sehr einfache Form an-
nimmt#).

Im § 1. schicken wir einige Sitze iiber ein derartiges Coordinaten-
system voraus und wenden uns dann (§§ 2., 4., 5., 6.) zu den ihm
angehbrigen Flichen; immer ausgehend von einer moglichst einfachen
Form, aus der wir durch allmihliche Aenderung der Coefficienten alle
Arten erzeugen. Hierbei kann jedoch nie biplanaren Knoten begegnet
werden, des speciellen Pentaeders wegen, welche dieselben mit sich
fuhren. Wir sind daher gezwungen, Durchgiinge durch solche Punkte
besonders zu behandeln (§ 3.).

§ 7. giebt, als Abschluss der Flichen mit eigentlichem Pentaeder,
eine Vertheilung der Knoten aller Flichen, welche demselben angehoren,
auf den Raum, und die Aufziihlung der getrennten Mannigfaltigkeiten,
welche die einzelnen Arten constituiren.

§ 8. enthilt einen Satz, mit dessen Hiilfe sich in einfacher Weise
(§ 9.) die Gleichungen alier Flichen mit mehrfachen Pentaeder-
ebenen angeben lassen. Diese finden einzeln ihre Behandlung in den
§§ 10.— 15, :

Die Flichen mit unbestimmtem Pentaeder sind in § 16. aufge-
z3hlt; untersucht in den $§ 17. — 20,

§ 21. enthilt die tabellarische Zusammenstellung aller Resultate.

*) Vergl. Salmon: On Quarternary Cubics. Phil. Tr. 1860, p. 229 ff,
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§ 1,
Usber ein Pentasdercoordinatensystem.

Unter Zugrundelegung von 5 Ebenen als Fundamentalebenen eines
Coordinatensystems kann man definiren:

Die Coordinaten eines Punktes sind 5 Zahlen,
Ty Ty Xy Ty L,
welche sich verhallen wie seine Abstiinde von den Ebenen des Pentacders,
jeder Abstand multiplicirt mit einer so gewéhlien Comstanten, dass die
Summe der Producte:
) o+ 2tz 2, +2,=0
wird.

Bet reellen Ebenen wird der Raum durch sie in 24 —1 =15
Kammern zerlegt, entsprechend der Anzahl von Variationen von je
vieren der Vorzeichen der Coordinaten eines Punkts weniger eins.
Denn das Vorzeichen der fiinften Coordinate kann man jederzeit fest
annehmen und eine Variation kommt in Wegfall, da der Identitiit
X xz; = 0 wegen nicht alle 2 gleiches Vorzeichen haben kénnen.

Hipsichtlich der Vertheilung der Vorzeichen liegen zwei Méglich-
keiten vor, entweder sind 1) vier Zeichen gleich, oder 2) nur drei
gleich, die beiden iibrigen diesen entgegengesetzt. Im ersten Falle
kann die fiinfte Coordinate nie Null werden, denn es miisste sonst
auch die Summe der iibrigen verschwinden, was unmbglich ist. Fola-
lich wird der zugehorige Raum nur durch 4 Ebenen begrenzt. Sol-
cher giebt es hiernach 5, sie mbgen Tefraederkammern genannt werden.
Die iibrigen 10 erfordern alle fiinf Ebenen zn ihrer Begrenzung; sie
mogen Pentaederkammern heissen.

Haben vier Coordinaten eines Punkts dasselbe Zeichen, so liegt er
in einer Tetraederkammer, im andern Falle in einer Pentaederkammer.

Sind zwei Ebenen conjugivt imagingr, so wird durch die drei
reellen der Raum mnoch in vier Kammern zerlegt, von denen diejenige
ausgezeichnet ist, welche nicht von der, stets reellen, Schuittlinie der
conjugirten Ebenen durchsetzt wird. Nennen wir die Ebenen

zy =0, z,=0, zy=0, z,+iz,=0, z,—iz;, =0,
so haben, wie unter Anwendung #hnlicher Betrachtungen, wie vorhin,
leicht erwiesen wird, z, z, z, dasselbe Vorzeichen, wenn der Punkt in
der Kammer liegt, welche wicht von der isolirten Kante durchsetzt wird.

Sind endlich zwei Paare conjugirter Ebenen vorhanden, so tritt
keine Theilung des Raumes mehr ein, denn eine reelle Ebene ist hierzu
nicht mehr austreichend. o

Von Interesse sind fiir uns noch die 10 Ebenen, welche man durch
die Schnittpunkte von je dreien der Fundamentalebenen und die Schnitt-

Mathermatische Annalen. XIV. 4
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linie der beiden {ibrigen legen kann und die passend als Diagom_zlebene'n
zu bezeichnen sind. Solche Ebenen sind dargestellt durch die Glei-

chungen z, + 2, =0 ete.

Denn der angefiibrten gentigt die Gerade 7, = z, = 0, aber a}lch —
in Folge der ldentitit — der Punkt z, =z, =2, =0, wie ver-
langt wird.

Sehen wir ab von denjenigen Durchschnitiserzeugnissen dieser Ebe-
nen, welche in denen des Pentaeders vollig enthalten sind, so bleiben
uns noch 10 .3 =30 Linien, welche zn dreien durch eine Pentaederecke
gehen und von drei solchen Diagonalebenen erzeugt werden, deren
Kanten sich in jener Ecke treffen. Dann giebt es noch 5.4 == 20
Schnittpunkte, von denen je vier die Spitzen der Dicher sind, welche
von dreien solcher 6 Diagonalebenen, deren Kanten einer Tetraeder-
kammer angehoren, tiber deren Seitenflichen gebildet werden.

Von Vortheil fir die Anschauung ist es, das Tetraeder regulir,
die finfte Ebene unendlich fern zu_denken. Dann halbiren die 6 er-
wihnten Diagonalebenen die Aussenwinkel des Tetraeders und die 4
Ecken liegen auf den in den Mitten seiner Seitenflichen errichteten
Normalen.

Mit Riicksicht auf die Gleichungen der Diagonalebenen kann man
leicht angeben, wann ein Punkt in einer solchen Ebene oder in einer
der Schmittlinien oder einem der Schwittpunlkte liegt: Es miissen resp.
2, 3, 4 Coordinaten in ihven absoluten Werthen ibereinstimmen und
zwei derselben mit entgegengesetzten Vorzeichen behoftet sein. Yolglich
konnen auch die iibrigen nicht alle gleiches Zeichen haben und die
Punkte gehéren daher simmtlich Pentaederkammern an , wie es die
Anschauung auch ergiebt.

Ein theilweise imaginires Pentaeder bedingt natiirlich auch eine
Anzahl imaginiirer Diagonalebenen, deren Aufzihlung ohne Schwierig-
keit ist und fiiglich unterbleiben kann.

§ 2
Die Flichen mit, reellem Pentaeder.

Eine solche Fliche hat unter Zugrundelegung des erliuterten Sy-
stems die Gleichung

3 g 3 3
Xy Lo Ty L2 z}
P +’a2' e T 55+ s =0
1 2 oy &4 B
oder kurz
(2, @, @, €y, ).
Die gebrauchte Coefﬁcientenbezeichnung wird sich als zweckmiissig
erweisen.  Sollten einige Coefficienten negativ sein, so wiren die ent-
sprechenden « imaginir zu nehmen.
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Ist die vorliegende Fliche eine specielle mit conischem Knoten y,
so geniigt dieser den Gleichungen

d. b, die Grissen a sind dann geradezu die Coordinaten des Knotens
und die Gleichung

@+ + eyt o+ =0
ist die Bedingung fiir séin Auftreten, die Summe selbst die Discrimi-
nante der Fliche.

Hiernach ist jedem Punkte des Raumes eine Fliche dritter Ord-
nung mit Knoten zuertheilt und so die Mannigfaltigkeit von drei Di-
mensionen dieser Flichen, welche einem Pentaeder angehort, eindeutig
auf den Punktraum abgebildet*). Dieser kann demnach als Grenze
des Bildes der Mannigfaltigkeit aller Flichen, deren jede durch 4 véllig
willkiirliche « gegeben ist, angesehen werden.

Nach den Entwickelungen am Schlusse des § 1. findet man weiter,
dass die Flichen mit 2, 8, 4 Knoten sich abbilden resp. auf die Dia-
gonalebenen, ihre Schuittlinien und Schwittpunkte. Da nimlich die ab-
soluten Werthe der Coordinaten als Quadratwurzeln der o* vollig ge-
geben sind, so kann die Verschiedenheit nur in den Vorzeichen liegen,
was wiedernm mit der stets verschwindenden Summe nur im Einklange
steht, wenn resp. 2, 3, 4 Coordinaten, ihrem absoluten Werthe nach,
einander gleichkommen, woraus unsere Behauptung entspringt.

Es erscheint wiinschenswerth, vor der Classification der Flichen an
einigen besonders hierzu geeigneten Specialfillen die Lagenverhiltnisse
zwischen Fliiche und Pentaeder kennen zu lernen und namentlich die
Vertheilung der verschiedenen Arten von Knoten festzustellen.

Betrachten wir die Fliche mit der Maximalzahl der Kunoten: 4.
Nach dem eben_ Gesagten besitzt deren Gleichung vier gleiche o7,
deren Waurzeln — die Coordinaten der Knoten — sich mit der fiinften
auf vier verschiedene Weisen zur Summe Null combiniren lassen miissen.

Nehmen wir die vier ersten Coefficienten —32— der Einheit gleich, so
2‘2 , und die Gleichung der Fliche ist
2
2t + @+ 2t + o+ 5 =0

Die Knoten sind:

ist die fiinfte

*) Eine Ausnabme bilden die Punkte der Pentaederebenen, welchen Aus-
artungen der Flichen in die dreifachen Pentaederebenen entsprechen, vergl. § 7.,
wo die Bedeutung dieser Ebenen als trennende Gebiete der verschiedenen Arten
angegeben 1ist,
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~1, 41, +1, 41, —2,
1;"'17 +]7 +1:'—’27
1, +1, —1, +1 -2,
1,+17 +1:_‘17'—'2'

Sie bilden die Ecken der kleinen Dicher, welche von Diagonalebenen
iiber den Ebenen des Tetraeders 2, ,, #;, #, gebildet werden (§ 1.),
und bestimmen ein Tetraeder, dessen Kanten diejenigen des andern
schneiden.

Stellt man die Flache so — wie es auf Tafel I der Klein’schen
Arbeit geschehen ist —, dass eine Spitze des Knotenpunkttetraeders
nach unten zeigt, so zeigt eine Spitze desjenigen der 4 Pentaederebenen
nach oben und der Korper selbst erscheint um 60° gegen den andern
um die verticale Axe gedreht. Die fiinfte Ebene liegt vereinigt mit der
Ebene der einfachen Geraden.

Durch eine Kleine Aenderung der Coefficienten konnen wir jetzt
an beliebig vielen Knoten einen der Processe des Verbindens und
Trennens anbringen, wodurch alle Arten, welche direct aus unserer
Specialfliche hervorgehen, abgeleitet sind. Die etwa bleibenden Knoten
haben nun ersichtlich reelle Tangentenkegel, und man wird vermuthen,
alle Knoten, welche wie sie in Pentaederkammern liegen, besitzen
solche Kegel. Zur Erledigung dieser Frage betrachten wir die Glei-
chung des Tangentenkegels in dem Knoten y:

z,? x,t 242 x.2 zt
W Tyt =0

Ein Kegel ist dann und nur dann reell, wenn er von einer will-
kiirlichen reellen Ebene in einer reellen Curve getroffen wird. Bei
dem unserigen sind aber die Schnittcurven mit den Pentaederebenen
reell, sobald drei, und nicht mehr, der y dasselbe Zeichen haben, d. h.
der Knoten die angegebene Lage hat. Die Schnittcurve und mit ihr
der Kegel ist aber sicher imaginir, wenn vier der y gleiches Zeichen
haben, welches sich am besten fir die finfte Ebene als Schneidende
ersehen lisst. Ein solcher Punkt liegt aber nach § 1. in einer Tetra-
ederkammer. Folglich: Die <solirten Knoten erfilllen die Tetraeder-
kammern, die wickt isolirten die Pentaederkammern.

Nach diesen Errterungen gehen wir behufs Begriindung einer
Eintheilung von einer Fliche mit 27 reellen Geraden aus und fithren
diese durch allmihliche Aenderung der Coefficienten in andere Arten
tiber, wobei wir die trennenden Gebiete mit einem Knoten gu passiren
haben.

Zum Ausgange diene die Diagonalfiiche von Clebsch

(L 1,1, 1, 1.
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Haben wir nun aus dieser nach vorgenommener Deformation eine Fliche
mit Knoten erhalten, so verschwindet das Aggregat der « fiir eine
bestimmte Vorzeichenvariation und wird nach dem bei fortgesetztem
Deformiren erfolgenden Trennen der Flichentheile einen dem urspriing-
lichen im Zeichen entgegengesetzten Werth annehmen, und so fort
beim Passiren von weitern Kuoten. Hieraus ziehen wir die fir das
Folgende fundamentale Regel: Um zu erkennen, wic oft bei der Ueber-
fiihrung einer Fliche mit 27 Graden in eine gegebene ein Knoten auf-
tritt, bilde man bei beiden die Werthe der Aggregate der finf o« fiir
sammiliche Vorzeichenvariationen — oder kurz die simmilichen Variatio-
nen —, die Anzahl derjenigen, welche einen Zeichenwechsel aufruweisen
haben, zst gleich der gesuchlen.

Nimmt man inshesondere die Aenderung so vor, dass die einmal
erzeugten Knoten erhalten bleiben, so kann man iu der nidmlichen
Weise Flichen mit beliebig vielen derselben bis zur Maximalzahl 4
entstehen lassen. Nothwendig hat man aber nur bei der Ueberfith-
rung zweier Flichen mit gleich vielen Knoten in einander solche mit
einem Knoten mehr als die vorliegenden zu passiren, wie aus den
Abbildungen sofort hervorgeht.

Jedoch auch biplanare Knoten trennen unter Umstinden die Ge-
biete der Flichen mit zwei cobischen. Solche kdnnen unter den un-
serigen aber nicht vorkommen, weil sie Husserst specielle Pentaeder
besitzen®); sie machen sich iberhaupt nur danr nothwendig, wenn
man von einer Fliche mit 4 Knoten ausgeht, wie Herr Klein es thut.

Um bequem das Auftreten der Zeichenwechsel studiren zu kdnnen,

ordnen wir die Coefficienten der Fliche

(e, @y, a3, Gy &)
so, dass . . . . .
) <oy <o <o < et

Da ferner nur Verhiltnisse in Betracht kommen, sei das grosste, e,
mit einem festen, dem negativen Zeichen belegt, wie es bei der Fliche
mit 4 Knoten bereits geschehen ist. Fiir die Diagonalfiiche haben
wir dann die simmtlichen Variationen in dem folgenden Schema, in
dem das Zeichen von a; gleich fortgelassen ist.
A ; B
o, o, oy o Werth ' oy oy Gy o Werth
DA+ ++- 43 1 —FF++ ]
3+ —++ - +1
B
LB+t — L

*) Vergl. § 11.



54 C. RopeNRERG.

C i D

«, @, o, «  Werth | o, &, a, ¢  Werth
6 — —++--—1  12) ———4 =3
H—+—-—+-—=1 B)y—-—=+4—-- =3
8) —+ 4+ — - —1 4) — 4+ — — .- =3
9 4+ — —F 1 1B f— - — -3
10 +—+—---—1
m + + —— - —1

Es wirft sich zuniichst die Frage nach der Maximalzahl der Zei-
chenwechsel auf, welche eine gegebene Fliche gegeniiber der Diagonal-
fliche zeigen kann.

Zu deren Beantwortung beweisen wir folgende 4 Hiilfssiitze:

1) Unter D tritt nie ein Zeichenwechsel auf.

2) Unter C tritt hochstens ein Zeichenwechsel auf und dann sind
unter B zwei, sonst nirgends welche vorhanden.

3) Unter B konnen alle Varjationen Zeichenwechsel haben, ist
jedoch hier keiner vorbanden, so tritt liberhaupt keiner auf.

4) Zeigt die Variation unter A einen Zeichenwechsel, so ist das-
selbe mit allen unter B und mit keiner weitern der Fall.

Hieraus ergiebt sich als gesuchte Maximalzahl 5.

Die Richtigkeit der Siitze 1) und 4) leuchtet ohne Weiteres ein.

Zum Beweise von 2) bemerken wir, dass die zu betrachtende Va-
riation jedenfalls 6) ist, denn diese ist die grosste. Also sei:

—ay — by oy e — o > 0.
Bei der Annahme, es sei auch die niichst grosste 7)

— ey — eyt — o >0,
erhalten wir als Summe beider Ungleichungen
iL —2a, 4 2, — 2¢, > 0,

@ > & + a,

was mit der gewihlten Reihenfolge der & unvereinbar ist. Keinen
Wechsel zeigen offeubar 1), 2), 3). Aus den Bildungen

5) +6) = 2, — 24, < 0,
)+ 06)=2¢, —2a, <0
geht aber hervor, dass bei 4) und 5) Zeichenwechsel auftreten, womit
unser Satz bewiesen ist.
Die erste Beha.l.lptung des Satzes 3) ergiebt sich, wenn man nur
@; gross genug annimmt,
Die zweite folgt daraus, dass fir

6) > 0
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auch
6) +5) =2, — 2e, > 0,
welches unmbglich ist.

Damit wiren alle Hiilfssitze erwiesen.

Bei der Deformation der Diagonalfliche tritt unter B offenbar
zuerst ein Verschwinden der Variation 5) — sagen wir eine Null —
auf, denn diese ist die kleinste und sonst ist nach dem Satze 3) noch
keine aufgetreten. Aendern wir die Coefficienten weiter, doch so, dass
die Null erhalten bleibt, so wird sich die zweite bei 4) einstellen. Von
nun an konnen wir. jedoch in zwei vou einander wesentlich verschie-
denen Richtungen Aenderungen vornehmen: Es kinmen 1) weitere
Nullen unter B hervorgebracht werden; wir erhalten die Fliche mit
4 Knoten; 2) Eann die migliche Null unter C erzeugt werden; wir ¢r-
halten eine Fliche mit 3 Knoten, welchen aber lLein vierter (nach 2))
bedtreten kann.

Die letziere Fliche ist nun eine solche, bet der sich Knoten durch
die biplanare Form geiindert haben, sofern sie aus einer mit 4 Knoten
entstanden, denn nur solche setzen dem Auftreten der weitern Knoten
Hindernisse entgegen,

Ihre Knoten zeigen aber, wie aus ihrer Gleichung

(p, &, p+¢, p+a P+

hervorgeht, im Verhalten nichts Verschiedenartiges, es ist kein Merk-
mal vorhanden, an wie vielen derselben der eben bezeichnete Process
ausgefithrt worden ist, wir finden nur eine Art. Herr Klein fihrt
deren drei an, entsprechend der Anwendung dieses Processes auf. I,
2, 3 Kuoten und bezeichnet iiberhaupt alle durch denselben aus irgend
einer vorgelegten Fliche entstandenen als neue Arten, wihrend man
unter Umstinden nichts Neues erhilt, wie wir sogleich sehen werden.
Der Schwerpunkt der Sache liegt in jener Arbeit aber wohl darin, zu
zeigen, dass nach Auflosung der Knoten besagte Aenderung iiberhaupt
wirkungslos war¥®).

Bei Flichen mit einem, resp. zwei Knoten und lanter reellen Gera-
den haben wir von jeder nur eine Art. Erst wenn wir die Null unter
C hervorrufen und eine oder zwei der Nullen unter B in Zeichen-
wechsel tiberfilbren, d. h. Flichentheile trennen, erhalten wir andere
Arten, als sie direct aus der Fliche mit 4 Knoten durch Trennen er-
zeugt werden kénnen.

Also nur bei Flichen I mit drei Knoten, I mit zwei Knoten und
111 mit einem Knoten erhalten wir bis jetzt verschiedene Arten.

Ein noch mbglicher Zeichenwechsel unter C liefert eine Fliche IV

*) Vgl § 4. am Ende.
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ohne Knoten, welche aber von uns nur mit Hiilfe des Durchgangs durch
Knoten, an denen die Aenderung durch die biplanare Form angebracht
ist, in eine Diagonalfliche iibergefiihrt werden kann.

Eine zweite Fliche von dieser Eigenschaft leiten wir aus der
noch nicht betrachteten mit einem isolirten Knoten ab. Letztere er-
hialt Herr Klein durch Ueberfilhrung des Knotens einer IV durch die
biplanare Form. Wir erhalten dieselbe unter Anwendung des Trennens
anf alle Knoten einer Fliche mit vieren (oder algebraisch: durch Her-
vorrufén simmtlicher Zeichenwechsel unter B) und schliessliches Zn-
sammenziehen des kugelartigen Stiicks der entspringenden V zum Kno-
ten, indem wir die Null unter A auftreten lassen. Aus der Gleichung
der gefundenen FKliche:

(&, @y, a3, @y, @)+ a4 ay + )
ergeben sich als Coordinaten des Knotens:
@y 0y, Oy eg, — (o o+ a3+ a,).
Derselbe liegt daher in einer Tetraederkammer und ist nach dem
Frithern also wirklich isolirt, ibereinstimmend mit dem soeben ge-
wonnenen Resultate.
Aus dieser leiten wir nun die Miche

(1y @y g, @y, a5) - - a3 > 0y + @y 4 o5 +
ab. Der Knoten ist verschwunden, die Fliche eine IV, von der aus
wir aber erst zu jener mit isolirtem Knoten zurtickkehren miissen, um
nach und nach Linien reell werden lassen zu kénnen*),

Als Ergebniss wiire daher hinzustellen:

Bei allen Flichen ohne Singularitiiten oder mit comischen Knoten
kann man die Ueberfiikrung ohme Ueberschreitung neuer Knoten auch
dann noch vornehmen, wenn das Pentaeder bleibt, sofern sie nicht der
Art 1V ohne Knoten angehiren. Letztere sind jedoch mit Jjener Beschyin-
kung in 3 Unterarten zu spalien®*). —

Es wird jetzt nothwendig, dass wir auf kurze Zeit unsere bisherigen
Untersuchungen unterbrechen und Aenderungen durch biplanare Knoten
wirklich ausfithren, um namentlich die Frage nach der Wirkung dieses
Vorgangs zu erdrtern, wenn eine beliebige Anzahl vorhandener Kunoten

*) Dass man wirklich eine Fliche mit 3 Geraden und 7 Ebenen vor sich hat,
erkennt man auch durch ihre Ueberleitung in die Fliche
_ (@1, az, a5, @y, ®),
diese gehis’rt der ar_agegebenen Art an, wie Herr Eckardt a.a. 0. § 29. bewiesen
hat, ein Knoten tritt nicht auf, folglich ist die unserige derselben Art.

**) Die Moglichkeit der Ueberfilhrung in einander erhellt auch fiir diese
Unterarten ans den §§ 12. und 3.
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von ihm betroffen wird, da wir erst dann den Artbegriff exact zu be-
grenzen im Stande sein werden.

Dabei miissen wir ein ginzlich anderes Verfahren anwenden.

§ 3.
Die Durchginge durch biplanare Knoten.

Wir wiblen als Ausgangsfliche eine mit drei copischen Knoten,
welche man stets durch die Gleichung

z,* + 27 (2, + 25+ %) + az, 2,7, ¥)
darstellen kann. Die drei Knoten sind die in #, = 0 liegenden Ecken
des Coordinatentetraeders. Die Flichenschaar, welche durch continuir-
liche Aenderung des @ erzeugt wird, enthilt jedoch nicht unsere Ueber-
gangsflichen, daher wihlen wir die Form
o 4 2, (wwy + A2y p2) + 2,2,2, =0,

welche uns gestattet, durch Ueberfithrung beliebig vieler der Grissen
%, 4, u dorch Null zu Werthen mit entgegengesetzten Zeichen, an
eben so vielen Knoten den fraglichen Process zu vollziehen; denn durch
Nullsetzen mehrerer jener Grossen erhalten wir Flichen mit biplanaren
Kuoten.

Man erkennt zunichst leicht (etwa durch Bildung der Discrimi-
nante der Schnitteurven unserer Fliche mit den Ebenen des Biischels
x, + px, = 0), dass sich

I mit drei Knoten,
eine ; I mit vier Knoten, je nachdem 1-42xiy
I1 mit drei Knoten,
findet. Hiermit stimmt iiberein, dass kurz vor dem Aufireten eines
biplanaren Knotens die Fliche immer eine I ist**),

Wir zeigen nun, dass nur dann etwas Neues entsteht, wenn sich
ein oder drei Knoten durch die biplanare Form #indern, dass es aber
gleichgiiltig ist, welcher dieser beiden Fille stattgefunden hat.

Zum Beweise betrachten wir die beiden Flichen:

(4) z8 4 2,* (— 2, + %5 + pa,) + 2,239, =0,

(B) 2,3 4 2 (- 22 +, 425 + piy) + 2237, =0,

unter %, 4, u positive Grossen verstanden. Diese beiden Flichen sind
nicht anders als durch x = O in einander iiberzufilhren; in diesem
Momente ist der Knoten 0, 1, 0, O biplanar, die Aenderung durch
einen solehen Punkt ist von Einfluss. Nehmen wir dieselbe jetst bei
einem zweiten Punkte, etwa 0, 0, 1, O vor, so entsteht die Flache

2
20

*} Vergl. Schlifli a. a. O.
*#) Klein a. a. 0. § 5.
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© 2,3 + 1,2 (52, — A2y + p2) + 2, 73 2, = 0,
welche durch die Transformation

Xy = xxl)

By = — &y,

Ly == — .’E;;,

z, =z

in A iibergeht. Eine am dritten Knoten angebrachte Aenderung fiihrt
daher wieder auf die Art B, da alle Knoten gleichwerthig sind, womit
unsere Behauptung bewiesen ist.

Die Flichen wmit weniger Knoten sind jetzt leicht erledigt.

Nach dem vorigen Paragraphen sind die in Frage stehenden Aende-
rungen auf solche Flichen iiberhaupt wirkungslos, welche aus den eben
betrachteten durch Verbinden hervorgehen. Tremnt mau jedoch Flichen-
theile, so erzeugt nur der Durchgang durch die biplanare Form bei
eimem der bleibenden Knoten eine neune Art, denn derselbe, bei zweien
angebracht, war ja einflusslos auf die urspriingliche Fliche mit dreien.

Mit Ricksicht auf die beziiglich der Flichen mit einem Knoten
bereits gewonnenen Resultate erhilt man bei der Ucberfiihrung coni-
scher Knoten durch die biplanare Form nur dawn eine neue Flichen-
art, wenn der Zusammenhang der Fliche nicht grisser als zu diesem
Vorgang unbedingt nothwendig ist und eine ungerade Anzahl von Kno-
ten von demselben betroffers wird. Man erhalt ferner zwei Flichen ohne
Knoten aus den beiden so abgeleiteten mit einem, — Flichen, wie sie
aus der mit vier Knoten entstehen, als gegeben vorausgesetzt —, welche
sich bei festem Pentaeder nur durch die nimlichen Flichen in andere
wit mebr reellen Linien tiberfilhren lassen, wenn man am Kpoten den
Process des Trennens anbringt, sofern sein Kegel reell, oder ihn ver-
schwinden lisst, sofern dieser Kegel imaginir ist. Alle hierher ge-
hirigen Flichen mbgen im Gegensatz zu denen, welche aus der mit
vier Knoten direct hervorgehen, als inverse Flichen bezeichnet werden.

Indem wir uns der Bezeichnung der Klein’schen Arbeit au-
schliessen und diese Arten durch angefligte Striche unterscheiden, haben
wir als énverse Flichen die folgenden 6:

a) Flichen mit Knoten:
I mit drei Knoteu,
II' mit zwei Knoten,
[I" mit einem Knoten,
IV’ mit isolirtem Knoten,
b) Flichen ohne Knoten:
IV’ entstehend aus der gleichbenannten unter a durch Ver-
schwinden des Kuotens,
IV” entstehend durch Anwendung des Trennens aus der III’.
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§ 4.
Die Flichen mit reellem Pentasder. (Schluss.)

Es eriibrigt noch die Flichen zu betrachten, in deren kunonischen
Formen negative Coefficienten vorkommen. Von solchen haben wir
nur diejenigen mit einem oder zwei derselben zu untersuchen. Denn
wiren mehr negativ, so kdnnten wir alle Zeichen entgegengesetst
nehmen und kimen auf eine der angefiihrten.

Um zu Flichen mit einem negativen Coefficienten zu gelangen,
gehen wir aus von der IV’

(@, @, oy, 0, o) - - @y > e + @+ o, + «
und fiihren &, durch co ins Imaginiire. Dann ist
(@), @y, @y, @y, iag)

die gewiinschte; eine IV, da kein Knoten aufgetreten ist*). Die Summe
der Quadratwurzeln ist jetzt complex nie Null: Eine Fliche mit einem
negativen Coefficienten besitzt nie einen Knoten.

Lasst man nun in dhnlicher Weise einen zweiten Coefficienten ne-
gativ werden, so tritt so lange nichts Bemerkenswerthes ein, als nicht
durch gegenseitiges Aufheben der imaginiren Grissen, begleitet von
geeigneten reellen, Veranlassang zu zwei imagindren Knoten gegeben
wird. In diesem Falle riicken zwei der Geraden des reellen Dreiecks
in die Verbindungslinie der Knoten — Axe bei Schlifli genannt —,
wir haben eine Schlidfli'sche 1V, 5; denn alle andern Flichen mit
imagindren Knoten sind nicht vom Zusammenhange der IV'. Der
Durchgang durch die eben betrachtete Fliche hat aber an der Glei-
chung gar kein Merkmal hinterlassen: Fldcken mit magindren Knoten
bilden nie Uebergiinge zu neuen Arten, wie das bekannt ist*#),

Bemerkenswerth erscheint, dass Flichen mit reellem Pentaeder nie
gleichzeitig reelle und conjugirte Knoten aufweisen, wihrend alle
tibrigen Arten vertreten sind.

Der bessern Uebersicht wegen geben wir noch eine tabellarische
Zusammenstellung und bringen hierbei in Erinnerung, dass inverse
Flichen durch angehingte Striche in der Bezeichnung gekenuzeich-
net sind,

. 2 - 2 9,
Fliche: (a,, @y, @, @, &) -+ ¢ <& <a? <a’<e? o <0,

*¥) Vergl. eine Note des § 2.

#%) Vergl. z. B. Sturm: Synthetische Untersuchungen iiber Flichen dritter
Ordoung, Cap. 8. Auch Klein a. a. 0. § 7. Hier sind die Bilder unserer Flad-
chen die isolirten Doppelcurven.
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Variationen der Diagonalfiiche (1, 1, 1, 1, 1)

A B C
@ €, G a o, @, o o € 0, & e
Attt Atk e
+— 4+t
++—+ o+
+++ -+

a) Flichen mit positiven Coefficienten.

1) Flichen ohne Knoten.
Anzahl der Zeichenwechsel: = Art:

0 1 27 reelle Linien,
1 unter B mw ,
2, B ur 7o,
3 , B v 3 » 1 reelle Ebenen,
2 , B, lunterC v” 3 w T »
4 3 B vV 3 » » 13 ” »
4 , B, lunterA v 3 P 2
2) Flichen mit einem Knoten.
Anzahl der Zeichenwechsel: Null unter: Art:
0 B I
1 unter B B 1§
2 , B B 1I
2 , B C I’
3 , B B IV
4 , B A v’
3) Flichen mit 2 Knoten,
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art:
2 unter B 1
1 unter B 2 , B II
1 , B 1, B, 1unterC n
2 , B 2 , B I
4) Flicher mit 3 Knoten.
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art:
0 3 unter B I
0 2 , B, lunter(C T
1 unter B 3 , B I

5) Flichen mit 4 Knoten.
Anzab] der Zeichenwechsel: Nullen:
0 4 I
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b) Flichen mit negativen Coefficienten.
1 Coefficient negativ, v’
2 Coefficienten negativ, IV’ (oder Schlifli’sche IV, 5 mit zwei
conjugirten Knoten).

Beispiel:
3 gl 3
n+ S+ =0
{17 2’ 3) 4’ 4)

A B C
F 4+ F+ 6 b Ft — 0
+ -ttt
FA =t 0
Fb b2

Also: Ein Zeichenwechsel unter B, eine Null unter B und eine
Null unter C. Die Fliche ist eine II’ mit 2 Knoten.

§ 5.
Die Flichen mit zwei conjugirten Pentasderebenen.

Solehe haben bekanntlich nie 27 reelle Linien, sondern, wie wir
sehen werden, héchstens 15,

Als Ausgangsfliche zur Ableitung aller Arten wird sich irgend
eine mit dem Maximum reeller Geraden am besten eignen, da von
diesen nur eine Art existirt,

Seien in der allgemeinen Gleichung unserer Flichen

3 3 a5’ T2y (g, — i)’ 5

P e T =0 S Sa?
oder
(@), @, o3, ¢, +ia,, o,—ia)
vorliufig die Coefficienten der reellen Ebenen positiv, was offenbar zum
Auftreten reeller Knoten nothwendig ist.

Von Diagonalebenen sind nur reell
z+ 2, =0, 5+z=0 z; + 2, =0,
z, =0,

Alle gehen durch die Ecke z, =z, =2,=0, aber die drei ersten
gehoren den drei reellen Kanten dieser Ecke an, wihrend die letzte
der isolirten Kante zugeordnet ist.

Liegt nun ein Knoten in einer der drei Schuittlinien 2, 4- 2, =
#, + 2, = O etc., so hat die Fliche drei reelle Knoten, kann also nur
eine II sein, da die Arten [ und I’ reelle Pentaeder voraussetzen.
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Flachen, deren 2 reelle Knoten in z, == 0 liegen, k'(')nnen‘aber nie
weitere erhalten, und darin liegt ein wesentlicher Unterschied, den
wir noch genauer erbrtern werden.

Uns interessirt zunichst die gewonnene II, da der Process des
Verbindens, angewendet auf ihre simmtlichen Knoten, uns zur ge-
wiinschten Ausgangsfliche verhilft. o .

Zur nothwendigen Bildung der Variationen setzen wir diesmal in

der Discriminante:

a + @y + a5 + 2,
«, negativ, womit allerdings ein Durchsetzen von z, — O ausgeschlos-
sen ist. Dieses ist aber auch nie nothwendig, da beide Seiten genann-
ter Ebene gleichberechtigt sind.

Die Kriterien des Verbindens und Trennens ergeben sich so. Die
Fliche mit 3 Knoten hat eben so viele Nullen. Je nachdem man den
einen oder den andern Process anwendet, werden die entsprechenden
Variationen entgegengesetzte Aenderungen eingehen. Da nun ein
Trennen — bei allen Knoten — aunf eine V fithrt, welche direct in
eine IV mit isolirtem Kunoten tibergeleitet werden kann, so muss jede
der Variationen einer solchen Fliche, welche jetzt die Nullen zeigen,
gegen die der gesuchten mit 15 Geraden einen Zeichenwechsel auf-
weisen. Dadurch sind wir aber in den Stand gesetzt, die Kriterien
anzugeben, sobald wir nur die Lage der isolirten Knoten kennen. Diese
erfilllen aber die Kammer, welche wicht von der isolirten Kante durch-
setzt wird, wie man leicht unter Anwendung eines dhnlichen Verfah-
rens, wie es in § 2. benutzt wurde, findet, da sich fiir @, «, &, Gréssen
mit gleichem Vorzeichen ergeben und Punkte mit derartigen Coordi-
naten nach § 1. der bezeichneten Kammer angehbren.

Als fir uns brauchbare Specialfiichen kénnen wir also hinstellen:

(I, 1, 1, § + e, $ —iw,) mit 3 Knoten,
(1,1, 1, $+éey, § —éa,) mit isolirtem Knoten.
Statt der drei Nullen:
« e o 2«
— 4+ 4+ -
+ -+ -
+ 4+ - -
der ersten Fliche, zeigen bei der zweiten dieselben Variationen nega-
tive Zeichen. (Die Null 4+ + 4 — der letatern liefert den isolirten
Knoten, der uns augenblicklich nicht weiter beschiftigt.) Folglich
haben dic angegebenen Veriationen bei den Flichen mit 15 Geraden
positives Zeicken. Diese Arten mogen repriisentirt sein durch:

(L, 1,1, e4-ie, 6 —da) - .. £ < §.
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Lassen wir das negative Zeichen von «, fort, so giebt das folgende
Schema ihre Variationen.

A B C
o oy o oy Gy &y @) &, a
D+++-+ D —++ -t B~ — -

H + — 4+ -+ ) -4 — . —
D+ -k D d— e,

Aus der Bemerkung, dass unter C nur 5) einen Zeichenwechsel
aufweisen kann, der immer durch einen zweiten, 4), unter B begleitet
ist, folgt mit Riicksicht auf die bereits discutirten Flichen, dass iiber-
haupt nur vier Zeichenwechsel auftreten konnen.

Die Flichen, welche direct aus unserer II hervorgehen, zeigen
offenbar nur Nullen unter B, Wir kénnen uns dann die Null unter A,
welche der Fliche mit isolirtem Knoten entspricht, erzeugen, darauf
— etwa durch Vergrissern von «, — diese in einen Zeichenwechsel
iiberfiihren und haben von nun an keinen Knoten mehr zu erwarten,

Unter unsern Arten findet sich die Diagonalfliche mit drei Zei-
chenwechseln unter B sie ist demnach eine V.

Die iibrigen Flichen miissen siimmtlich inverse sein, sie zeigen
den Zeichenwechsel resp. die Null unter C.

Insbesondere: Die Fliche, deren Knoten in der Diagonalebene der
isolirten Pentaederkante liegen, ist stets eine 1.

Denn aus ibhrer Form:

(e, @, €5, O4day, O —in) -+ -, + e, 4 a,=0
erkennt man das Auftreten der Nullen 4) und 5). Durch Ueber-
filhrung der erstern in einen Zeichenwechsel ergiebt sich die III" mit
Knoten, der durch den weitern 3) die IV” folgt, womit die Reihe
auch nach dieser Richtung geschlossen ist.

Es bleiben noch die Flichen mit imaginirgn Knoten 2u betrachten
iibrig. _

Eine Anzahl derselben ist unter den behandelten bereits vorhanden,
némlich alle, welche solche Knoten in z, = O haben; bei ibnen sind
die Coefficienten der conjugirten Ebenen reell und positiv

Um nicht zn weitliufig zu werden, betrachten wir nur eine dieser
Artén, da bei allen die Untersuchunrr im Wesentlichen dieselbe ist.
Liege vor

*) Dass wir hier 7 Variationen und nicht 4, der Anzahl der Kammern ent-
sprechend, haben, liegt wesentlich darin begrundet dass zwel Knoten in x; =0
derselben Kammer 4noehoren deon es zeigen 4) und 5) gleichzeitig Nullen; die
Coordinaten «; «, &3 haben simmtlich entgegengesetzte Zeichen fiir diese Variatio-
nen, was keinen Unterschied hinsichtlich der Kammer bewirkt.
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(g, @yy @y 0y, 0+ @y, &+ &)
mit einem isolirten Knoten. Die Schreibvgeise
(“1 s @y g0y, Oi(ila4ay), 0— 3 (e + az)))

lasst aber ausser diesem noch zwei imaginire Knoten in z, — 0 er-
kennen; die Grosse «, ist imaginir.

Man sieht hiernach leicht die Richtigkeit des Satzes ein: Haben
die imagindren Ebenen reelle positive Coefficienten und lassen sich die
Vorzewchen der e, «, oy so wihlen, dass ihre Summe «, + a, + ay
verschwindet, so besitzt die Fliche zwei imaginire Knoten in der
Diagonalebene der isolivten Kante, zu denen mnoch so wiele reelle
Knoten kommen, als Coefficienten reeller Ebenen denen der imaginiren
gleich sind,

Offenbar brauchen wir uns bei Feststellung der Art einer gegebe-
nen Fliche hiernach um imaginire Knoten nicht zu kiimmern, sondern
haben, sofern ihr Auftreten nicht durch complexe oder negative Coef-
fictenten conjugirter Ebenen iiberhaupt ausgeschlossen ist, nachtrig-
lich die angegebene kleine Abzihlung vorzunehmen. Ist dann die ver-
langte Bedingung erfiillt, so haben wir die Uebergangsfliche zwischen
zwel allgemeinern derselben Art. —

Alle Flichen mit theiweise megativen «, «, ¢, sind entweder IV"
oder Schlifli’sche TV, 5 mit zwei imaginiiren Knoten, wie man durch
Passiren derjenigen mit einem unendlichen Werthe einer dieser Grossen,
wie im § 4., leicht findet. Bemerkt werden muss noch, dass bei festem
Pentaeder auch die hierbei zu Tage tretenden Flichen mit imagindren
Knoten in Unterabtheilungen gespalten werden miissen, da wir sie hier
von IV” im § 4. aber vonr IV’ umgeben finden, und auch unter den
1V dieselben sich vorfinden.

In der folgenden Tabelle finden sich neben den lichen mit reellen
resp. ohne Singularititen diejenigen mit imaginiren in Parenthese,
welehe man durch continuirliche Aenderung der Coefficienten erzeugen
kann, ohne den Zusammenhang zu #ndern,

Fliche:
(@, a,, «, @ g, Uy —teg) - - “ngaz?g(‘:g?; 2e, < 0.
Variationen einer Fliche mit 15 reellen (Geraden:
A B C
o @y o o o, @, @ a, u,
+++ -+ — 4 4+ — e —

+ =t



Ueber Flichen dritter Ordnung. 65

a) Flichen mit positiven Coefficienten recller Ebenen,
1) Flichen ohne reelle Knoten.

Anzahl der Zeichenwechsel: Art:
0 I
1 unter B I (oder Schlafli’sche 1V, 6)
2 , B IV (oder Schlifli’sche 1V, 5)
1 ., B,1lunterC v’
3 , B V (oder Schlifli’sche 1V, 4)
3 , B,lunterA 1V’ (oder Sehlifli’sche IV, 5)

2) Flichen mit einem reellen Knoten.
Anzahl der Zeichen-
wechsel: Nullen: Art:

0 1 unter B 1
1 unter B 1 , B IIT (oder Schlifli’sche VIII, 5)
1 , B 1, C 11
2 , B 1 , B IV (oder Schlifli’sche VIII, 4)
3 , B 1 , A 1V’ (oder Schlifli’sche VIII, 3)

3) Flichen mit 2 reellen Knoten.
Anzah] der Zeichen-

wechsel: Nullen: Art:
0 2 unter B I
0 1 , B,lunterC II
1 unter B 2 , B 111 (oder Schlifli’sche X VI, 2)
4) Flichen mit 3 reellen Knoten.
Anzahl der Zeichen-
wechsel: Nullen: Art:
0 3 unter B I
b) Flichen mit negativen Coefficienten reeller Ebenen.
1 Coefficient negativ v
2 Coefficienten negativ 1V"” (oder Schlifli’sche IV, 5).
§ 6.

Die Flichen mit zwei Paaren conjugirter Pentasderebenen.

Auch in diesem Falle giebt es noch Flichen mit 15 reellen Linien,
von denen wir eine zur Ausgangsfliche wihlen. Besonders eignet sich
hierzu:

(x, +i2;) + (2, — iz + (v, +ix, ) + (&, — iz =0,
welche in der That der bezeichneten Art angehort. Denu die Schreib-
weise

Mathematische Aposlen, XIV, 5
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x2(x2+z3]/§) (»'02"-"”37/5) + z, (2, + 25 y'3) (x4 —x¥/3) =0
Iisst das Vorhandensein der 9 reellen Geraden
Gy, =0, ==, +,}/3=0 et
erkennen, folglich sind auch 15 reell, weil an(?ef'e Flichen ohne Sin-
gularititen mit mehr als 9 und weniger als 27 Linien nicht vorkommen.
Zur Untersuchung der allgemeinen Fliche
zd (s + £25)° 77(@;:__?;”373 (x "._xs)z + (g — EEL)E_ =0

W T tatiey T e—inr T e T e

(g — tas)?

(6, ay+tiay, oy —iay, @ +ie, ay—ie) .- & e
mit der Discriminante
t, 4+ 2a, + 2«
geben wir diesmal «, das feste negative Zeichen, da diese Grosse schon
ausgezeichnel ist. Dann finden wir als Vorzeichentafel unserer Aus-

gangsfliche (o0, 1, 1, 1, 1)

20,4 2a,

) 4+ 4 —
2 — ..
3) 4+ — . —

Das Zeichen von 3) muss immer mit dem angegebenen iiberein-
stimmen; folglich sind hichstens zwei Zeichenwechsel, entsprechend der-
selber. Anzahl von Tremnungen, moglich. Ein Zerfallen in zwei Theile
ist also ausgeschlossen: Flichen V, und die ihnen benachbarten IV und
IV! mit einem Knoten haben mindestens drei reelle Pentaederebenen.

Nur zwei Diagonalebenen

z, =10, z, =0,
jede eine der beiden isolirten Pentaederkanten enthaltend, sind reell.
Sie schneiden sich jedoch in der reellen Pentaederebene und lassen
daher nur Flichen mit hochstens 2 reellen Kunoten zu.

Es kann aber entweder nur solche Flichen, wie sie aus einer mit
4 Knoten direct hervorgehen, oder inverse geben, da beide Diagonal-
ebenen gleichberechtigt sind, und wir werden die letzte Art erwarten,
da schon im vorigen § die Diagonalebene der isolirten Kante nur
Knoten solcher enthilt. Diese Vermuthung wird sich als richtig er-
weisen; damit aber die Untersuchung nicht unterbrochen werde, mdge
der Beweis spiiter folgen ¥).

Das Weitere ist dem frihern Verfahren im Wesentlichen gleich
und es kann auf die Tabelle verwiesen werden, welche wir am Schiusse
geben. Nur die Kriterien imaginirer Knoten erleiden eine geringe

*) Vergl. § 10., p. 79.
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Modification. Die Fille unter b) der frihern Tabellen kommen in
Wegfall, da der Coefficient der einzigen reellen Ebene stets positiv
gedacht werden kann. Vorhanden sind imaginire Knoter demnach
pur bei positiven reellen Coefficienten econjugirter Ebenen, und zwar
sobald eine oder zwel der Gleichungen

o, — 20, =0, ¢ —2¢, =0

erfiillt sind, wie man durch Anwendung der dann noch mbglichen
Schreibweise der Discriminante (vergl. § 5.} leicht findet.

Die folgende Tabelle gewihrt eine Uebersicht der verschiedenen
Arten.

Fliche:
(@), totiay, ay—iay, e +ie;, e —ie) - & <ef, a <0.
Variationen einer Fliche mit 15 reellen Geraden:
2a, 2a,
R
9 — 4 - —
1) Flichen ohne Knoten.
Anzahl der Zeichenwechsel: Art:
0 11
1 111 (oder Sehliifli’sche IV, 6, oder XVI, 3)
2 IV” (oder Schlifli'sche IV, 5).

2) Flichen mit einem reellen Knoten.
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art:

0 1 11
1 1 111" (oder Seh1dfli’sche VIII, 5).
3) Flichen mit 2 Knoten.
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art:
0 2 1
8§ 7
Die Scheidung der verschiedenen Manmigfaltigkeiten der Flichen eines
Pentaeders.

Durch die bisherigen Untersuchungen ist es mdglich geworden,
bei gegebenem Pentaeder den Raum so in einzelne Theile zu zerlegen,
dass jeder Theil nur die Knoten eiver und derselben Flichenart ent-
hilt. Die Grenzflichen sind die Diagonal- und Pentaederebénen. Es
geniigt, die Zerlegung an einer Pentaederkammer mit anschliessender
Tetraederkammer zu studiren, da gleichnamige dieser Riome nicht
wesentlich von einander verschieden sind.

-
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Bezeichnen wir die, vorliufig reellen, Ebenen des Pentaeders mit
1, 2, 3, 4, 5, die Diagonalebenen, ihren Gleichungen .entsprechend
mit zweien dieser Zahlen, so ist auf Tafel I, Fig. 1 die Pentaeder-
kammer, welche vom Trieder 1, 2, 3 durch die Ebenen 4, 5 abgetrennt
wird, nebst den sie theilenden Diagonalebenen
14 15
24 25
34 35
und zum Theil die Tetraederkammer 1 2 3 4 zur Anschauung gebracht.

e und d sind Schnittpunkte dreier Diagonalebenen iiber Tetraeder-
dreiecken, daher Bilder von Flichen mit vier Knoten (nach unserer
friiheren Interpretation). Die angrenzenden Abtheilungen sind daher
Bilder solcher Flichen, wie sie direct aus jener speciellen durch ,Tren-
nen¥ hervorgehen. Ausser diesen Arten kennen wir noch zwei: IV’
und I,

Wirklich giebt es ausser dem bekanntlich 1V’ entsprechenden Te-
traeder 1234 nur noch die gleichartizen Riume abfh, beglk, cail,
welche nicht von ¢ und d zu erreichen sind und daher der Art TI1° zu-
kommen miissen.

d gehort dem aufgezeichneten Tetraeder an; wir beschrinken uns
bei der Untersuchung der einzelnen iibrigen Riume auf diejenigen um
diesen Punkt, da die Resultate sich spiter direct auf e libertragen lassen.

Nehmen wir einen isolirten Knoten in 1 2 3 4 mit den Coordinaten

+ @y, + &y, + Uy s + Gy — (al +a2+ “3+ a4)
und durchsetzen mit ihm die Ebene 4, aber keine Diagonalebene. Dann
ist &, negativ geworden, aber die Grossen «, - e, a, 4 a,, @, 4 «,
sind noch positiv. Als neue Coordinaten kbnnen wir daher hinstellen

‘o, ten o, — 0, — (4 F eyt ay—9),
wo 0 eine in Bezug auf die « sehr kleine Grisse bedeuten mag. Mit
Hiilfe der Tabelle des § 4. findet man in dieser Fliche eine IV (mit
Knoten). Das Durchsetzen der Pentacderebene hat also auf den Knoten
die Wirkung einer Aenderung durch die biplanare Form ausgetibt. Ein
Jetzt vorzunehmendes Ueberschreiten einer der sich in d schneidenden
Diagonalebenen muss aber von einem ,Verbinden® begleitet sein , da
nur drei solcher Ebenen vorhanden sind und eine 1 erst durch drei-
malige Anwendung jenes Processes auf die IV hervorgeht. Je nach-
dem ein "Kuoten also jenseits einer, zweier oder dreier Jener Ebenen
(aber keiner andern) liegt, ist die Fliche eine III, 1T oder L

Nach dieser kleinen Abzihlung erkennt man dann die folgende
Zerlegung des Raumes.
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Flichen mit einem Knoten.
Art: Kammern: Anzahl der Kammern:
I abede 10-1=10
II  adfd, achd, ete. 10.6 =60
III  bdfg, behk, ete. 10.6 =60
111" abfh, begk, ete. 10.3 =30
IV fgid, hkle, etc. 10.2 =20
IV’  Tetraederkammern
123 4etec.” H.-1= 5
185 getrennte Mannigfaltigkeiten.

Flichen mit zwei Knoten.
Art: Felder: Anzahl der Felder:
I adb, aeb, ete. 10- 6= 60
II  dfb, ehd, ete. 10-12 =120
I’ afb, ahb, etec. 10- 6= 60
10 fgd, hke, etec. 10- 6= 60
300
300 : 2 = 150 getrennte Mannigfaltigkeiten.

Flichen mit drei Knoten.

Art: Strecken: Anzahl der Strecken:
1 ad, ae, ete. 10.6 = 60
1" ab, be, ete. 10. 3 = 30

I df, eh, etc. 106 =60
’ 150

150 : 3 = 50 getrennte Mannigfaltigkeiten.

Flichen mit vier Knoten.
Art: Punkte: Anzahl der Punkte:
I e a, 10.2=20
20 : 4 =5 Flichen.

Wir betrachten noch die Ueberfihrung der Arten III uud 11 in
einander. Nur diese sind ausser den IV’ auf Réumen abgebildet,
welche theilweise wn Pentaederebenen begrenzt sind. Aber die be-
grenzenden Theile dieser Ebenen (fbg etc. fir eine III, fbk ete. fiir
eine III’) bilden Scheidewinde gegen eine benachbarte Pentaeder-
kammer, ein Uebertritt in diese muss demnach wieder auf eine der
Arten III oder III’ fithren und man findet leicht durch Erweiterung
der Figur, dass man, von einer beliebigen der beiden ausgehend, stets
die andere erhilt. Wir konnen daher, mit Riicksicht auf das in Bezug
auf die Arten IV und IV’ Gefundene, fiir ein redles Pentaeder den
Satz hinstellen: Liegen die Knoten sweier Flichen auf verschicdenen
Seiten einer Pentaedercbene und so, dass man nur diese und nicht etwa



70 C. RopENBERG.

noch Diagonalebenen zu durchsetzen braucht, um von einem Knoten zum
andern zu gelangen, so sind dic Ildchen stefs mit Hiilfe der Aenderung
durch die biplanare Form in einander wberfiihrbar.

In &hnlicher Weise lisst sich die Eintheilung des Raumes bei
theilweise imaginirem Pentaeder durchfithren. Wir beschrinken uns
auf eine Mittheilung der Resultate.

Tafel I, Fig. 2 giebt eine Centralprojection des Raumes unter An-
nahme dreier reellen Pentaederebenen 1, 2, 3, von derem Schnitt-
punkte auf die Ebene der isolirten Kante. Diese Gerade ist unendlich
fern gedacht. Wie unmittelbar zu sehen, ist auch hier noch das
Durchsetzén einer Pentaederebene der Aenderung des Knotens durch die
biplanare Form dquivalent.

Ist endlich nur eine Ebene, 1, reell, so schneiden sich diese und
die beiden noch reellen Diagonalebenen 2 3 und 4 5 in einer Geraden.
Tafel I, Fig. 3 zeigt die Projection des von ihnen getheilten Raumes
von einem Punkt dieser Geraden auf eine beliebige Ebene, die man
passend normal zur Geraden annehmen mag. Ein Ueberschreiten der
Pentaederebene ist wirkungslos, denn keine ihrer Seiten ist vor der
sndern ausgezeichnet, was mit dem alleinigen Auftreten inverser Fli-
chen harmonirt.

Der Vollstiindigkeit wegen fiigen wir noch die Aufzihlung der
einzelnen Abtheilungen bei, wie sie die Figuren ergeben.

Drei reelle Pentaederebenen.
Flichen mit einem Knoten,

Art: Kammern:
11 3:1=3
1 3:2=206
I 3-1=35
1V 3.1=3
vl 1.1=1

16 getrennte Mannigfaltigkeiten,
Flichen mit zwei Knoten,

Art: Felder:
11 3:2=6
I 3.2—=6
m 3:2=6

18

18 : 2 == 9 getrennte Mannigfaltigkeiten.
" Flichen mit drei Knoten.
Art: Gerade:
11 3:.1=3
3 : 3 == 1 Mannigfaltigkeit.
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Eine reelle Pentaederebene.

Flachen mit einem Knoten.

Art: Kammern:
11 1
1’ 2

3—getrennte Mannigfaltigkeiten.

Flichen mit zwei Knoten.
Art: Felder:
I 4
4 ;2 = 2 getrennte Mannigfaltigkeiten.

Was die Eintheilung der Flichen ohne Knoten anlangt, so miissen
wir bei derselben absehen von den Hiilfsmitteln der Anschauung, wie wir
sie bisher benutzt haben, und unsere Resultate auf combinatorischem
Wege zu gewinnen suchen, welcher uns fibrigens auch bei den erledigten
Arten zum Ziele gefiihrt hitte.

Ist eine Fliche gegeben, so kann man sich eine neue, derselben Art,
aber einer andern Mannigfaltigkeit angehorig, bei reellem Pentaeder
durch Vertauschen beliebiger Ebenen desselben erzeugen. Aber nur das
Vertauschen solcher wird von Erfolg sein, deren Coefficienten nicht durch
allmihliche Aenderung ihrer Grsse — inzwischen einmal gleich werdend
— ihre Plitze wechseln kdnnen, ohne einen Wechsel der Art hervorzu-
rafen.

Die iibrigen Coefficienten nimmt man dann aber besser sofort als
gleich an, oder geometrisch: man wiihlt eine Fliche, auf der sich so oft
als moglich drei Gerade in einem Punkte schneiden*). In der Anzahl
der dann noch moglichen Permutationen hat man diejenige der getrennten
Mannigfaltigkeiten.

Sind nicht alle Ebenen reell, so sind offenbar nur reelle und imagi-
niire Ebenen unter sich vertauschbar und bei letztern wird weiter nur die
Vertauschung zweier Paare conjugirter Ebenen etwas niitzen konnen,
da erst hiermit eine Aenderung in der Discriminante eintritt.

Diese Ueberlegungen fithren zu der unten mitgetheilten Tabelle.
Dieselbe enthiilt neben der Anzahl der Mannigfaltigkeiten noch die ge-
wihlten Repriisentantinnen der verschiedenen Arten. Zur Vermeidung
der Angahe von sonst nothwendigen Ungleichungen sei durch k eine sehr
kleine Grosse bezeichnet, mit welcher man aber noch all Verinderungen
vornehmen kann, welche weder Nullen noch Zeichenwechsel mit sich
fihren.
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Reelles Pentaeder.

Art: Getrez;xfte Mannigfaltigkeiten:
| (¢, @, ¢, «, &) —5'!—51
I (e, «, «, 20FE 3ot =10
W («, «, B, B, 2a+k) srgr = 30
1V (¢, B, B> B, a+B+1) o —20
V" (¢, «, 2a+k, 2e+k 2a+k) So =10
V (¢, «, ¢ «, 4a —F) S =5
WV (a, «, «, &, 4a+ ) S =5
81
Drei Ebenen reell.
II(a,a,a,ggj,g;k —g:-:l
Ul («, @, 2a, k4148, k—if) RARE
IV (2, 2a, 2, &FE k) 23
WV (e, & 2a+k, 04if, 0—if) > —3
V (¢, ¢, ¢ «, &) 2 =1
WV (e, «, o, SekE  Sutk) R
12
Eine Ebene reell.
I (a, &, k, k, k) -‘2; -1
I '(a, €, &, «, &) _j% —1
IV, &, &y w, a) 21 _;__?
4

§ 8.
Ueber ein Verfahren, welches spiter benutzt werden wird.

Die Uebergangsfliichen von denen mit reellem Pentaeder zu denen
mit conjugirten Ebenen besitzen eine Doppelebene desselben.

Lisst man zwei Ebenen sich vereinigen, so ist die nichste Folge
die Aufhebung der Identitit Xz; — 0, welches Ergebniss- die Unmog-
lichkeit unsers bisherigen Coordinatensystems mit sich fiihrt,
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Sofern man nicht auf Husserst specielle Flichen kommen will,
miissen die Coefficienten der spitern consecutiven Ebenen passend be-
stimmt, diirfen insbesondere nie endlich gewihlt werden, da in diesem
Falle die Fliche, welche sich auf vier Cuben reduciren lisst, hervorgeht,
welche, wie sich zeigen wird, bel weitem nicht die allgemeinste Art ist.

Wir betrachten die folgende Aufgabe, welche die von uns zu
16sende als speciellen Fall in sich schliesst. Es liege vor die Function

F= o f(x)) + arf (%) + ayf (@3) - - - -+ aaf(Za),
in der die « constante Grossen bedeuten, f eine Function sei, welche
sich nach dem Taylor’schen Lehrsatze entwickeln lisst. Wie heisst
die allgemeinste Function F,, welche entsteht, wenn alle Variabeln z;
sich einander unbegrenzt nihern?
Es seien zunichst zwei Functionen f vorhanden:

F=ef(e) 4+ af(z,).

Dann machen wir behufs Vereinigung von , und z, die Transformation

Ty = &y + 0Yy;
wo y, eine willkiirliche Variabele vorstellt, ¢ als gegen die Null con-
vergirend anzusehen ist; und entwickeln nach Potenzen von 4:

F— ey f(@) + o (f(2) + 0 ()9 + 5 F @yt + )
= (“1"}'“2)“‘”1) + @, 0f (&)Y + %?‘2 eyt =+ -

Nun kann man «, und e, immer derartig wihlen — unendlich werden
lassen —, dass sowohl &, -+ «, als auch «,é endlich wird. ~Aber alle
weitern Glieder der Entwickelung werden unendlich klein, Man erhilt
also als gesuchte Function

F, = af(z) + af (@)4,
worin @, und @, irgend wie gewihlt werden kbunen, danu aber als
Constanten zu betrachten sind, wihrend y, eine Variabele ist.
Seien jetzt drei Functionen f gegeben. Dann fiihrt die Trans-
formation

%y =7 + 619,
— unter 8, eine andere ebenfalls unendlich klein werdende Gr6§se_
verstanden — zu keinem allgemeinern Resultate, sofern man , will-

kiirlich apnimmt. Verliuft aber diese Grisse der Variabeln % beim
Grenzitbergange unendlich nahe, so lisst sich eine. Verallgemeinerung
erzielen. Wir setzen dem entsprechend:

F=a,f(z;) + af(, +0y,) + “3/"(-7"1 + 4, (%"i‘%?/z))

und entwickeln wie vorhin:
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F=a,f(x,)
F a(f@) + 0F @y + S @yt )
T % (/(‘51) + 6, (2) (3,1 0:29) + %fu () (w -]~.5?1'?)'3 + .- )
= () (e, 4 ay+a3) 4 (2,) (y, (0,04, 8,) + ,9, 6?y.1)
+ _f’lf)(fal)’(yl?(“262+a3a12) 42y, yy 0, 0,2 0, 4 412 0636‘,?0‘.2‘—’) g

Nehmen wir jetzt die & unendlich von der zweiten Ordnung, die &
wie sonst von der ersten, so werden alle Coefficienten der Producte
und Potenzen der y unendlich klein, in denen mehr als zwei Factoren
¢ auftreten. Die tibrigen bestehen aus endlichen Summanden, oder sol-
chen, welche von derselben Ordnung unendlich werden. Aber auch die
Summen letzterer kann man sich endlich denken, da die Grossen & und &
durchaus keinen weitern Bedingungen als den hieraus euntspringenden
unterworfen sind, namentlich nicht als Functionen definirt sind.

Die entspringende Function ist daher

Fy = a'lf(”ﬁ) + (@ +a39) () + a9, (2).

Zur Bildung von F, hitte man analog zu setzen:
F= e f(@) + af(2,+dy,) + “3f(x1+‘)‘1 (?/1"‘62?/2))
+ et (40,048 (- 4))

die « unendlich der dritten Ordnung zu nehmen und in der Entwickelung
alle Glieder mit mebr als 3 = 4 — 1 Factoren & auszuscheiden — da
diese verschwinden — und so fort bei beliebig vielen Functionen.

Heben wir noch hervor, dass die Summe der Zeiger aller y,
welche in einem Product auftreten, stets mit der Anzahl der & des-
selben iibereinstimmt, so konnen wir die Regel hinstellen:

Die allgemeinste Function, welche durch Gleichwerden aller Varia-
beln = aus

F== 8 . . o
entstelt, ist @ f(z) + e flz,) + + a,(z,)

Fo=f@)+1 () Zyi+ " (2) g+ 7 (w,) Zyipy - -
iL<E<T. .
in der dic y vollkommen willkirliche Variabeln sind und die Summation so
auszufiihren ist, dass
) tt+E4 I+ 2 —1
wt.
Es sind der Einfachheit wegen die Coefficienten weggelassen , da
man sie in den Variabeln aufgehen lassen kann.
Sollen nicht alle Variabeln einander gleich werden, so hat man
nach der angegebenen Regel fiir die verlangte Anzahl die Funetion zu
bilden und ihr noch die unbetheiligten Functionen f hinzuznfigen.
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§ 9.

Die Flichen mit mehrfachen Pentasderebenen im Allgemeinen.

Die Gleichung einer auf thr Pentaeder bezogenen Fliche dritter
Ordnung hat die Form der Function F des vorigen Paragraphen, der
Null gleich gesetzt.

Mittels des angegebenen Satzes sind wir daher im Stande, die
Gleichungen von Flachen, deren Pentaeder uneundlich nahe Ebenen
besitzt, hinzuschreiben, wenn wir f{x) ersetzen durch z3.

Abgesehen von der Realitit der Elemente sind dann die folgenden
Fille zu unterscheiden:

Pentaeder: Gleichung der Fliche:

Ty, %y, %, 22, az’ + b2+ ez +dap + exly, = 0,
z,, 2z, 2z, az® + b+ cxty +dad 4 enyis, =0,
Zy, 2, 3% az® + bz + ezt + dz iy, +v) +exsyt =0,

3z, 2, a2+ ba (Y +y) +exyl Hdat+ex s =V,

4z,, =z, az,® + bxx.) W+ v+ ys) + c2, (2 4y, v) + dy®
+ ez, =

oEA az® + bz’ (y1+y°+ys+y4>+c*xl(yx + ¥,

F vy + 9.0 + dy® + eyly, = 0.

In diesen Gleichungen bedeuten die y und z, der Null gleich ge-
setzt, Ebenen, die ganz willkiirlich angenommen werden konnen. Sie
sind aber nicht, wie die dés Pentaeders, eindeutig bestimmt, sobald die
Gleichung einer Fliche vorliegt. So z. B. wird y, = 0, ihrer Einfiih-
rung durch die Gleichung z, == z, 4 dy, (vergl. den vorigen §) zu-
folge, immer durch eine Kante des Pentaeders gehen, namlich durch
die Schnittlinie der consecutiven Ebenen, aber im Uebrigen wird man
sie beliebig verindern konnen. Z. B. kann man in der ersten Glei-
chung die Substitution

Y =12, + 4y,
stets durch Aenderung von d und ¢ wirkungslos machen. Aehnliches
gilt auch fir die andern hinzukommenden Ebenen.

Gewisse Lagen derselben wird es jedoch geben, fiir welcbe die
Gleichungen eine besonders einfache Gestalt annehmen. Deren Auf-
suchung macht aber die Betrachtung der einzelnen Arten nothwendxg,
zu der wir uns jetzt wenden.

§ 10.

Die Plicher mit einer Doppelehene des Pentaeders.

Durch die vier getrennt erscheinenden Ebenen ist ein Coordinaten-
tetraeder gegeben. Setzen wir also in der abgeleiteten Gleichung:

ax® + bx® + ¢z + dz + exty, =0,
Yy = a, %, + a,&, + a2, + a4,
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so geht diese fiber in: _
azy + bzt +cxt + ([@+ea)x + e (aw + 4,7+ a;2;) = 0,
welche sich durch geeignete Wahl der in'den « implicite auftretenden
Constanten auf die Form '
o 2
T 0wt — 30 (o 8y a) =0
bringen lisst, in der z,, w,, x; die einfachen Ebenen sind, z, die
Doppelebene ist.
Das Verschwinden der Discriminante
ay+ oy oy + § 0
ruft den Knoten @, agy @, @
hervor, dessen Coordinaten demnach nur fiir die drei ersten und des
letzten Gliedes der Gleichung reell sein kdnnen.

Die Grosse 6 ist fiir die Coordinaten also einflusslos; man hitte
sie auch der Einheit gleichmachen knnen. Da aber dann die spe-
ciellen Flichen mit & — O ausgeschlossen wiren, so masste von dieser
Vereinfachung abgesehen werden.

Stellen wir jetzt die Beziechung der Ebene

2+ 2, 4y =0,
zum Pentaeder fest. Wie bereits im vorigen § bemerkt wurde, muss
ihre Schnittlinie mit #, = 0 eine Kante desselben und sie selbst, da
sie die Kcke der einfachen Ebenen enthilt, eine Diagonalebene sein.
Um das besser einzusehen und gleich die Frage zu erledigen, ob noch
alle Elemente des Pentaeders vollkommen bestimmt sind, bilden wir
nach eier von Clebsch a. a. O. angegebenen Methode das Product
der 10 Ecken in Ebenencoordinaten w, u, u, u,:
W s - a® ey (g — ) (U — ) (Uy— 1) = 0

Hiermit ist die aufgeworfene Frage bejahend beantwortet, wir
finden eine Configuration der Ecken, wie sie die Anschauung erwarten
liess: Die Schuittpunkte der einfachen FEbenen mit der Doppelebene
zdhlen als Ecken doppelt. Zu diesen kommen in der nimlichen Ebene
nock drei cinfache Ecken auf der Linie z, =z, + %, + 2, = 0, was mit
der Eigenschaft von z, 4z, + z,—= 0 als Diagonalebene im Einklange
steht. Mit der Ecke der einfachen Ebenen haben wir die Gesammizahl aller:
I 3:243-141=10%),

*) Es ist nicht uninteressant, ausgehend vor der gefundenen Gleichung der
Flische, das Pentaeder aufzusuchen, welches ohne Schwierigkeit wit Hiilfe einiger

von Herrn Gordan a. a. 0. gegebenen Formeln geschehen kann,
Sei

f=ax3=bz3=-~c::0
die symbolische Da{stellung der Gleichung einer Fliche dritter Ordnung, von
derem Pentaeder drei Ecken £, 7, ¢ auf einer Kante gegeben seien. Dann sind die

drei Ebenen durch die conjugirte Ecke nach § 16, III jener Arbeit:
dxapa, =0, .a,‘u;az =0, raza, =0.
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Auf Tafel 11, Fig. 1 ist ein Pentaeder mit zwei sehr nahen Ebenen
zur Anschauung gebracht; die spiter consecutiv werdenden Punkte sind
von geschlossenen Curven umgeben.

Die Fliche besitat im Allgemeinen keine Singularititen und auch
ihre Geraden zeigen keine Besonderheiten in ihrer Lage¥*). Die Dia-
gonalebenen — ausser #; + z, + 2, =0 —, welche nicht mit der
Doppelebene vereinigt liegen, ndmlich

2 +2,=0, z2,+2,=0, z,+ 2z =0,
geben aber die Moglichkeit zum Auftreten dreier reellen Knoten, so-
fern wir z,, z,, ¥, als reell voraussetzen, was zunichst geschehen soll.

Da Flichen mit 27 reellen Geraden und ihre Grenzflichen mit
reellen Knoten stets ein allgemeines Pentaeder voraussetzen, so kann
unsere Fliche mit drei Knoten nur eine 1I sein,

Die Form der Diseriminante gestattet uns, das frithere bei der
Ableitung der verschiedenen Arten angewendete Verfahren auch jetzt
anzuwenden. )

Nehmen wir, was keine Beschrinkung der Allgemeinheit ist, &
positiv, «, reell, so haben wir die Fille reeller oder theilweise imagi-
nirer 3 zu unterscheiden.

Seien 1) «, &, «, reell und so geordnet, dass a? < «,® < «,?.

Analog dem Verfahren des § 5. betrachten wir die Flachen:

Nerpnt man diese 1,, 2,, 3., so ist weiter nach § 16, I mit leicht erklarlicher
Bezeichnung das Product der ibrigen:

a,b (ab12) (ab18) =0
oder, in nicht symbolischer Form, die gerinderte Hesse’sche Determinante:

P fe fu f 1 B

“fu I fs el 3

lfsl foo fis fa 15 33 =0.

|f41 fo fis fu L4 3

[ PO Y 1; 1, 0 O

12 2 2% 2, 0 0

Nimmt man nun als Ecken & 5 ¢ aunf einer Geraden die Punkte w, — u, =0,
Uy, — 3 =0, Uy — g, s0 geben die mitgetheilten Formeln zunichst die drei

Ebenen Zy=0, Z=0, &3=0

und dapn mit deren Hiilfe fir die beiden Gbrngen

=0,
womit das von uns aufgestelite Pentaeder als der Fliche eindeutig zugeordnet
nachgewiesen ist. In Zhnlicher Weise kaon man fiir die tibrigen Arten das Penta-
eder bestimmen,

*) Herr Eckardt findet (a. a. 0. § 6.) irrthiimlich auf diesen Flichen einen
uniplanaren Punkt, welches daber rihrt, dass die drei einfachen Ebenen und die
Doppelebene als durch einen Puckt gehend angenommen werden, indem die Iden-
titit &, + @ + 2, -} o, = 0 als erfiillt angesehen wird. Daon triftt allerdings die
angegebene Specialisirung zn. (Vergl §§ 19., 20. der vorliegenden Arbeit.)
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23+ x,3+ 28 — 223 — 32, (2,12, + ;) =0 mit drei Knoten,
23+ 2,3+ 2,8 — 62,8 — 332 (%2, +25) = 0 mit isohrtem Knoten.

Dass der Knoten (1, 1, 1, 1) letzterer Fliche wirklich isolirt ist, er-
kennt man leicht durch Bildung seines Tangentenkegels, aber auch,
wenn man bemerkt, dass er in der Kammer der Ebenen z,, z,, 2;=0
liegt, welche von der Kante der conmsecutiven Ebenen (z, =z, -}—.12
+ x; = 0) nicht durchsetzt wird und dieser Kammer 'oﬁ'enbar die-
jenige solcher Knoten der angrenzenden Flichen mit drei reellen und
zwei conjugirten Pentaederebenen entspricht.
Indem wir nun alle méglichen Variationen des Ausdrucks

oy + oy + a3+ 0’
aufstellen, finden wir in
2% + 2° + 2 — 32,7 (2, +#,+2,) = 0
eine Fliche mit 15 Geraden; die hierauf beziigliche Untersuchung,
sowie die Ableitung weiterer Flichen ‘geschieht in der ndmlichen Weise
wie in § 5., so dass wir uns auf die tabellarische Zusammenstellung
(s. den Schluss dieses §) beschriinken kdnnen.

Hervorgehoben mag noch werden, dass die ausgezeichnete Diago-
nalebene z, + z, + 2, = 0 die Knoten der inversen Flichen mit zwei
Knoten enthilt, was zu erwarten war, da bewiesenermassen nach der.
Ueberfiihrung der Doppelebene in zwei imaginire Ebenen die erwihnte
Art der entsprechenden Diagonalebene angehort. —

Zu den Flichen mit imaginiren e, s s kann man gelangen durch
Ueberschreitung der Fliche

3 3 2
%::{ + %:’{ — 0z —3 i_} (2, +2,+2) =0,
fir welche «, unendlich ist und welche daher einer Fliche mit ima-
giniiren «, benachbart erscheint.

Die angefiihrte Gleichung lisst aber den uniplanaren Punkt z, — z,
=z, = 0 erkennen, welche diese Fliche fiir uns unbrauchbar macht*),

Es ldsst sich dieselbe aber umgehen durch die Annahme &, == 00,
welche eine Fliche IV’ ohne Knoten hervorruft (§ 2.), auf welche
aber die Vorzeichen der «? ganz ohne Einfluss sind. Folglich sind
auch die Flichen mit einem oder zweien imagindren ay 3 1V, da ein
nachheriges Endlichwerden von «, nie einen reellen Knoten erzeugen
kann.

*) Solchen Flachen werden wir noch bei andern Pentaedern unter Voraus-
setzung specieller Coefficienten begegnen; wir werden spiter zeigen (§ 19.), wie
diese Specialformen aus einer allgemeinen sich ableiten lassen.
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Sind insbesondere zwei der imaginiren « einander gleich, so hat
man die Schlifli’sche IV, 5 mit zwei imaginfiren Knoten, sofern die
Diseriminante durch Wahl der iibrigen Vorzeichen zum Verschwinden
gebracht werden kann. Gepaart konnen reelle und imaginire Knoten
dermach nicht auftreten.

Wir gehen itiber zu den Flichen mit zwei conjugirten Ebenen:

28 (s~ 7248 (£, — 125)3 x,2 c
?’2“ + (u:—[—ia:)z + (or:—-i:c:)z - ax43 - 3'&}? ($1+2£E2) =0

mit der Discriminante

o + 20, 4 $0a,b =
Die beiden reellen Diagonalebenen

2, =0, z 4 22,=0

ermbglichen das Auftreten von Flichen mit zwei reellen Knoten, nicht
mit dreien, da ihre Schnittlinie in z; = 0 liegt.

Man kann folgendermassen nachweisen, dass solche Flichen immer
11’ sind.

Es mogen die Knoten zunichst in der Diagonalebene der isolirten
Kante: 2, — O liegen. Die Fliichen mit zwei conjugirten Ebenen eines
allgemeinen Pentaeders, deren Knoten in der entsprechenden Diagonal-
ebene liegen, sind smmer von der angegebenen Art (§ 5.). Daher
sind es auch die unserigen, da man zwei der reellen Ebenen beliebig
nahe bringen kann, ohne die Fliche zu zerstéren. Denken wir uns
ferner, bei derselben Fliche, zur Erledigung des zweiten Falles die
Doppelebene durch eine unendlich kleine Aenderung der Constanten in
zwei conjugirte Ebenen iibergefiihrt (was allerdings nicht unter Beibehal-
tung unserer Gleichungsform moglich ist). Dadurch tritt kein Knoten
auf, denn beim jetzigen Pentaeder mit zwei Paaren conjugirter Ebenen
konnen nach § 6. nicht mehr als zwei reelle Knoten vorhanden sein.

Einem solchen Pentaeder kommt aber nur eine Art mit zwei Kno-
ten zu (§ 6.), diese muss also auch eine 11" sein, welches Resultat wir
daselbst vorausnahmen.

Aber damit ist dasselbe fiir den Fall zweier Knoten in 2,4 22, =0
bewiesen, da wir den Uebergang zu zwei conjugirten Ebenen ebenso
gut bei einer solchen Fliche hitten bewirken konnen.

Durch den Process des Trennens werden wir demnach auof Fli-
chen 1V”, durch den des Verbindens auf II gefiihrt.

Erstere Art entspringt wirklich bei der Annahme &, = co. Nimmt
man a, negativ, so lauten ihre Variationen, oder besser, die Variatio-
nen einer andern 1V” mit endlichem «,
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$das 2¢,

+ o
+ o~
—_ e =

und zwar muss eine der beiden letzten in allen Fallen negativ sein.
Durch Wachsenlassen von «, kann man drei negative Zeichen her-
stellen. Beim Passiren der aufgetretenen Nullen verbanden sich aber
nothwendiger Weise Theile, da hierin die einzige Moglichkeit zur Er-
zeugung der II liegt, welche Art doch vorkommt urd somit auch er-
halten ist. Das Weitere bedarf keiner Erléunterung.

Fir «, = oo tritt freilich ein uniplanarer Punkt auf, aber diese
Grenzfliche brauchen wir nie zu erreichen.

Flichen mit zwei {magindiren Knoten kommen unter den eben be-
trachteten vor, wenn die. Coefficienten der conjugirten Ebenen reell
und positiv sind (vergl. §§ 5., 6.) und

e+ $0a3=0
ist. Auch auf diesen kibnnen nie reelle Knoten auftreten, wie es vor-
hin bei drei reellen Pentgederebenen erkannt wurde.

Ist endlich «; imagindr, so kann nie ein Knoten auftreten und
die Betrachtung der Fliche mit «, = co zeigt, dass jene wie letztere
tmmer eine IV ist, —

Tabelle 1.

z, %, xy reell.

M . T8 x} x,? . 3z,
Flache: 70 + 7% + 2% 4 027 — 250 (4 42, 42) =0,

e <)’ <, §0u <O, §>0.
Variationen einer Fliche mit 15 reellen Geraden.

A B C
“ oy Uy U & « %y Gy U
+ 4 -t

a) Flichen mit positiven Coefficienten reeller Kbenen.
1) Flichen ohne reelle Knoten.

Anzah! der Zeichenwechse.l: Art:
0 11
1 unter B 111
2 , B 1v
1 , B, 1 unter C v
3 » B v
3 ” B7 1 » A v’
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2) Flichen mit einem reellen Knoten.

Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art:
0 ' 1 unter B I
1 unter B 1 , B m
1 , B 1, C nr
2 , B 1 , B v
3 , B 1, A Iv’
3) Flichen mit zwei reelten Knoten.
Anzahl der Zeichgnwechsel: Nullen: Art:
0 2 unter B I
0 1 , B, 1 unter C 1N
1 unter B 2 , B 1
4) Flichen mit drei reellen Knoten.
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art:
0 3 unter B 1
b) Flichen mit negativen Coefficienten einfacher Ebenen.
1 Coefficient negativ v’

2 Coefficienten negativ IV’ (oder Schlifli’sche IV, 5).

Tabelle II.
Nur z, reell.

Fliche: %:;-;- (@, +iz,)° + e TA 5% (@, 4-22) =0,

(ery + Tor)* R LDs
a, < 0.
Variationen einer KFliche mit 15 reellen Geraden.
2¢, 0u}
+ 4 —
+ - =
— 4=
1) Flichen ohne reelle Knoten.
Anzahl der Zeichenwechsel: Art:
0 II
1 I11. (oder Schlifli'sche IV, 6)
2 1V” (oder Schlifli’sche IV, 5).
2) Flichen mit einem reellen Knoten.
Anzahl der Zeichenwechsel: Nullen: Art:
0 1 11
1 1 nr
3) Flichen mit zwei Knoten..
Anzah] der Zeichenwechsel: Nullen: Art:
0 2 Ir

Mathematische Annalen. XIV. [
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§ 11.
Die Flichen mit zwei Doppelebenen des Pentaeders.

Nehmen wir 2, =0 und 2, =0 zu den Doppelebenen, 2z, =0
zur einfachen, so geht die in § 7. gefundene Gleichung iiber in

a2+ 2@, 2+ a2yt a 25+ a, )
+ bz + 2,0 (b2, F by, b2yt byx,) e’ = 0.
Da diese die Form
2, (@22 +by2,%) 4 f (2, 2, 23) =0
bat, so besitzt die Fliche einen biplanaren Knoten im Schnittpunkte der
Doppelebenen mit der einfachen und die Ebenen des Knotens

Va,z, + ybx,=0 und Ya,x, — Yz, =0
sind harmonisch eu den Doppelebenen®). Aber die Axe des Knotens
— der Durchschnitt seiner Ebenen — liegt nicht auf der Fliche, wir
haben die niedrigste Art eines solchen Punktes, einen B,, so genannt,
weil die Classe einer Fliche durch sein Auftreten um drei Einheiten
erniedrigt wird**). Die vorliegenden Flichen sind Sc¢hlifli’sche 111
und zwar die allgemeinsten.

Es verdient wohl bemerkt zu werden, dass conische Knoten nie
von Einfluss auf das Pentaeder sind, wihrend biplanare ganz specielle
Pentaeder voraussetzen, aber unter Zugrundelegung dieser vollig unab-
hingig von der Wahl der Constanten auftreten.

Ehe wir zur Unterscheidung der verschiedenen Arten schreiten,
sei an die Vertheilung der Geraden auf unsern Flichen erinnert®¥),
Jede Ebene des biplanaren Punktes schneidet die Fliche in drei sich
in ihm kreuzenden Geraden (Strahlen), von denen bei reellen Ebenen
mindestens in jeder einer reell ist. Sind alle Strahlen reell, so hat die-
Fliche iberhaupt nur reelle Linien. Ein Zusammenriicken zweier
Strahlen bewirkt das Auftreten eines conischen Knotens und ein daranf
folgendes Imaginirwerden eine Trennung der ihn umgrenzenden Par-
tieen der Fliche. Ricken alle-drei Strahlen zusammen, so entsteht
ein weiterer B;, deren hochstens drei auftreten konnen 1). Bei ima-
gindren Ebenen kann durch den Knoten nie ein reeller Strahl gehen
und etwaige conische Knoten sind daher stets conjugirt. —

*) Vergl. meine Dissertation § 6.

) *¥) In gl_eicher Weise mége stets die Zahl der Einheiten, um welche irgend
eine hhere Singularitit die Classe erniedrigt, dem bezeichnenden Buchstaben als
Zeiger angehiingt werden. :

***) Vergl, Schlifli a. 2. 0., Klein a. a. 0. § 3., oder Salmon-Fiedler
Raumgeometrie 1I, Art. 267.
+) Solche _Flachen verlangen jedoch eine weitere Specialisirung des Penta-
eders. Vergl die §§ 12. und 17. dieser Arbeit,
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Fir das Folgende ist zu unterscheiden, ob die Doppelebenen reell
oder conjugirt sind. (Den Uebergang durch eine vierfache Ebene be-
bandeln wir im ndchsten §.)

'Bei reellen x, und 2, geben wir der Gleichung die Gestalt:

2
v + 0z,% 4 3%:2_ (#y+2,) + 3%::("3—14) = 2%:’; =Y,
7,06 > 0.
Das Product der Knoter
u (g 2, (v —u,)? - uyu, =0
zeigt die Vereinigung von 4 Ecken im biplanaren Punkie, ferner giebt
es zwei doppeltzihlende auf der Azxe und zwei cinfache in der ein-
fachen Pentaederebene: 4 + 2 -2 4 2 -1 = 10. Wir haben eine Grup-
pirang, wie die Anschauung sie direct ergiebt. (Tafel 1I, Fig. 2.)
Es ist wichtig, die Ebenen
z,+2z,=0 uid 2z, —z, =0
als, noch iibrige, Diagonalebenen der einfachen Ecken zu erkennen,
denn sie lassen die Moglichkeit von Flichen mit zwei conischen Knoten
einsehen.

Der biplanare Punkt ist selbstverstindlich bei der Aufstellung der
Bedingung fiir einen Kunoten auszuschliessen; thun wir dieses, so er-
giebt sich als solehe

yad + 0a, + 4ay =0
fiir den conischen Knoten
ay,y @y, g, pe,® 4 dayt

Um bei einer speciellen Fliche leicht die Realititsverhiltnisse der
Geraden iibersehen zu konnen, nehmen wir fiir den Augenblick die
Ebenen des Knotens zu Coordinatenebenen und setzen:

, .
P N _ xy -+ x4
o =84 g e SRR

z z oder o —
xe' —_ 2 2 Ly == U, _‘__:,,ﬁ_z__
o oy -

Dann erscheint die Form:
ya(z/+2,)* de3(z)— 1, ) + 6z, 42, N, .
+ 122, 2z, — 16 2% =0.
2

Unter der Voranssetzang reeller « findet sich in der Fliche mit y =8=0:
3
62wy, + 3 (2, 42 %) oy — 8%‘:? =0,

eine Schlifli’sche III, 1, denn jede der Ebenen z =0, z, =0
schneidet in drei reellen Strahlen.
Die Ableitung der iibrigen Arten aus dieser geschieht wie sonst
durch Erzeugung von conischen Knoten und darauf folgendes Trennen
6



84 C. RopexgEre.

der angrenzenden Partien,. resp. Erhaltung beliebig vieler Knoten,
Tabelle I, a) enthilt die nach diesem Princip gewonnenen Resultate,

Die Flichen mit theilweise imagindren « sind leicht erledigt.

Ist eine der Grissen «; und «, imagindr, so haben wir conjugirte
Ebenen des Knotens, Schléfli'sche III, 4; ein ausserdem imaginires
«; giebt dieselbe Fliche, auf der aber bei geeigneten Werthen der
iibrigen Constanten zwei imaginire Knoten auftreten konnen. (Ta-
belle T, b)*).

Sind endlich «; und «, imaginir oder, was dasselbe ist, ist bei
reellen ¢, und «, «; imagindr, so erhdlt man stets in jeder der jetst
reellen Ebenen des Knotens einen reellen Strahl, wie die Specialfifiche
7 = 0 =0 zeigt. Denn eine Aenderung kann nicht eintreten der Un-
moglichkeit reeller Knoten wegen. (Tabelle I, c.)

Seien jetzt die Doppelebenen comjugirt. Dann sind es auch die
Diagonalebenen, und zwei reelle Knoten konnen nicht auftreten. Da
ferner die Coefficienten «, und «, conjugirt sein miissen und so die
Mbglichkeit eines einzigen reellen wegfillt, so lassen wir beide in z,
und z, aufgehen, da sonst die Criterien der verschiedenen Arten minder
einfach werden wiirden, und geben der Gleichung die Form:

(¥4 10) (w,+i2,)°+ (y—i9) (@ —12,° 43 {1 ) (244 i)

<y . 2.3
—{-—3(.’61—?,,’&_,)2-(51}3—2&74)—2;}:0,

Von Ecken bleibt nur reell der vierfach zihlende biplanare Punkt, wie
das abgeleitete Product fiir die jetzigen Elemente ergiebt.

Die Ebenen jenes Knotens sind

2y =0, z,=0,

folglich stets reell, wodurch auch imaginire conische Knoten ausge-
schlossen sind.  Bei conjugirten Doppelebenen des Pentaeders sind die
Elenen des biplanaren Knotens reell und es treten mie zwei conische
Knoten auf.

Da hdchstens in einer Ebene des B, drei reelle Strahlen liegen
kinnen, so bewirkt ein Durchgang durch einen Knoten die Ueber-

fubrang dieser Arten in solche, welche in Jeder Ebene nur einen
reellen Strahl aufweisen.

Die Bedingung fiir das Auftreten eines Knotens hat die Form
Y+ 20, =0
angenommen. Seine Coordinaten sind:

xl=11 .’L’._,?—O, Ly = «,, Ly = y.

. *‘) Die I?eberga.ngsﬂéichen mit &, = e zeigen einen uniplanaren Punkt und
diejenigen mit oy = @ sind Regelflichen. Vergl. fir die erstern § 19, fir die
letatern § 18. :
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Es kann also nur eine Verinderung in z, = O beim Passiren des

Knotens vor sich gehen, und #, == 0 enthilt demnach immer nur einen
reellen Strahl.

Da nun bei reellem e, anf der Fliche mit y = 0 sich in #, =0
drei reelle Strahlen vorfinden, so haben alle Flichen, bei deren Ablei-
tung aus dieser sich’ein Knoten nothwendig macht, in derselben Ebene
(also in jeder) nur einen reellen Strahl. (Tabelle 11, a). Zur letztern
Art gehdren auch alle mit émagindrem e;, wie dasselbe Beispiel zeigt, da
der zur Abanderung nothwendige Knoten nicht auftritt. (Tabelle II, b.)

Tabelle I.
Reelle Doppelebenen.
Flache: ya,* + 820 + °5 (a+ 2) + 25 (¢, —2) — 2 7, =0,
1 2 3

7,6 > 0.

a) &, @, «? positiv.
ya < a3, a; <O,
Variationen von y«® + 0«,® + 4 &, einer Fliche mit lauter

reellen Geraden:

ye® da?
4+ 4+ =
— 4 —
1) Flichen ohne reelle conische Kuoten.
Anzahl der Zeicheu-
wechsel: Art:
0 In jeder Ebene drei reelle Strahlen (Schlifli’sche 111,1)
1 » einer » » » { ” III; 2)
2 ” keiner ” » » n ( b IH) 3)
2) Flichen mit einem conischen Knoten.
Anzahl der Zeichen-  Nullen: Art:
wechsel: In der unbetheiligten Ebene liegen
0 1 drei reelle Strahlen (Schléfli’sche VI, 1)
1 1 ein reeller Strahl (Schlifli’sche VI, 2)
3) Flichen mit zwei Knoten.
Anzah) der Zeichenswechsel: ~ Nullen: Art:
0 2 Alles reell (Schlifli’sche X1, 1).

b) @, oder «,? negativ, a,® positiv.
Die Ebenen des B, sind conjugirt. Schlifli’scheIIl, 4 (oder XIIL 2
mit 2 imagindren Knoten).
¢) «,? negativ, oder «,*> und @, negativ.
Schlifli’sche 111, 3,
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Tabelle IL.
Conjugirte Doppelebenen.

Fliche: (p+i8) (7, +i.) + (v —i8) (2,—i,)
+ 3 (2 +12,)* (25 + 0 ,) ,
+ 3 (5, —im,) (@ —i3,) — 2%{ =0.
a) a,? positiv.
Die Fliche ist, wenn dem absoluten Werthe nach y ; 2«,, eine
I, 2 :
Schlifli’sche § VI, 2
111, 3.
b) e,® negativ.
Schlafli’sche I, 3.

§ 12.
Die Flichen mit vierfacher Pentaederebene.
Sie bilden den Uebergang zwischen den Flichen mit reellen Doppel-
ebenen einerseits und conjugirten andererseits, und werden daher eben-
falls einen biplanaren Punkt aufweisen. Daher erscheint es gerecht-

fertigt, dieselben vor denen mit dreifacher Ebene zu betrachten, wenn
auch letztere allgemeinerer Natur sind.

Behilt man in der abgeleiteten Gleichung
az® + b2 (Y + 9+ 4) + cx (Y v, 9) + dyd + ez =
die vierfache Ebene z, = 0 und die einfache z,== 0 als Coordinaten-
ebenen bei, setzt vorliufig
BtYat ¥ =2, Y =25 Y +&=08+a,z,+ a;z; + a,z,,
so lisst die entspringende Form
az’+ b2z, + c2 23 (a, 2+ a2, L ag ;- a,z,) + dzbtexl=
schon den B,:0, 0, 0, 1 erkennen, dessen Ebenen sind:
z, =10, bz, + ca,z;,=0.
Folglich st die vierfache Ebene eine Ebene des stets auftretenden B,
wie zu erwarten war, da im allgemeinen Falle die Ebenen eines solchen
Punktes zu den Doppelebenen des Pentaeders harmonisch sind.
Nimmt man die andere: bz, + ca,2, == 0 zu 2, — 0, so kann
man durch passende Veriinderung von z, die Gleichung zn
32,2
Bz’ — —f:j'zfz' +6nzy2, + 20 4 prd =0
vereinfachen.

Flachen, bei denen eins der drei letzten Glieder fehlt, sind ent-
weder Kegel oder haben einen uniplanaren Punkt oder zwei biplanare.
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Nur bei der letztern, fiir welche p — 0 ist, sind noch die Ebenen des
Pentaeders bestimmt, wenn auch, wie sich zeigen wird, die Ecken in
gewisser Weise willkiirlich sind.

Die Fliche mit @, == oo hat einen osculirenden Kegel, dessen Be-
rithrungscurve in %, = 0 liegt. Fir das Folgende ist es wichtig, in
ibr eine Schléfli’sche I, 3 zu erkennen, jede Ebene des Knotens
enthilt einen reellen Strahl.

Fiir die allgemeine Fliche der vorliegenden Gattung findet man
als Product der Pentaederecken

u® - uy! = 0;
ausser dem sechsfach séihlenden B, findet sich noch ein vierfacher auf
der Aze: 1-6 4 1.4 = 10.

Die Vermuthung, dass eine allgemeinere Lage der Ecken (z. B.
10 einfache in der vierfachen Ebene, welche Anordnung sich offenbar
herstellen ldsst) zu allgemeineren Flichen fiihren miisse, erweist sich als
irrig mit Riicksicht auf den Gang der Entwickelung in § 8. Es ist
auch folgendermassen einzusehen, dass jedes andere Eckensystem zu
gewissen Unbestimmtheiten fiihren wiirde. Bekanntlich ist jeder Ecke
eine Kante als Doppelgerade ihrer zerfallenden Polare zugeordnet, was
jedenfalls bei volliger Bestimmtheit aller Elemente des Pentaeders vor-
anssetzt, dass die einander entsprechenden auch gleich oft zihlen. Bei
obiger fingirter Annahme 10 einfacher Ecken erhalten wir aber (wie
stets) die vierfache Schnittlinie der beiden getrennt erscheinenden
Pentaederebenen (der einfachen und der vierfachen), wodurch ein ein-
deutiges Entsprechen unmoglich gemacht ist. Aehnliche Unzutraglich-
keiten ergeben sich bei allen andern Annahmen mit Ausnahme der
gefundenen Configuration. Denn bei dieser ist, wie die Polarenbildung
zeigt, dem vierfachen Punkte die erwihnte vierfache Linie und dem
sechsfachen die sechsfache Linie der coposecutiven Ebenen, die Axe des
Knotens, zugeordnet. —

Diagonalebenen giebt es nicht mehr, es kann demnach héchstens
ein conischer Knoten auftreten.

Ein solcher ist vorhanden, wenn

pey® —2=0,

e, 1,0, 0.

Die Classification geschieht jetzt durch Zugrundelegen der Fliche
mit B = 0, welche bei reellem «, von z; =0 in drei reellen Strahlen
getroffen wird. Da in z, — O stets nur ein reeller Strahl vorhanden
ist, so bewirkt ein Passiren des Knotens den Uebergang von Schlifli’-
schen 1II, 2 zu 1II, 3 (Tabelle I).

Die Flachen mit smagindrem «, sind saimmtlich Schlifli’sche III, 3,
wie die am Anfange dieses § betrachtete Uebergangsfliche mit &) = oco.

und hat als Coordinaten
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Wir gehen tiber zu den Flichen mit swei biplanaren Knoten (p=0):
Bz — 9%:—‘% +62,3,3, + 7,° =0,

deren B, sind: 0, 0, 0, 1 und 0, 0, 1, O.

Dass ein Auftreten zweier solcher Punkte stets eine vierfache
Pentaederebene mit sich fithrt und daher eine jede derartige Fliche
durch eine Gleichung unserer Form dargestellt werden kann, liegt
darin begriindet, dass die Axe eines biplanaren Knotens immer mit
der Schnittlinie zweier Doppelebenen zusammenfillt, welche Bedingung
eben nur durch ihre weitere Vereinigung zur vierfachen erfiillt sein
kann. Flachen mit drei B; konnen kein bestimmtes Pentaeder mehr
haben.

Die Ecken sind aber schon bei den vorliegenden unbestimmt, denn
ihr Product, nach der angegebenen Methode gebildet, verschwindet
identisch.

In der That sind auch die Gleichungen, welche durch Nullsetzen
der Unterdeterminanten der Hesse'schen Determinante:

; Zg x, i
Py — = — — Xy Xs i
‘ Bz, gt wi 1 23 1
: Zy

_H= : - F— $2 O O
i 1
% z, 0 0
| Z3 0 Z, 0

entstehen, fiir einen beliebigen Punkt der Geraden
zy =2,=0

erfillt. Alle Punkte der Schwittlinie der beiden getrennt erscheinenden
Pentacderebenen haben die Eigenschaft der ehemaligern Pentaederecken.
Ausser diesen findet sich noch als vollig bestimmte Ecke der Schnitt
der beiden Axen: 0, 1, 0, 0.

Die Lage der Kanten (wir gebrauchen Jetzt noch wie auch in Zu-
kunft beim Auftreten unbestimmter Elemente die alten Namen) er-
schliessen wir durch Polarenbildung.

Als Polaren eines Punktes 0, 0, y,, Yy der Geraden z, ==z, = 0
(Tafel II, Fig. 4) erhilt man das Ebenenpaar

Z Yy 2, +y,2,) = 0.
Deren Doppelgerade, die conjugirte Kante jenes Puuktes, enthilt die
noch bestimmte Ecke. Alle jene Linien bilden daher ein Biischel in
der vierfachen Ebene mit letztgenanntem Punkte als Centrum. Auf
jeder Kante liegt aisser dem Centrum also noch eine Ecke der Ge-
raden z, =, = 0; fir die fixirte Kante ist diese 0,0, 9, —u,.
Diese Punkte und die Pole bilden folglich eine Involution, deren Doppel-
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punkte die B, sind, so dass allemal die conjugirte Kante eines solchen
Punktes ihn selbst enthdlt, wie es im Falle eines einzigen ist. Die
ausgezeichnete Fcke hat die Polare

@,
(o +2) Gr —=) =0,

d. h. ihre conjugirte Kante enthilt die variabeln Ecken.

Nur wenn @, = oo, wird letztere Kante ganz unbestimmt; die
Fiiche hat einen osculirenden Kegel, wie bereits bemerkt worde¥®). —

Was die Flichen selbst anlangt, so bleibt die Bedingung fiir das
Auftreten eines conischen Knotens fe® — 2 = 0 unverindert, aber
bei der Eintheilung haben wir die Fille reeller oder conjugirter B,
zu trennen.

Bei reellen B, ist die Untersuchung durchaus nicht von der friihern
verschieden, wir kbonnen auf Tabelle II, a) verweisen.

Bei conjugirten B, treten an Stelle von z, und z, resp. z; + iz,
und z; — iz,; die Gleichung hat die Form:

Bz,® — '3—2;& + 37, (#+27) + 2,° =

Der mégliche conische Knoten kann jetzt isolirt sein. Das Auf-
treten von zwel Arten von Flichen mit Knoten riihrt daher, dass zwei
im Zeichen von B verschiedene Flichen nicht mehr in einander trans-
formirt werden kénnen. Man erkennt auch sofort durch Bildung des
Tapgentenkegels im Knoten:

(o + o) + oo+ =0,

dass derselbe nur reell, wenn &, negativ und in Folge der Bedingung
fiir sein Auftreten auch § negativ ist. Folglich: Bei positivem § er-
hilt man Flichen mit isolirtem (Schlifli’sche XVII, 2), bei negati-
vem f Flichen mit nicht isolirtem Knoten (Schlifli’sche XVII, 3).

Hinsichtlich der weitern Eintheilung heben wir hervor, dass die
reelle Gerade der conjugirten Ebenen der beiden Knoten: x, = z, = 0
die Fliche in drei Punkten schneidet, in welchen sich die drei (ima-
giniiren) Geradenpaare begegnen, welche in jenen Ebenen liegen.
Diese Geradenpaare bestimmen die drei dreifachen Tangentenebenen,
welche ausser #, = O noch durch die Verbindungslinie der Knoten
(, = #, = 0) gehen und deren Realititsverhiltnisse die Art der Fliche
bedingen*¥). Die Frage nach letsterer ist also auf die einfachere
nach der Zahl der reellen jener Punkte zuriickgefiihrt.

Sei zunichst &, reell; dann finden wir bei der Fliche § =0 nach
dem eben Gesagten drei reelle Ebenen. Ein wachsendes § kann einen

*) Vergl. die Anmerkung auf der folgenden Seite, sowie § 17,
%) Vergl. Schlifli a.a. 0. IX,
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isolirten, ein abnehmendes einen nicht isolirten Knoten erzeugen, woraus
zu entnehmen, dass die vorliegende, sowie alle zwischen den beiden
mit Knoten behafteten Flichen aus zwel Theilen bestehen, Bei wei-
terer Aenderung verschwindet der Knoten, wenn § positiv, im andern
Falle werden Theile verbunden.

Wihrend nun derartig erzeugte Flichen ohne jede Singularitit und
bestimmtem Pentaeder bei Erhaltung desselben (IV’ und IV) nicht in
einander iibergefiihrt werden konnten, ohne Dazwischentreten von Kno-
ten, ist dieses bel den unserigen moglich, wie wir gleich sehen werden.

Ein Uebergang durch a, = oo zu imagindrem &, #ndert die Art
nicht, alle Flichen sind IX, 4, denn nie tritt ein reeller Knoten auf,
Eben bei diesen Flichen konnen wir daher 8 beliebig variiren lassen,
ohne neue Arten lerbeizufiihren, womit dann die vorhin behauptete
Mbglichkeit der Ueberleitung soleher Flichen in einander constatirt
ist, die sich im Vorzeichen von § unterscheiden und aus einem Theile
bestehen. Damit kommt dann aber auch die Unterscheidung der all-
gemeinen Flichen IV’ und IV in Wegfall, sofern man das Penta-
eder unbeachtet lisst, da man imaginiire Singularititen stets umgehen
kann ¥), —

Tabhelle I.

Alle Elemente des Pentaeders bestimmt. Ein B,.
Fliche: gz — E%iﬁ + 6z, + w4 pa = 0.
1

1) & positiv.

3 reelle Strahlen (Schlifli’sche I1I, 2),
i3 enthiilt { 1 reellen Knoten ( » VI, 2),} wenn Be,3—2 >0,

1 reellen Strahl ( ,, 111, 3),

2) «,* negativ.
Schlifli’sche III, 3.

Vi

! Es mag gestattet sein, hier einige metrische Betrachtungen einzuBechten,
f\hmmt man bel den Flichen mit zwei conjugirten By 2,=10 paralie] mit z, — 0,
m.deuf man setet xp == &, — k, nimmt ferner Zy, T3, &, als Ebenen eines recht-
winkligen Coordinatensystems, so erkennt man in

B 2 pa—
Bas — ﬁl‘%;—ﬂ + 3 (&2 + (o — b =

dle': Gleichung einer Fliche, welche durch Rotation einer symmetrischen Curve
dritter Ordnung um ihre Symmetrieaxe %y = Z¢ = 0 entstanden ist. Die B, liegen
a’uf -der unendlich fernen Geraden von %, =0 und werden bestimmt durch alle
I\:relsg, welche der Parallelbiischel zu dieser Ebene aus der Fliche ausschneidet.
{:olghch: Jede Rotationsfliche dritter Ordnung hat die imagindren Kretspunkte
threr Asympiotenebene zu B;, Dieser Satz ist umkehrbar,

Sc!:neifien sich nun bei der erzeugenden Curve die drei reellen Wendetan-
gonten in einem Punkte (der natiirlich auf der Rotationsaxe liegt), so geht von
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Tabelle II.
Ecken und Kanten theilweise unbestimmt. Zwei B,.
a) Reelle B,.
Fliche: Bx® —
1) «,2 positiv.
Die Ebenen z, und z, enthalien jede
drei reelle Strahlen (Schlifli’sche IX, 1),

3,
o

12x2 6 3
h + 62,22, + 23 = 0.

einen Knoten (- »  XVIL 1)) wenn fe,—2 ; 0.
einen reellen Strahl ( » IX, 2),
2) 2 negat‘iv.
Schlifli’sche IX, 2.

b) Conjugirte B;.
Fliche: Sz — —%"f?- + 3z, (z+ )+ 2=
1) «,2 positiv.
Bedeutet 8,3 den absoluten Werth dieser Grisse, so erhilt man,
wenn ﬁa,‘*——?%():
eine dreifache Ebene durch z; = 2, =0 (Schlifli’sche IX, 4),
isolirten XVI], 2),
nicht isolirten Knoten,} wenn § 2 0 {E "XV 5%
drei dreifache Ebenen durch 2, = z, = { » IX, 3).
2) «,? negativ.
Schlifli’sche 1X, 4.

einen {

§ 13.
Die Flichen mit dreifacher Pentaederebene.

Nimmt man zur Vereinfachung ihrer Gleichung
az® + bz® 4 ez + dag (4 %) + ez3yy® = U
unter Beibehaltung von z, = O als dreifache und z,, z, =0 als ein-
fache Ebenen, als solche des Coordinatensystems

so entsteht die Form:

x* ¥ % (1) ) S
e a4 S R sl T M oy < b
1 2 3

diesem ein osculirender Kegel an die Fliche, dessen Berihrungscurve aus einem
Kreise, in z, =h, und der unendlich fernen Geraden besteht. Wir haben den

Fall ¢y = .
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in der wir «,? stets als positiv voraussetzen konuen, ohne die Allge-
meinheit zu beeintriichtigen.

Wie im vorigen § ergiebt das Product der Eclken

% - % - w® (g —u,) = 0,

fiir diese verhiltnissmissig speciellere Lagen, als eine willkiirliche
Niherung dreier Ebenen bedingt. Die consecutiven Ebenen bestimmen
fiir sich drei ebensolche Gerade (#;= z,=0) und die einfache Ecke
(#; —u,="0). Der letatern entspricht die Kante der einfachen Ebenen.
Die beiden dreifachen Punkte #,* und #,® sind demnach Durchschnitte
der dreifachen Geraden mit letztgenannten Ebenen, wihrend deren
Kante den Punkt w,® auf der dreifachen Ebene verzeichnet. Auf Ta-
fel II, Fig. 5 sind diese Verhiltnisse zur Anschauung gebracht. —

Die Ebene z, + z, =0 ist hiernach als einzige Diagonalebene
gekennzeichnet, es giebt daher Flichen mit zwei Knoten.

Aber om Aligemeinen haben die vorliegenden Flicken keine Singu-
laritidten. Wir bemerken aber, dass der Durchschnitt mit der drei-
fachen Ebene x; = 0: :—:j e %: =0 aus drei sich in 2, =2, =2,=10
treffenden Geraden besteht. Folglich: Die dreifuche Ebene enthdlt stets
‘dréi Gerade der Fliche, welche sich im Schrittpunkte jener mit den
beiden cinfachen Ebenen treffen. Je nachdem dic letztern reell oder con-
Jugirt sind, erhilt man eine oder drei reelle der bezeichneten Linien.

Das Verschwinden des Ausdrucks

— 4yt 4+ o + &y

@, By, Gy, O

deutet den Knoten

au. Als zur Eintheilung verwerthbare Specialflachen erweisen sich die
Arten mit «; == oo:

3 4% 3 “ o
PE + e 4+ vxd — Saya =0,

Die linke Seite dieser Gleichung erscheint nach Reduction der biniren
cubischen Form y, — 32,22 auf zwei Cuben als Summe von vieren.
Die beiden letzten sind nun reell oder conjugirt, je nachdem §0,
und wir haben also (vergl. §§ 2., 5., 6.), wenn:

a) z, wnd z, reell und » < 0 eine 1V,

b) xl » xﬂ » » y > O » IV”’

¢) z, , x,conjugirt , y < 0 » IV

d) xi ” x2 > » ?’> O ” II'
Wir haben noch die friihere Bezeichuung beibehalten, obgleich fiir die
unserigen Gleichungsformen in gewissen Fillen die Unterscheidung der
verschiedenen Arten IV wegfillt.
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Die Fliche y =0 besitzt die Eigenthiimlichkeit, dass sie nie einen
Knoten haben kann, sondern bei der Gleichheit der Grossen ¢, und «,
sofort zwei auftreten. Eine belicbige Aenderung von y muss also bei
constanten «;, und «, aus letaterer Fliche eine andere ohne Knoten
erzeugen und zwar muss die Auflosung der Knoten bei beiden die nim-
liche gewesen sein, da keiner ausgezeichnet ist. Wir werden dieses Re-
sultat bald verwerthen.

Zur Erzeugung von reellen Knoten sind, bei reellen Ebenen z, und
z,, auch reelle «, und «, erforderlich, welche wir zuniichst voraussetzen.

Bei diesen Flichen ist die Ableitung der verschiedenen Arten nicht
so einfach wie sonst, da es uns an einer Fliche fehlt, die gentigend
viele reelle Linien besitzt, um Aenderungen durch die biplanare Form
an einem erzeugten Knoten ohne Einfluss zu lassen. Uns stehen bis
jetzt nur Arten IV’ und IV"” zn Gebote. Unter Zugrundelegung eines
allgemeinen Pentaeders kdnnten wir mit Sicherheit, von diesen Flichen
ansgehend, beim ersten Erscheinen eines Knotens auf eine IV’ resp.
TII’ schliessen. Bei dem vorliegenden Pentaeder hedarf dieser Schluss
einer Bestitigung. Sehr einfach ist diese bei der IV’, da ein imagi-
niirer Kegel des Knotens die Fliche vollig charakterisirt. Kin solcher
Kegel findet sich wirklich, wie man durch eine leichte Rechnung findet,
bei der Fliche mit

—fye—a—ay=0.---y <0,
welche durch Endlichwerden von «, aus der unter a) angefiihrten IV
entsteht. Setzen wir insbesondere «, = &, =u, so geht diese Art
auch aus der Fliche mit zwei Knoten: p = 0, ¢, = «, = « durch
Uebergehen von y ins Negative hervor; wodurch letztere als IlI
charakterisirt wird. Diese Aenderung von y bewirkt also an den
beiden Knoten zunichst ein Trennen und dann ein Zusammenziehen
des paaren Theils der jetzigen V zum isolirten Knoten. Nach einer
oben gemachten Bemerkung muss daker ein Positivwerden von y ein
Verbinden von Flichentheilen mit sich fithren: die zunichst entstehen-
den Flichen sind III. Der bei weiterm Wachsen von y noch auf-
tretende Knoten, wenn

—ty-ed+2a=0,

gehort jetzt nothwendig einer III” an, da diese Fliche ersichtlich nicht
dlrect aus der 111 mit zwei Knoten durch Auflosung eines derselben her-
vorgehen kann, andererseits aber auch nicht von einem grossern ZLu-
sammenhange 1st da ein Verschwinden des Knotens, hervor«rerufen durch
Wachsen von e, zu einer Fliche fithrt, welche fiir «; == oc auf con-
tinuirliche Weise in die IV” unter b) iibergeleitet ist.

Die Untersuchung der Flichen mit beliebigem «, und «, ist von
nun an leicht, da die begrenzenden Gebiete der Flichen mit Knoten
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gefunden sind. Wir verweisen des Nihern wegen auf Tabelle I. am
Schlusse.

Bisher hatte die Aufstellung von Unterarten der IV also noch Sinn;
sind jedoch belichig viele der Grissen o, und e, imagindr, so ist der
Unterschied verschwunden. Denn an den Specialflichen a) und b) hat
sich offenbar gar nichts geindert und auch ein endliches ¢, kann nie
eine Abinderung der Art bewirken, da reelle Knoten unmbglich sind,
wir konnen insbesondere y ungestort von positiven zu negativen Wer-
then fithren und so die IV’ in eine IV” verwandeln, womit dann die
Gleichartigkeit dieser Flachen ausgesprochen ist. Ist bei gleichen ¢,
und &,, =0, so hat man die Fliche mit imaginiren Knoten.

Bei conjugirten z, und z, ist durch die unter d) gefundene Fliche II
ein giinstiges Ausgangselement gegeben. Die auftretenden Fliichen mit
zwei Knoten sind II’, da eine geringe Deformation der dreifachen
Ebene in drei getrennte nur die angegebene Art als moglich erschei-
nen lasst. (§§ 5., 6.) Die Flichen mit einem Knoten sind daher II
oder 111" und das alleinige Auftreten letzterer von Arten TII iiberhaupt
beweist, dass die Bezeichnung der durch Trennen aus ihnen hervor-
gehenden Fliche ohne Knoten mit IV” noch Berechtigung hat. Ima-
ginire Knoten konnen wie sonst auftreten, sobald die conjugirten Ebe-
nen reelle positive Coefficienten haben.

Tabelle I

Reelle einfache Ebenen.

sohe: x ; aliztay) .
Fliche: —aT'{ -+ —‘é + ypzt— 37 o:;_ = Buyx =0 ... g <a,.

a) «,* und «,® positiv.

y = 0.
Variationen einer I1I: 1%’ Tate 4
z — ey — L B.
1) Flichen ohne Knoten.
Zeichenwechsel: Art:
0 111
1 unter B v
1, A v”
2} Flichen mit einem Knoten.
Null unter B 111
w  » A nr

3) Flichen mit zwei Knoten.
2 Nullen I
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. y < 0.
Sei mit "—g’—z- ‘der absolute Betrag dieser Grosse bezeichnet.
Art:
o —ea <0 v
4+ e —ea,=0 IV mit einem Kunoten.
fred teo—a>0 V
—~a;, —a,=0 IV’ mit einem Knoten.
— o, —a, >0 v,
b) Eine oder beide der Grdssen «,*> und «,? negativ.

Alle Arten sind 1V, aber die Eintheilung in Unterarten fillt fort.
y =0, «; = &, liefert die Uebergangsflichen: Schlifli’sche 1V, 5.

Tabelle II.

Conjugirte einfache Ebenen.

. ) (2 —225)° o X9t 2
Fliche: (23 oot ya — 6P — 3mat = 0.
y > 0.

I

—fyed 4 2¢ ;O Il mit Knoten; wenn y=0II" mit zwei Knoten.
III (oder Schliafli’sche IV, 6).

y < 0.
v~
— tyeud — 2¢ z() 1II" mit Knoten.
lIII
§ 14.

Die Fiichen mit einer dreifachen und einer Doppelpentasderebene.
Aus der gef'uﬁdenen Gleichung
axd 4 by 1) + cx )+ da)l + ex)s =0
leiten wir die einfachere
2 2 . .
3z, (%z- —%:,—) + pzd4 0z — 32,22 =0,

in der x, =— 0 die dreifache, z, = 0 die Doppelebene des Pentaeders
ist. Die Constante & wollen wir stets positiv wihlen.

&, = &, = z, == 0 ist ein biplanarer Punkt mit den Ebenen

Loy %9,

«y ] @y oy
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aber die Axe (#, =2, =0) gehort jetzt der Fliche an, der Knoten
ist ein B,. Da ferner #; = 0 die Fliche lings der Axe beriihrt, so
konnen wir den Satz hinstellen: Die Fliche besitzt eimen B,, dessen
Ebenen harmonisch zwr dreifachen und Doppelebene des Pentaeders sind;
die dreifache Ebene ist die Tangentenchene lings der Aze.

Die Flachen sind die allgemeinsten mit der auftretenden Singu-
laritit. Wihrend bei einem B, noch verschiedene Pentaeder méglich
sind, bedingt ein B, stets eins der vorliegenden Art, da durch drei
Elemente eines harmonischen Biischels (die Ebenen des Knotens und
die Tangentenebene) stets das vierte eindeutig bestimmt ist.

Das Product der Ecken
- ugd e, =0

giebt den B, als sechsfach zZhlend (die beiden dreifachen bei der
vorigen Fliche haben sich durch das Zusammenriicken der damals ge-
trennten Ebenen vereinigt). Die iibrigen Ecken sind geblieben. Eine
Diagonalebene: x; = 0, ist noch vorhanden, ein Zeichen, dass noch
zwet conische Knoten auftreten kbnnen.

Die Fliche hat einen Knoten

3 3
Gpy g, 0, — a4 da?,
wenn

ve® 4 dayt =

Die weitere Untersuchung vereinfacht sich wesentlich, weun man
die Fille reeller und conjugirter Ebenen des Knotens trennt. Dann
kbnnen die ¢ der Einheit gleich gesetzt werden, da sie nie unendlich
werden diirfen, Mit dieser Erleichterung konnen wir dann unsere Fli-
chen darstellen durch die Gleichungen

3z’ (2 + 2, + vt 0z, — 3z,2,r =0,

wo das obere Zeichen reelle, das untere conjugirte Ebenen des Knotens
bedingt.

Aus der angegebenen Bedingung fiir den Kuoten ist jedoch zu
ersehen, dass ein solcher nur im ersten Falle resll sein kann, im zwei-

ten existirt nur eine Art, da nie ein Uebergang zu einer andern statt-
finden kann.

Bemerken wir, dass auf der Specialfliche & — 0, ¥ > 0 stets die
beiden Linien reell sind, welche in jeder Ebene des Knotens ausser
der Axe noch liegen, d. h. liberhaupt alle Geraden reell sind, so finden

sich leicht die Resultate, wie sie in der folgenden Tabelle zusammen-
gestellt sind.
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Tabelle I.
Reelle Ebenen des Knotens.
3z,(22—2") + y2°+ 82, — 32,22 =0 ... 8 >0.

7 =0.
Alles reell Schldfli’sche V, 1,
- In #,+z,=0 ein Knoten » X, 1, fir y=0 zwei
¥ f< ) ' ~ Knoten XVII, 1,

Nur in #;, — z,=0 zwei

reelle Strahlen » v, 2
y < 0.
Wenn dem absoluten Werthe nach
] Schlifli’sche V, 2,
7S 6, erhilt man R X, 2,
> l . v, 3.

Tabelle IL.
Conjugirte Ebenen des Knotens.
Bz, (2 +2,°) + yx,* + 62, —8z, 2, = 0.
Schldafli’sehe V, 4 (oder XVIII, 2 mit 2wel conjugirten Knoten).

§ 15.
Die Flichen mit fiinffacher Pentasederebens.
Bringt man die abgeleitete Gleichung
az® + br (Y + vty yy) + com WP F v o F Y Y 47
+ dy* +ey’y, =0
auf die Form
ax® + 2,2(a, 2, + 0, %, 438y 0, %,) + 65, (B + Ly 0+, 8, 247)
+ dz,? 4 ex,rz, =0,
so erkennt man den biplanaren Knoten z, = z, =, =0 mit den
Ebenen z, = 0, a,#, + cx, = 0: Die Fliche hat cinen B, die finf-
fache Pentaederebene ist digjenige Ebene des Knotens, welche lings der
Aze beriihrt.

Durch das Zusammenfallen der beiden im vorigen § noch getrennt
erscheinenden mehrfachen Pentaederebenen hat sich auch eine Eben'e
des Knotens mit jenen vereinigt, was als directe Folge der harmoni-
schen Lage erklirlich ist.

Das Product der Ecken

1 = 0

liefert den B, als zehnfach zillend und das Fehlen einer Diagonalebene

7
Mathematische Annalen, XIV.
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beweist, dass hochstens ein Knoten auftreten kann. Die Gleichung
der Flache lisst sich reduciren auf -
x 2,y + 32,27 + 34,005 — az =0,

welche fiir ¢ = 0 den als noch moglich hingestellten Knoten in der
Ebene z, = O enthalten zeigt, dureh dessen verschiedenartige Auf-
I6sung die Arten der Tabelle 1. hervorgehen. —

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn in der urspriinglichen Glei-
chung ¢ =0 ist. Dann ist die Beseitigung des Gliedes 2,* nicht mebr
moglich und die einfachste Form ist

x, &8, + 32,2, + 32,3 — ax® = 0.

Der biplanare Punkt st jetzt ein By, die Pentaederebene osculirt. Das
Product der Ecken verschwindet identisch. Man erhilt auch fiir einen
beliebigen Punkt der Axe
0,0, 9,y
als Polare das Ebenenpaar
z,(Zy5+2y1,) = 0.

Alle den Punkten jener Reihe entsprechenden Kanten bilden demnach
einen ihr projectivischew - Biischel, dessen Centrum der Knotenpunkt
ist. Hiernach ist die Fliche (vergl. § 12.) aus der mit 2 B, durch
Zusammenriicken letzterer abzuleiten, wobei dann auch deren Axen
sich zar Axe des B vereinigen.

Die Unterbuchuno der Fliche selbst ist wie die der vorigen. Wir

verweisen auf die Tabelle, welche iibrigens nur eine Reproductlon der
Schlifli’schen ist.

Tabelle 1.
Alle FEcken bestimmt: Flichen mit einem B,.
In der nicht beriihrenden Ebene, je nachdem
S { zwei reelle Strahlen (Schlifli'sche VII, 1),
a <O ein Knoten ( 5 X1v),
l zwei imaginare Strahlen ( ’ XVII, 2).

Tabelle IT.
Die Ecken theilweise unbestimmt: Flichen mit einem B;.

Das Verhalten der nicht osculirenden Ebene ist wie in Tabelle 1.
Die Fliche ist, wenn
[Schliifli’sehe X1, 1,
e 0 » XIX, -
< . X1, 2.
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§ 16.
Die Flichen mit unbestimmten Pentaedern.

Es eriibrigt noch die Flichen zu betrachten, bei denen nicht allein
einige Ecken, sondern auch Ebenen unbestimmt sind. Conische Knoten,
ein By oder zwei B;, sowie die iibrigen Arten biplanarer Knoten geben
hierzu im Allgemeinen noch keine Veranlassung. Aber wie wir schon
wissen, giebt es andererseits Flichen ohne Singularitaten, welche eine
ganz unbestimmte Pentaederebene haben; namlich diejenigen, welche
sich auf 4 Couben reduciren lassen. Wir werden diese Arten unter den
etwas allgemeinern finden, deren Pentacder aus vier sich in einem
Punkte treffenden Ebenen und einer belicbigen fiinften besteht, wo
dann erstere vier gewisse Unbestimmtheiten zeigen.

Ausser diesen sind zu untersuchen die Klichen mit uniplanarem
Punkte und die Regelfiichen. Erstere treten unter speciellen Annahmen
von Coefficienten iiberall auf, sobald das Pentaeder mindestens eine
mehrfache Ebene hat, wie sich leicht an den Gleichungen dieser Fli-
chen ersechen Idsst und wir iiberdies bei einigen Pentaedern erkannt
haben, wo sich diese Flichen der Ableitung mancher Arten stérend
entgegensteliten. Es bleibt demnach zu zeigen, wie jene speciellen
Formen in einer allgemeinérn enthalten sind.

Regelflichen besitzen gewissermassen in jedem Punkte ibrer Doppel-
geraden einen bhiplanaren Punkt und in zwelen derselben uniplanare,
welche sich auch noch vereinigen kdnnen. Das Pentaeder wird daher
solche Willkiirlichkeiten in der Gestalt aufweisen, dass man seine Ebe-
nen, ohne die Fliche zu #ndern, in Lagen bringen kann, wie sie die
angegebenen Singularititen bedingen.

§ 17.

Die Flichen, deren Pentaeder vier Ebenen durch einen Punkt besitzt*).
(Flichen mit einem osculirenden Kegel.)

Dieser Specialisirung des Pentaeders entspricht die Gleichung

2.3 2.3 4 3 2,2
~i -+ ;E{ + o + a‘:z + ;;z‘ = 0.

all 32
@ + & + xy + 2, = 0.

Vom Schnittpunkt der vier ausgezeichneten Ebenen geht ein osculi-
render Kegel an die Fliche, dessen Berithrungscurve in der fiinften
liegt und durch

*) Vergl. Eckardt a, a. O. § 8.
w%
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3 3 3 o3
S0, g
gegeben ist. Jede ternire cubische Form lisst sich abfar auf zweifa.c.h
unendlich viele Arten auf vier Cuben reduciren, mithin unsere Glei-
chung eben so oft auf fiinf, und die Frage nach der kanonischen Form
ist, sobald die Ebene z, = O gefunden, iibereinstimmend mit der néim-
lichen fiir Curven. '

Wie Eckardt bemerkt hat, schneiden sich die 27 Geraden der
Fliche neunmal zu dreien in den Wendepunkten der«Beriihrungscurve,
wihrend die 9 Ebenen, deren jede solche drei Linien ausschneidet,
durch die Spitze des Kegels gehen. Man erkennt dieses leicht durch
Herstellung der Form

z.3
x,x2x3+k(x,+x2+x3)3+ T =0,

a?

welche nach bekannten Sitzen tiber Curven dritter Ordnung eine allge-
meine ist*). Die Ebenen z, 2,2z, schneiden die Geraden aus, welche
sich in den drei reellen Wendepunkten (auf z, 4 x, 4 2, = 0) treffen.
In jeder Ebene ist stets nur eine reell. Die tibrigen 18 sind aber sicher
imagindr, da es ihre Kreuzungspunkte — die Wendepunkte — sind.
Demnach sind nur drei Gerade der Fliche reell. Es kann jedoeh nie
die Art V auftreten. Denn, sei der Theil.des Berithrungskegels, wel-
cher dem paaren Stiick der Fliche angehdrt, reell, so schneidet jede
seiner Erzeugenden den unpaaren auch noch, osculirt also nicht. Ist
andererseits jener Theil imaginir, so wird das paare Stiick von Jjeder
Geraden durch den Scheitel geschnitten, es kann also ebenfalls keine
osculiren.  Folglich: Geht von einem Eckpunkte des Pentaeders ein
osculirender Kegel an die Fliche, so ist dieselbe im Allgemeinen eine der
Arten IV, welche jedoch jetzt in einander verschmolzen sind.

Ob Knoten vorhanden sind oder nicht, hingt einzig und allein
von der Beriihrungscurve, nicht etwa noch von dem Coefficienten von
z;% ab. Besitzt jene Curve einen Doppelpunkt, so ist dieser aunch
Kuoten der Fliche, wie man der Gleichung sofort ansieht. Sofern
nimlich der Doppelpunkt ein gewdhnlicher ist, kann die Form

o 5oy + f3(2,2) +
sofern er ein Riickkehrpunkt ist, die Form
3

@z + fy (z,2,) + %? =0,

hergestellt werden und diese Gleichungen lassen einen biplanaren resp.

x2 0
= =0,
K

i *) Die F’li’when, bei denen sich die oben angewendete Form nicht herstellen
!u.sst,. finden im niichsten § ihre Erledigung, mit ihnen anch solche mit conjugirt
imagioiiren osculirenden Kegeln.
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einen uniplanaren Punkt erkennen; conische Knoten treten daher iiher-
haopt nicht auf.

Die letztgenannte Fliche kann aber nicht mehr auf finf Cnben
gebracht werden, dann ihre Berithrungscurve nicht mehr auf vier.
W1r betrachten sie daher, als nicht unserem Pentaeder angehorig,
spiter (§ 18.).

Bei der Annahme eines oder zweier weiterer Doppelpunkte, wel-
cher die Ausartung der Curve in einen Kegelschniti und eine Gerade
resp. in drei Gerade entspricht, erhalten wir ebenso viele neue bipla-
nare Knoten. Aber von allen erzeugten Flichen ist nur die letzte
mit dreien die allgemeinste ihrer Art hinsichtlich der aufiretenden
singuliiren Punkte; denn nach Schlifli kann solche Fliche dargestellt
werden durch die Gleichung

Zy 2y 2y + 250 =0,

welche die Ausartung des osculirenden Kegels in drei Ebenen z,z,z;
zeigt. Damit sind alle Falle aufgezihlt.

§ 18,
Tetraederflichen.

Wir behandeln jetzt einen Specialfall des vorigen §, dessen wir
dort in einer Note erwihnten. Verschwindet fiir die Beriihrungscurve
des Kegels die Aronhold’sche Invariante S, so schneiden sich ihre
Wendetangenten dreimal zu dreien in einem Punkte und die Form,
deren wir uns zur Untersuchung der Realitit der Geraden auf der
Fliche bedienten, lisst sich nicht mehr herstellen. Bekanntlich sind
aber unter dieser Bedingung nur drei Cuben zur Darstellung der Curve
erforderlich, die Transformation ist eine vollig bestimmte und ebeuso
also auch diejenige unserer Flichen auf vier Cuben. Da hiernach den
vorliegenden Gattungen nur noch ein Tetraeder zugeordnet ist, haben
wir sie mit obigem Namen belegt.

Aus der Gleichberechtigung aller vier Ecken des Tetraeders folgt:
Verschwindet fiir die Berihrungscurve des eine Fliche osculirenden Kegels
die Aronhold’sche Invariante S, so sind vier solche Kegel vorhanden.
Nimmt man die Ebenen der Curven zu Coordinatenebenen, so erscheint
die Gleichung der Fliiche als Aggregat von vier Cuben.

Hierbei ist vorausgesetzt, dass nicht etwa zwei oder mehr Ebenen
vereinigt liegen, welche Fille wir, der volligen Bestimmtheit jener
Elemente wegen, von nup an w1eder beaonders zu betrachten haben.

Beriicksichtigen wir noch Verschiedenheiten, welche hinsichtlich
der Realitit der Ebenen sich darbieten, so finden wir nach § 9. im
Ganzen 9 Arten, die folgenden:
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a) Eigentliches Tetraeder.
1) x‘3 + (523 —+ ;];33 + x43 P IV (§ 4.))
2) 23 + 23 + (#y-Fiz) + (w—iz =0 - - - - IV (§ 5.,
3) ()4 i2.) -+ (@ —imp)*+ (T3 4-12)° - (23 —izy)® - - - 11 (§6.).
b) Eine Doppelebene z; = 0.
4) 23+ 2, + 2,22, =0 - - - Fliche mit U, (Schlifli’sche XII, 2),
BY (w4 12, + (2, —i2,)*+ 2,2, =0 Flache mit Uy (Schlafli'
sche XII, 1).
¢) Zwei Doppelebenen z,=0, z,=0 resp. z,+iz,=0, z,—iz,=0.
6) z%z, + 22, =0 -- -+ Regelfliche (Schlifli’sche XXI1I, 1),
7> x1+’“‘cd x2+ L) Xy — 0 » { » XXH,Z).

d) Eine dreifache Ebene x, =0, eine einfache Ebene z, = 0.
8) x @yt 2,20 +x,* =0 - - - Fliiche mit U, (Schlafli’sche XX).
€) Eine vierfache Ebene x, =0.

9 z2x, + 2,242, 4 2,2 =0 ... Regelfliiche mit vereinigten Direc-
trixen (Cayley’sche).

Dic Hesse'sche Fliche fillt bei jeder dieser Flichen mit dem ihr
ewgenthiimlichen Tetraeder zusammen, aber nicht umgekehrt gehort eine
Fliche, deren Hesse'sche aus Ebenen besteht, zu den vorliegenden.
So z B. kommt diese Eigenschaft den Flichen mit drei biplanaren
Knoten zu, welche nichtsdestoweniger nur durch fiinf Cuben darstell-
bar sind. —

Jede Ebene des Raumes kann als filnfte cines Pentaeders unserer
Flichen betrachtet werden, indem man sie mit Null multiplicirt deren
Gleichung hinzufiigt. Alle- Punkte der Kanten des Tetraeders sind
daher als Ecken, alle Geraden der Seitenfiiichen als Kanten des Penta-
eders aufzufassen, was sich durch Polareubildung leicht bestitigt.

Diec Arten 1) mit vier reellen Kegeln \md 2) mit zwel reellen
Kegeln sind schon unter den Flachen des vorigen § enthalten; man
braucht zu ibrer Erzeugung nur einen der Coefﬁcwnten 0,95, 4 unend—
lich werden zu lassen. Hm«even die Art 3) mit vier imaginiren Ke-
geln findet sich nicht vor, da iiberhaupt nur von reellen Flichen die
Rede ist, alle anﬂremendeu Flichen mit nur einem osculirenden Kegel
aber imaginir sind. Diese Flicke pimmt daher einen vbllig isolirten
Stand ein, was auch aus der abweichenden Zahl ihrer reellen Linien,
15 statt 3, ersichtlich ist.

Bei den Flichen mit uniplanarem Punkte U, sind noch zwei eigent.
liche osculirende Kegel vorhanden, die beiden iibrigen sind vereinigt
In der Ebene des Knotens. Bei 4) sind jene Ixeo‘el reell, bei 5) con-



Ueber Flichen dritter Ord'nung. 103

jugirt; ihre Berithrungscurven haben an der singuliiren Stelle einen
Riickkehrpunkt.

Wihrend bei den bisherigen Arten das Pentaeder speciellerer Natur
ist, als es die auftretende Singularitit nothwendig macht, finden wir
bei den Flichen 6 —9 stets die angegebene Gruppirung der Ebenen;
die von uns gefundenen Gleichungen stimmen mit den Schlifli’schen
iiberein. Nur bei 8) giebt es noch einen eigentlichen osculirenden
Kegel, dessen Berithrungscurve aus einem Kegelschnitt und einer ihn
berithrenden Geraden besteht.

Fir die Regelflichen 6) tritt jetzt das Verhiltniss zu denen mit
B, hervor, dessen wir in § 16. erwihnten, da jeder Punkt der Doppel-
directrix z, = #; =0 als Schnittpunkt der beiden Doppelebenen des
Pentaeders mit der beliehigen fiinften angesehen werden kann, ein
solcher Punkt aber nach § 11. stets ein By ist.

Ebenso kann man Eigenschaften, welche bei bestimmtem Penta-
eder nur einem Punkte der Fliche zukommen, bei den ibrigen der
unserigen fiir unendlich viele nachweisen, was wir nicht weiter aus-
fithren.

§ 19.
Die Flichen mit uniplanarem Punkte im Allgemeinen.

Nimmt man die Ebene des Knotens zu
z + 2y + 2, =0,
so sind die vorliegenden Flichen enthalten in der Gleichung
3z, (zy + 2y 1,)t + F(205 Ty, 3y) = 0.
Wihlt man z, = 0 so, dass fiir ihre Schnittcurve mit der Fliche:
fy (®1s To, 25) =0 _
die Invariante S verschwindet, so lasst sich deren Gleichung durch
drei Cuben darstellen, .so dass unter dieser Voraussetzung die Gleichung
der Fliche die Form
2 z® z;" g’ __
3 (xl +xg +-/1:3) Xy + -(;"2" + 7;2'{ + 'a',:-i -
annehmen kann, welche wir benutzen werden. Es giebt unendlich
viele solche Ebenen z, = 0, sie umhiillen eine Fliche vierter Classe,
von Gordan*) Aronhold’sche Fliche genannt. Die angegebene Re-
duction ist demnach auf unendlich viele Arten ausfiihrbar.
Die gefundene Form hat die grosste Aehulichkeit mit derjenigen
der Flachen mit Doppelpentaederebene, sie geht aus letzterer hervor,

*) Vergl. Gordan a. a. 0. § 14.
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wenn man die Doppelebene durch den Schnitt der drei einfachen legt.
Folglich: Eine Fliche mit uniplanarem Punlte hat dessen Ebw ur
Doppelebene des Pentacders, wahrend sich die drei einfachen in ihm
schneiden, und wmgekehrt,  Die einfachen Ebenen sind dann wicht mehr
vollig bestimmt.

Es handelt sich bei gegebener Fliche darum, die Bedingung zu
finden, welcher drei durch den Knoten gehende Ebenen gentigen miissen,
um Pentaederebenen zu sein. Hierzu und zugleich zur Auffindung des

Orts der ehemaligen Ecken — unendlich viele sind es jedenfalls —
bilden wir die Hesse’sche Form:
|
_1? i
| et 2 z  wtm o
1}
. .
4 e z 2+ 24z
H=' £ a22+ s 4 1 2+ 310,
' E
Zy %y 7:? ‘2 g+t

Lttt o o tate 404z 0
oder ausgerechnet:

() + 2, + z3)° ("?lﬁ" e e EE |8

oyt ag? afag? gt ay?

Die Hesse'sche Fliche zerfillt also in einen Kegel zweiter Ord-
nung K mit dem Knoten als Spitze und der zweifach zéihlenden singu-
liren Ebene. Alle Unterdeterminanten H;; mit Ausnahme von

= Gt (_Etxz e I L )
'H“ ag®o® oty T oyt ot ot ag? + ag’ oy
verschwinden fiir einen beliebigen Punkt von o, +2,+2,=0. H,, =0,
2 42,4+ 2;=0 ist demnach der gesuchte Ort der Ecken.

Dic Pentaederecken bilden folglich eine Curve dritter Ordpung C
in der Ebene des Knotens. Letzterer ist Doppelpunkt, dessen Tangenten
dic Schnittlinien des zur Hesse'schen Fliche gehirigen Kegels mit der
Ebene der Curve sind.

Die Curve C hat drei Wendepunkte auf einer Geraden. Demnach
konnen wir unsere Gleichung noch dadurch vereinfachen, dass wir die
Ebene z, =0 jene Gerade verzeichnen lassen, wodurch die Coefficien-

ten « specielle Werthe annehmen werden, aber sonst keine Aenderung
der Form erfolgen wird.

Zur Auffindung dieser besondern Lage machen wir von dem Satze
Gebrauch, dass bei einer Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt die
Tangenten in ihm die Hesse’sche Form der durch seine Verbindungs-

linien mit den Wendepunkten gegebenen biniren cubischen Form dar-
stellen. Also soll
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L S 10 I Ts %y
oyt oy’ + ag® g’ agte? 0’ z + z, + z, =0

die Hesse’sche Form von

Ty &y Ly
alutag?

=0

sein; was nur der Fall ist, wenn «; = «, = «,. Nehmen wir noch
diesen Werth der Einheit gleich, was der Allgemeinheit keinen Ab-
bruch thut, so entsteht die einfachste Form:

3, (X 2y +2) + 2 23+ 23 =0,

Durch die Transformation

x4 - %(xl + ~/I;‘Q + xﬁi) = x.;’; x] + xz = xg’ etC.
erhalten wir Schlifli’s Gleichung:
E‘;l @'+ 2+ 20) — /22 = 0,
welche ein iibersichtliches Bild der Vertheilung der Geraden gewiihrt.
Sie lasst die Wendepunlitq der Curve C als Schuittpunkte der drei uniiren
Geraden der Fliche mit denen des Knotens erkennen,

Nur so lange die Wendepunkte reell sind, sind es die Ebenen
%, == @, = x; = 0, sofern man die specielle Lage der Ebenen z, ver-
wendet, wihrend im allgemeinen Falle immer alle drei reell sein konnen,
da man z, =0 stets so legen kann, dass C von ihr in drei reellen
Punkten getroffen wird.

Zur Aufsuchung der zu einer als gegeben angenommenen Ebene
z, =0 gehdrigen Pentaederebenen bemerken wir, dass jene offenbar
die Rolle der Ebene y, bei den allgemeinsten Flichen mit Doppel-
ebene spielt. (§ 10.) Demnach ist ihr Schnitt mit 2,4+ 2, +2,=0
Pentaederkante, zu der also jede Gerade dieser Ebene gemacht werden
kann. Die auf der Kante liegenden Ecken bestimmen sich als Schnitt
mit ', und die einem solchen Punkttripel angehdrigen Ebenen kann
man etwa durch Polarenbildung finden, da jede derselben zwei der
Doppelgeraden dieser Flichen enthalten muss. Sehr einfach erhilt man
die Pentaederebenen auch mit Hilfe der bereits in einer Note des § 10.
benutzten G ordan’schen Formeln, Wir ziehen jedoch hier den andern
Weg vor, da doch noch die Gleichung der Polaren spiter benutzt wer-
den wird. Zu ihrer Bildung empfichlt es sich, die Coordinaten von C
als rationale Functionen eines Parameters darzustellen, welches mdg-
lich, da die Curve vom Geschlecht p = 0 ist. Es ist dann nach der
gefundenen Gleichung:

B = Aym, @, == Aym, Ty=Aym, = — i,
wo
mo= a2l hy + @2y by + 2k, 4+ Akt A=0.
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Dic Gleichung der Polare eines beliebigen Punktes ¥, y,y,¥,:
. 2.2
1 (& i)+ 25)+ 9 (o o)+ 25)
2
s (s et + 2) v, @t 22t 2)1 =0
geht fiir diese Werthe der y fber in:
: ., 1 R L w4 o 4 2
A G A b e o A DR Al Co Ly

3
o 24

Aydp 2 =0
Ry 242 )
0" @ty

— 2(£y B+ 2y 25+ 73 2))

welehe mit Nothwendigkeit ein Ebenenpaar darsteilt.
Den drei Punkten auf x, = 0 entsprechen die Parameter

TR R A
0 +1 —1
—1 0 +1

+1 —1 0,

ibre Polaren sind demnach: .

2.2 2 x .2 z,2 22

W T T W T = G =0
Ebenenpaare, deren Doppelgerade die Pentaederebenen

2y =0, =0, z,=0

bestimmen und wie bei allgemeinen Flichen mit ihnen harmonische
Biischel bilden. Hiermit ist bewiesen: Sobald eine Gerade der Ebene
des Knotens als Pentaederkante angenommen ist, sind alle iibrigen Ele-
mente eindeutiy bestimmi.

Es sei noch bemerkt, dass die Doppelgeraden der Polaren den
Kegel X bilden, nur dem Knoten entspricht doppeltzihlend seine Ebene
als Polare, wodurch es sich erklirt, dass jede Gerade als Kante aufge-
fasst werden kann.

Die speciellen Formen, in denen wir frither den Gleichungen der
vorliegenden Flichen begegneten, lassen sich jetat leicht durch specielle
Annahme der Kante in 2, =0 erkliren, fiir welche zwei oder drei
Pentaederecken auf ihr vereinigt liegen. —

Die Ebenenpaare der zerfallenden Polare umhiillen einen Kegel,
zu dessen Untersuchung wir uns jetzt wenden wollen. Seine Gleichung
diirfte folgendermassen am einfachsten aufzustellen sein. Ist w v, =0
eines jener Ebenenpaare, so hat man identisch:

(2, 1,2y uy ) (v, 2y v,20,+ V3%g)
— & 2 ) Xt 4 4 14 14 2,2 1 2
Ta G SR GE )+ B )

Ay lg 2y

— 2 @Gt aatam) oty
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Mit der abkiirzenden Bezeichnung
(2% = p ete.
findet man durch Vergleichung der Coefficienten der x
1) uo, — L —0,

2) u,v, — %;::O,

3) ugw, — 55 =0,

“g
4w, + v, u +2'n{-‘l;73:217:z =0
5) wyo, + vy, + 2 A2y =0,
6) vy + vy + 2 x;::ts =0.

Nimmt man hierzu noch A+ i, + 4; =0, welche Gleichung sich
auch ersetzen ldsst durch

1 1
) o+ 22+ P+ 44,4 ( ””” t et ];l‘z;;z') =0,

g% gt
so hat man 7 Gleichungen, linear und homogen in den 7 Unbekannten
Uiy Uy Uz P Py Py Aidady,
deren Elimination anf die Gleichung des gesuchten Kegels in Ebenen-
coordinaten:

’Eul 0 0 __‘;112 0 0 0
0 w0 0 —k 0 T
10 0 u, O 0 ._._&l.f 0
P=iul w 0 0O 0 0 ;l‘a%t? =0
}0 g 1, O 0 ) ;;2;‘;&;
Eua 0 w O 0 0 »;:,_fz._a;_
000 111 et

oder
P = wuyuy (e o+ ) + ot u’ + @u’ + ayiu,’
— o u? (uy+us) — atu(ug+u;) — agtuy? (U +u,) = 0

fithrt, za der wir noch w, =0 gesetzt denken miissen.
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Dieser Kegel ist dritfer Classe und besitzt die Ebene des Knotens
zur Doppeltangentenebene lings den Tangenten des Doppelpunkts. der
Curve C. Der Kegel K wird dreimal von ihm beriihrt, lings den
Doppelgeraden der Polaren, welche den drei Wendepunkten von C
angehoren, wihrend die auftretenden drei Riickkehrtangentenebenen
von P selbst Polaren der nimlichen Punkte in Bezug auf K sind. Diese
Sitze sind einfach zu beweisen, wenn man die abgeleitete Gleichung
anwendet, welche der Wendepunktslinie von C, als Pentaederkante
gewihlt, zukommt.

Fig. 1, Tafel IIl bringt die auftretenden Gebilde fiir den Fall
etnes U; mit drel reellen Geraden zur Anschauung. Der Knoten von
C ist isolirt, die Linie ihrer drei (reellen) Wendepunkte ist zur unend-
lich fernen gewihlt.

§ 20.
Classification der Fldchen mit uniplanarem Punkte.
Die Fliche
g (oo o) + 24 B B

wird von der Ebene des Knotens entweder in drei oder nur einer
reellen Geraden getroffen, so lange der Knoten der allgemeinste, ein
U, ist. Hiernach sind zwei Arten zu unterscheiden. Den Uebergang
vermitteln Flichen mit berithrender Ebene des Knotens; die Diserimi-
nante der cubischen Form, welche durch die Knotengeraden gegeben
ist, verschwindet fiir diese Art:

@ A e+ oy =10, _
und diese Gleichung stellt somit die Bedingung fiir das Auftreten eines
U, dar.

Die Curve der Pentaederecken C hat einen Riickkehrpunkt, der
zur Hesse’schen Fliche gehtrige Kegel K beriihrt die Ebene des
Knotens lings der Riickkehrtangente von C.

Der Kegel P ist jetat darstellbar durch

(e %y ey u, + e, uy) (cc, (u,® 4 u,u;) + oy (uy? 4 uyu)

+ oy (uy® + “»)) =0,
er ist demnach in einen Kegel zweiter Classe und eine auf ihm
liegende Gerade (Classenscheitel einer beliebig wihlbaren Leitlinie)
zerfallen.  Wie zu erwarten war, ist letztere die Riickkehrtangente

von C. Die gegenseitige Lage dieser Gebilde ist auf Tafel III, Fig. 2

dargestellt, in der der Wendepunkt von C unendlich fern angenom-
men ist.
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Die Ebenen der zerfallenden Polaren zeigen insofern ein ver-
schiedenes Verhalten, als die eine sich um die Riickkehrtangente dreht,
die andere Tangentenebene des Kegels ist.

Alle iibrigen Flichen sind Tetraederfiichen (vergl. § 18.), C zer-
fillt in Gerade, jetzt als Kanten des Tetraeders aufzufassen. In diese
Arten gehen dann auch die Regelfiichen ein. Die Ausartungen der
Carve C fiir die einzelnen hierher gehdrigen Flichen des § 18. sind
die folgenden: '

Art: C
4) und 5) mit U, Drei Gerade, von denen sich zwei im Knoten
: schneiden.
8) mit U, Eine Doppelgerade, eine einfache,

Regelflichen 6) und 7) In jeder Ebene der beiden als U, aufzufassen-
den Punkte der Doppeldirectrix eine solche
Curve.

Regelfiiche 9) In der Ebene des als U, aufzufassenden Punk-
tes ein dreifache Linie.

Die Flichen 4) und 5) verhelfen uns, in Verbindung mit der ge-
fundenen Bedingung fiir einen U;, zu Criterien fiir die verschiedenen
Arten mit U;. Ausgehend von den genannten, welche einem unend-
lich grossen Werthe einer der Grossen '« entsprechen, finden wir:

a) Bei der Annahme reeller «,, z,, «; in der Fliche

x3 xﬁ m3
zy (2 + 2, + 2,)° + ‘g:? + j,;i{ +;’§? =0 <ay < ay,

drei reelle Linien des U, (Schlifli’sche XII, 1),
wenn &, -} o, z «, {einen U, ( ” XVy,
eine reelle Linie des Uy ( » XII, 2).

Ist o, imagindr, so ist die Fliche ebenfalls von der letzten Art.
b) Bei der Annahme conjugirter x, und 2, in der Fliche
(@ iz | @—im) =
z (2“71 +x3) + (fx:-*-’iuz}? + wi__,;&.z')'{ B3 ';z? =0,

Schlifli’sche XII, 1,

XV,
X1I, 2.

wenn 2, &

>

»

»
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§ 21,
Zusammenstellung der Resulfate.

Wir geben zum Schlusse eine Tabelle {Tafel IV), welche einerseits die
mdglichen Pentaeder einer Flichenart, andererseits alle Arten, welche
einem und demselben Pentaeder zukommen, erkennen lisst. Das Vor-
handensein einer Fliche ist durch ein 4 angedeutet, Die Schlafli’-
schen Bezeichrungen sind durch zwei Zahlen charakterisirt, so dass
keine Verwechselung mit der von Herrn Klein und mir benutzten
entstehen kann. Eingeklammerte Zahlen bei Flichen mit imaginiren
Knoten bezeicknen die Flichen mit reellen bez. ochne Knoten, zwischen
denen die betreffenden sich vorfinden, ohne einen Uebergang zu einer
andern Art zu bewirken®).

*) Ich Leabsichtige im Apschlusse an diese Arbeit eine Collection von Mo-
dellen der verschiedenen Arten von Flichen dritter Ordvung und einiger ihrer
Hesse’schen Flichen erscheinen zu lassen, welche das concrete Erfassen der
Singularititen erleichtern werden.

Im December 1877.



