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SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES
ET SUR LA GENERALISATION DE LA SERIE DE FOURIER.

Par ). Tamarkine (St.-Pétersbourg).

Adunanza del 26 maggio 1912.

INTRODUCTION,

Dans ses nombreux travaux M. STERLOFF a établi une méthode générale pour le
développement d’une fonction dite arbitraire, f(x), en série procédant suivant les so-
lutions des équations différentielles ordinaires du second ordre *). Une autre méthode
de méme espéce a été développée dans les travaux de M. KNEsEr ?).

On peut citer ensuite plusieurs travaux, ot la méthode de M. STEKLOFF, ainsi
que les méthodes analogues, s’appliquent aux équations du 4™ ordre 2).

Ty W. STEKLOFF: a) Probléme de refroidissement d'une barre hétérogéne [Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, II° sériet. III (1901), pp. 281-313]; b) Sur les expressions asymplotiques de certaines
fonctions, définies par les équations différentielles linéaires du second ovdre et leurs applications au probléme
du de’veloppemént d’'une fonction arbitraire en séries procédant suivant les dites fonctions [Communications
de la Société Mathématique de Kharkow, t. X (1909), pp. 97-201]; ¢) Sur une méthode nouvelle pour ré-
soudre plusieurs problémes du développement d’une fonction arbitraire en séries infinies [Comptes rendus heb-
domadaires des séances de ’Académie des Sciences (Paris), tome CXLIV (1°" sem. 1907), pp. 1329-1332] ;
d) Sur Vexistence des fonctions fondamentales correspondant 4 une équation différentielle linéaire du second
ordre [Memorie della R. Accademia dei Lincei, vol. VIII (1910), pp. 159-170]1; €) Solution générale du
probléme de développement d'une fonction arbitraire en sévies suivant les fonctions fondamentales de STURM-
LiouviLLE [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XIX, 2° semestre 1910, pp. 490-496].

) A. KNESER: ) Unitersuchungen iiber die Darstellung willkirlicher Functionen in der mathematischen
Physik [Mathematische Annalen, Bd. LVIII (1904), pp. 81-1471; b) Beitrige zur Theorie der STURM-
LiouviLLEschen Darstellung willkiirlicher Funktionen [Mathematische Annalen, Bd. LX (1905), pp. 402-423].

3) A. DavipoGLou: a) Sur Véquation des vibrations transversales des verges élastiqgues [Annales
de TEcole Normale Supérieure, III¢ série, t. XVII (1900), pp. 359-4441; b) Etude de Uéquation différen-
tielle, etc. [Ibidem, III® série, t. XXII (1905), pp. §39-5651.

N. KrYLOFF: a) Sur le probléme des vibrations transversales des verges élastiques {Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei, vol. XVIII, 2° semestre 1909, pp. 610-614]; b) Sur les développemenis en séries
des fonctions dites fomdamentales vencontrées dans le probléme des vibrations transversales des verges éla-
stiques hétérogénes [Annales de I'Université de Kieff, 1910].

J. TaMaARRINE, Application de lu méthode des fonctions fondameniales d Uétude de Véquation différen-
tielle des verges vibranies élastiques [Comnmunications de la Société Mathématique de Kharkow, t. XII
(1910), pp. 19-46].
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Il faut remarquer que le champ d’applications des méthodes tout 4 I’heure men-
tionnées est limité, car elles ne s’appliquent qu’aux problémes qu’on appelle « adjoints
4 eux mémes ».

M. PoNcart a indiqué, dans son Mémoire devenu maintenant classique *), une
autre méthode, basée sur un théortme fondamental de la théorie des fonctions d’une
variable complexe (CaucHY), qui est exempt de ce défaut.

Cette méthode est étroitement liée 4 la recherche des expressions asymptotiques de
solutions des équations différentielles qui servent au développement de la fonction f(x).

Mais les expressions asymptotiques des intégrales des équations linéaires ordinaires
n’ont été trouvées, dans le cas général, qu'en ce dernier temps par MM. SCHLESINGER
et BirkHOFF %), ce qui explique, en partie, la lenteur du progrés de la méthode de Porx-
cARE-CAUCHY.

Les expressions asymptotiques dont il s’agit étant trouvées, le développement de la
méthode de Porncart-CaucHy ne pouvait pas présenter des difficultés essentielles.

Notre travail est consacré justement 4 Papplication de la méthode de Porncare-
Caucny au probléme du développement susdit.

Quant aux expressions asymptotiques (dans le cas général), je remarquerai, que
je les ai déduites indépendemment de M. BIRKHOFF, et par une voie analogue en grands
traits 4 celle qui a conduit le géométre américain 4 ses résultats, que je viens de men-
tionner.

Malheureusement, les « Transactions of the American Mathematical Society » étant
peu répandus dans notre pays, nous n’avons appris que tout récemment Pexistence des
travaux de M. BirkHOFF, grice & I'amabilité de Pauteur lui méme, qui a envoyé ses
Mémoires 3 M. StexkLorr. Il est inutile maintenant de reproduire nos recherches sur
les expressions asymptotiques, et nous allons suivre dans ce travail le Mémoire de
M. BirkHOFF, publi¢ en 1908.

M. BirkHOFF, dans un second Mémoire %), a tenté aussi de faire application de la
méthode de Poincaré-CaucHY au probleme du développement. Mais cette derniére ques-
tion ne peut pas étre considérée comme définitivement tranchée par le Mémoire cité
de M. BIRKHOFF, parce que les résultats principaux y compris ne nous semblent pas
¢tablis d’une maniere rigoureuse.

W. STEKLOFF et J. TAMARKINE, Probléme des vibrations transversales d’une verge élastique homo-
géne [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXI (1° sem. 1911), pp. 341-362].

4) H. POINCARE, Sur les équations de la Physique mathématique [Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo, t. VIII. (1894), pp. 57-156].

5) L. SCHLESINGER, Uber asymptotische Darstellungen der Losungen linearer Differentialsysteme als
Funktionen eines Parameters [Mathematische Annalen, Bd. LXIII (1907), pp. 277-300].

D. BirrHOFF, On the asymplotic charakter of the solutions of certain linear différential équations
containing a parameter [Transactions of the American Mathematical Society, Vol. IX (1908), pp. 219-231].

) D. BIRkHOFF, Boundary value and expansion problems of ordinary linear diffevential equations
[Transactions of the American Mathematical Society, Vol. IX (1908), pp. 373-3951.
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C’est pourquoi je me permet de reprendre ce probleme dans cet Article, ayant le
but principal de donner une solution rigoureuse du probleme dont il s’agit.

1. Nous allons étudier, dans ce travail, le probléme du développement d’une fonc-
tion arbitraire en une série procédant suivant les solutions de I'équation différentielle

dm—z
(I) dxm +P2( )dx"—2+ +.pm(x)u+)\u—o (Oéxél)
jointe aux conditions aux limites
(Ia) Ut(u) =0 (t =L2..., m’),

ou: U, désignent les m formes linéaires de

u(0), u'(0), ..., u"V(0), u(1), W (1), ..., w" V(1)
linéairement distinctes;

p.(x) -5 £, (%)

les fonctions données de x, réelles ou complexes, continues dans (o, 1); % un para-
metre 7).

Nous allons supposer que les conditions (I,) soient réduites 4 la forme normale
de la maniére suivante ®): on peut supprimer 4™ (o) et 4™ V(1) par des combinai-
sons linéaires convenablement choisies, dans les (m—2) des équations (I); il en reste
encore, au plus, deux qui contiennent encore #™ (o) et #"~(1). En appliquant
les opérations analogues aux #™~*(0) et 4% (1), on obtient encore deux équations
au plus, qui contiennent #™ (o) et ™ (1), et (m — 4) ne contenant ni """ (o),

@™ (1) ni n"? (o), 4™ (1). En procédant ainsi successivement on peut réduire les
équations (L)) 4 la forme normale

Uw=U,(u)+ U, (») =o,
@ ) U= 5i(0)+ 3 2,09 (0) (=1, 200, m),

j=o

ki—1
U,(u)=p,u"(1)+ > B, 4 (1) (NN Y
j=o

Soit maintenant
Yis Yoy oo 3 Y

un systéme d’intégrales particulieres indépendantes de I'équation (I); ce sont les fonc-
tions entiéres du paramétre . L’intégrale générale de (I) sera

U=Clyl+62yz+ e +cmym)

7) Le probléeme plus général
dm dm—!
Po®) o+ P + -+ Pa®u+ P@Au=0 (@ Lz LD)

peut étre ramené au probleme précédent par un changement de variable, sous la seule condition que

les fonctions P, (x) et P(x) soient toujours distinctes de zéro dans (g, b) et que le rapport P(x) soit réel
5 v S P,()
) Voir: BIRkHOFF, loc. cit. ©), p. 382.
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¢, i=1, 2, ..., m) désignant des constantes arbitraires. En substituant dans (1), on
trouve
m
(1) chUl(yj)zo (=12 ..., m)
j=1

C’est un systéme d’équations linéaires homogeénes par rapport aux constantes ¢, ,
qui admet un systéme de solutions distinctes de zéro sous la seule condition que son

déterminant
Ux(yx) R Ul(ym)
A (7\) e

Um(yl) v Um(ym)
est nul. L’équation
(2) AWM =o

nous donne une suite de « valeurs caractéristiques » de A pour lesquelles les solutions
de notre probleme existent et sont différentes de zéro. Supposons, au contraire, que

A(}) £ o;
la solution des équations (I) et (I,) sera identiquement nulle; mais on peut alors obte-
nir la solution d’un autre probléme:

(3) L(v) 2o =/, _
(3.) U(@=o (i=1,2...,m)

ot Pon a posé pour plus de simplicité

LO) = T2 p (052 o+ pu (),

f(x) étant une fonction donnée continue dans (o, I).
En effet, on peut écrire Pintégrale générale de (3) sous l'une des deux formes

suivantes
v=3 e+ f(t)Zy’() Dy,

v=3 )= f(t)Zy’( RACKY

3(#) désignant le déterminant

YU ()
(4) 3(t) = }‘(xm MO (m_ (t)

y,@® .. 3,0 |

Y,(#) les mineurs de ce déterminant, relativement aux éléments de la premiére ligne;
¢, et ¢} sont des constantes arbitraires. On en déduit la formule plus symétrique

) 0= 05,0+ [ 70 0t
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ol Pon a posé
(y'(f) o (ym(f) £+ >t
I R L L L gty our x
(6) ¢t D=2 755 y(t)y()’ _ iour X<t
IFAOREERSHMON
En substituant cette expression de v dans les équations (3,), on trouve un systtme
d’équations linéaires pour la détermination de ¢;:

7) 350,00 + FOUdt = o G=t, ..., m),

Le déterminant A étant différent de zéro, ce qu’on a supposé, le systéme (7) admet
un systtme unique de solutions pour ¢;. En substituant dans (5) les expressions de ¢
déduites de (7), on trouve, aprés quelques calculs élémentaires,

5.) v= [ /GG ndr9),

1

ou

1) () g(x )
®) G ="

(€ N I T
U,y - - - U, (30 U, )
Cette expression de v(x) est trés importante pour la discussion de la possibilité du
développement de la fonction f(x) suivant les solutions des équations (1), (L,).

2. Nous allons maintenant ¢énoncer un Lemme général, qui est établi par
M. Birknorr *°).

Soit donnée I'équation différentielle
dm dm—l n
dxryn +Pam—1(x7 P)W—%_'- et +P ao(x’ P)y:O?

) . .
a,(x, P):Z“i,‘(x)?_l (i=o,..., m—1)

j=o0

a,; étant des fonctions données de x et p un paramétre. Supposons que I'équation
—I
(IO) w" + am—l,o(x)wm + e + ao,o(x) =0
ait son discriminant toujours distinct de zéro dans (o, 1), et qu'on peut trouver une
telle région D de la variable complexe ¢ avec une disposition correspondante de racines

de (10),

w,, w
pour laquelle ’

by ey W

Rpw) LR(pw) L+ LR(w,) ™)

dans D, x variant dans (o, 1).

9) Cette formule est démontrée par une méthode différente par M. W. D. A, WEsTFALL, Zur
Theorie der Integralgleichungen (Inaugural-Dissertation) (Géttingen 1905), pp. 18-20.

10) Voir: BirkHOFF, loc. cit. ), pp. 219-231.

11y R(a) désigne « partie réelle de a »,
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Adoptons, en général; le symbole

ik
pour désigner des fonctions du paramétre p (et d’autres variables, d’ailleurs) qui restent
finies pour les grandes valeurs de p et vérifient toujours inégalit¢ de la forme

(=) iEi,k,...l < M,

M étant une constante positive. On peut énoncer la proposition suivante:
LEMME L. — On peut présenter, pour les grandes valeurs de |p|, un systtme d’intégrales
particulibres indépendantes de Véguation différentielle (9) sous la forme

x‘w;(t)dl —m
y:(% 0) = z:(% 9)+epf° E o™ (=12, ..., m),

on
p.f;xwi(t)dt ! .
2% p)=¢ ;’ (ij(x)(’ !

et les fonctions z,;(x) sont choisies de fagon & rendre nuls tous les coefficients de m,
puissances supérieures de p dans le résultat de la substitution de 2, au liew de y dans le
premier membre de (9), m, désignant un nombre entier positif quelconque '*).

On a d’ailleurs

d"}’;(x, P) — dk{ii(x: P) _|_ e"f:wi(’)d’Ekip_mo_,.k i=1,2,...,m),
X

dx* (k=1,2,...,m—1)

On peut trouver la démonstration du Lemme I dans le mémoire cité de M. Bir-
KHOFF; une démonstration analogue a été trouvée par nous, indépendamment de M. Bir-
kHOFF [Voir I'Introduction].

En vue d’application du Lemme I 4 Iéquation (I), posons

):P’”.

Le plan de la variable complexe A se transformera en un secteur (D) dans le
plan de la variable complexe p, qui est défini par les inégalités

©) 7 Lage 02T

! étant un nombre entier quelconque.
On doit poser encore

a,_ (% p)=0, @4, (% p)=&9(k—x)(k=2, vy m—1),  a(x p)= I+PLP£;x“)

L’équation (10) se réduit 2
(10,) w1 =o0

I2) Pour que cela soit possible, il faut en premier lieu supposer l'existence de (m, — 1) dérivées
premitres de a;;(x) dans (o, 1). Nous allons considérer le cas particulier ol m,=1; alors les fonc-
tions a;;(x) sont des fonctions continues dans (o, 1).



SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 351

dont toutes les racines sont distinctes (et constantes, d’ailleurs):
2k I
W = CO§ ———— + r+151n + = (k=o, 1, ..., m—1).

Il nous reste encore i déterminer la région D. Or, la condition nécessaire et suf-
fisante pour que légalité
R(pw') =R(pw")
.[w' et w désignant deux racines quelconques de (10,)] ait lieu, est évidemment
I'=n
argp = —
ge polt)
ou I' est un nombre entier. Donc, la région D qui doit ére contenue dans (D) sera
déterminée par un des deux systémes d’inégalités

In I+ D=
(D) — Largp LT
(D) (_’i:h}_)féargpé(_li-ﬂ;)j,
Soit

Wy Wy eeuy W

m
la disposition correspondante 4 D, et
W, W,y ..., W,
celle 4 D,. Supposons, pour fixer les idées, que m soit pair:
m= 2.
C’est le seul cas que nous allons discuter en détail. Des considérations tout 4 fait ana-
logues peuvent étre appliquées au cas

m=2y - I.

Choisissons le nombre I, ce qui est toujours possible, de fagon qu’on ait

’ l 1
R(pw) =0, argp= j; T,

w' désignant une racine de P'équation (10,). On trouve alors

(11) Rew)<R(pw) <+ LR(w,) Lo LR(pw,, )< <R(pw,), dans D,.
On a, en outre,
(12) R(pw,)<<R(pw,)<- <R(ew,) LoLR(pw,,, ) LR(ow),, )<+ <R(pw,,), dans D,.
Remarquons encore que les fonctions
%o (%) i=12..,m
se réduisent toutes, dans le cas considéré, 4 1. Nous pouvons donc affirmer existence,
pour les grandes valeurs de |p|, d’un systtme d’intégrales particuliéres indépendantes

de (I), de la forme
yi:ef‘”“'"(x +%) G=12 ..., m), dans D,,
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et de la forme
y = e""“‘f(l + —?—) (i=1,2...,m) dans D, )

Or, rappelons-nous que les fonctions y,, y; sont des fonctions analytiques de p dans
(D); cela nous montre que la fonction y; est le prolongement analytique de y,
G=12 ..., p—1, 42 ..., 2p), ainsi que y,,, y, respect. de y, et y, ...
Nous pouvons donc, enfin, écrire un systéme d’intégrales particuliéres indépendantes
de (I) sous la forme

yi=e""wi(1—|—%—‘) (i=1, 2, ..., m),

qui est valable dans le domaine entier (D). On aura, en outre,
d'y, E,
E%:p"ep"wi(wf—f-—P—’“) (k=1,2,..., m—1).

Introduisons maintenant, avec M. BirgHOFF *), cette notation abrégée

=20+ 259,

z(x) désignant une fonction de x (et d’autres varlables) qui ne dépend pas de p, et
qui peut se réduire 4 une constante, et E(x, p) une fonction analogue aux E;. On
peut alors énoncer le

TutortME 1. — Le sysiéme dintégrales particulitres indépendantes de I'équation dif-
ferentielle (1) pour les grandes valeurs de
M= [p"|
peut ftre présenté sous la forme

i d { w;x dm_l i m—1 0W;x "m—1
3@ =[x}, = perw], ., Sl = e e [,

valable dans le domaine

I l 2%
D) 1 zagp £ CEDE,

w, désignent des racines de (10,) qui sont disposés dans Pordre déterminé par les iné-
galités (11).

3. Il nous faut maintenant calculer le déterminant A. On trouve sans peine, en
utilisant les expressions obtenues de y,,

Uy = (w)il«] (=1, 20y u—1),
Uy) =¢"(w) 8] (G=p+2..., 21,
U.(y)) = (w)ile]+ 0

U, () = G, )idl=] + € [8])

i=1,2,..., m),

13) On a posé ici my=1 (voir n° 2).
14) Voir: BIRKHOFF, loc. cit. ©), pp. 389-390.
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ce qui nous donne

(13) s=TTe TTe™ s,
i1 j=p+2

ot A, désigne le déterminant
[a'x w’:l] v w;kxl {[al] + ePWP [Bl]} w;-xm %[11] + epw}’-*‘l [ﬁr]% e [Jx wfn‘
(I 3a) Ao et [a'z w’;;] vt w:z {[az] + epwP- [Bz]} w}klil {[12] + ePuP-H [@z]} vt [ﬁzw;f

(IR Il T S St R T SRR | N S Sl N IO [ M e
=[a,)¢"™ +[a]+[2])e ™,
a,, a,, a, désignant resp. les coefficients de &', &, £~ dans le développement du dé-
terminant *%)

«, wfl o w:.l (ax + E‘))x) w:::-x (ax +

I
4

ky k, () wkz 2 L ky
(1311) *,w, v wp. (12 +Epz) p~+1( 2+ E ﬁz) vt pz‘wm

) Bl

Démontrons maintenant un Lemme, qui nous sera utile dans ’étude de la fonc-
tion A, .
LemMEe IL. — Posons
0(p) = ot — 1.
La fonction 8(p) sera nulle pour

2kwi
p=1p =+

o

(k=o0,11, +2 ..

Entourons les points p, par des cercles (v,) d'un rayon commun, r , suffisamment
petit. On aura, dans la partie restante du plan de ¢:

8(e)1 > &> o,
O dtant une constante positive qui ne dépend que de r_.
Posons _
ap =2mif, p, = 27”51‘7 =%+ L
On trouve

B(6) = 0,(5) = 5% — 1.

Le cercle (y,) se transformera en un cercle (y;) qui est décrit, du point £, comme

centre, par un rayon

2TY
T e,
T e

15) Voir: Birwosr, loc. cit. 5), p. 383.

Rend, Circ. Matem. Palermo, t. XXXIV (29 sem. 1912). — Stampato il 31 ottobre 1912, 45
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La fonction 8 (%) étant une fonction périodique, & période 1, nous n’aurons qu’a
considérer la partie du plan de & qui est comprise entre deux droites paralléles,

RE=R(E —3) e RE=RE+5),
et qui ne contient qu'un seul cercle (y,). Posons

2w (8 — &) = r(cos g + ising).

On aura
B, (B) = ¢eoserisin® _ g — Re¥ 1, 19, ) =R — 1)+ 2R — cosd),
ou
R=¢"" { =rcosg.

Considérons d’abord le cas
T ™
T2 LoL+ 2

Soit & un nombre positif suffisamment petit, et décomposons I'intervalle

kil 1
(-3 +%)
en trois intervalles partielles

(""Z‘y_s)’ (""57+5)’ (+s’+‘z—)'
On trouve, 7, et ¢ étant suffisamment petits,
2R(1 — cos§) > N,(r,, ) >0 pour —eLgL+e,

N, étant une constante ne dépendant pas de r et de ¢. On peut établir les inégalités
analogues relativement aux intervalles

(5= (ar3) (5%)

En fixant la valeur de r, (Cest-d-dire celle de 7)) et celle de ¢, on achéve sans peine
la démonstration du Lemme II.
4. Revenons 4 la fonction A . Soit

d(P) = ao e + dl e + az :
Supposons que les deux nombres a_, a, soient différents de zéro. Désignons par

! ol
£ o= " et B = g ¢, ¥ #o, )

les deux racines de I'équation
a8 +al+a =0
qui peuvent étre égales, d’ailleurs. On suppose que
w,p
soient les valeurs principales de 1g&' et 1g&".

On a

(14) a(p)=na, {ews*‘f’—f’" — 1}{(4‘”9“’“‘"" — 1}=a {e“wﬂ‘f"f’" — 1}{(4““9“’—{’"’ —1t

! "

et w,p
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La fonction a(p) sera nulle pour

, ,  2kmi " oo, 2kwi
p=p=¢F y  e=p =¢"F

‘I,UpL

(k==o0, 1, +2,..)

W
De tous les points p;, p} comme centres décrivons des petits cercles (I7}) et ([')) d’un

rayon commun r, suffisamment petit. Désignons par (I') la partie restante du plan
de p. On a évidemment

8, =[a]em + o] + [a]c
L R e e RGO

P
On peut établir le
TutorEME II. — Pour les valeurs de |p| suffisamment grandes on a toujours dans (')

(15) A, =e"ra(p)it + () In () <1

Il faut considérer les deux cas

1° R(p pr) Lo
2°  R(pw)>o.

Les parties correspondantes de (I) soient (I') et (I"’). Considérons d’abord le cas 1°.
En appliquant le Lemme II aux deux fonctions .

et

_p" ol
plPmP) 1 et PP
on trouve sans peine
la(@)| > N, dans (T),

N, ¢tant une constante ne dépendant pas de p. Or la supposition
R(pw,) Lo dans (I)

|E s 4 E v 4 E,| < 3 M.

On peut donc choisir |p| suffisamment grand pour que P'on ait

E e w4+ E v + E 3IM
o |: o 1 2 I.
(0 pa(p) <|P|-No<

nous donne

Dans le cas 2° on peut appliquer le Lemme II aux fonctions
) 1 et gt p

et on trouve immédiatement le résultat analogue au précédent. En résumé, on a par-
tout dans (T), pour les valeurs de |p| suffisamment grandes,

|76 (p)| <1 c. Q F. D.

Le Théoréme II nous permet d’établir cette proposition fondamentale:
TutoriME IIL. — Supposons que les coefficients

«,, B, G=1,2 ..., m)

dans les expressions (1) pour U, () soient tels, que les nombres a, et a, soient différents
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de zéro ™®). Il existe alors deux suites infinies de nombres caractéristiques

Aoet A} (k=o, 41,42 ..)
Quant aux expressions asymptotiques de X,, N/, on doit distinguer les deux cas suivants:

Premier cas:
2 .
a, — 44,4, # 03
alors

kwi

M= (- Gha (1 + B 4 )

" o =Lz,
Mo \B—I 2{ % ng E_
W= (=0 ke (BT 45
&, & désignant les deux racines (distinctes) de I'équation
(16) aogz_l—alg_l—azzo
et Lg&' Lgt" les valeurs principales des logarithmes correspondants.
Deuxitme cas:
a: - 4a0 aZ == O;
alors: Lot £
b e 2 wlge | E
N = (— 1) (2hm) ( + B8 +m)
wlgl | E” (=zxnd2 .,
no__ (L Wt 24 e
W = (— 1) (2k7) ( +E )
&' désignant la racine (double) de I'équation (10).
Considérons ’équation
(17) () =0
qui est équivalente & celle-ci
(17.) [a.]e*r +[a,]e™r +[a.] = a(p)ir 4 0, ()} = o.

Le Théoréme II nous apprend immédiatement que, pour les valeurs de |p| suffisamment
grandes, les racines de (17,) existent effectivement; elles seront toutes comprises dans
les cercles (T}), (I'y) dont chacun en contiendra une et seulement une *°); dans le cas
ot I’équation (16) a une racine double, les deux systemes de cercles (T,), (T'}) sont
identiques; alors chacun des cercles (T'},) contiendra, pour les grandes valeurs de k, deux
et seulement deux des racines de (17,).

Discutons d’abord le cas 1°: a® — 44 a, % o. Soit k suffisamment grand et con-
sidérons le cercle (T,) qui contient une et seulement une racine p , de (17,). On trouve

sans peine
2kwi ,

P -+ 54 l°'“<ro<1'

i

P=ka

P =¢ + o, =¢p

Posons

18y Cfr. E. LINDELSF, Le calcul des résidus et ses applications & la théorie des fonctions (Paris,
Gauthier-Villars, 1905), pp. 22-23.
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dans (17,). On peut écrire
[ao] £2Pikp + [al] 2P ¥ + [az] — [ao] {emkwp _ [gr] }{eplkwp L [E”]}
— [a,Jjerwer) — 1o — [1]} =

Or le nombre p,, étant situé en dehors de tous les cercles (I'}), le Lemme II nous
montre que le facteur

e _ [1] £ o.

e 1] = o,

Donc

ce qui nous donne
2k wi

w=¢+ + Lg[1],

Lg désignant la valeur principale du 1ogarithme, k' un nombre entier. Mais, en déve-
loppant, on trouve

E
Lg[i] = —k—‘
On a donc v -
, 2(k —k)wi .
Gk = ‘(———zz—“)— + T .
Or Pinégalité ¢
l GL 1 < ro?
r, étant sufisamment petit, nous apprend
F—Fk=o,

ce qui nous donne enfin

2kwi | E _ 2kwi
+~k__ w, ( 2km+ k’)

plgl  E
wi ?

Des considérations tout 4 fait analogues peuvent étre appliquées aux cercles (T%}). La
premiére partie du Théoréme III est ainsi démontrée.
Considérons maintenant le cas 2°: 4’ — 4a,

E

!

0, = —ki’ lk = P +
La valeur correspondante de )| sera

o = ) = (= 0 2k (3

en se rappellant que

o’ w, = Lgé'

= o. Les deux systemes de cercles
(), (ry) sont alors identiques et se rédu1sent é l’un seulement, (I,). Soit, comme
auparavant, k suffisamment grand. Le cercle (T,) contient deux et seulement deux des
racines de (17,) (qui peuvent se confondre en une seule racine double). Nous les dé-
signons par

ka et sz'

2kw1

On a évidemment

P/k=91:+°'k '+

— o ol <7, (=1,2)
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et 'on peut écrire, en posant
p=¢; (j=1,2
dans (17,), ’ :

20 LR 4 T — $ep,-kw,,_M?5;/w_:[L:]___‘/[_°]
(216 (0174 o] = ) 2[] M 2[a,

Des considérations semblables 4 celles du cas précédent nous montrent mainte-
nant que ‘

. 2kmi | BV _
‘ Pﬂ'_P + wp +’/E‘ (=1, 2),
ou
P'wp, = Lg El)

et I'exactitude du Théoréme III est alors évidente.
5. Nous croyons utile citer quelques exemples pour montrer que les conditions

ao # 07 az # Y
ne sont pas trop restrictives.
1. Soit

U@=u0) (=12 ...,p); k<K <k <2p
Up+i(“)—=‘u(k?)<l) (izl, 2y oy P‘); k;’<k’zl< <ka <2l""

Multiplions I'expression (13,) par £; on trouve dans le cas considéré, au signe prés,

! ! 12 [
kl kl k! hl
w'.ow! w, Ewlf, o ... 0
' ¥ , '
kZ 2 k k2
w’ wl‘—l 'wp.2 Ewp+x o Y
1 ! 1] 1
k k k k
P B B B
06 wh..wh w,) EwPH o ...o0
= " " " "
k) * *r B!
0O ...o0 Ewp W W, ... W,
n " " 14
k2 ks ks ke
o 0 Lw, wr, wr, w,
" " " n
X K K *
B ¢ P B
0 o Ew, S owrh, w

On aura, au signe pres,
_ _ (49 _1 (%0
az“—Q(O)y al—(di)a,o’ a, = 2 (dEz>E=o’

— — E
17) 11 est évident que ¥[a] = [I/a—], quand a £ 0. Mais: ¥[o] = —— c’est la différence essen-

1

tielle entre les deux cas 1° et 2° qui n’est pas néanmoins signalée par M. BIRKHOFF.
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ce qui nous donne

k k e M
w, [ pt1 ‘ 2
j_—_‘ az = e s e R R
' 1] " 14
k k k k
@ w @ B
whooowH el wy
’ ' kH " "
ky kg ky 1 L3 ky
whoeowtoowl bl owl Wy
iaoz.-......... s |y
! ! ! n 1" 1"
w' w' i gt L
1 YO Pet1 i P2 2
a = 0.

Cela nous montre que les conditions du Théoréme III sont remplies toutes les fois
que les nombres k] et k; sont tels, que les quatre déterminants dans les expressions
précédentes pour a et a, soient différents de zéro. Ce cas se présentera toujours pour
p=2, m=4 *%). Dans le cas de m quelconque, il suffit de supposer que les nombres

iy k) forment deux suites d’entiers successifs, etc. On doit encore remarquer que le
discriminant a® — 44 4, étant distinct de zéro, dans le cas 1, les nombres caractéri-
stiques sont des racines simples de I'équation

A()\) =0,

au moins ceux dont le rang est suffisamment élevé.
IL. Les conditions aux limites du type périodigue:

Ui(u) = u(“(o) — u(i)(l) (i=1,2, ..., m—1).
L’expression (13,) se réduit 4

... (=8 (1_-2_> :

O R T (5. N

L T T T S R S S S R R R I T I B )

I
WL (1 — £) w;;';;(x— ) W

B

ce qui nous donne, & un facteur constant prés, la fonction

=)

Les conditions du Théoréme III sont évidemment remplies, mais les nombres caractéri-
stiques peuvent étre des racines doubles de I'équation

AO\) = o.

18) Ainsi, toutes les conditions aux limites qui se rencontrent dans la théorie des verges vibrantes
¢lastiques, sont comprises comme un cas trés particulier dans notre cas I
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WL Les conditions aux limites linéaires les plus générales dans le cas o p = 1,
m = 2 sont de la forme

(18) a,u(0) 4+ a,u'(0) + a,u(1) 4 a4 (1) = o,
byu(o)~+b,u'(0) 4 b, u(x)+ b, 4 (1) =o.

Il faut distinguer ici les cas suivants:
1) a,b, —ab, £ o.
On peut écrire alors, en résolvant par rapport 4 u'(o) et u'(1),
U =u(0)+4 «, u(0)+ B, u(1),
=0 (1) + 2,,1(0) + &, 1 (D).
Les conditions du Théoréme III sont remplies toujours.
2) a,b, —ab, = o,
a) a4=b47+_o %), a,=25b,.
On trouve sans peine que les conditions aux limites sous la forme normale sont
U =a,u'(0)4 a,u (1) + a,u(1)+ a,u(1),
U,=(a, —b)u(o) + (a3 — bs)u(l).
Les conditions du Théoréme III se réduisent 4
a,(a, —b)—a,(a,—0b)Fo0.

b) a,=b =0, a,=0, b,£0, a Fo.
On trouve
U =u(0)+ ﬁ.,“(l)g .
si a4, %40
U,=u) +8um § © 47
et
U= () +8u()] L . _o
U,=u(1) !
Les conditions du Théoréme III sont encore remplies toujours.
€) a,=0b,7%o, a =b,.
d) az'zbzzo, a,=o, b 7o, a Fo.

Ces deux cas sont analogues aux cas @), b).
Il nous reste encore le cas

€) a,=a,=0, b£0, b o

On trouve
U, = b, (0) + b,w' (1) + b,u(0) + b,u(x),
U,=a,u(o)+ asu(l).

19) Les deux nombres a,, b, étant différents de zéro, on peut toujours faire a, = b, en multi
pliant une des équations (18) par un facteur convenable.
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Les conditions du Théoréme III se réduisent &

a, 50, a Fo.

Remarquons enfin, que les conditions obtenues plus haut renferment comme des
cas particuliers toutes les conditions générales de M. STERLOFF *°) qui sont nécessaires
pour Papplication de la méthode de M. STEKLOFE.

6. Nous pouvons maintenant aborder le probléeme fondamental de ce travail. Nous
ferons usage de la méthode de Cauchy-Poincart **). L’étude de Iintégrale complexe

fvdx,
L

n

prise suivant un contour ferm¢ L situé dans le plan de 1, forme la base de toute la
méthode.

Posons

A= p"

Le plan de X se transformera en un secteur (D) dans le plan dep, qui est défini

par les inégalités R
Iw +2)7 .,

D) ﬁéargPéT )

Désignons par I' la partie commune de (TY) et de (D) **). Du point p =0 comme
centre décrivons un systéme de cercles

(C), (C)y ..., (C), ...
de fagon qu'ils n’aient pas de points communs avec les cercles (I}) et (T}). Soit 7, le
rayon de (C)) et

£ <r < - <’r,,<.--; limr”=oo.

fn==00
Désignons par C, la partie de (C,) comprise dans I'. Pour les valeurs de # suffisam-
ment grandes, les contours C, ne contiennent aucun des points
Plk’ Pare
Supposons maintenant que le contour L dans le plan de A se réduit 4 C, dans le

plan de p. L’intégrale

1
— ] vdX
EXIN

sera alors
I
J,=— ’U.mp"'—'df.
274 J¢
En se rappelant que

v = flf(t)G(x, dt,

29) Voir: W. STEKLOFF, Sur un théoréme général dexistence des fonctions fondamentales correspon-
danl & une équation différentielle lintaire du second ordre [Comptes rendus hebdomadaires des séances de
I'Académie des Sciences (Paris), t. CL (1°" semestre 1910), pp. 452-454].

31) La méthode employée par M. BIRKHOFF est précisément la méthode de Caucny-PoINCARE.

22) Voir n° 2.

23) Voir n° 2.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIV (20 sem. 1912). — Stampato il 31 ottobre 1912. 46
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on trouve

.= [ fo, s ndy

2,05 ) =507 [ mo G 0y

Considérons en premier lieu le cas ou

®) ) = f “o(x)dx + C,

C étant une constante et g(x) une fonction intégrable dans (o, 1). Etudions Iintégrale

e ::faf(t)tbn(x, Hdt (o La L)
Nous allons établir le iy

TuEorEME IV. — Quels que soient les nombres x, « dans (o, 1), on a toujours,
pour tous les n,

|12%) < @.N,

O désignant le plus grand des deux nombres

max |f|, max|¢]| dans (o, 1),
et N une constante positive ne dépendant ni de x, a, n, ni de la forme de f et o.

Si Von suppose, en outre, que x soit différent de o, 1, lintégrale I** tend vers la

limite

lim %% — ‘:‘f (x), a>«

nee —f(x), a<lx
uniformément pour tous les « différents de x. [Cest-d-dire, pour tous les « qui ne sont
pas compris dans I'intervalle (x —n, x~n) quelque petit que soit le nombre positif =].

1

Pour la démonstration, décomposons C, en deux parties égales: 'une, C., ou
R(P wp) é 9,
R(p wp) N o

C! est comprise dans D, et C” dans D, **). On peut s’assurer sans peine (ce qui
nous sera utile plus tard) qu'on a sur C.:

y

et 'autre, C”, ou

71: i 37 % . _
—;—[—Eéargpwi é_z__? G=1,2, ..., u—1),
—%—{—%éargpwi é;—% G=u+ 2, ..., 211,
(19) ’
3w i3 3%
7“ﬁéarg9wp L5
™ ™ ™
T_E_‘éargpwp.-ﬂ é?’

et les inégalités analogues pour C!'.

24) Voir n° 2.
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o 0= + [ =+,
Cn C”

= [Cfeaet [Crerar=rz 41

Considérons d’abord lintégrale I77.
Rappelons qu’on a

On aura

7@ e ya(®) g% D)
(20) G(x, t)=% U.(y) - U0Gw U©

.................

U.(9) - - - U0, U.(®

7. . 9.()
Y@ (@)

.............

s =t s i = £ 13,01,

SHONEEE MO
On doit prendre ici le signe (4-) quand x >> ¢, et le signe (—) quand x <#.
On en déduit

Ui©="U,(@+ U,,(g)——~— Z U 0D Y,(0+— Z UNCHRAG!

En multipliant par

-|— St =1, ..., W
=l A1(; ) C
(— sl j=p+1,..., 2p
la j-¢me colonne dans le déterminant qui se trouve dans le second membre de la for-
mule (20), et en les ajoutant toutes i la derniére, on trouve *°)

y.(x) - y,() A(x, t)
BACH IR A CS X U, )Y,(H— Z U.(3)Y,(1)
(20) D=\ . .. ..., A
U,)---U,0. Z U,.0)Y;,(H— ZH U,.(3) Y, ()

On a post ici
Zyi(x) Y. () si x>
J=1

—'i ;Y. s x <t

J=pet1

A(x, ) =

Les formules évidentes . .
Yy (x) = efi*p (w]] G=1,2...,mk=01,..., m—1)

35) Voir: BIRkHOFF, loc. cit. 6), p. 392.
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nous donnent, aprés un calcul simple,
e pu]t

Y0 = — o=lwl
Rappelons enfin les formules
Ui(y))=1( w,‘)ki[“i] (=12 ..., p—1)
U(y)= e™i(p wj)ki[ﬁi] (G=p+1 ..., 2u)
U.(5,) = @uw){{=] + e+ [B:]
U, (yp.+l =(p wp«f—x)ki{[ai] + e e B
A= He [1¢ -8 & = eFsa@is + 1,60

j=p+2

(f=1, 2, ..., 2),

‘Z«UP= — wpﬂ.

En substituant tout cela dans (20,), on trouve sans peine
mp" ' G(x, 1)
err L A ePHprrle—t) w4

[et] oo Wi e Bl (—w e e HB .. Bkl 4,

.........................................

[, ] oo wirdle, e e[B, 0 (—w ) mifa, ) e HE, 1 .o (8] 4,

On a pos¢ ici

'

D= Eneh

[
— Y i w] (x>,
(21) 4,=¢
2 & w] =<9,
/ =1
A‘ — Z P t[a wk +x] . Z pPwji—t) [BS w;s+l] =12, ..., m
Je=pta j=1
En développant suivant les éléments de la derniére colonne, on trouve
(22) me" " G(x, ) =a'(p) 2 4,8, + 4

B, désignant le mineur correspondant & 4,.
On a évidemment

¢ 2p
(23) B, = Z i [a,] 4 }_;1 e b, ],

b étant des constantes ﬁmes
On a donc

(o) In= o d?ffAdH— fdea(e)ZBffAdt

;]’

26y Rappelons que, C! étant situé tout entier dans (), la fonction |@'(p)| aura une limite supé-
rieure finie sur C,, quel que soit n.
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En intégrant par parties [ce qui est permis ici, eu égard 4 une formule générale
de M. Liarounorr ?7)], on trouve sans peine

f fd,dt = %(p
(24.) y

ffA:dt:—I-:—‘(D G=1,2...,m)

E,, E, désignant des fonctions qui vérifient toutes linégalité («) (n° 2), quoiqu’elles
dépendent, en général, de la forme de f et 9. Cela nous montre immédiatement
|\l <®.N,
N, étant une constante positive, analogue 4 N.
7. Calculons maintenant la limite
lim I*%

Ln?
N==C00

en supposant que x est différent de o et 1, et « est différent de x. On peut é&crire,
ayant égard aux formules (23) et (24,), '

& ePW; En ePwi(x_[)Ez:
mfdp ®3, [ 14, dt-—mz dot o S S

274, P
E ., E,, éant des fonctions analogues 3 ES.
Posons .
I ePijE” § —
P]—E—i C;po (]—I,Z,...,P-),
I eijszs ; —
PI_Z_;:—;: o 0 d? (]—EL—{*—I,...,Z[J-).
On aura
(24b) Il’”—z‘ﬁi dp fA dt+(DZP
Posons

. pw, =r,(cos b, +isinb), 6 =argpw;
on peut écrire
0=x Sl =1, 2, ...,

M 7,080 ;
IP,|<ﬁ‘/;;e 49 w=x—1sj=p41, ..., 2p

Or, les inégalités (19) nous montrent qu’il existe un nombre positif B tel quon ait
sur C,

cosb, < — B <o (=1, 2, ..., p—1),
COSO.>[5>0 —_ - i
On peut donc &crire ! G=pt2 21)
(25) |P.| <~A—4- eeRg g <L (=1, 2 -1 2 2
] 2mJ¢! j ]m|rn =12 e, =1, 2, L, 20),

27) Voir: A. LIaPOUNOFF, Sur Uéquation de CLAIRAUT ef les équations plus générales de la ihéorie
de la figure des planites [Mémoires de PAcadémie Impériale des Sciences de St.-Pétersbourg, t. XV,
n° 10 (1904), pp. 1-66).
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N, étant une constante analogue 4 N,. On a de méme, pour j = y,

M b Mo M 9 N
] o 7y, ICOS 6 —_ —ry,l0]sing ftiedl —rﬂlwl—z— 3
(25) 1P| <2W/C;e jdb, M.[, ratsng g <Mfo oy <
x étant différent de o et 1. Il ne nous reste qu’ad considérer I'intégrale

S s e 2 [ 1 <

]—I x

o) de [ = -
! x pw~x—t
; (m/c:,dpgﬂ . e [w]dt (2> x).
Posons
Q= 2mi de fepm’(x_t)[w]dt G=1,2 ..., 2p)
On aura
ZQ (2 < %),
(24) i c,dP[fA =)
2.9 @>x
j=pt

On peut présenter Q. sous la forme suivante

dpf fer iy, dt—{—zm

On trouve sans peine

I ePwi(x—l)E‘fii < A{[_ er”(x—t)cosﬁl-d 0.
7o 27 J o U
n

27

dP‘/‘fePW(x_”Edt—Q—i‘Q”

Q=5

M
—Brylx—t| P
—e¢ " =1, ..., p—1, p42, ..., 2),
T
< sl Tr, ix—t]
Mi—e * )
G=p r+ 1.

mw ) x — ¢
Un calcul simple nous donne alors

N®
" =1, ..
o<t rp—

(26)
, N(I) lgr, = 40
IQ l<|x “l f =y 'y

. On a, d’autre part,

Q _ _I__/ dp fafepwi(x—t) 'Z,Udt — &2 _ f;(_j“_)_ epwi(x—d)_@
! x ¢ 4‘}‘ 271 C' P

271
¢ "

S E—=L 2, .., 20),

N, étant une constante, analogue 4 N, N,,

n

(24, o
1 d? pw j(x—t)
+2—m' A fo g dt,
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En appliquant aux deux derniers termes du second membre de (24,) des raisonnements
tout 4 fait analogues aux précédents, on trouve enfin, en tenant compte des inégalités

(25), (25,), (26) et des formules (24), (24,), (24.), (24,),
(21) =ty L IZE

9, ., désignant une fonction qui vérifie linégalité

lgr
(27.) 19,.(x)] <2200, (x);
Q (x) est une fonction positive de x qui ne dépend ni de #, ni de la forme de f, o,
et qui reste finie, quand x est distinct de o, 1, . Cela nous montre immédiatement

_f® ey
imper=! *

IL,n

(o<<x <15 0L L)
”=°° +@, @ > x

On voit dailleuts que Pintégrale I}'7 tend uniformément 4 la limite + —f(x) pour tous
les @ qui ne sont pas compris dans lintervalle (x — n, x 4 n), quelque petit que soit
le nombre positif x. '

Passons 4 I'intégrale

X,0 * " I M-I *
Iz;”:fqudt:m g dpfx £G(x, dt.
Cﬂr

Nous n’aurons qu’d modifier convenablement Pexpression de G(x, t); 4 savoir, multi-
plions par %)

+ Yj(t)? (Psij=1,...,p—1,p471; (H)sij=pp+2 ..., 2y
la j-éme colonne dans Iexpression (20) de G(x, f) et les ajoutons toutes 4 la derniére.

Il vient
mp™ " G(x, t)
e efrpls—1) el prt* N

rwp] o wplla]ete B wy fle ] [B] L (Bl 4

..........................................

[, i7] -0 wprdlo Je v (8,1 won o+ e e8] .. [B il 4,

ot a4’ (p) est une fonction analogue 4 a’(p);

B ! (x—1)
_Xef’wlx ! [w;], x > t,

=a"(p)

' j=1
4= % e
Z e’ [w,']a x <t
=t
A — & —pw;.t NEg+1 S Pw;'(“"t) 1N\kg+1 —
,_.Z e [1S(w].) ]—Ze [ﬁs(w]) ] G=1,...,m),
i1 , j=1
wl.=wj =12, ..., 0—1, w42, ..., 2w,
4 — —
Wy = Wy, w;+l =w,.
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Les raisonnements ultérieurs sont identiques 4 ceux que nous avons employés dans

Pétude de Pintégrale I, et on peut obtenir pour I?? les mémes résultats que pour
7%, Orona

’ 5,0 ___ Tx,0 %,00
In - Il;n + Iz,n *

On a donc

1] < @.N,

lim I - ':'f(x)a a<x
im [* = i
"= + Tf(x)y «>x

et, en outre,

(27,) L= F ;f(x) + 2.(=),
0, (%) vérifiant une inégalité de la forme

]
(27) 7, ()] < B0, (x),

L3

ou , est une fonction analogue 4 Q.

Posons
f(x)=1

Si Pon se rappelle maintenant un théoréme connu de M. Jorban %), on établi immé-
diatement ce théoréme général:

THEtorEME V. — Soit f(x) une fonction donnée arbitrairement dans (o, 1). On a
toujours

f(x 4 0) +f(x — o)
2

I

rr C”dp.mp'”“/;f(t)G(x, t)dt,

sous la seule condition que f(x) soit & variation bornée dans (o, 1).
Si Pon suppose, en outre, que la fonction f(x) soit de la forme

() fx) = f “o(x)dx + G,

il vient

= lim J, = lim

n=00 n=0o0

l
f(x) =], <Eo0(x) (0<x <),

Q(x) désignant une fonction analogue & @ (x), Q,(x), et ® dant le plus grand des deux
nombres
max [f| e max|¢| dans (o, 1).

Un théoréme analogue se trouve dans le Mémoire cité de M. BIRkHOFF; or les raison-
nements de Pauteur, qui sont exposés d’ailleurs bien briévement, ne nous paraissent
pas suffisants.

8. Pour obtenir des propositions encore plus générales, nous allons appliquer une
méthode analogue 4 celle qui a été indiquée récemment par M. STEkLOFF ).

28) Voir: C. JorDAN, Cours & Analyse de U'Fcole Polytechnigue (Paris, Gauthier-Villars), t. IT (1894),
pp. 228-231.
39) Voir: W. STEKLOFF, loc. cit. T), ¢; W. STERLOFF et J. TAMARKINE, loc. cit. 3).
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Soit f(x) une fonction quelconque intégrable dans (o, 1), et considérons intégrale

1= [ f00,6 ndr= [foiast [ferar=1, + ..

On trouve immédiatement

) Jo=ga; [ de [ fAdrtz [ e @3B [ FOAd=14 T
c, ve ch e

Si on pose

y 1
Pi=sm ), OB

)< ]/f frae.3 ]//OIIPZ\’dt-

On peut écrire, ayant égard aux formules (21) et (23),

24
rme!dP_i_ fepwi(x—x)Eldp.
F, 2-::1 ,=Zx 2-:11 el ¢

on trouve

Alors, les considérations tout é fait analogues 4 celles que nous avons appliquées pour
Pévaluation de lintégrale P, (n° 7) nous montrent quon peut écrire

|Pfi< © (x)

w, (x) dtant une fonction de x seul, positive et ﬁme pour les valeurs de x différentes de
o et 1. On a donc

(29) 1] < 0,(5) V [rar

Passons 4 l'intégrale
L= dpffA dt

2 1
. w {x—t) pw j(x—1t)
=— = PZ i flw]dt + —— e > | it f[w]dt

j=1vo ;'=p+x E

En présentant [wl] sous la forme
"

. j
[w].] =W + T
et en se rappelant que sur C) on a
!epwl'(x—l)lél, x>t G=1,2 .05 W)
leij-(x—t)lél’ x <t G=p+1,...,28),
- L

on peut écrire

. ¥ w (x— I & ! w i {(x—t)
@) h== mfdf’z,ﬂep Pt g ) A 2 ) T
1 & de [
+?_?;I=Zl C,-—P—/o‘fEidt,

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIV (20 sem. 1912).— Stampato il 1 novembre 1912. 47
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et on trouve immédiatement que la derni¢re somme dans (28 ) vérifie 'inégalité

(30) i, 2 [rgai| </ [

M, étant une constante ne dépendant pas de #. On peut donc écrire, ayant égard aux
formules (28), (28,) et aux inégalités (29), (30),

—_— pw i{x—1) ! ow i (x—1)
he=—sm [ 8l [t L [0 3 [eripuiit,,

j=pt+ivzx

¢, , désignant une fonctxon de x et de n qui vérlﬁe toujours I'inégalité

b <@/ [t 0 <D,

Q, (x) étant une fonction analogue 4 o (x), etc. D’'une maniére tout 4 fait analogue,
on trouve

2|

"pw(xx) o' L ‘p(xr)
I ) witt o [ a0 3 [ I puaity,,,

j=1vo c! f s

la fonction q»m étant analogue 4 ¢, ,. En ajoutant, on trouve

\ ]n=S:t+“l"3,n’

ou
ffdt§ (/ D gy d?'l-f O 9)2
Lim\J ¢
J 2P o ) d pwix —1) 'd
+ f ti— Py _%L! /;’e T w, P+L"8 w; ?)g

La fonction t{» . vérifie Vinégalité de la forme

14,1 < 9,() I/W

En intégrant, on trouve immédiatement

Z e"‘”i"‘“”w dp -+ epw;(x—” widp
2 i / ]
1 & 7l —t)(cos0 +1sm6 )
= 3 f rale—ticosdj+isindj),, (cose -isind )d6 - f " ,(cos04-isinf’)d0’
e 4 '
=1 ¢},

31'.'

r iy . I sinr (x — ¢
=—t e’""‘”"°°s°+’s‘“°’ (cos b - isin 6)dl = — sin 7, (x — 1) ,

27 Jn 7 x—1

=
1 & w (xmt) pulle—t) 1 sin7,(x —1)

— et wl.dp -+ e T widp ;
27 4 cy cy u

et, finalement,

p 1 [oasinr (x — 1)
sn_?fof(t)———ux_t at.
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Fixons maintenant 7, de fagon qu’on ait
r,=27%n-4a,
«, étant une constante ne dépendant pas de n. Cela est toujours possible, eu égard 2

la distribution des nombres p, et p,, (n° 4).
On trouve, aprés un calcule simple,

sin 2w n(x t)
S.= = [ FOTa T d =5 44,
ou S, est l'intégrale classique de DIRICHLET qui exprime la somme de # termes de la

simple série trigonométrique de la fonction f, et §, , une fonction analogue 4 ¢, , Cest-

d-dire vérifiant Pinégalité
bl <o,/ [Cira

Nous pouvons donc énoncer cette proposition fondamentale:
TutortMe VI. — Quelle que soit la fonction f(x) intégrable dans (o, 1), on a
toujours

= [, ndr =5, + v, <<,

S, désignant la somme de n termes de la série trigonométrique de la fonction f (x), et
W une fonction de x et de n qui vérifie toujours Pinégalité

|llf”|<Q(x)‘/fl|f|’dt <5<,

Q(x) étant une fonction positive de x, qui ne dépend pas de n et reste finie quand x est
distinct de o et 1.

Le Théoréme VI nous conduit immédiatement au

TutorEME VIL — Soit f(x) une fonction quelconque, intégrable dans (o, 1). Posons

1= [ F®,(x, Hd e<r<n,
5.(f)

la somme de n termes premiers de la simple série trigonométrique correspondant & f(x).

On a toujours
im{J.(f) =S,k =

lim }2-3 () — 5 38,0 = o

k=1
Soit h un nombre positif suffisamment petit, et introduisons avec M. STEKLOFF
une fonction auxiliaire

et désignons par

I a+h
0@= [ S
On a, en vertu du Théoréme VI,

L= —=S(f—9 =1, lwn|<n(x>]/f‘|f-—q»rdr.
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Soit m un nombre positf donné, arbitrairement petit d’ailleurs. On peut toujours
choisir b sufisamment petit, pour qu’on ait

<5 o<x < ®)

La fonction ¢ (x) sera alors une fonction déterminée, continue et 4 variation bornée
dans (o, 1); on peut toujours, d’ailleurs, la présenter sous la forme

® o) = [ 4(dx +C,
¢ (x) étant une fonction intégrable danso(o, 1). Or, on peut écrire
LD =S DLILG =) =S =9+ 11.(e) — S.(9)]
(1) <L 4IL®—5@
et Pon a évidemment
lim S, (¢) = 9,
lim J.(¢) = ¢

(en vertu du Théoréme V). On peut donc trouver n, suffisamment grand, pour qu’on
ait, pour tous les n > n_,

17,@) = S,@1 <5, 1L =S <x
et, comme la différence
1) —5.()

ne dépend pas de b, on trouve finalement

im{/,(f) = S.(f) =

On a, d’autre part,

VN =Sl £

Or, on a évidemment

”

(9 — Z 5,(9)]-

Q(A)q) Z lgk <200 (1gnn)z,

I ”
P = 2 L@ <
en vertu du Théoréme V; ® désigne ici le plus grand des deux nombres max |{ |, max|g|
dans (o, 1). De méme,

im |- 35, =2,
en vertu d’un théoréme connu de M. FEJ]’sR 81), On peut donc trouver #, suffisamment
89) Voir : STEKLOFF et TAMARKINE, loc. cit. 3), pp. 358-360.

31) Voir: L. FEjERr, Unfersuchungen iiber FOURIER’sche Reihen [Mathematische Annalen, Bd. LVIII
(1904), pp. 51-69], p- 59.
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grand, pour qu’on ait pour tous les n > n_,

P RAOEEDRIGIES?

et, comme la différence dans le premier nombre de I'inégalité précédente ne dépend pas
de b, on en déduit

L I &
lim {3 1,() — 5 3 5.0} =o.
im0 k=1 k=1
On peut donner une autre démonstration de la formule précédente, sans avoir recours
& Pinégalité (27). Cette démonstration, que nous a indiquée M. STekLOFF, ne differe

pas de la démonstration de linégalité (61) du travail cité plus haut **). L’inégalité

(31), la fonction @(x) étant une fonction 4 variation bornée dans (o, 1), nous donne,
eu égard 3 la premiére partie du Théoréme V,

17.() = S.(H] <y

pour tous les #>>n_, n, étant un nombre positif entier qui dépend de ». On en déduit
I &

k=1
On peut donc choisir # suffisamment grand, pour quon ait toujours

3.0 — S04

"o

PRIAGHERNAC))

k=1

n—n,
n

- I
<+ -

<=

I
n

et

3= Es | <an c.ar.p.

k=1

9. Nous allons maintenant étudier I'intégrale

J.()

sous un point de vue tout & fait différent. Démontrons d’abord le
TutorEME VIIL. — Les solutions du probléme (L), (1) pour

o '

A=1%, N

existent toujours pour les valeurs de k suffisamment grandes. Il en existe au plus deux,
linéairement distinctes, correspondant & chaque nombre X, X,. Mais, dans le cas ot

& — 48,8, %0 P,
& chaque nombre X, N correspond une et une seule solution de (L), (L), qui est déter-

minde & un facteur constant prés. On suppose d'ailleurs, que les deux nombres a,, a,
soient différents de zéro 34).

3%) Voir: W. STEKLOFF et J. TAMARKINE, loc. cit. 3), pp. 360-362.
33) La différence essentielle entre les deux cas:
a®—4a,8,=0 et a4} —4a,a,7#0
est évidlemment échappée i I'analyse de M. BIRKHOFF.
34) Voir n* 3-4.
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Désignons, pour un moment, par #(x) la solution du probleme (I), (L), qui cot-
respond &4 A = X, ou 4 X = 1]. Nous avons déji vu que

u(x) = Z cjyj(x)’
J=1
les constantes ¢; vérifiant le systtme d’équations linéaires
(1) ici Ui(9)=o (k=1, 2, ..., m) 35),

Le déterminant du systtme (1) étant A(}), on doit montrer pour la démonstration du

Théoréme VIII:
1) que, pour X = k;, A/, on peut trouver au moins un mineur du second rang

du déterminant A(}), qui n’est pas nul;
2) que, le discriminant
2
a — 4a,a,
étant distinct de zéro, on peut trouver pour A =}, A/ au moins un mineur du pre-

mier rang de A(}), qui n’est pas nul.
Il est évident, qu'on peut considérer le déterminant A , au lieu de A.

Or, nous avons vu que
%) I N I S N IO | A S N R AT

[, 0] - - wplle ] E Wi ] TR RY - (8, w"’]
Désignons par

ik
Hopt1
les mineurs du second rang correspondant aux éléments de deux colonnes pime et
(¢ + 1)t™°. Les deux nombres a,, @, étant différents de zéro, on peut trouver au

moins un mineur

G k=1,2,...,m)

ioko

RIS

:,:g-l = [a]1

le nombre a étant différent de zéro, car autrement on aurait nécessairement, en déve-

de la forme

loppant,
a,=a,=o.

[+ 2

Si on substitue maintenant X}, 2} au lieu de X dans A(X) ou, ce qui est la méme
y €€ q

chose, p, ;, p,, au lieu de p dans A, et dans A:f’pL+ , on trouve, pour les valeurs suffi-

samment grandes de %,

Aioke = [a] 5 o. C.Q.F.D.
Supposons maintenant que
(32) a4, — 44,0, 7 0.

35) Cfr. BIRKHOFF, loc. cit. 5), p. 385.
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Posons
a whoL L. (oc —[—-EB) wwl(;a +{5)
Q(£)= .......
am wfm m(a + ES,};) wp+l(£l + ?)ﬂl)

et désignons par .
4; (G=1,2 o, m;j=py h41)
les mineurs du premier rang qui correspondent aux éléments de deux colonnes, pime

et (& F1)™. On a
1 dQ a, oo g ;
e a8+ - —ZWP‘B;AP-I-;%L,“ 4.,
Soit maintenant
L’inégalit¢ (32) nous montre que
E/ __a_r o En ar # .
a, + 2 76 y & + 2 0;
on peut donc trouver au moins un mineur
Ao
Jo
qui est distinct de zéro pour §=§’, £". Posons maintenant p=p ,, p,, dans A_. On
voit immédiatement que le mineur de A, correspondant au terme

[} 4+ e8] G=r2....m, =[] [

sera de la forme
) G=1,8)
et celui qui correspond au terme
[, 4 e8] G=1, 2, ..., m),
(4

On peut donc trouver au moins un mineur du premier rang de A, ou, ce qui estla
méme chose, du déterminant A(}), qui soit distinct de zéro pour

A =7\L, 7\;",

sera de la forme
)

pour les valeurs de k suffisamment grandes, ce qui achéve la démonstration du théo-
reme. On peut trouver sans peine les expressions correspondantes de u(x), en résolvant
le systtme (1) ). Nous n’insistons pas sur ce point 1a.
Nous désignons, en géneral, par
Uiy Uy

la solution du probleme (I), (I,) qui correspond resp. 4 A, A/, cette solution étant

3%) Cfr. BirknoFF, loc. cit. 5), p. 389.
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unique, et par
iy By Uy U
les deux solutions linéairement distinctes, correspondant 4 A/, A dans le cas contraire.
10. Considérons maintenant la fonction G(x, #); C’est une fonction méromorphe

de 1, dont tous les poles font partie de I'une des deux suites

A, A (k=o,+1,+2..)
On doit distinguer les trois cas possibles
1) Le point
™ A=, N
est un pole double de G(x, f).
2) Le point (y) est un pdle simple de G(x, f).
3) Le point (y) n’est point un péle de G(x, ¢).
Ce sont i tous les cas possibles, parce que I’quation
Ay
peut avoir au plus des racines doubles *) pour les valeurs suffisamment grandes de
| X|. Désignons, en général, par
Ri(x, 1), R/(x, 1)
les résidus de G(x, £), relativement aux poles
Ny N
On a évidemment

=5 4o [ i@ 66, s

27”

—f,gfoldt-f(t)anG(x, t)d1=Z;fo‘f(t)R,;(x, t)dt+/oxf(t)k;;(x, t)dtf,

la somme étant prise suivant tous les poles de G(x, f) qui sont situés dans le contour
L,. On trouve donc

imJ, = 3| [ RG var+ [FOR G 0 af,

et le Théoréme VII nous donne immédiatement le
Tutorime IX. — Soit f(x) une fonction quelconque, intégrable dans (o, 1). Posons

(33) 5 f F(OR.(x, Hdt 4 f FOOR (x, t)dt€

Les conditions du développement de f(x) en une série de la forme lim s, sont les

mémes que celles du développement de f(x) en une série trigonométrique. Le méme résultat
subsiste relativement & la représentation de f(x) & Paide des moyens arithmétiques

hm—zck, lnm; - ZS

n==co e

37y Voir n° 4.
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On peut donc étendre aux séries de la forme lims, tous les résultats obtenus par
n=—0o0

MM. Duvi, Liescurrz, Jorpaw, FEjER pour les simples séries trigonométriques.

Nous allons maintenant discuter plus précisement la nature des fonctions

Ri(x% 1), R{(% D).

Nous laissons de coté le cas 1) qui exige une analyse plus délicate, et qui n’a pas lieu,
dailleurs, dans les problemes les plus intéressants de la Physique mathématique ).

Le cas 3) est impossible, ce qui est établi par M. WEsTFALL. Il 2 montré en effet,
que la fonction G(x, t) et les solutions du probléme (I), (I,) non nulles identiquement
ne peuvent pas coexister pour les mémes valeurs de % ). Nous n’avons donc qu’a
considérer le cas 2).

On doit maintenant introduire la notion du probléme adjoint #°) du probléme
(D, (L)-

Posons

d"*u

L) =0 4 p ()5 4 p ()

En intégrant par parties, on trouve

/o”vL(u)dx — P(u, ) +fo‘uM(v)dx,

M(v) désignant une opération différentielle d’ordre m, analogue 4 L, et P(u, v) une
forme bilinéaire de deux suites de variables

(34) u(0)y ...y 4" (0); w(1), ..., s (1),
(34,) v(0), ..., " (0); v(1), ..., ¥"(1).
Les m formes linéaires

U,(u) G=1,2...,m)
de 2m variables (34) étant linéairement indépendantes, on peut construire encore m
formes linéaires

U,(w) G=m-41,...,2m)
de mémes variables, qui, avec les formes U,(#) (i =1, 2, ..., m), constituent un

38) Remarquons que le cas 1) ne peut se présenter que quand
a: - 4“0 al = 0;
le cas le plus intéressant, ou I'égalité précédente a lieu, est celui de conditions & limites du type pério-
dique (n° 5), Péquation (I) étant adjointe 4 elle-méme. Or nous allons montrer plus tard -que dans le
cas du probléme adjoint 4 lui méme fous les poles de G(x, t) sont simples.
On vérifie sans peine que, si le cas 1) est en général possible, le développement (33) est une
série procédant suivant les solutions de Péquation différentielle
LLW)+ 2 AL@w) -+ u=0
et non plus de I’équation (1), quoique les solutions de celle-ci existent de méme. Le cas 1) est li¢
avec la théorie des équations intégrales au noyau non symétrique.
39) Voir: W. D. A. WEesTFALL, loc. cit. 9), pp. 19-21.
49) BrrkHOFF, loc. cit. ©), pp. 375-377.
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIV (2% sem. 1912). — Stampato il 6 novembre 1912. 48
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systeme complet de 2 formes linéaires indépendantes de (34). On peut alors, récipro-
quement, exprimer (34) au moyen de U,(x) (i =1, 2, ..., 2m). On trouve

P(u, v) = iUi @V i (V)

V,(v) (k=1, 2, ..., 2m) désignant les 2m formes linéaires de variables (34,). On
peut démontrer 4 aise, que les formes

V,,('U) (k=1,2,...,2m)
sont linéairement indépendantes. Le probléme
avec les conditions aux limites
(Ha) V,.(v)=o G=12,..., 2m)

est le probléme adjoint du probléme (I), (I). On sait que les suites de nombres carac-
téristiques relativement aux deux problemes (I), (I,) et (II), (II,) sont identiques *#').
En désignant, pour un moment, par #,(x) et v,(x) les deux solutions resp. du pro-
bleme (I), (I,) et de son adjoint, on a, en général,

(35) [ w@n@ix=o,

sous la condition que les solutions #, et v, correspondent 4 des nombres caractéristiques
indgaux.

Désignons par H(x, t) la fonction analogue & G(x, t), relativement au probléme
(II), (IL,). On a, comme on le sait,

G(x, ©) = H(, x) *).
Un calcul simple nous montre que le résidu de la fonction G(x, #) relatif & un
pole simple, considéré comme une fonction de x, est une solution du probléeme (I), (L,);
et de méme, le résidu de H(¢, x), considéré comme une fonction de ¢, est une solution

du probleme adjoint (II), (IL,). On trouve donc, eu égard au Théoréme VII et aux
notations du n° 10,

(36) %R; (x ) =wv,On,(x), r=1%,
Ri(x ) =0, (v, (x), A=},
ou -

(36) § R, (% ) =v,(Du,(x) + v, @Oui(x), 2=},

’ Ri(x ) = v, Qu(®) + v (Dui(x) 2=,
v,, ... désignant des solutions du probleme (II), (IL), convenablement choisies. On
a donc, finalement,

630 n=3 n [10uOs+3 e [ O

==

41y Voir: W. D. A. WESTFALL, loc. cit. 9), p. 21. M. WESTFALL a obtenu un résultat plus parti-
culier; son extension pour le cas général considéré dans le texte ne présente aucune difficulté.
4%) Voir la note 4%).
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dans le cas (36), et

2,
+5
dans le cas (36,).

La série dans le second membre est analogue 4 celle de Fourigr.

Le Théoréme IX nous donne ainsi le développement de la fonction arbitraire f(x)
en une série procédant suivant les solutions du probléeme (I), (I,) et la « sommation »
d’une telle série, dans le sens de M. Fejér. Le probléme principal de ce travail est
ainsi résolu. Un autre probléme, 4 savoir, Punicité de développement d’une fonction f(x)
en une série de la forme (33,) ou (33,) sera discuté¢ dans un travail ultérieur. On peut
¢tablir, relativement 4 ce probléme, un théoréme analogue 3 celui de M. G. Cantor
relativement aux séries trigonométriques. ‘

I11. Les résultats précédents sont plus symétriques quand le probleme (I), (I,) est

adjoint 4 lui méme, ce que nous allons supposer maintenant.
Dans le cas considéré, nous avons

L(u) = M(u),
U(w)y=7,(u) (=12, ..., m.

NCY WICEROMETASY WIOEACH

(33,) 8, = X x
) [ Ov@dr+ i [ 1Ovod,

(Les conditions aux limites du type périodique sont compris dans le cas considéré).
On établi le

TukoreMe X. — La fonction G(x, t), correspondant au probléme adjoint & lui-
méme, a tous ses pbles simples et réels.

Soit f(x) une fonction quelconque, continue dans (o, 1). Considérons le probleme

(3) L(v) +2rv =/,
(3.) U@ =o G=1,2 ..., m)
(n°1). On a

v =f‘f(t)c;(x, Hd.

La fonction v est une fonction méromorphe de A. Nous allons montrer que tous les
pbles différents de zéro de v(x, ), quelle que soit la fonction f(x), sont simples et réels.

Soit X =12, % 0 un pdle de v(x), d'ordre k(k >1). On a, pour les valeurs de A
suffisamment voisines de 1 ,

NG IR e B AC R
'U(x) —()\ _ )\o)k_l— ()\ _ )\o)h_‘ + + A — )‘o + vo( ) )‘)7

v,(x, }) ¢tant une fonction holomorphe pour A=2X . On trouve sans peine les équa-
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tions pour v,(x) +)
L(v,) + X0, =0,

L(vk—s) + )‘ovk-s + vk—:+1 =20 (S =1, 2, ..., k— I)’
U()=o =12 ..., ki=12 ..., m.
Posons .
h=1%, 4,
_ v, (%) = v,_, (%) + iv_, (%) (s=o0, .., k—1).
Il vient

L) 42y —\ovi=o,
L(.v;") + )‘z 7)12 + )\1 'U;: - O)

(37) L(v;z—s) + )‘1 v;z-—: - )‘2 'U;:_: + v;z—:+| =0
LE) N+ vl 4o, =o

U _)=U[_)=o0 (s=0, 1, ..., k=1;i=1, 2, ..., m).

=12 ..., k—1),

Les deux premitres équations nous donnent sans peine
I
12 12 _
)‘zf (v + )dx = 0.
0
On a donc un des deux cas suivants:
1) A, =o0; A =2 est réel;
I
2) f (2 -+ oY dx = 0; v,(x)=o dans (o, 1).
o

Considérons d’abord le cas 1). Il vient sans peine

I 1
r2 —_ "2 —
kadx_ka dx = o,
o o

[ "no___ _—
v, =0, v, =0, v, =0 dans (o, 1),

ce qui nous montre que A, est un pole d’ordre (k— 1), au plus. On trouve immédia-
tement le méme résultat dans le cas 2). En continuant les mémes raisonnements, on
démontre enfin que %, est un pole simple de v(x), Cest-d-dire qu'on a

v(x) :v_[(Q + v, (x, 2).
A—a, T o
Si on pose k = 1 dans les équations (37), on trouve comme auparavant
[ @+ =0, %, =0,
[}

la fonction v(x) étant différente de zéro, dans (o, 1). Donc X est un péle simple et
réel de la fonction v(x), c. q. f. d. Le raisonnement précédent ne s’applique pas au

43) Ctr.: Bogaio, Sopra alcuni teoremi di Fisica-matematica [Att del IV® Congresso Internazionale
dei Matematici, Roma 1908, vol. III (1909), pp. 125-137].
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cas possible
A, =0,

o

qui ne présente aucun intérét.
Supposons maintenant que X = X, soit un péle multiple de la fonction G(x, #),

d’ordre (k> 1). On a

66 =2t 4 N+ T Ry

R (x, t) étant une fonction holomorphe pour A =1,. Or, quelle que soit f(x), on a

i FOR_ @ Dt

v =3 e+ [ TORG D

ce qui nous donne, tous les pdles de v(x) étant simples,

/'If(t)RS(x, Ndt=o (=2, ..., B)

s'o
Les fonctions R, (x, t) étant continues et f(#) étant une fonction continue arbitraire,
on a donc identiquement

R (x,

R (x,)=o0 (s=2,..., k).

On ¢tablit de méme que X, doit étre réel. C.Q F.D.
On peut donc affirmer que, dans le cas ot le probleme (I), (I,) est adjoint 4 lui-
méme, la série (33) se réduit toujours 4 Pune des deux formes (33,) et (33,), les fonc-
tions v, (£), ... désignant les solutions du méme probléeme (I), (I,). Supposons en-

core, pour fixer les idées, que
a. — 4a,a, 7~ o.
On a ¢videmment
lim O — %) G(x, ) = R, (x, 1) = ¢'u,, (), (%),

A=A E

lm}, (A —=2)G(x, ) = R/(x, t) = " u,, (Du,, (x).

On a, d’autre coté, :
L(ulk)+)\ulk :()‘ —)\I’z) ulk’ Ui(uxk): o (i=1, ey m)
L(u,) + 20, =0 =2, Uls,)=o G=1,..., m.

Donc x
ua@) =0 =) [ 4,06 Dds
1, (5) = (0 — W) f "0, ()G (x, Bt
On a donc °
u,,,(x);—.f 4 (DO — W) G(x, Hdi =1lim 4 (O — NG (x, 1)dt

l_l
= ¢'u, () f u, (O d;
C’ — xk(x)

f ulhdt
Q
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et de méme

uzk(x) .
f ul,dt
]

Donc, dans le cas considéré, la série (33) se réduit 4 la suivante:

ff(t)u oL fj(t)u (Hdt
"g‘- O fu dt +"=Z’°° () fuzkdt ’

qui ne présente que la simple généralisation de la série de Fourier ).

C” —

St.-Pétersbourg, le 25 mars 1912.

J. TAMARKINE.

44) Remarquons que toutes les considérations de ce travail ne supposent nullement que la fonc-
tion & developper soit réelle, ou que les coefficients p,(x) ... et «;, B;, etc. soient réels.



