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SUR QUELOUES POINTS DE LA THt~0RIE 
DES I~QUATIONS DIFFI~RENTIELLES LINI~AIRES 0RDINAIRES 
ET SUR LA Gt~Nt~RALISATION DE LA SERIE DE FOURIER. 

Par I. T a m a r k i n e (St .-P&ersbourg).  

Adunanza del 26 maggio xgx2. 

INTRODUCTION.  

Dans ses nombreux travaux M. STEIILorr a &abli une m&hode #n&ale pour le 
d~veloppement d'une fonction dite arbitraire, f(x), en s6rie proc~dant suivant les so- 
lutions des ~quations diff&entielles ordinaires du second ordre '). Une autre re&bode 
de m~me esp&e a &~ d&elopp& dans les travaux de M. KNES~.R ~). 

On peut citer ensuite plusieurs travaux, oth la m&hode de M. ST~KLOrr, ainsi 
que les m&hodes analogues, s'appliquent aux 6quations du 4 ~m~ ordre 3). 

x) W. STEKt~OVV : a) Probl~me de refroidissement d'une barre ba#o#ne [Annales de la Facult~ des 

Sciences de Toulouse, IIe s&ie,t. III ( i9oi) ,  pp. 281.313] ; b) Sur les expressions asymptotiques de certaines 
fonctions, ddfin!es par les dquations diffdrentielles lindaires du second ordre et Ieurs applications au probl~me 
du ddveIoppement d'une fonction arbitraire en sdries procddant suivant les dim fonctions [Communications 
de la Soci&~ Math~matique de Kharkow, t. X (I9O9), pp. 97-2oI] ; c) Sur une mdthode nouvellepour rd- 
soudre plusieurs probl~mes du ddveloppement d'une fonction arbitraire en sdries infinies [Comptes rendus heb- 
domadalres des s&nces de l'Acad~mie des Sciences (Paris), tome CXLIV (I e, sere. 19o7), pp. I329-I332 ~ ; 
d) Sur l'existence des fonctions fonclamentales correspondant ct une ~quation diffdrentielle liniaire du second 
ordre [Memorie della R. Accademia dei Lincei, vol. VIII (I9IO), pp. I59-17o] ; e) Solution gdnirale du 
probl~me de ddveloppement d'une fonctgon arbitraire en sdHes suivant les fonctions fondamentales de STtlRM- 
LIOUVlLLE [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XIX, 2 ~ semestre I9IO, pp. 49o-496]. 

2) A. KIqESER : a) Untersuchungen tiber die DarsteIlung willkiirlicher Functionen in der mathematischen 
Physik [Mathematische Annalen, Bd. LVIII (I9O4), pp. 8I-I47]; b) Beitrtige zur Theorie der SToaivr- 
LIOUVlLLESCben Darstellung wilIkiirlicber Funletio~*en [Mathematische Annalen, Bd. LX (I 9 ~ 5), PP. 402-423 ]. 

8) A. DAVlDOGLOU: a) Sur l'iquation des vibrations transversales des verges dlastiques [Annales 

de I'll'cole Normale Sup6rieure, IW s&ie, t. XVII (t9oo), pp. 359"444]; b) Etude de l'iquation diffireru 

tielle, etc. [Ibidem, III ~ s&ie, t. XXlI (i9o5) , pp. 539-565]. 
N. KRX'LOFF : a) Sur le probl~me des vibrations transversales des verges dlastiques [Rendiconti della 

R. Accademia dei Lincei, vol. XVIII, u ~ semestre 19o9, pp. 61o-614] ; b) Sur les ddveIoppements en siries 
des fonctions dites fondamentales rencontrdes darts le probl~me des vibrations transversales des verges dla- 
stiques hdtdrog~nes [Annales de l'Universit~ de Kieff, I91O]. 

J. TAMARKI~IE, Application de la mdtbode des fonctions fondamentales ~ i'dtude de Vdquation diffdre~v 
tieIIe des verges vibrantes dlastiques [Communications de la Soci&~ Math~matique de Kharkow, t. XII 

(19IO), pp. x9-46]. 

Rend. Circ. Matem. Pal*rmo, t. XXXIV (2 o sere. 1912 ). - -S tampa to  il 3t ottobre x9t2. 44 
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I1 faut remarquer que le champ d'applications des m6thodes tout ~i l'heure men- 
tionn~es est limit~, car elles ne s'appliquent qu'aux probl~mes qu'on appelle c~ adjoints 
~l eux m6mes ~. 

M. POINCAR~ a indiqu6, dans son M6moire devenu maintenant classique 4), une 
autre m6thode, bas6e sur un th~or~me fondamental de la th~orie des fonctions d'une 
variable complexe (CAUcHv), qui est exempt de ce d6faut. 

Cette m6thode est &roitement like ~t la recherche des expressions asymptotiques de 
solutions des 6quations diff6rentielles qui servent au d~veloppement de la fonction f(x) .  

Mais tes expressions asymptotiques des int6grales des 6quations lin~aires ordinaires 
n'ont 6t6 trouv~es, dans le cas g6n6ral, qu'en ce dernier temps par MM. SCHLESlNGF.R 
et BIRII~tOFF S), ce qui explique, en partie, la lenteur du progr~s de la m6thode de PoIs- 
CAR~-CAUCHY. 

Les expressions asymptotiques dont il s'agit 6tant trouv6es, le d6veloppement de la 
m6thode de POt~CAR~-CAucHY ne pouvait pas pr6senter des difficult6s essentielles. 

Notre travail est consacr6 justement ~ l'application de la m6thode de POtNGAR~- 
CAUCHY au probl~me du d6veloppement susdit. 

Quant aux expressions asymptotiques (dans le cas g6n6ral), je remarquerai, que 
je les ai d6duites ind6pendemment de M. BtRSHOFF, et par une voie analogue en grands 
traits ~t celle qui a conduit le g6om~tre am~ricain ~t ses r6sultats, que je viens de men- 
tionner. 

Malheureusement~ les ~ Transactions of the American Mathematical Society ~ 6rant 
peu r6pandus dans notre pays, nous n'avons appris que tout r6cemment l'existence des 
travaux de M. BtR~I~ovv, grace A l'amabilit~ de l'auteur lui m~me, qui a envoy6 ses 
M6moires A M. ST~KLOFF. I1 est  inutile maintenant de reproduire nos r~cherches sur 
les expressions asymptotiques, et nous allons suivre dans ce travail le M6moire de 
M. BIRKHOFF, publi6 en I9o8. 

M. BIRKHOFF, dans un second M6moire a), a tent6 aussi de faire application de la 
m6thode de POINCARI~-CAUCHY au probl~me du d6veloppement. Mais cette derni6re ques- 
tion ne peut pas 6tre consid6r6e comme d~finitivement tranch6e par le M6moire cit~ 
de M. BmK~OVV, parce que les r6sultats principaux y compris ne nous semblent pas 
~tablis d'une mani6re rigoureuse. 

W. STEKLOFF et J. TAMARKINE, Probl~me des vibrations transversal, s d'une verge dlastique homo. 
g~ne [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXI (I ~ sere. I9ii),  pp. 341-362 ]. 

4) H. POINCAR~, Sur les dquations de la Physique matbdmatique [Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, t. VIII  (I894), pp. 57-156]. 

s) L. SCHLESlN~E~, Uber asymptotische Darstellungen der L6sungen //nearer Differentialsysteme I als 
Funktionen eines Parameters [Mathematische Annalen, Bd. LXIII (I9O7), pp. 277-30o]. 

D. BIRKHOFF, On the asymptotic cbarakter of tbe solutions of certain linear diffdrential dquations 
containing a parameter [Transactions of the American Mathematical Society, Vol. IX (I 9~ pp. 219-231 ]. 

o) D. BmKHOFF, Boundary value and expansion problems of ordinary linear differential equations 
[Transactions of the American Mathematical Society, Vol. IX 09o8), pp. 373~ 
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C'est pourquoi je me permet de reprendre ce probl~me dans cet Article, ayant le 
but principal de donner une solmion rigoureuse du probl~me dont il s'agit. 

x. Nous allons &udier, dans ce travail, le probl~me du d~veloppement d'une fonc- 
tion arbitraire en une sO:tie proc~dant suivant les solutions de l'~quation diff~rentielle 

d,~u d~-2u 
(I) dx m + p , ( X ) d x , ~  + . . .  +pm(X) U +  ) ,U=O ( O / ' X ~  I) 

jointe aux conditions aux limites 
(Io) u , ( . )  = o ( ~ =  , ,  ~ . . . . .  m), 

odt: U~ d6signent les m formes lin~aires de 

" ( 0 ) ,  " ' ( 0 ) ,  . . . ,  U(m--')(O), " ( I ) ,  " ' ( I ) ,  . . . ,  u (m-O(I )  

lin~airement distinctes; 
p2(x), . . . ,  pro(X) 

les fonctions donn6es de x, r6elles ou complexes, continues dans (o, I ) ;  ). un para- 
re&re 7). 

Nous allons supposer que les conditions (Io) soient r~duites A la forme normale 
de la mani~re suivante s): on peut supprimer u/"- ' l (o)  et ulm-'~(I) par des combinai- 
sons lin6aires convenablement choisies, dans les ( m - - 2 )  des ~quations ( I ) ;  il en reste 
encore, au plus, deux qui contiennent encore u"~- ' (o)  et ulm-'~(I). En appliquant 
les operations analogues aux ulm-*~(O) et ulm-~(I), on obtient encore deux ~quations 
au plus, qui contiennent ulm-~l(O) et ulm-~l(I), et ( m -  4) ne contenant ni ul"-'~(o), 
u~m-'~(I) ni n"-*l(o) ,  uC'-~(1). En proc6dant ainsi successivement on peut r6duire les 
~quations (I.) A la forme normale 

U , ( u ) -  U,o(.) + v , , ( . )  = o, 
kl--x 

(L) U,o ( . )  - -  ~,.~'" (o) + ~ ~,/.~;' (o) (~ = ~, ~ . . . .  , m), 

U,, ( . )  - -  ~, . '~" (~) + y % .';'(,) (k, X__ k~ X_..._X ~. )  
j=o 

Soit maintenant 
Y,, Y,, " ' ' ,  Ym 

un syst~me d'int~grales particuli~res ind~pendantes de l'~quation (I) ;  ce sont les fonc- 
tions enti6res du param~tre ),. L'int~grale g~n~rale de (I)  sera 

U = c,y, + qy~ + . . .  + c,y,, ,  

7) Le probl~me plus g~n~ral 
Po (x) ~m U am-' U a - ~  + P' (x) ~ + . . .  + / , , ,  (x) u + / ' ( x )  X u = o (a A x Z t,) 

peut ~tre ramenr au problr precedent par un changement de variable, sous la seule condition que 
�9 e ( x )  

les fonctions Po (x) et P(x) soieut toujours distinctes de z6ro dam (a, b) et que le rapport ~ soit r~el. 
8) Voir: BmKHOVF, 1OC. cir. 6), p. 382. 
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C i ( i - - -  I ,  2, . . . ,  m)  d6signant des constantes arbitraires. En substituant dans ( I ) ,  on 

trouve 

(I) ~ ciU(yj) = o ( i =  1 ,2  . . . .  , m). 
j = i  

C'est un syst~me d'6quations lin6aires homog~nes par rapport aux constantes q ,  
qui admet un syst&ne de solutions distinctes de z&o sous la seule condition que son 

d&erminant 

a ( x )  = 
U (y,) . . . U (Ym) 

Um (Y,) �9 �9 �9 Vm (Ym) 
est nul. L'6quation 
(~) ,a (~)  = o 

nous donne une suite de , valeurs caract6ristiques ~) de X pour lesquelles les solutions 
de notre probl~me existent et sont diff&entes de z&o. Supposons, au contraire, que 

a ( ~ ) # o ;  

la solution des 6quations ( I )e t  (Is) sera identiquement nulle; mais on peut alors obte- 
nir la solution d'un autre probl~me: 

(3) L(v) + ),v = f ,  
(3,,) U , ( v )  = o ~i = ~, ~ , . . ,  m~, 

of f  l'on a pos6 pour plus de simplicit6 

d" v d"- '  v 
L ( v )  = dx ~  + p ~ ( x ) ~  + ... +po(x)v, 

f (x)  &ant une s donn6e continue dans C o, i).  
En effet, on peut &tire l'int6grale g6n6rale de (3) sous l'une des deux formes 

suivantes 

fo  x ~= , ( x )Y ( t )d t ,  v = ~- c~.yi(x ) + f(t) Y' 

~ ,  s yj(x _~Yi (t) dt ' 
j = l  1=1 

~(t) d6signant le d&erminant 

(4) 

y(,m-')(t).. ,  y~'-" (t) 

: : : , 

t y , ( t )  . . .  ym(t)] 
Yi(t) les mineurs de ce d&erminant, relativement aux 616ments de la premiere ligne; 
c' et c I' sont des constantes arbitraires. On en dMuit la formule plus sym&rique 

i 

s (5) v = s ciyj(x ) + f(t)g(x, t)dt, 
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off l'on a pos~ 
y ~ ! x ) . . ,  ym(X) 

I y ' - ' ( t ) . . . y ~ . 7 - " ( t )  + pour x > t  
(6 )  g ( x ,  t) = + ~ . . . . . . . . . . . . .  , - pour x < t. 

y , ( t )  . . . ym(t) [ 

En substituant cette expression de v dans les ~quations (34), on trouve un syst6me 
d'bquations lin~aires pour la d&ermination de cj: 

s (7) s  4- f ( t ) U , ( g ) d t = o  ( i = r  . . . . .  m). 
j = ~  

Le d6terminant A 6tant different de z6ro, ce qu'on a suppose, le syst~me (7) admet 
un syst6me unique de solutions pour c i . En substituant dans (5) les expressions de cj 
d~duites de (7), on trouve, aprbs quelques calculs 61bmentaires, 

s (5,,) v - -  f G ( x ,  t )dt  9), 

off 
y , ( x )  . . . y,~(x) g(x ,  t) 

( 8 )  G(x, t ) =  ( 7 (  I~!m~.t A) UI(yl) " " " UI(Ym) Ul(g) 
�9 �9 . . . �9 �9 �9 �9 �9 ~ ~ . ~ . . �9 

U ( y , ) . . .  U (y,~) U ( g )  

Cette expression de v ( x ) e s t  tr~s importante pour la discussion de la possibilit6 du 
d6veloppement de la fonction f ( x )  suivant les solutions des 6quations (1), (I4). 

2. Nous allons maintenant 6noncer un Lemme g6n6ral, qui est &abli par 
M. BIRKHOFF ,o). 

Soit donn~e l'6quation diff6rentielle 
(dmy d"- 'y  

(9) 1 dxm + ~am--'(X' ~)d-~-"~i + �9 + ~ma~ ~)y "--- O, 

( o o  

a,(x, 8) - -  Z a q ( x ) C i  ( i=o,  . . . ,  m--x), 
j = o  

aq &ant des fonctions donn~es de x et ? un param~tre. Supposons que l'6quation 

0 o )  ~m + a . . . . .  ( x ) ~ ' - '  + . . .  + ao,o(~) = o 
ait son discriminant toujours distinct de z6ro dans (o, I), et qu'on peut trouver une 
telle r~gion D de la variable complexe ~ avec une disposition correspondante de racines 
de (.I o), 

W ~  W 2 ~  . . . ~ g U  m 

pour laquelle 
~ ( p ~ , )  _L ~(egU~) _L . . .  ~ ~(pgU.) " )  

dans D, x variant dans (o, I). 

9) Cette formule est d6montr6e par une m~thode diff~rente par M. W. D. A. WESTFALL, Zulr 
Theorie der [ntegralgleichungen (Inaugural-Dissertation) (G6ttingen i9o5) , pp. I8-2o. 

to) Voir: BIRKaOFV, 10r cit. 6), pp. 219.23X. 
x x) R(a) d~signe cc partie r~elle de a ~. 
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Adoptons, en g6n6ral, le symbole 

E 
i ,  ]r . . .  

pour d4signer des s du param&re p (et d'autres variables, d'ailleurs) qui restent 
finies pour les grandes valeurs de f e t  v6rifient toujours l'in6galit4 de la forme 

(~) [E,,k,.. [ <  M, 

M &ant une constante positive. On peut 6noncer la proposition suivante: 
LEM~tE I. ~ On peut prdsenter, pour les grandes valeurs de [p I, un systbme d'intdgrales 

particuli~res inddpendantes de l'dquation diffdrentielle (9) sous la forme 

y i (  x, ~) - -  7~i(X, ~) 'JU eP f~wict)'it Eoi~-'~ (i = i, 2 . . . . .  m), 
oit 

= e 

et les fonctions Z~i(x) sont choisies de fa;on it rendre nuls tousles coefficients de m o 
puissances supgrieures de ~ dans le rgsultat de la substitution de ~ au lieu de y dans le 
premier membre de (9), mo dgsignant un nombre entier positif quelconque *~). 

On a d'ailleurs 

dk yi(x,  ~) "Pf'~il')at E "-mo+k t (i = I, 2, . . . ,  m), _ P ) .  
dx  k dx  ~ {(k = I, 2, ., m -  I). 

On peut trouver la d6monstration du Lemme I dans le m6moire cit6 de M. Bm- 
KHOFr; une d6monstration analogue a 6t6 trouv& par nous, ind6pendamment de M. BIR- 
Rnorv [Volt l'Introduction]. 

En rue d'applicafion du Lemme I ~t l'6quation (I), posons 

X - - p  ,~. 

Le plan de la variable complexe ), se transformera en un secteur (D) dans le 
plan de la variable complexe ~, qui est d+fini par les in~galit6s 

I ~ ,~  arg ? ~ (1 + 2) z: 
(O) ~ - -  - -  m ' 

I &ant un nombre entier quelconque. 
On dolt poser encore 

p . ( x )  
a,~_, (x, ?) - -  o, a,~_~(x, ~) - - p  ) ( k - - 2 ,  . . . ,  m - - I ) ,  ao(x, ? ) = i -  ~ ?,,, 

L'~quation (IO) se r~duit It 
0 0 3  w + = o 

z2) Pour que cela soit possible, il faut en premier lieu supposer l'existence de (m o - - I )  d&iv6es 
premieres de aq(x) dans (o, x). Nous allons consid6rer le cas particulier o/1 t o o =  I; alors les fonc. 
tions aq(x) sont des fonctions continues dans (o, i).  
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dont toutes les racines sont distinctes (et constantes, d'ailleurs): 

2k+I  2 k + i  
w = cos ~ -~- i sin .~ (k = o, i . . . .  , m --  I). 

in  m 

Ii nous reste encore k d&erminer la rbgion D. Or, la condition n6cessaire et suf- 
fisante pour que l%galit6 

R (,o w')  = R (~ w")  

�9 [w' et w"  d6signant deux racines quelconques de ( l O ) ]  air lieu, est ~videmment 

1'~ 
arg ? - -  - -  , 

m 

off l' est un nombre entier. Donc, la r6gion D qui doit ~tre contenue dans (D) sera 

d6termin6e par un des deux syst~mes d'in6galit6s 

(D,)  1_~ ~ arg p ~ (I + ~ ) ~ ,  
m - -  m 

m m 
(D) 

Soit 

la disposition correspondante ~l D. et 
t 

W x , 

~U 2 , �9 �9 . , W m  

t �9 W t 
W 2 ~  " " ~ m 

celle ?t D~. Supposons, pour fixer les idles, que m soit pair: 

m ~- 2p.. 

C'est le seul casque  nous allons discuter en d6tail. Des considerations tout A fait ana- 

logues peuvent 6tre appliqu6es au cas 

m---2~u.-}- i. 

Choisissons le hombre l, ce qui est toujours possible, de Gqon qu'on air 

R(?w') = o, a r g ? - - - - - - ~ ,  

w' d6signant une racine de l'6quation (lOs). On trouve alors 

( i i )  R(pwt)<R(?w~)<..._LR(?w~)Lo~R(~w~+,)<...<R(?w~), dans D, .  

On a, en outre, 

Remarquons encore que les fonctions 

= . . . ,  m )  

se r6duisent toutes, dans le cas considerS, ~ I. Nous pouvons donc affirmer l'existence, 

pour les grandes valeurs de I?], d'un syst~me d'int6grales particuli6res ind6pendantes 

de (I), de la forme 

y,----W~"~I + - ~  ( i =  I, 2, . . . ,  m), dans D,, 
k 
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y , ( x )  = ~ o , , [ q ,  

valable dans le domaine 

et de la forme 

y' i--e~ -)  ( i = I ,  2 , . . . , m ) ,  dansD2~8) .  

Or, rappelons-nous que les fonctions Yl, Yl sont des fonctions analytiques de ? d a n s  
(D) ;  cela nous montre que la fonction y'~ est le prolongement analytique de yl 

t t (i = I, 2, . . . ,  ~. - -  I, ~. -i t- 2, . . .  , 2V.), ainsi que y~+,, y~ respect, de y~ et y~+,. 

Nous pouvons donc, enfin, &rire un syst6me d'int~grales particuli&es ind~pendantes 

de (I) sous la forme 

= ( E ~  ( i = ~ ,  2 . . . .  ,"0,  Yi e Px~i I + {~ ] 

qui est valable dans le domaine entier (D). On aura, en outre, 

dk y~ 
dx k ? ! 

Introduisons maintenan b avec M. BIR~aOFF ~4), cette notation abr~g& 

[~] = ~(x) + E(x, p), 

Z(x) d~signant une fonction de x (et d'autres variables) qui ne d~pend pas de ~, et 

qui peut se r6duire ~t une constante, et E(x, p) une fonction analogue aux Eil. On 

peut alors ~noncer le 

TH~ORf~ME I. ~ Le systkme d'intdgrales particulikres inddpendantes de I'dquation dif- 
fgrentielle (I) pour les grandes valeurs de 

peut dtre prgsentd sous la forme 

dy~ dm-'y~ = ~ ..... e O~Xrw .... ] 
d x  = ~ e~'~ [~' '] '  ' d x  "-~ ~ ' ~' 

(D) 1~ A arg p . / ( l  + 2)= 
2 ~  - -  2 8. 

% d~signent des racines de ( i%)  qui sont disposes dans l'ordre d&ermin~ par les in& 

galit~s (I i).  
8. I1 nous faut maintenant calculer le d&erminant A. On trouve sans peine, en 

utilisant les expressions obtenues de Yl, 

Ui(yj)  = (~%y~[~,]  ( j = ~ , 2  . . . . .  ,~--~), 

u, f f s )  = g~s (p % ) ~ , [ M  (s = ~ +  ~ , . . . ,  ~ ~), 

(i = I, 2 . . . . .  m), 

ta) On a posd ici m o ~  I (voir n ~ 2). 
x4) Voir: BIRKIIOFF, loc. cit. 6), pp. 389.39o. 
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ce qui nous donne 

e ~ i  A ~ , 03)  A = ~,, 
i=~ /=V "+2 

off a o d6signe le d&erminant 

( I3 . )  a o =  

= [ a o ] / ~  + [a,] + [a,] e - %  

ao, a ,  a, d6signant resp. les coefficients de ~.', ~o, ~-, dans le d&eloppement d u d &  
terminant ~s) 

(I3~) 

~ ~ I  ~/~ �9 . . " " ' 'U')p.+t ~t  + ~xWkm ~ 

�9 �9 �9 �9 ~ , , ~ ~ �9 �9 ~ , ~ , �9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ , �9 ~ �9 �9 , 

D~montrons maintenant un Lemm% qui nous sera utile dans l'&ude de la fonc- 

tion A o . 
LEMME II. - -  Posons 

0 (p) = e'~-eo ' - I. 

La fonction 0(~) sera nulle pour 
2 k ~ i  

o~ 

Entourons les points ~k par des cercles ('/k) d'un rayon commun, to, su~samment 
petit. On aura, dam la partie restante du plan de p: 

10(~) I > o > o, 

0 dtant une constante positive qui ne dgpend que de r o . 
Posons 

27~i~'k ~k = Go " l -  k. 

On trouve 

(k = o ,  =t= i, •  . . .). 

45 

xs) Voir: BIRKHOFF, loc. cir. 6), p. 383. 
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIV (2 ~ sere. z91i ). --  Stampato il 3x ottobre xgx2. 

Le cerde (Yk) se transformcra en un cerde (Y'k) qui est d&rit, du point ~k comme 
centre, par un rayon 

2 ~ r  o 

r ~ - - -  10r 
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La fonction 0 (~) &ant une fonction p6riodique, ~t p~riode I, nous n'aurons qu'il 
consid&er la partie du plan de E. qui est comprise entre deux droites parall~les, 

R ( ~ ) = R ( ~  o - ~ )  et R ( E ) = R ( ~  o + - ~ ) ,  

et qui ne contient qu'un seul cercle (Y'o). Posons 

2~(~ - -  ~o) - -  r(cos ~? + / s i n ? ) .  
On aura 

off 
R ---  ,a--rsinq~ 

9 

Consid~rons d'abord le cas 

I O , ( ~ ) l  2 = ( R  - -  1 )  2 + 2 R ( I  - -  c o s + ) ,  

+ - -  r cos ~. 

~ L + -  F . 
2 

Soit r un nombre positif suffisamment petit, et d&omposons l'intervalle 

en trois intervalles partielles 

( : ,  0, (+.,+->1 
On trouve~ r, et r &ant suffisamment petits~ 

2R( I  - -  cos +) > N, (r, , ~ ) > o  pour - -  , _L ~ L_ + *, 

N, &ant une constante ne d~pendant pas de r et de ?. On peut &ablir les in~galit~s 
analogues relativement aux intervaUes 

2 ~ ~ '  ~ ' + Y  ~ 2 '  " 

En fixant la valeur de r, (c'est-s celle de ro) et celle de e, on ach&e sans peine 
la d6monstration du Lemme II. 

4. Revenons /t la fonction A o. Soit 

a (~) = aoe~W~ + a e~W~ + a,. 

Supposons que les deux nombres ao, a, soient diffdrents de zdro. D~signons par 

~' - -  e~ ~' et ~" - -  e"~" 

les deux racines de l'6quation 

a o ~ ' +  a,~ + a, = o 

qui peuvent &re 6gales, d'ailleurs. On suppose que 
W rt w~ t~' et ~ ? 

soient les valeurs principales de lg ~' et lg ~". 
On a 

CI4) a ( f ) - - a : { e ~  '~-P' ' -  i l{eW~'P-o '', _ it--aoe,W~Ple-~lo-o '' _ i} {e-~r i/. 

(~', ~" ~ o, oo) 
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La fonction a(?)  sera nulle pour 

?~ = ~,+ 2k~i , ,  8,, 2k~i = - , ~---- - -  + - -  ( k = o , + ~ , •  
Wt~ WlS 

De tous les points ?'~ ?~' comme centres d6crivons des petits cercles ( k )  et (F~') d 'un 

rayon commun r o suffisamment petit. D6signons par (F) la partie restante du plan 

de ~. On  a 6videmment 

A o = [~o]~'~ + [~,] + [a~]~-P'~ 

= ao,P~ + ~. + ~ ~-'~ + Eo,PW~ + E, + E, ~ - ~  = _p~ ~(P)t~ + ~o(P)l. 
P 

On peut ~tablir le 
TlakORi~Mr II. - -  Pour les valeurs de I P I suffisamment grandes on a to#ours dans (~) 

(15) ao - "  e-e~a(10{ I + "%(?)t, lmo(?)t < i. 

I1 faut consid~rer les deux cas 

et 
I ~ R (? w~) / o 

2 ~ R (p %) ~ o. 

Les parties correspondantes de (l ')  soient ( e ' )  et (I" ') .  Consid&ons d'abord le cas I ~ 

En appliquant le Lemme II aux deux fonctions 

gwt~(f~-P') ~ I et ew~ (P-P") - -  I~ 

on trouve sans peine 
I a([~) [ > N o dans ( r ) ,  

N O &ant une constante ne d6pendant pas de ?. Or la supposition 

e ( p % ) _ L  o dans (r') 
nous donne 

lEo e'~W~ + El ePW~ -Jr" E~ I < 3 M. 

On peut donc choisir l el suffisamment grand pour que l 'on ait 

[~o(p)l=lEoe:PW~+EiePW~+E2 3M 
ca(e )  < [ e i . N  o < x. 

Dans le cas 2 ~ on peut appliquer le Lemme II aux fonctions 

e-W~ (P-P')- I et e-W~ (fl-fl' '}- I, 

et on trouve imm+diatement le r6sultat analogue au pr&+dent. En r~sum~, on a par- 

tout dans (I'), pour les valeurs de I~1 suflisamment grandes, 

I~o(P)l < ~  c . Q . F . D .  

Le Th~or~me II nous permet d'+tablir cette proposition fondamentale: 

Tn~oRf~ms I I I . -  Supposons que les coefficients 

darts les expressions (Ib) pour Ui(u ) soient tds, que les hombres ao 

( i  ~ I ,  ~ ,  . . . , m )  

et a~ soient diffdrents 
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de zdro ~). I1 existe alors deux suites infinies de hombres caractdristiques 

x'~ et ~,'~' ( ~ = o ,  • ~, + ~ . . . .  ). 

~.uant aux expressions asymptotiques de X'~, X'~', on dolt distinguer les deux cas suivants: 

Premier cas : 
a~ - -  4aoa~ # o; 

alors 

( _ )  k (--  I)~-x (2 k ~)2t, I + v'k~iLg ~' + ~E' 

x; = ( -  0~-~(2k~)- (i  + ~ Lg~" E"'~ 
k ~:--7- + ~ /  

~', ~" ddsignant les deux racines (distinctes) de l'tquation 

(i6) ao~ ~ + a~ + a2 = o 
et Lg ~', Lg ~" les valeurs principales des logarithmes correspondants. 

Deuxibme cas �9 
a~ - -  4aoa~ - -  o; 

alors : 

~' ddsignant la radne (double) de l'dquation (IO). 
Consid~rons l'~quation 

07) ao(P)= o 
qui est 6quivalente A celle-ci 

(17o) [ao] e*~W, ~ + [a ] d ~  + Earl ~ a(?)lI  + ~o(?)1 = o. 

Le Th6or~me II nous apprend imm6diatement que, pour les valeurs de ]~] suffisamment 
grandes, les racines de (17~) existent effectivement; elles seront toutes comprises dans 
les cercles (r'k) , (r~') dont chacun en contiendra une et seulement une ~6); dans le cas 

r '  r" o~ l'~quation (I6) a une racine double, les deux syst~mes de cercles (k ) ,  ( k )  sont 
identiques; alors chacun des cercles (I"k) contiendra, pour les grandes valeurs de k, deux 
et seulement deux des racines de (I7~). 

Discutons d'abord te cas I~ a~ - -  4aoa~ ~/~ o. Soit k suffisamment grand et con- 
sid6rons le cercle (F'k) qui contient une et seulement une racine ?,k de (I7~). On trouve 
sans peine 

2k~:i 
w~ 

Posons 
P=?,~  

(k = + i, + 2, ...), 

(k=• i= . . . .  ), 

t6) Cfr. E. LINDELOF, Le calcul d2s rtsidus a ses applications d Ia thtori, des rotations (Paris, 
Gauthier-Villars, I9o5 ), pp. 22-23. 
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dans (I7~). On peut &rire 

[ a o ] ~ ' ~  + [ a , ] ~ ' ~  + [~] = [~o] V~w~ - [~ ' ] / I~ ,~  - [~"]} 
= [~,]l~ ~/~'~-~''- [ q l / ~ / P ' ~ - ~ ' ' '  - [~]I = o. 

Or le nombre fl,, &ant situ+ en dehors de tousles cercles (1"~), le Lemme II nous 

montre que le facteur 
~'~,~-~",- [I] :# o. 

Done 

ce qui nous donne 
e~r  e ,k-r  - -  [ I ]  = o,  

2k '~ i  
P.k - -  ?' + J- Lg [I], 

W w 

Lg d~signant la valeur principale du logarithme, k' un nombre entier. Mais, en d6ve- 
loppant, on trouve 

E. 
Lg [~] - -  -k--" 

On a donc 
, 2 ( k ' - -  k)~i E, 

Wp, 
Or l'in~galit~ [ ~'k I /~  ro, 

r o &ant sufiisamment petit, nous apprend 

k t ~  k = o, 
ce qui nous donne enfin 

, E 2kr;i 
~k = - -y  , P,k = ~' -~ % 

La valeur correspondante de ~'~ sera 

k~i + - U  ' 
en se rappellant que 

V% ---- Lg~'. 

Des consid6rations tout ~t fait analogues peuvent &re appliqu6es aux cercles (I"k'). La 
premiere partie du Th~or~me III est ainsi d6montr&. 

Consid~rons maintenant le cas 2~ a~ - -  4 ao a, - -  o. Les deux syst~mes de cercles 
l ~t �9 (k ) ,  (l"k') sont alors identiques et se r6duisent ~t l'un seulement, (l k). Soit, comme 

auparavant, k suffisamment grand. Le cercle (I'k) contient deux et seulement deux des 
racines de (i7~) (qui peuvent se confondre en une seule racine double). Nous les d& 
signons par 

On a &idemment 
2k~ri 

Wlj. 
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et l 'on peut &rire, en posant 

dans (I7~),  ~ - -  ?~'~ 

+ + = I, - - + I 2[ao ] ~ e o j ~ w t ~ -  

( j =  I, 2) 

-E~I]- el@ 

--[ao]ie~%k e ' ) - - ( I  + ~ ) l i e  ~t~(P/k-P') - (I  + ~ ) f  = ~  

Des consid6rations semblables ~ celles du cas pr&6dent nous montrent mainte- 
nant que 

2 k r~ i E ql 
? , = P ' +  % t r < J = , i ~ ,  

off 
1~' w~ --  Lg ~', 

et l'exactitude du Th6or6me III est alors &idente.  

5. N o u s  croyons  utile citer quelques exemples pour montrer que les conditions 

~o :#  o, a ~ : # o  
ne sont pas trop restrictives. 

I. Soit 

t7, ( . )  = .,~;,(o) t (i = ~, 2, . . . ,  ~); k'i < k; < . . .  < ~,~ < 2~, 
II (i = ~, 2, . . . ,  ~); k;' < k; '<  . . .  < k~ < 2 ~. 

Multiplions l'expression (I 3b) par ~; on trouve dans le cas consid&6, au signe prhs, 
k ! k t 

,U,.)klI �9 r ~ )  I ~ ~ ; +  0 . .  0 
" �9 ~ - x  F z " 

w ~" w ~ ~' E w  ~; o o . . . I J ' - x  W ;  - p . + i  " " " 

�9 �9 , , , �9 �9 . , . �9 �9 . �9 , �9 ~ �9 . . �9 �9 ~ . �9 ~ 

k ! k t k t k I 

O.(~) = 

f 0 �9 �9 . 0 ~ U Y F x  W + I g V  z �9 . . W.U 

r t  k i t  I t  k t t  

o o ~ ' d  ~ 2  ~+ . ~,~ 
�9 �9 " 1"!"+ I W k  �9 �9 m 

�9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 * �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 * �9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 

I I  I I  k P t  k f ~  

0 . . . 0 ~ r  V .+I  g V ~ 2  " " "  c u r e  

On aura, au signe pr6s, 

= ' a ~  ]~=o' ~ Q(o), ~ , =  ~ ~_o 

E 
17) II est 6vident que 1/[-~ = [1/~-a ], quand a 96 o. Mais: 1/~] = - ~ ;  c'est la difl6rence essen- 

tielle entre les deux cas I ~ et 2 ~ qui n'est pas n6anmoins signal6e par M. BIRKHOFF. 
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ce qui nous donne 

+ a o =  

~ V k  i . . . ~VIX 

~ a 2 - . - -  . . . . . . .  
t kt 

Wkix .p, 
�9 . . ~ v .  

I F" 

Ujk ~ k ' ' 

x Ix-t ~ U I X + ~  

�9 , ~ �9 , ~ �9 �9 ~ �9 �9 

k I k t k t 
~,Uxix U ) ~  x U) Ix 

�9 " " IX+I 

a I - - .  o .  

t t  f t  

~ kz U) kz [ 
Ix+z  " " " :1~ 

tl tt ' 

l ~+x " �9 " aix I 

k i t  r  I t  

I kl ~ k l  [ 
~)IX 7"VIX-r 2 " �9 " 2IX 

�9 . ~ �9 ~ . ~ , , . , 

p~ f? f f  
k k k 

Cela nous montre que les conditions du Th~or~me III sont remplies toutes les lois 
que les hombres k' et k;' sont tels, que les quatre d&erminants dans les expressions 
pr&~dentes pour ao et a s soient cliff, rents de z&o. Ce cas se pr~sentera toujours pour 

--- 2, m - -  4 ,s). Dans le cas de m quelconque, ii suffit de supposer que les nombres 
k';, k"; forment deux suites d'entiers successifs, etc. On doit encore remarquer que le 
discriminant a ~ -  4aoa, &ant distinct de z&o, dans le cas I, les nombres caractdri- 
stiques sont des racines simples de rdquation 

a ( ~ ) = o ,  

au moins ceux dont le rang est sufisamment ~levd. 
II. Les conditions aux limites du type p~riodique : 

U , ( , )  =_ u"' (o )  - u"~(O ~ =  i, 2, . . . ,  m--x). 
L'expression (I3~) se r6duit ~t 

( - - x y - '  w, . . .  % ( i - ~ )  %+, ~ . . .  ~ , 

�9 ~ �9 �9 ~ �9 . �9 �9 , �9 , �9 , . �9 . �9 �9 , . . �9 �9 ~ �9 , �9 �9 , 

'Wz  m - .  " " '  r  t ~ + '  I - -  m 

ce qui nous donne, it un facteur constant pr&, la fonction 

Les conditions du Th~or~me III sont &idemment remplies, mais les nombres caract~ri- 
stiques peuvent &re des racines doubles de l'~quation 

a ( ~ )  = o. 

i s )  Ainsi ,  t ou te s  les  cond i t i ons  aux l imites  qui se  r en con tren t  dans  la th6or ie  des  v e r g e s  v ibrantes  

61astiques,  sont  c o m p r i s e s  c o m m e  un cas  tr~s particulier dans  notre  cas  I .  
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III. Les conditions aux limites lingaires les plus gdndrales dans le cas ott ~ --- i, 

m - -  2 sont de la forme 

J a, . ( 0 )  + a 2 . ' ( 0  ) -~ a 3 u(1)  -it- a 4 . ' ( I  ) = 0, (I8) 
b .(o) + b ,,'(o) + b~ uO) + b~.'O) = o. 

II faut distinguer ici les cas suivants: 

I)  a= b 4 - -  a4b ~ @ o. 

On peut ~crire alors, en r~solvant par rapport ~t u ' (o )  et u ' ( I ) ,  

u , -  u'(o) + ~ ,.(o) + ~,,uO), 

u. -- "'0) + %.(0) + ,L," (0. 
Les conditions du Th~or~me III sont remplies toujours. 

2) a, b 4 - -  a 4 b, - -  o~ 

a) a~ = b~ =/= o ~), a, = b~. 
On trouve sans peine que les conditions aux limites sous la forme normale sont 

u -  a..'(o) + a .'(i) + ~,u(0 + r 
v .  - -  (a, - b , ) . ( o )  + (~3 - -  b0"(I)" 

Les conditions du Th6orbme III se r~duisent /t 

a4(a , - -  b )  - -  a~(a, - b,) 5~ o. 

b) a - - b 4 - - o  , a ~ - - o ,  b2=~6o , a3-76o. 
On trouve 

v ' - = " ' ( ~  I ~i ~ # o  
u, - -  u(o) + ~,u(O 

et 

v ' - - - - " ' ( ~  t si r  U,---- u(O 
Les conditions du Th6or~me III sont encore remplies toujours. 

C) ct2---b 2 r  a 4 - - b  4. 

d) a ~ - b ~ = o ,  a 4 - - 0 ,  b 4 # 0 ,  a 3=/~0. 

Ces deux cas sont analogues aux cas a), b). 

I1 nous reste encore le cas 

~ n  trouve 
a - - a , = o ,  b,:r / , # 0 .  

u x -  b u'(o) + b~u'(0 + b, u(o) + b, u(0, 
V. ---- a ,(o) + %,(i). 

~9) Les deux nombres a4, b 4 & a n t  diff~rents de z~ro, on peut toujours faire a 4 = b 4 en multi- 
pliant une des ~quations (I8) par un facteur convenable. 
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Les conditions du Th6or6me III se r6duisent ~t 

~,~o, a~#o. 
Retnarquons enfin, que les conditions obtenues plus haut renferment comme des 

cas particuliers toutes les conditions g&n&rales de M. STEKLOVF ~o) qui sont n&essaires 
pour l'application de la m&hode de M. STEKLOVF. 

6. Nous pouvons maintenant aborder le probl~me fondamental de ce travail. Nous 
ferons usage de la m&hode de CAOCHY-PoINCAR~ 2,). L'&ude de l'int6grale complexe 

~ v d),, 

prise suivant un contour ferm6 L 
m&hode. 

Posons 

situ~ dans le plan de X, forme la base de toute la 

Le plan de ~, se transformera en un secteur (D) dans le plan de p, qui est d6fini 

par les in6galit6s 
(D) I__~ Z arg ,~ ~ (I + 2)7r ~2). 

2p. - -  2p. 

D6signons par r la partie commune de (F) et de (D)2a). Du point ~ - - o  comme 

centre d&rivons un syst~me de cerdes 

(c,) ,  ( c3 ,  . . . ,  (c, ) ,  . . .  
_W de fa~on qu'ils n'aient pas de points communs avec les cercles ( k )  et (F~'). Soit r, le 

rayon de (C,,) et 
r , < G < . . .  < r , ~ . . . ;  l imr  - - ~ .  

n~oo 

D~signons par C la partie de (C,) comprise dans r, Pour les valeurs de n suffisam- 
ment grandes, les contours C ne contiennent aucun des points 

Supposons maintenant que le contour L dans le plan de ), se r6duit A C~ dans le 
plan de t~. L'int6grale 

,~.. f vdX 2 ~ i  L~ 
sera alors 

En se rappelant que 
i f c  p . . . .  d~ J" = 2~:i v .m  . 

n 

v = t) G (x,  t) d t, 

ao) Voir : W. STEKLOFF, SUu un tbdorbne gdndral d'existence des fonctions fonclamentales correspon- 
dant ci une dquation diffdrentielle lin3aire du second ordre [Comptes remus hebdomadaires des s6ances de 
l'Acad6mie des Sciences (Paris), t. CL (I er semestre I9iO), pp. 452-4~4]. 

a~) La m&hode employ6e par M. BIRKHOFF est pr6cis6ment la m&hode de CAOCHY-PoINCARI~. 
2a) Voir n ~ 2. 
aa) Volr n ~ 2. 

Rend. Circ. Mater,*. Palermo, t. XXXIV (a o sere. z9t2 ).  - -S tampa to  il 3I ottobre z912. 46 



362 j. TAMARKINE.  

on trouve 

off 
L 

I 

J ~ - -  f(t)eo (x, t)dt, 

r (X, t) --" I " f ,n~m-x G(X, t)d~. 
2 ~  Jcn 

Consid&ons en premier lieu le cas off 

L f ( t )  - -  ~ (x )dx  + C, 

C &ant une constante et q~(x) une fonction int6grable dans (o, I). t~tudions l'intbgrale 

- - / ~ f ( t ) % ( x ,  t)dt  ( o L ~  I). 
~ X  

Nous allons &ablir le 
TH~OR~ME IV. ~ Quels que soient les nombres x, o~ dans (G i), on a tou]ours, 

pour tousles n, 
IZ::l < *.N, 

go ddsignant le plus grand des deux nombres 

max tfl, max [q~[ dans (o, 0 ,  

et N une constante positive ne ddpendant ni de x, o~, n, ni de la forme de f et ~. 
Si Yon suppose, en outre, que x soit diff#ent de o, I, l'intQrale I~:' tend vers la 

limite 

�9 x,O~ ~ ~ X hm I~ = -~f(x), > 

I 

. . . .  ? { f ( x ) ,  ~ < x 

uniformdment pour tousles ~ diffgrents de x. [C'est-A-dire, pour tousles x qui ne sont 
pas compris dans Hntervalle ( x - - ~ ,  x + ~ )  quelque petit que soit le nombre positif ~]. 

Pour la d6monstration, d&omposons C. en deux parties 6gales: l'une, C'., off 

et l'autre, C" off 

C' est comprise dans D et C" 
nous sera utile plus tard) qu'on 

T +  
- y +  

37g 
2 2 ~  

2 2~z 

R (p %) L o, 

(p %) "x o. 
dans D~ 24). On peut s'assurer sans peine (ce qui 
a sur C'" 

~ L a r g  L 3r~ ~ ( /= i ,  2 . . . . .  I~-0 ,  
2 y . -  ~wi - -  2 

L a r g p w  i L 7t ~ ( ]=~+ 2, . . . ,2~),  
2 p - -  - -  2 b~ 

L arg ~ % L 3-~ 

7g 
arg ~ w~+, / -~-, 

09) 

et les in6galit6s analogues pour C'.'. 

24) Voir n ~ 2. 
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On aura 

%(x, t ) =  f c  "q-~ = 0 ' - ] - * "  

IX. '~' = fO'd t  fO 'd t  -- ,,. P'= 

Consid&ons d'abord l'int~grale Y'~ 
I j l $  �9 

Rappelons qu'on a 

I 
(20) G(x, t ) =  T 

y,(x)  . . . y , ( x )  

U, (y,) . . . U, (y , )  
�9 �9 , �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 , 

U ( y . )  . . . U . ( y . )  U . (g )  

g(x, t) 
v,(g) 

) 

y.!x) . . .  y=!x) 
( m -  ) t ( ' - )  y, ( ) . . . y ,  (t) 

�9 �9 �9 . ~ , ~ �9 �9 �9 �9 ~ �9 

I " grx, t~__-V ., Y,(O " . � 9  y.(t) 
, - ~ -  - - ~ -  - - - 2 - -  ~ y j ( x )  Y j ( t ) � 9  2 y (? - ' ) ( t ) , . � 9  y~-*'(t) ,=, 

�9 ~ * �9 �9 * �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

I y , ( t )  . . .  y~( t )  

On doit prendre ici le signe ( + )  quand x > t, et le signe ( ~ )  quand x < t. 

On en d6duit 

V,(g)= V,o(g)+  V,, (g) = - - - -  

En multipliant par 

I I m 
,. ~_ U,o(yj) Yj(O+-T Z u,,(yj) rj(t). 

j=~ J=, 

Y j ( t ) ! -  [- si j =  i, . . . ,  ,.) 
si j = ~ . + I , . . . , 2 ~  

la j-ame colonne dans le d&erminant qui se trouve dans le second membre de la for- 
mule (2@ et en les ajoutant routes ~ la derniare, on trouve ~s) 

y,(x) . . .  y~(x) A(x, 0 
p. 21, 

U,(y,) . . .  U (y,,) y V , ( y i ) Y j ( t  ) -  y Uo(yj) Yj(t ) 
J=x j = t ~ + ,  . 

�9 �9 , ~ �9 ~ ~ �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 * ~ ~ , ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ * �9 �9 ~ �9 �9 �9 ~ �9 

I 

U (y , ) . . .  u.,(y.) ~. v..(yj) r, .(t)- 5- Go(yO rj(O 
j : ,  j=p,+, 

I 
(20~ C(x, t) = T 

.a(x, 0 = 

On a pos~ ici 

y y j ( x )  Yj(t) si x > t, 
j = t  
2 v. 

- 5  yj(x) rj(O ~i ,, < t. 
/=~+t 

( i = I ,  2, . . . ,  m;  k = o ,  i . . . . .  m - - x )  

Les formules &identes 

as) Voir: BIRKHOFF, 10r dt. 6), p. 392 .  
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nous donnent, aprbs un calcul simple, 
e - p w j t  

Y/(t) - -  mp,,,_, [Ws]. 
Rappelons enfin les formules 

V,(y;) = (P ~sY'[M ( s =  , ,~  . . . . .  ~,-,) ,  

U,(y s) = ~-v (p %.)~,[~,] ( j =  ~, + ,  . . . . .  ~),  
U , ( y , )  - -  (p %y' /[~,]  + e~W~[l~,] l, 

U,(y~+,) = (p %+,y,{[~,] + ~+'[~,]I ,  
2F 2F 

= l - [ r  l - ]  e~~ ~o = ~-~'~a(p)/* + ~o(P)}, 
i~l  ]=1~ -I-2 

En substituant tout cela dans (2%), on trouve sans peine 

mp m-' G(x ,  t) 
~pwix ... gpwVx g~vV'+i(x-i) "'" gPwm(x--i) Ao I 

[~<mb] .. .  ~k;t[~<,]+,o'<~[p,]t ( -~.D~' t [~<,F'<~+[~,] /  . . .  [~ ,~ '1  A I 
[~mWk m] ,o. W~I[O(m]+ePwt~[i~m] I (--Wlx)kmI[~m]eP'Ivlx+[~m]f" ,.o [~m~]~n m] Am" 

On a pos6 ici 
I a6)) 

a'(p) = a(p)tI + ~o(P)} 
- e~;" " [%]  

(20  Ao = 
I Z e~ 

aV. P. 
A$.._,~Z ~-Pw]' [~$jWk$+I ] - -  Z ~pgOj( I--g} [p$ W~$+I]I 

j=F+z l=z 

En d6veloppant suivant les 616ments de la derni6re colonne, on trouve 
m 

(22) mp '~-' G(x,  t) - -  a' (p) ~_ A$B 21- Ao, 

B, d6signant le mineur correspondant A d S . 
On a 6videmment 

(23) ~, = y ~Pws"ra,. ,,.,1 + Z d~'s("-')[b,s], 
j= l  j : p '+ I  

a,.) b$s &ant des constantes finies. 
On a done 

(24) 

( i = I ,  2, . . . ,  2t~), 

( x >  0, 

(x < O, 

($ = I, 9. . . . .  ) m). 

a I a '  
ix,~ , i Ao d t -Jr- -f f  ~ . ( p B, d dt. 

" "  - -  2 ~ i  = 

26) Rappelons que, C', &ant situ6 tout entier dans (F), la fonction l a'(p)l aura une limite sup& 
rieure finie sur C;,, quel que soit n. 
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En int6grant par parties [ce qui est permis ici, eu +gard k une formule g+n&ale 
de M. LIAVOUSOFF "7)], on trouve sans peine 

f = f  ,4o d t = Eo +, 
(24~) 

f ~ f  A d t (s = ~, 2 . . . . .  m), E,+ 
P 

Eo, E d6signant des fonctions qui v&ifient toutes l'in6galit6 (~) (n ~ 2), quoiqu'elles 
d~pendent, en g~n&al, de la forme de f et ?. Cela nous montre imm6diatement 

II;;;[ < + . N , ,  

N, &ant une constante positive, analogue ~ N. 
7. Calculons maintenant ta limite 

lim P'~' 
n~oo l~n ' 

en supposant que x est different de o et I, et 0c est diff&ent de x. On peut &rire, 
ayant ~gard aux formules (23) et (24~), 

1 g s -LT e~wJ(X--O 2~i p (p)B,. f A at-- +, e~,: 2-~+ --.~ [, E:sa?, / 

E ,  E:, &ant des fonctions analogues A E .  
Posons 

I / d~iXE,, d 
Pi = 2= iJc ,  ~ ? 

pj__ I L em~J~E"dP 
2~i , p 

On aura 
1 , 1  L/ f , "" 2~i f "4~ + O X Pi" 

j=l 

Posons 

( ] = i ,  2 . . . .  , ~ ) ,  

(i = t~+ x, . . . ,  2~). 

p wj - -  r (cos 0j + i sin 0j), 0j - -  arg ? w i; 
on peut &rire 

_M f ++oos0 d0 to=x si/=i, . . . ,  [/'j[ < 
2~dc, i t o~  s i ] = ~ z + I ,  . , 2  F. 

Or, les in6galit6s (I9) nous montrent qu'il existe un nombre posifif [~ tel qu'on ait 
sur  C' n 

cos 01. < - -  ~ < o 

cos 0 i > [~ > o 
On peut donc &rire 

IV+l<~j.e-':'o*dO+<l/v,,L:,,+~;:., ( i = ' , ~  . . . .  , + - , , + + :  . . . . .  :+), 

( i=x,  2 . . . .  , t~--I), 

( 1 = ~ + 2  . . . . .  2~). 

aT) Voir : A. LIAPOUNOFF, Sur l'dquation de CLAIRAUT 8t ~$ ~qua~ons plus gln&a~s de la th~orie 
de la figure des plan~tes [M~moires de l'Acad~mie Imp&iale des Sciences de St.-P&ersbourg, t. XV, 
n ~ xo 09o4), pp. 1.66]. 
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N 2 &ant une constante analogue :t N , .  On a de mdlne, pour j -----' F, F or- I, 

~P __M__M [ ~F N3 (25.) IPjl < __M f e,.~,,o,oxd 0 _ M ; e_,.,~,v,.,d~ < e_r.,ot~d~ < 
2 ,~ j c; i - -  7 ~  j o 2r: jo [oJr '  

x &ant diff6rent de o et I. I1 ne nous reste qu'~t consid6rer l'int6grale 

�9 I pwj(x-t) (~ 
----. d fe w. dt 

, yx 2~ i  do f d o d t - -  " ? [ '] < x ) ,  / , I dp Z /feP~"(x-"[%] dt (o~ > x). 
" 7 4 } -  ; i=~+,~. 

Posons 

On aura 

If~ I dp fePmJ('-')[wi]dt 
Q-i - 2~i , ..~ (i = I, 2, . . . ,  2t~). 

4MF g-~rnlx--tl 

< ( ~rn ̀x-'l 

Un calcul simple nous donne alors 

N . @  
H 4 

I Qjl < r . l x _  ~1 (26) 
,, N 4 0  l g r ,  

I Q j l < l x - = l  r. 

N 4 6rant une constante, analogue ~i N , ,  N , ,  . . . .  On a, d'autre part, 

(24s) 

( i= I ,  ..., F-- i ,  F+= . . . . .  2F), 

( / = F ,  w + O .  

( i = I ,  . . . ,  F - -  x, F + 2 ,  . . . ,  2F), 

(t=~, F+ O, 

, I fct /~ = , 

O.j = ~=i ep fe~'; "-'',,,~at f(x) fO,) f ~,;,_~,,ap 
4F  m .~_~d~, P 

G n 

,  dp/~ 
-~- ~ P dx  ia eP'~i ('-') d t. 

On peut pr6senter Qi sous la forme suivante 

I fep~p_,~E, dt = Qj + Q),. Q i - -  I .  F dp F fd~i(x-')widt-~--2--~-wi , 

On trouve sans peine 

I r e~#-o,-, d - -  l e " z~.a' [ < M ~,d"(x-t)c~176 
2 r r  J P c. J 
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En appliquant aux deux derniers termes du second membre de (24s) des raisonnements 
tout ~i fair analogues aux pr&6dents, on trouve enfin, en tenant COlnpte des in6galit6s 

(25), (25.), (26) et des formules (24) , (24~), (24~), (24s), 

i . o =  + :(x) + t+ si > x, 
(27) . . . .  4 t - -  si ~ < x, 
~,.. d6signant une fonction qui v6rifie l'in6galit6 

(27.) [ ~,.. (x) I < lg r .  ~ (x);  
r n 

~ (x) est une fonction positive de x qui ne d@end ni de n, ni de la forme de f ,  % 
et qui reste finie, quand x est distinct de o, 1, ~. Cela nous montre imm6diatement 

( o < x < I ; O / ~ L l ) .  

On voit d'ailleurs que l'int+grale I~;. ~ tend uniformgment A la limite +__ +f(x)pour tous 

les ~ qui ne sont pas compris dans l'intervalle ( x -  ~, x + ~), quelque petit que soit 
le nombre positif ~. 

Passons ~. l'int6grale 

f?  ,: P : - -  �9 d t =  2~tL 2~i mp"-'d? G(x, t)dt. 

Nous n'aurons qu'~ modifier convenablement l'expression de G(x, t); ~ savoir, multi- 
plions par ~s) 

+ r j ( t ) ,  ( + )  si j = i ,  . . . ,  ~ - I, ~ + i ;  ( - )  si i = p-, p. + 2, . . . ,  2~., 

la j-ame colonne dans l'expression (2o) de G(x, t) et les ajoutons toutes ~t la derni6re. 
II vient 

me"*-'G(x , t) 
e, Pwxx ePwv "(x-x) eOwl *+xx g Owra(x-~) .,4' 

~176  " ' '  o 

w ~' w~' ~ ~ ~ ~ '  ~ e ~ + ' ~  ~ w  ~' A'. , =~,,(p) [ ,  , ] ' "  , , I [ , ] -  + [ 3 1  ~+ , I [ , ] +  [ , ]  " [ ,  m]l 
�9 �9 ~ �9 ~ �9 �9 ~ ~ ~ �9 . �9 , ~ . �9 �9 �9 �9 , �9 �9 �9 . ~ . �9 �9 ~ ~ �9 . . . ~ �9 �9 ~ ~ . . 

Or. "W km 7.,U km ~ g P~d[l" ~ twkm ~ g Pw~+l ~U km A [ . , ] ... ~ I[ . ] -  + [  Ai ~+,I[ . ] +  [ L ]  ... [ L  . ] I  
off a"(?) est une fonction analogue A a ' (~);  

~ ~'l~-~l 

i 2p. t 5- :~'~-"[~,}], x < t, 
\ /=p.+ I 

w'.=w:~ ( ] =  ~, 2, .. �9 , ~.-- ~, ~.--I- 2, . . . ,  2~.), 
F : , ~ - W p . .  
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Les raisonnements ult~rieurs sont idenfiques ~l ceux que nous avons employ~s dans 
l'~tude de l'int+grale I ''~ ,,., et on peut obtenir pour I x'~ les m~mes r+sultats que pour 

2 3 n  

P'~ Or on a 
l ~ n  ~ 

On a donc 
iI , l < , .N,  

l i m l X , ~ , = I + ~ f ( x ) '  ~ < x 
.== " + f ( x ) ,  o~ > x 

et, en outre, 

(27 ) 
~.(x) %rifiant une in~galit~ de la forme 

(27~) [q~ (x) ]  < 

P.'a - -  T { f ( x )  -~- ?,(x), 

lg r, �9 ~ (x), 
r n 

off [)~, est une fonction analogue ~t ~ .  
Posons 

f (x) =~- I. 

Si l'on se rappelle maintenant un th~or~me connu de M. JOROAN uS), on ~tabli imm~- 
diatement ce th~or~me g~n~ral: 

THt~ORI~ME V . -  Soit f ( x )  une fonction donnde arbitrairement dans (o, I). On a 
toujours 

; /o f ( x+~176  = l i m 2 I i  dp.m? "-~ f ( t )  G(x, t)dt, 
2 n=oo j Cn 

sous la seule condition que f ( x )  soit ~ variation bornge dans (o, I). 
Si I'on suppose, en outre, que la fonction f ( x )  soit de la forme 

fo (~) f ( x )  = ~?(x)dx -~- C, 

il vient 

If(x) - -  ] .  ] < lg r O ~ (x) (o < x < O, 
r n 

~(x)  dgsignant une fonction analogue d fi,(x), ~,(x),  et �9 /.rant le plus grand des deux 
hombres  

maxlf  [ et maxlq~l dam (o, I). 

Un th~or~me analogue se trouve dans le M~moire cit+ de M. BmKnOFF; or les raison- 
nements de l'auteur, qui sont expos+s d'ailleurs bien bri6vemenh ne nous paraissent 
pas suffisants. 

8. Pour obtenir des propositions encore plus g~n~rales, nous allons appliquer une 
m&hode analogue ~i celle qui a 6t+ indiqu6e r&emment par M. STEKLOFF ag). 

us) Voir : C. JORDAN, Cours d'Analyse de Z't~cole Polytecbnique (Paris, Gauthier-Villars), t. II (I894), 
t~P. 228-23 i. 

ag) Voir: W. STEKLOFF, 10r cit. x), e; W. STEKLOFF et J. TAMARKINE, 10r cit. a). 
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Soit f ( x )  une fonction quelconque int~grable dans (o, I), et consid&ons l'int~grale 

/o /o / = 'f(t)oo,,(x, + f O " d  i , , .  + 1~,. J,, t)dt  = f * i  dt  t = . 
r i o  

On trouve immMiatement 

(:28) .... = 2 = / -  dp f d o d t + ~ - ~  i d p . a ' ( p ) 2 B  " = '  f ( t ) A  d t = ] , , , , + ] , , , .  

Si l 'on pose 

z, ' f a' - -  ---= (p)B A dp, 
27~ 

C. 

on trouve 

f '  < [fl~dt. y IP',l*dt. 
l j f l  5=1 

On peut &rire, ayant 6gard aux formules (21) et (23) , 

I ~ e~,ffEtd p + .~__~i=,.~,dc, ee,~j(x_,lEdp. P" = 2=i 

Alors, les consid&ations tout A fait analogues h celles que nous avons appliqu&s pour 
l'~valuation de l'int6grale P, (n ~ 7) nous montrent  qu'on peut &rite 

ip, i < ~0(x)  
s ??1, 

% (x) dtant une fonction de x seul, positive et finie pour les valeurs de x diff&entes de 

o e t  I. On  a donc 

/fo' (29) IJ"l < % ( x )  [ f rd t .  

Passons ~t l'int6grale 

J " -  2 ~ i  P A ~  

" I d p . eP~J('-'lf[wj] d t. ---- - -  27~iI tnd p gpwj(x-tlf[wj] d t 21- 2 ~ - i  i n I = F + ,  , , x  

En pr~sentant [wi] sous la forme 

[%] = ~;  + - -  

et en se rappelant que sur C" on a 

l eP'~ I / I, x > t 
l e P ~ ; X - ' l l L  - I, x < t 

on peut &rire ~ 

(28,)  jr,, = - -  2 ~: i j=,Y dW(x-t ' fw i d t -o 7 - ~  . J=F+' j x 

I " d o ' +-~X f - - f  fEiet, 
2=~ j=,d c, e do 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIV (2 ~ sere. I912) . - -  Stampato il x ~ novembre x9t2. 

E': 
I 

P 

q = i ,  2 , . . . ,  ~), 
(j = p .+  ~, . . . ,  2~), 

eeW I~-'~ f w i d t 

47 
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et on trouve imm6diatement que la derni6re somme dans (28.) v&ifie l'in6galit6 

' / : o  (30) ~--~.i~ Eidt < M o Ifl'dt, 

M o &ant une constante ne d@endant pas de n. On peut donc &tire, ayant ~gard aux 

formules (28), (28.) et aux in6galit6s (29), (30), 
' ;  , . . i  

l ' . " - -  2-=i ~ dw/ ' - " fw id t+ -E~= i l ,dP  ~- ] d ' w / ' - " f w i  d t++ ' , " '  
/=t " C .  ]=F + x ~ ' x  

+,.. d6signant une function de x et de n qui v&ifie toujours l'in6galitt 

/fo I+,,.I < a Z . )  If! 'dt (o < , ,< ,3 ,  

f l  (x) &ant une fonction analogue A % (x), etc. D'une mani~re tout ~t fait analogue, 
on trouve 

- ~ f a~ 2_ ~~ ' I d8 ./---I f i -{- e jwjd t++~, . ,  
L, . - -  2~i ,, j = , . o  2 = z d c ,  ., j=~+, 

la function +~,. &ant analogue ~i +,,.. En ajoutant, on trouve 

o~ L = s'. + +,,., 

S'. = 2=i - -  eP=/l'-~ Jr- e wid P 

fox r I ap. 

La function ~b3," v&ifie l'in~galit~ de la forme 

//o I+,,.I < a ( x )  Ifl'dt. 
En int~grant, on trouve imm~diatement 

I P'- 

I F .. --'--'----~'t f e rn(x-l)(cOsOj+''O/r' (cosO-I-isinO 3aO-I- f ,.,x-,,,,os0'+,si.0q 
2 = ~ _ , _  . .  ,__ ,. , _ _ .  e" ' ' r,,(cosO;+isinO'i)dO)f 

j=,~a c'. ac ' ;  

I s ior . (x  - -  t) 
x - - t  

rn z rn(x-t)(c~ 
= - - - -  f e (cos 0 + i sin 0)d0 

2 ~ d ~  
2 

2 h i  i=P§ ' ' j  ct. d c ~  ] ") - -  

e b finalement, 

Si - - -  I f 7  " J o ' ( t )  sm r (x - -  0 a t. 
" x - - ~  

I s i n r ( x - -  t) 
"1~ x - -  t 
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Fixons maintenant r de faqon qu'on ait 

r n ~ 2 7 ~ n  + 0~o~ 

% &ant une constante ne d~pendant pas de n. Cela est toujours possible, eu 6gard A 
la distribution des hombres fl.k et ?2k ( no 4). 

On trouve, apr~s un calcule simple, 

S' - -  I / ~ ' . . . s in2 , ' vn (x  
. --~-doJ(t) s-~n-(x~-~)t)dtnt-+4, . --S~"~+4, . ,  

off S est l'intggrale classique de DmlCHLET qui exprime la somme de n termes de la 
simple sgrie trigonom6triqne de la fonction f, et +4,. une fonction analogue A hbt,., c'est- 
s vgrifiant l'in6galit~ 

/s 1+4,. [ < 114 (x) If 1" d t. 

Nous pouvons donc 6noncer cette proposition fondamentale: 
Tn~oaf~M~ V I . -  Quelle que soit la fonction f(x) intdgrable dans (o, I), on a 

toujours 

]~ - -  / f ( t ) *  (x, t )dt  - -  S + iV (o < x < O, 
'o 

S. ddsignant la somme de n termes de la sdrie trigonomdtrique de la fonction f (x), et 
W. une fonction de x et de n qui vdrifie toujours l'indgalitd 

 /fo' iq~ i < a ( x )  i f l :dt  ( o < ~ < x ) ,  

f~ (x) gtant une fonction positive de x, qui ne dgpend pas de net  reste finie quand x est 
distinct de o e t  I. 

Le Th~or~me VI nous conduit imm6diatement au 
Ta~osf~m V I I . -  Soit f ( x )  une fonction quelconque, intdgrable dam (o, I). Posons 

s L(]') = f(t)ep (x, t )dt  (o < x < O, 

et ddsignons par 
s.(f) 

la somme de n termes premiers de la simple sdrie trigonomdirique correspondant d f (x) .  
On a tou]ours 

!!=m {J~ ( f )  - -  S (f)} --- o, 

l.'-- ' 2  (f l lim ]k ( f )  - -  -if- Sk - -  o. 
r k=, k=I 

Soit b u n  nombre positif suffisamment petit, et introduisons avec M. ST~KL6FF 
une fonction auxiliaire 

[*~+b 
I d .  f ( x ) d x .  

= T 

On a, en vertu du TheorY:me VI, 

L ( f - - , e ) - - S . ( f - - ~ ) = u 2 . ,  ~ . l  < a (x )  I f - -~el idt .  
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Soit ~ un nombre positif donn~, arbitrairement petit d'ailleurs. On peut toujours 
choisir b suffisamment petit, pour qu'on ait 

I w . l < ~ - ,  o < x < i %  

La fonction ? (x) sera alors une fonction d&ermin6e, continue et ~i variation born6e 
dans (o, I); on peut toujours, d'ailleurs, la presenter sous la forme 

fo (~) ~(x)= +(x)dx + c, 

+ ( x )  &ant une fonction int6grable dans (o, I). Or, on peut 6crire 

l i J . ( f )  - -  S (T) ]  ~ ] L ( f -  ?) - -  S ( f - -  ?)[ + [J .(?)  - -  S.(~)[ 
~q 

(3i) < 7 + IL(~) - s.(~)l, 

et l'on a ~videmment 
lim S (?) = ~, 

lim J. (~) - -  ? 
~t~oo 

(en vertu du TMor6me V). On peut donc trouver n o suffisamment grand, pour qu'on 
ait, pour tous les n ~ no, 

[] .(~) -- S(~)[ < - ~  I ] . ( f )  - -  S.(f)] < 
2 ' 

et, comme la diff6rence 
L ( f )  - -  S . ( f )  

ne d~pend pas de h, on trouve finalement 

lim {J . ( / )  - -  S . ( f ) t  - o. 
*t~oo 

On a, d'autre part, 

I I F  k + . _ ~ -  I {J"(f)  - -  ~ n-- k=, 

Or, on a ~videmment 

I 

q ~ - - n  

~- L (~) - ~- s~ (~) 
k~l  k=l  

i ~. wk < 2__ 
n k=~ 2 ) 

2 Jk(9) < f l ( x )o  2 lgk (lg n) ~ k=, n "k= ---k - < 2 O f f  n 

en vertu du TMor6me V; * d6signe ici ]e plus grand des deux nombres max [+ [, max[? I 
dans (o, I). De m~me, 

lim l-~- 2 Sk (')1 = ~ , .=~ 
k~l  

en vertu d'un th~or~me connu de M. FEJ~R az). On peut donc trouver n o suffisamment 

ao) Voir: STEKLOFF et TAMARKIIqE, 1oc. tit. a), pp. 358.360. 
at) Voir: L. FEJ~R, Untersucbungen f~ber FouttIER'scbe Reihen [Mathematische Annalen, Bd. LVIII 

(I9O4), PP. $1"69], P. 59. 
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grand, pour qu'on ait pour tous les n ~ no, 

I I ~ ( f )  72s (i)-7 s  
k ~ l  = 

et> comme la diff6rence dans le premier nombre de l'in&galit~ pr&6dente ne d6pend pas 
de h, on en d~duit 

lim t x-- 2 ] k ( f )  - --~ ~ Sk( f )  - -  o. 
n=Oo { n k=x = 

On peut donner une autre d~monstration de la formule pr&+dente, sans avoir recours 
gt ringgalitg (27). Cette d+monstration, que nous a indiqu& M. STFIO.OFr, ne diff6re 
pas de la d~monstration de l'in~galit6 (6I)  du travail cit~ plus haut n~). L'in~galit+ 
(3x), la fonction ~(x) &ant une fonction ~t variation born6e dans (o, I), nous donne, 
eu +gard ~t la premi&e partie du Th+or~me V, 

I L ( f ) - -  ~ ( f ) ]  < ~ ,  

pour tous les n ~ no, n o &ant un nombre positif entier qui d~pend de ~. On en d~duit 

-n- }- Jk ( f )  - -  --~ ~ ( f )  < ~- t J, ( f )  - -  S~ ( f )  ~ n - -  no~" 

On peut donc choisir n suffisamment grand, pour qu'on ait toujours 

n k=~ 

et 

' s . ( .  Jt ( f )  - -  -n- 2 < 2 "~. C. Q. F. D. 

9. Nous allons maintenant &udier l'int~grale 

J . ( f )  

sous un point de rue tout :i fait different. D~montrons d'abord le 
Tn~OR~MP. V I I I . -  Les solutions du probl~me (I), (Is)pour 

. - -  )~, ~ , ,  
k ,  k 

existent toujours pour les valeurs de k sufisamment grandes. II en existe au plus deux~ 
lindairement distinctes, correspondant ~ cbaque nombre X'k, )~. Mais, dans le cas o~ 

- 4 ao a o 

a cbaque nombre X'k, X' k' correspond une et une seule solution de (I), (Is) , qui est ddter- 
minde~ un facteur constant prbs. On suppose d'aiUeurs, que les deux nombres ao, a, 
soient diffgrents de ~dro a4). 

aa) Voir: W. STEKLOFF et J. TAMARKIN~., loc. cit. a), pp. 360-362. 
8a) La diff6rence essentielle entre les deux r 

2 m  # O  a ~ - - 4 a o a 2 ~ o  et a: 4aoa~ 

est ~videmment &happ~e h l'analyse de M. BiaKnovv. 
ar Voir n ~ 3"4. 
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D~signons, pour un moment, par u(x )  la solution du probl6me (I), ( I ) ,  qui cor- 

respond h ). = ?,' " k, ou A ) . - - X  k. Nous avons d~jA vu que 

"C~) = Z ~jy;(x), 

les constantes c i v&ifiant le syst~me d'~quations lin~aires 

( I )  s C i Uk (Y i) "--" 0 (k : 1,2 . . . . .  m) 88). 
i=i 

Le d&erminant du syst~me ( i )  &ant a(?,), on dolt montrer pour la d~monstration du 

Th~or~me VIII : 

I) que, pour X- - ) ' k ,  Y' ' k, on peut trouver au moins un mineur du second rang 

du d&erminant A(X), qui n'est pas nul; 

2) que, le discriminant 

a~ - -  4aoa2 

&ant distinct de z~ro, on peut trouver pour ~,--X~, ~,~' au moins un mineur du pre- 

mier rang de A(%), qui n'est pas nul. 

I1 est 6vident, qu'on peut consid6rer le d&erminant Ao, au lieu de A. 

Or, nous avons vu que 

[~ w~, l  w ~, lr,< q- l -d : ix r l7 ,  11 w ~, t r ,< l  4 - e - P ' ~ r ~  1!, . . . [~ w~,, , ]  
I 1 J " " " p I L  I J  / L I J I  ~ + I  I L  I J  / L I J )  

i o ~ , , . . . , . . . . . . , . . . . r , . . . . . .  . . . . . . . . . . . , . . . , 

[ ~ w k / ' ]  �9 . �9 W~' t [%] - - l - -eO=V' [ ,Om]}  ' U ] k i x r ~ _ l { [ ~ m ] + e  i ~  t . �9 �9 [ l ~ t l ,  n a i . ,Ukml ' : t ] l  

D~signons par A ;'k 
ix, ix+ ' ( i ,  k = I ,  9. . . . . .  m )  

les mineurs du second rang correspondant aux Ll~ments de deux colonnes V. ~"e et 

(I ~ -Jr-I) ~me. Les deux nombres ao, a &ant diff&ents de z~ro, on peut trouver au 

moins un mineur 
x~Jio, ko 

de la forme ix'ix+' 
A,o, ko = [a] ,  

ix, Ix+* 

le nombre a &ant diff~rem de z~ro, car autrement on aurait n&essairement, en d&e- 

loppant, 
a o - -  aa - -  o. 

Si l'on substitue maintenant )"k, ~'~ au lieu de % dans A(X) ou, ce qui est la m~me 

chose, p,), p~,t au lieu de p dans A oe t  dans A ~~176 _ix,~+,, on trouve, pour les valeurs suffi- 

samment grandes de k, 
io, k o A~,~+, = [a] ~ o.  c . a . F . o .  

Supposons maintenant que 

(32) a~ - -  4ao a, 5t= o. 

8S) Cfr. BIRKHOFF, 1OC. cit. 6), p. 385. 
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Posons 

Q(r  = 

et d~signons par 

�9 . ~, (~, ~, + ~,) ~ 
�9 �9 �9 . �9 * * �9 �9 �9 �9 * * * ~ * ~ , �9 �9 * . * ~ * * * �9 * . o * 

1 ( i = I ,  2, . . . ,  m; 1---=~, t~+I)  

les mineurs du premier rang qui correspondent aux 61~ments de deux colonnes, p~m~ 
et (F + I) ~=~. On a 

dQ ao~+ a, 2_6% - -  = ~ t p . + 1  i "z'/F+~ " 
2 d~ 2 i=~ i=, 

Soit maintenant 
~=~,, ~,,. 

L'in6galit6 (32) nous montre que 

at  a r ao~' + T  #o ,  ao~" + - y  :# o; 

on peut donc trouver au moins un mineur 

,,19 
Io 

qui est distinct de z~ro pour ~ = ~ ' ,  ~". Posons maintenant ? - -p , t ,  ?~. dans Ao. On 
volt imm6diatement que le mineur de A o correspondant au terme 

(i : 1 , 2  . . . . .  m), e 'w~ ~ -  [~ ' ] ,  [~"1, [~,] + : ~  [~,] 
sera de la s 

I ,,p 

T [  ~], (~ = ~,, ~,,), 
et celui qui correspond au terme 

[~,] + :~[~, ]  
sera de la s 

.4 i [ ~+.]. 
On peut donc trouver au moins un mineur du premier rang de Ao, ou, ce qui est la 
m~me chose, du d~terminant aO,), qui soit distinct de z6ro pour 

= x'k, ~', 

pour les valeurs de k suffisamment grandes, ce qui ach~ve la d6monstration du th~o- 
r~me. On peut trouver sans peine les expressions correspondantes de u (x), en r6solvant 
le syst~me ( i )  as). Nous n'insistons pas sur ce point ki. 

Nous d6signons, en g~neral, par 

Usk, U~/, 

la solution du probl~me (I), (Ia) qui correspond resp. ~l k'~, ),'[, cette solution 6tant 

( i = I ,  2, . . . ,  m), 

36) Cir. BIREHOFF, 10r tit. 6), p. ]89. 
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unique, et par 
U~ Up n xle, U'xtk, 2k, U2k 

les deux solutions lin~airement distinctes, correspondant ~t ~,~, ~"k' dans le cas contraire. 
IO. Consid~rons maintenant la fonction G(x, t); c'est une fonction m~romorphe 

de ?,, dont tons les p61es font partie de l'une des deux suites 
~'k " , ~k ( k = o , •  i 2  . . . .  ). 

On dolt distinguer les trois cas possibles 
I) Le point 

est un p61e double de G(x, t). 
2) Le point (y) est un p61e simple de G(x, t). 
3) Le point (y) n'est point un p61e de G(x, t). 
Ce sont lk tons les cas possibles, parce que l'~quation 

peut avoir au plus des racines doubles 87) pour les valeurs suttlsamment grandes de 
[~ ]. D~signons, en g~n&al, par 

R'k(x, t), R~' (x, t) 

les r~sidus de G(x, t), relativement aux p61es 

On a &idemment 

f f/ dp mr t)dt L = 2'=i 
I x --2~i~ dt.f(t); G(x, t)d), = ~ lfo'f(t)R~(x , t)dt + fo'f(t)R: (x, t)dtl, 

d L n 

la somme &ant prise suivant tons les p61es de G (x, t) qui sont situ6s dans le contour 
L .  On trouve donc 

lim J, = R, ( , t) d t + f ( t )  R~ (x, t) d t , 
n ~ o ~  k 

et le Th6or~me VII nous donne imm6diatement le 
TH~.OR~ME I X . -  Soit f ( x )  une fonction quelconque, intdgrable dans (o, i). Posons 

(33) %=4 Oat+ t)dt.  

Les conditions du dCvdoppement de f (x )  en une sCrie de la forme lira % sont les 
~oo 

ndmes que celles du dlvdoppement de f (x) en une sCrie trigonomltrique. Le mCme rCsultat 
subsiste rdativement a la reprdsentation de f (x) ~ l'aide des moyens aritbmCtiques 

I oo I o* 

lim ~-k~ ' %, lim - -  ~-- S~. 
n ~ c o  ~ n ~  oo n ~ 1  

aT) Voir  n ~ 4. 
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On peut donc &endre aux s~ries de la forme lim % tousles r6sultats obtenus par 
n=oo 

MM. DIst, Ln, scmzz, JORDAS, FEJkR pour les simples s&ies trigonom&riques. 
Nous allons maintenant discuter plus pr&isement la nature des fonctions 

n;(x, t), R';(x, t). 
Nous laissons de cot6 le cas i)  qui exige une an:tlyse plus d61icate, et qui n'a pas lieu, 
d'ailleurs, dans les probl~mes les plus int6ressants de la Physique math~matique as). 

Le cas 3) est impossible, ce qui est &abli par M. WESTrALL I1 a montr6 en effet, 
que la fonction G(x, t) et les solutions du probl~me (I), (Io) non nulles identiquement 
ne peuvent pas coexister pour les m~mes valeurs de ). aa). Nous n'avons donc qu'~t 
consid&er le cas 2). 

On dolt maintenant introduire la notion du probl~me adjoint 4o)du probl~me 
(I), (Io). 

Posons 
L(u) d"u d~-*u 

~-~-dx m J l - p a ( x ) ~ J v  . . .  ~ - p m ( X ) , .  

En int6grant par parties, on trouve 

/o /o 
M ( v )  d6signant une op6ration diff6rentielle d 'ordre  m, analogue A L, et P ( u ,  v)  une 

forme bilin6aire de deux suites de variables 

(34)  , , (o) ,  . . . ,  . . . ,  

( 3 4 a )  V ( O ) ,  . . . ,  v (m--1) (O) ;  V ( I ) ,  . . .  , v ( m - - 1 ) ( I ) .  

Les m formes lin6aires 
U~(u)  (i = ~, ~, . . . ,  " 0  

de 2m variables (34) &ant lin~airement ind~pendantes, on peut construire encore m 
formes lin~aires 

V i (u)  (i = m -3 V I, . . . ,  :2 m) 

de m~mes variables, qui, avec les formes U i ( u )  ( i - - - I ,  2, . . . ,  m),  constituent un 

88) Remarquons que le cas I) ne peut se prisenter que quancl 

a, ~ - 4 a o a ~ =  o; 

le cas le plus int&essant, off l'~galit~ pr&~dente a lleu, est celui de conditions ~ limites du type p&io- 
dique (n ~ 5), l'~quation (I) &ant adjointe ~t elle-m~me. Or nous allons montrer plus tard que dans le 
cas du probl~me adjoint ~t lui m~me tous les pdles de G(x, 0 sont simples. 

On v~dfie sans peine que, si le cas I) est en g~n~ral possible, le d~veloppement (33) est une 
s~rie proc~dant suivant les solutions de l'~quation diff&entielle 

LL(u)  @ 2;~L(u) -]- )~2 u ~ o 
et non plus de l'~quation (I), quoique les solutions de celle-ci existent de m~me. Le cas i) est li~ 
avec la th6orie des ~quations int~grales au noyau non sym&rique. 

a�) Voir: W. D. A. WESTFALL, IOC. cit. 9), pp. i9.2i. 
4o) BIRKHOFF, 1OC. cit. 6), pp. 375-377' 

,Rend. Circ. Ma~cm. Palermo, t. XKXIV (2 ~ sere. i912 ). --Stampato il 6 novembre t�x2. 4,8 
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syst~me complet de 2 m formes lin6aires ind~pendantes de (34). On peut alors, r6cipro- 

quement, exprimer (34) au moyen de U~(x) ( i - - I ,  2 , . . . ,  2m). On trouve 
2 m  

P(~ ,  v)= ~V,(~)V~m_,§ 
i = t  

V~(v) (k = i, 2, . . . ,  2m)  d6signant les 2m formes lin6aires de variables (34,). On 

peut d~montrer ~t l'aise, que les formes 

sont lin6airement ind6pendantes. Le probl~me 

(II) M ( v )  + x v = o 
avec les conditions aux limites 
(I1ol Y, (v) - o 

( k = I ,  2, . . . ,  2m) 

( o L x L  l) 

( i = I ,  2, . . . ,  2m) 

est le probl~me ad]oint du probl~me (I), ( I ) .  On sait que les suites de nombres carac- 

t6ristiques relativement aux deux problbmes (I), (I4) et (II), (114) sont identiques 4,). 

En d6signant, pour un moment, par uk(x ) et v , (x)  les deux solutions resp. du pro- 

blame (I), (I4) et de son adjoint, on a, en #n~ral ,  

s (3s )  .k (x)  v, (x)  d x = o, 

sous la condition que les solutions u k et v i correspondent A des nombres caract6ristiques 

indgaux. 
D~signons par H(x,  t) la fonction analogue ~t G(x,  t), relativement au probl~me 

(II), (113. On a, comme on le salt, 

G(x, t ) - - H ( t ,  x) 4~). 

Un calcul simple nous montre que le r6sidu de la fonction G(x,  t) relatif ~l un 
p61e simple, consid~r~ comme une fonction de x, est une solution du probl~me (I), (Ia); 
et de m~me, le r~sidu de H(t,  x), consid6r~ comme une fonction de t, est une solution 
du probl~me adjoint (II), (Iio). On trouve donc, eu ~gard au Th~or~me VIII et aux 

notations d u n  ~ IO, 

~ R'k (x, t) --- V~k(t)u.k(X), )' --- )"k, 
(36 ) 

R~'(x, t) = ~2k(t)~k(x) ,  X = x" k~ 

ou 
t t , _,t t't" ~un. X ' (36a) Rk (x, 0 = V,k(t)u',k(X) + V,k~. J , . ( ) ,  ~' --- Xk' 

tr ~ ~t ~tr It Rk(x , t) V 'k( t )u ' , (X)- t -V,k( t ) t ,k(X) ,  k---  kk, 

V k , . . .  d&signant des solutions du probl~me (I[), (Its), convenablement choisies. On 

a donc, finalement, 

4t) Voir: W. D. A. WESTFALL, IOC. cit. 0), p. 21. M. WESTFALL a obtenu un r6sultat plus parti- 
culier; son extension pour le cas g6n6ral consider6 dans le texte ne pr6sente aucune difficult6. 

ca) Voir la note 4.). 
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dans le cas (36), et 

k y  u,k(x t)v,kit)dt + % ( x  fit)v"kit)dt 
(33b) % = 

= -  U u t" /-,x + k a .  lu ; ' ( x )~  'f(t)v;k(t)dt + 'k 'X)Jo f(t)v:"(Odtl' 
dans le cas (36,). 

La s~rie dans le second membre est analogue A ceUe de FOURIER. 
Le Th~or~me IX nons donne ainsi le d~veloppement de la fonction arbitraire f (x )  

en une s~rie proc~dant suivant les solutions du probl~me (I), (I~) et la ~c sommation, 
d'une telle s~rie, dans le sens de M. FEJ~R. Le probl~me principal de ce travail est 
ainsi r~solu. Un autre probl~me, ~ savoir, l'unicitd de d~veloppement d'une fonction f (x)  
en une s/de de la forme (33,) ou (33b) sera discut~ dans un travail ult~rieur. On peut 
6tablir, relativement A ce probl6me, un th6or6me analogue A celui de M. G. CA~TOR 
relativement aux s~ries trigonom~triques. 

I X. Les r~sultats precedents sont plus sym&riques quand le probl6me (I), (I4) est 
adjoint A lui m~me, ce que nons allons supposer maintenant. 

Dans le cas considerS, nous avons 

z( . )  _= M(.), 

V , ( . )  - -  ~ ( . )  ( i =  x, 2, . . . ,  m).  

i s )  

0 9  
(n ~ i) .  On a 

(Les conditions aux limites du type p~riodique sont compris dans le cas considerS). 
On &abli le 

Ta~OR~ME X . -  La fonction G(x, t), correspondant au problbme acljoint ?t lui- 
mime, a tous ses p~les simples et rdels. 

Soit f ( x )  une fonction quelconque, continue dans (o, x). Consid~rons le probl~me 

r~(~) + xv = j ,  

u ,  ( v )  = o (i = ~, 2, . . . ,  m) 

f o ' f (  ) G (  ) v - -  t x, t dt. 

La fonction ves t  une fonction m~romorphe de ~x. Nous allons montrer que tous les 
p61es diffgrents de z~gro de v ix , ),), quelle que soit la fonction f ix) ,  sont simples et rids. 
Soit X--) 'o--~ o un p61e de v(x), d'ordre k(k ~ x). On a, pour les valeurs de ). 
suffisamment voisines de %o, 

_ vk(x) + vk_,(x)  + . . .  + v , ( x )  
vix) (~ - LY ( ~ -  LY-' ~ - L + ~o(X, ~), 

vo(x , X) 6tant une fonction holomorphe pour X = ) ,  . On trouve sans peine les r 
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tions pour v, (x) 4a) 

Posons 

I1 vient 

(37) 

L ( v , )  + )'o V, = o, 

u, (~)  = o 

)'o - -  )', + i)'2, 

" V t t  Vk_s(X ) = V',_s(X ) + '  k_s(x) 

r _ _  PP L ( v 3  + ) ' ,~  )'2 ~ = o, 

L (V ''~ V' V" , k~, + ) ' 2  k + ) ' ,  k = o ,  

L ' v' - - ) ' 2 v ' k ' s + V '  (v~ ,) + ) '  ~_, _ ~_,+, 
L v" _ " " (~_s) + )'2 v ; ,  + )' V~_s + v~_,+, 

u,(v',  , ) =  u cv" " - "~. k - s )  ~ 0 

= o  ( s = i ,  2 . . . .  , k - - O ,  

(s = 1,2, . . . ,  k; i = i, 2 . . . . .  m). 

( s = o ,  . . ,  k - -  O. 

o )  (s----i, 2 . . . . .  k - - O ,  
- - o  ) 

( $ = 0 )  I . . . . .  k - - I ;  i = I ,  2 . . . .  , m). 

Les deux premi&es 6quations nous donnent sans peine 

fo ~ V"~ d )'2 (V~-d  I- k . /~X : O. 

On a donc un des deux cas suivants: 

i )  )'2 - -  o;  )'o - -  )', est r6el; 

f o  x - "" '  d" 2) (V~ + V,) ~ --- O; V,(X) ~ 0 dans (o, I).  

Consid6rons d' abord le cas I). II vient sans peine 

fo /o v ~ d x  - -  v~ 'dx  - -  o, 

v t t  v k ~ o, ~ ~ .  o, v k ~_. o dans (o, I ) ,  

ce qui nous montre que )'o est un p61e d'ordre ( k -  I) ,  au plus. On trouve imm6dia- 

tement le mSme r6sultat clans le cas 2). En continuant les mSmes raisonnements~ on 

d6montre enfin que )'o est un p61e simple de v(x) ,  c'est-A-dire qu'on a 

v . ( x )  
v ( x )  = )' __ )'~ + Vo(X, )'). 

Si l 'on pose k - -  I clans les 6quations (37), on trouve comme auparavant 

fo I )'2 ( r  + ~ 7 ) d x  = o, )'2 = o, 

la fonction v ( x )  &ant diff&ente de z6ro, dans (o, x). Donc )'o est un p61e simple et 

r id  de la fonction v(x) ,  c. q. f. d. Le raisonnement pr&~dent ne s'applique pas au 

ca) Cir. : BOGGIO, So/rra alcuni teoremi di Fisica-matematica [Atti del IV ~ Congresso Internazionale 
dei Matematici, Roma 19o8, vol. III 09o9) , pp. I25-I37]. 
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cas possible 
)'o ~ o, 

qui ne pr~sente aucun inter&. 
Supposons maintenant que ), ~ )'o soit un p61e multiple de la fonction G(x,  t), 

d'ordre k (k ~ I). On a 
Rk (x, t) R, ( x, t) R, (x, t) 

G(x,  t) - -  (X - -  Xo) * + "'" + (X - -  Xo)' + ~ ~" ~ + R~ t), 

Ro(X , t) &ant une fonction holo,norphe pour ) , --X o. Or, quelle que soit f ( x ) ,  on a 

fo ' f ( t ) R , _ , ( x  , t )d t  , kr f 
v ( x ) - -  2_ ( ) ' - ) ' o ) ' - ' - -  + I f ( t )Ro(  x' t)dt,  

$ ~ o  ~'o 
ce qui nous donne, tous les p61es de v (x )  &ant simples, 

,I 

,t^v f ( t ) R , ( x ,  t )d t  ~ o (s = 2 , . . . ,  k). 

Les fonctions R,(x,  t) &ant continues et f ( t )  &ant une fonction continue arbitraire, 
on a donc identiquement 

R,( x, t ) ~ o  ( s = 2 , . . . , k ) .  
On &ablit de m6me que )'o dolt &re r6el. c.o.. v. n. 

On peut donc affirmer que, dans le cas off le probl~me (I), (I~) est adjoint A lui- 
m6me, la s6rie (33) se rLduit toujours A l'une des deux formes (33~)et (33b), ies fonc- 
tions v,k(t), . . .  d6signant les solutions du m~me probl~me (I), (I~). Supposons en- 
core, pour fixer les idles, que 

a~ - -  4 ao a , =7~ o. 
On a &idemment 

lim (), -- )"k) G(x,  t) - -  R~ (x, t) - -  c' u k ( t )uk (x ) ,  
z=z~ 
lim (), - -  ),~) G(x, t) - -  R'~(x, t) - -  c" u , , ( t )u ,k (x  ). 
z=z'~ 

On a, d'autre cot6~ 

Donc 

On a done 

u,~ (x) = - t  ~ 
do 

L( . ,~ )  + x . ~  = ( x -  x~) . ,~ ,  u , ( u , )  = o ~ = ~  . . . .  , m~ 

L(~.~) + x. .~ = ( x - -  x ' ; ) ~ ,  u ,(u.~)  = o (~ = i  . . . .  , m). 

fo' . ,~ (x )  = (~ - ~;) ,, ~ ( t ) 6 ( x ,  Odt,  

u,,( t)0,  -- X~)G(x, t )d t  = lim [ ' u , ~ ( t ) 0 ,  -- X~)G(x, t )d t  
z=z~#o 

fo' = c ' u , , ( x )  {u,~(O}'dt; 

c ' =  . ,~(x) 

fo ' u~d  t ' 
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et de m~me 
c" = u 2~ ( x )  

o ' U~k d t 

Donc, dans le cas consid6r6, la s6rie (33) se r6duit A la suivante: 

§ f I f ( t ) u , k ( t )  dt +~ fxJ(t)u~k(t)  dt 
y . ~ ( x ) ~ o ~  . . . .  + Y u2~(x)Oo-~-~ - -  , 
=- Jo u~kdt k=_,o t u:~dt 

t l  0 

qui ne pr~sente que la simple g~n~ralisation de la s&ie de FOURIER 44). 

St.-P&ersbourg, le 25 mars 1912. 

j. TAMARKINE. 

44) Remarquons que toutes les considerations de ce travail ne supposent nullement que la fonc- 
tion ~t developper soit r~elle, ou que les coefficients pa (x) . . .  et ~i, ~i, etc. soient r~els. 


