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S U R  L A  T H f l O R I E  D E S  G R O U P E S  

ET DES 

SURFACES ALGI~BRIQUES; 

par M. g'mile Pi0ard, ~ Paris. 

Adunauz~ del ~3 gi~gno i8~5. 

Dans mes recherches sur les fonctions alg&briques de deux va- 
riables ind6pendantes (Journal de MathSmatiques, I889) , je me suis 
occup8 des surfaces admettant un groupe fini et continu de'transfor- 
mations birationnelles. Cette question se rattache k i '6tude des grou- 
pes alg~briques en mSme temps qu'b. la th~orie des ~quations diffS- 
rentielles; c'est ce que j 'aimontr~ succinctement (Comptes Rendus, 
28 avril i89o ) dans une Note off j'ai ~tudi& certaines ~quations dif- 
f~rentielles dont l'int~graIe g~n~rale est uniforme, et j'ai indiqu8 
plus r~cemment (Comptes Rendus, 25 mars ~895 ) comment les con- 
sid&rations que j'avais pr6c6demment ddvelopp6es conduisaient im- 
m&diatement 5. une proposition g6nSrale sur les groupes algSbriques. 
Ii m'a sembi8 qu'il y avait quelque intSr~t 5. rassembler ces r&sultats 
un peu 8pars; c'est que je me propose de faire ici. 

I~ 

I. Rappelons d'abord une proposition bien connue dans la th~orie 
des groupes continus. Soit un groupe relatif,~ n lettres x~ ,  x~ ,  . . .  x ,  
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et d~pendant de r param~res 
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t x, = f , ( x , ,  x , ,  . . .  xn, a , ,  a , ,  . . .  a,)  ( i = ~ , 2  . . . .  ,3. 

On suppose que routes les substitutions du groupe sont deux ~t 
deux dcbangeables; dans ces conditions on peut choisir les param&res 

a, de telle sorte que les 6quations donnant les x'  en fonctions des 
a soient de la forme 

p 

O x ,  ' x ; )  
O a ; - -  ~ ' ' ( x ; '  x , ,  . . .  

_ _ , , ,  . . . .  

k =  1)2) ") 

les ~ d6pendant seulement des x. 

etab.lr un th~or~me g6n~ral sur les 2. Ceci pos6, nous allons ' 1" 

~quations de la forme 

(~) f ( y ,  y , ,  . . .  yCm)) = o, 

en d6signant par y,  y ' ,  . . .  y~r,) une fonction de x et serf d~riv~es 
iusqu'~t l 'ordre rn; l '~quation diff~rentielle ne renferme pas explici- 

tement la variable x. Consid~rons une int~grale y de cette ~quation, 
qui soit uniforme dans une certaine r6gion du plan R, et soit R '  
une r~gion du plan int~rieure ~t R. Le point x ~tant dans R' ,  le point 
x -Jr- b sera dans R, si La constante bes t  suffisamment petite; soient 

alors 

Y, Y', . . .  y ( ' )  

les valeurs de y, y ' ,  . . .  y(m) quand on y remplace x par x + b .  
IL est clair que les Y sont fonctions des y e t  de b, sans que x entre 

explicitement dans ces expressions. Posons donc 

Y ~ F  (b, y ,  y ' ,  . . .  y(,,o), 

Y' ---Fx (b, y, y ' ,  . . .  yCm)), 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ ~  �9 �9 �9 �9 ~ �9 ~ �9 

Y(') --- F,, (b, y, y ' ,  . . .  y(,,)); 
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les Y sont des fonctions bien d&ermin&s dey et inversement. Nous 

allons &udier le cas off cette transformation biuniforme entre 

y,  y ' ,  . . .  y ( ' )  e t  Y, Y', . . .  Y(~') 

serait birationnelle. 

Dans les fractions rationnelles F, metlons comme coefficients de 
y,  y ' ,  . . .  y(") des constantes ind&ermin&s, et 6crivons que Y est 
une solution de l'~quation (I).  Nous obtiendrons ainsi un certain 
nombre de relations alg6briques entre ces constantes; celles-ci s'expri- 
meront alors rationnellement en fonction d'un certain nombre n de 

param&res li~s par une relatioh alg6brique. D&ignons ces param& 
tres par x , ,  x~, . . .  x, et par 

(2) s ( x , ,  x~, . . .  x , ) = o  

la relation alg~brique .h laquelle ils satisfont. Quand dans une so- 
lution de l'~quation (I) ,  correspondant ~t des valeurs arbitraires des 
param&res x, ,  x=, . . .  x , ,  on change x en x + h, les param&res 
x , ,  x2,  . . .  x ,  se changent en X, ,  X2, �9 �9 �9 X , ,  ceux-ci &ant des 
fonctions rationnelles de ceux-lL Ceci revient .h dire que la surface al- 
g~brique S represent& par l'~quation (2) admet un groupe de trans- 
formations birationnelles en elle-m~me d&pendant d 'un param&re 
arbitraire h, et pour h - -  o, cette transformation devient la transfor- 

mation identique. Ce groupe sera d&ermin~ par des ~quations de la 
forme 

d X i 
, I t  - -  ~ ~  x = ,  . . .  x,), 

les ~ &ant des fonctions rationnelles des x. 

(3) 

3. Je repr&ente par 

x ~ - - L ( h ,  x~, x~, . . .  x~), 

X=' - - f=(h ,  x=, x=, . . .  x,) ,  

�9 ~ �9 ~ ~ , �9 ~ . . ~ �9 ~ . 

x . = L ( h ,  x , ,  x=, . . .  , . )  
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(les f &ant rationnelles en x , ,  G ,  . . .  x.) la substitution biration- 
nelle transformant S en eUe-m~me. Dans les fractions rationnelles 
f ,  mettons encore comme plus haut des lettres ind&ermin6es comme 
coefficients des x. Nous consid6rons le groupe de transformations 

contenu dans la substitution pr6c6dente, d~pendant du plus grand 
hombre possible de param~tres et tel que routes ses transformations soient 
deux h deux ~changeables. Ce groupe, que nous d6signons par G, 
d~pend au moins d'un param&re, puisqu'il contiendra manifestement 
la substitution (3); de plus, s i r  d6signe le nombre des param&res, 
les coefficients des x dans la transformation pourront 6tre regard~s 
comme des fonctions rationnelles de r + I param&res li6s par une 
relation algdbrique. Ceci r6sulte de ce que les relations ~ 6crire entre 
les lettres ind&ermin6es, figurant comme coefficients, sont toutea al- 
g6briques, puisque nous envisageons le groupe contenant le plus 
grand hombre possible d'arbitraires. 

On peut d'autre part, d'apr&s le n ~ I, choisir les param6tres 
que nous d6signerons par 

h, h,,  . . .  h,_., 

de mani6re que le groupe G soit d6fini par les 6quations : 

a Xi  - 
h = ~o ' (x , '  x~ ,  . . .  x , )  

X i a ~ = G ( x '  x2 ,  . . .  x~) ( k = ~ , 2  . . . .  , - o ;  

le premier de ces param&res, d6sign6 par h, ne sera autre que le 
param~tre h qui figurait dans (3), et les to sont les fonctions ration- 
nelles 6crites ~ la fin d u n  ~ 2; tous les ~ sont d'ailleurs des fonc- 
tions rationnelles des X, qui, bien entendu, satisfont k la relation 

s ( x , ,  x,_, . . .  x . ) =  o. 

Deux r peuvent se pr6senter relativement au groupe 
G. il peut ~tre possible de faire correspondre au moyen d'une sub- 
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stitution du groupe un point arbitraire de la surface S ~ un autre 
point de cette surface,  c'est-k-dire que le groupe peut &re n -  I 
lois transitif; ou bien au contraire la transitivit6 de G sera d'ordre 

inf6rieur ,k n -  I. Mais ii est ais6 de voir que ce second cas se 

famine  au premier, car on pourra alors d&acher dans S une mm- 
tiplicit6 alg~brique ~ 'un  moindre hombre de dimensions, que laisse- 
ront invariable les substitutions de G, et tel qu 'un point quelconque 

de cette multiplicit6 pourra correspondre ~ un autre par une substi- 

tution de ce groupe. 
Supposons donc G transitif de la mani~re indiqu&; le nombre 

r sera alors au moins 6gal ~ n - - I ,  et si, portant son attention sur 

les variables Xx, X2, . . .  X , _ ,  (la derni~re X~ &ant fonction des 

autres) on consid~re le tableau rectangulaire 

r T n - - I  

tous les d&erminants form6s avec les n - -  I colonnes verticales et 
n - -  I des lignes horizontales ne seront pas identiquement nuls, et 
il y aura alors n&essairement au moins un de ces d&erminants, off 

figure la premiere ligne, qui ne sera pas idenfiquement nul. Nous 

pouvons donc supposer que le d&erminant form6 par les n - -  I co- 

lonnes e t  les n ~ I premieres lignes n'est  pas identiquement nul. 

On a ainsi les 6quations aux diff6rentielles totales 

d X ,  - - - ~ o , : d h + ~ : a d h  ~ + . . . +~._~, :dh~,_~ 

�9 ~ �9 ~ . ~ ~ �9 ~ ~ ~ ~ �9 ~ �9 �9 ~ . �9 ~ �9 . . . .  �9 ~ ~ �9 

qui d~finissent 

. . .X,_., 
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en fonction de 
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h, h:,  . . .  h,_~. 

En r~soivant les ~quations pr&~dentes 
d h: ,  . . .  d h~_=, on aura 

par rapport ,k d h , ,  

(4) 

dh + P. dX, + . . .  + 

db,  - - P ~ a d X , + P = . , d X ~ +  . . .  + P ~  . . . .  dX, ,_ , ,  

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ ~ �9 �9 �9 ~ �9 �9 , �9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 , �9 . . 

+ Pn_. dX= + . . .  + 

off les P sont des fonctions rationnelles de X, ,  X:,  . . .  Xn, la 
derni6re de ces lettres &ant li& aux autres par la relation S - - o .  
Les conditions d'int~grabilit~ sont ~videmment v6rifi&s, et nous avons 
done ~I faire l'inversion d'un systkme d'intdgrales de diffdrentieUes to- 
tales relatives h la surface S - - o .  

Or les X sont des fonctions uniformes de h, ,  b~, . . .  h,_=, 
ayant pour toutes les valeurs finies de ces variables le caract~re de 
fonctions rationnelles, M0ntrons-le, par exemplej pour la variable h; 
il suffit de r~p&er un mode de raisonnement classique dans la th~orie 
des fonctions ab~liennes : les relations (3) permettent d'&endre de 
proche en proche tes fonctions d'une mani~re uniforme. 

Nous pouvons done conclure que les X sont des fonctions ab& 
lienn'es (ou d~g~n~rescences) des h, et en particulier de la variable 
b qui nous int&esse particuli&ement; nous entendons par fonction 
ab~lienne d'une variable, ce que devient une fonction ab~lienne d 'un 
certain hombre &arguments, quand on laisse constants tousles argu- 
ments moins un seul qui devient la variable. 

Si maintenant nous revenons ~t l'~quation (r)~ on volt que les 
coefficients de y, y ' ,  . . .  y( ')  dans les relations 

Y - - F ( h ,  y, y ' ,  . . .  y(")), 

Y" - - -F~(h,  y,  y ' ,  . . .  y(m)), 
�9 , . �9 . o �9 * . �9 * o �9 , . . 

Y ( " ) - - - F , ,  (h, y ,  y',  . . .  y(~')) 

Rend. Circ. Matem., t. IX, parte I~.--Stampato il xo Iuglio i895. ~2 



2~o ~M. pxC~,RD. 

seront des fonctions ab~liennes (ou d~g~n~rescences) de h. Si nous 
consid~rons, non pas x, mais h comme la variable, nous pouvons 
dire que Y est une fonction ab~lienne de h, et par suite y est une 
fonction ab+lienne de x. 

Nous ~noncemns done le th+or~me suivant qui rfisume cette 
analyse : 

Sous les hypoth'eses faites, I'int~grale g~n!rale de l'dquation ( 0  
s'exprime ~ l'aide des transcendantes de Ia th~orie des fonctions ab3- 
liennes. 

Au lieu de l'+quation diff+rentielle ( t) ,  on pourrait ~videmment 
consid+rer le syst~me d'~quations diff~rentielles du premier ordre:  

a X ' - - X f f x ,  x.) (~-_~, ~, ,, ~) ( z )  a - - i  - -  , x ~ ,  . . . . . .  - 

a v e c l a  relation alg6brique S(x  I, x~, . . .  x , ) - - o .  Si on a 

, q ( t + b ) = f ,  (h, x , ,  x , ,  . . .  x,)  (~=~,~  . . . .  ,) ,  

les fi &ant rationnelles en x~, x , ,  . . .  x , ,  les int+grales du syst6me 
(~) s'expriment .~ l 'aide des transcendantes de la th+orie des fonctions 
ab~liennes. 

4- J'indiquerai une consequence de cette proposition. Soit une 
+quation 

f (y ,  y ' ,  . . .  y~"~) --- o 

dont on salt que l'int6grale g6nfirale s'exprime ~t l ' a ide 'd 'une  int~- 
grale particuli~re quelconque par Ia formule 

Y ' - - g ( y ,  y', . . .  y("), a,, a,, . . .  a,,), 

R d6pendant rationneilement des y et les m lettres a repr~sentant 
des constantes arbitraires. 

I1 est d'abord imm~diat que I'int6grale g~n~ra|e de l'~quation 
sera uniforme, puisque, dans le voisinage de tout point, Y peut s'ex- 
primer rationnel!ement ,'t l 'aide d 'une intdgrale particuli~re y que 
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l 'on peut supposer uniforme autour de ce point. Ensuite, les con- 

ditions suppos~es dans le th~or~me precedent seront certainement 

v&ifi6es, car on peut prendre pour Y, ce que devient y quand on 
remplace x par x - t - b ;  iI .en r~,sulte que l'intdgrale gdndrale de l'd- 
quation ci-dessus pourra s'exprimer h l'aide des fonctions abdliennes 
ou de leurs ddgdndrescences. 

IL 

5. Le th~or&me d u n  ~ 3 &ait relatif aux ~quations diff6ren- 
tidies.  En changeant, pour ainsi dire, seulement la forme de cette 
proposition, on ob:ient une propri&~ g~n&rale des groupes alg~bri- 
ques. Prenons une surface alg6brique dans un espace 5. n dimensions 

S(x,, x=, . . .  x . ) - - o  

et supposons que cette surface admette un groupe G continu et fin[ 
de transformations birationnelles. J 'envisage un des sous-groupes 
finis ~t un param~tre contenu dans G; ce sous-groupe sera d~fini 
par un syst~me d'~quations de la forme 

d x i X ".7i ~ , . . . (s)  x,) . . . .  ,o, 

les X ~tant rationnels en x , ,  x~, . . .  x~. Puisque ce sous-groupe 
fait partie du groupe G, le syst~me (S) jouit de la propri~t~ indi- 
qu~e pour le syst~me (~) .h la fin du n ~ 3, et nous pouvons dire 
par suite que, dans les dquations finies du sous-groupe prdcddent, les 
coe~cients sont des fonctions uniformes du param~etre arbitraire s" expri- 
:lzallt h l'cti& des transcendantes de la thdorie des fonctions abeliennes. 

Nous pouvon~ op6rer ainsi pour chacun des sous-groupes k un 
param~tre contenu dans G, et on arrive alors au th6or~me g~n~ral 

suivant : 
Si le groupe G est h r paramklres, on peut s'arranger de mani'ere 

que Ies coeJficients des fonctions rationnelles de x, qui donnent le groupe, 
soient des fonctions uniformes des r param~etres s'exprimant au moyen 
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des transcendantes de la thdorie des fonctions abjliennes ou de leurs d3- 
g~ndrescences. 

6. Nous pouvons faire, relativement au groupe G, une distinction 
importante, sur l~quel!e nous avons d6j5. eu ~ insister au n ~ 3. Le 
groupe G pent ou non permettre de faire correspond_re 5. un point 
arbitraire de la surface S u n  autre point quelconque de cette m&ne 
surface. 

Dans le premier cas, le groupe est au moins n - - I  lois tran- 

si t iL et en [aisant varier n - - I  des param&res on obtiendra une 
repr&entation param&rique de la surface. I1 en rSsulte que lescoor- 
donn~es d'un point quelconque de la surface 

S ( x . ,  x=, . . . .  x . ) - -  o 

s'exprimeront par des fonctions ab3liennes de n -  I param~etres. 
Dans Ir second cas, le groupe G sera n&essairement un sous- 

group0 d'!an groupe F de transformations birationfielles de la sur~hce, 
pour !equeI les param&res pourront &re regard& comme entrant 
alg3briquement. Si ce groupe 17 (qui peut coincider avec G) est au 
moins n - - i  fois transitif, nous sommes ramen& au cas pr6c~dent. 
Dans le cas contraire, par chaque point de la surface passe une 
multiplicit~ alg6brique, contenue dans S, et d'ordre inf6rieur 6. n - - i .  

Cette multiplicit6 jouira de la propri&6 q u ' a v a i t S  dans le premier 
cas, c'est.k-dire que, si elle est h r dimensions, les coordonn3es de ses 
points s*expriment par des fonctions ab3liennes de r param'etres. I1 e s t  

important de remarquer que les MODULES de ces fonctions abdliennes 
ne ddpendent pas du po;nt de la surface qui ddte'rmine la multiplicitY; 
ceci r6sulte de ce que les expressions des coord0nn6s peuvent &re 
obtenues en faisant varier seulemeat,  parmi les param&res de F, r 
d'entre eux qu'on peut supposer &re des arguments de ' fonct ions  
ab61iennes form6es comme il a 6t6 dit au n ~ 5, et par cons6quent 
tout-fi.-fait ind6pendantes du point de la surface d&erminant la mul- 
tiplicit6 qui nous occupe. 

7. Le th6or6me d u n  ~ 5 s'applique en particulier aux groupes 
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de substitutions de C r e m o n a .  Si, en d~signant m let{res ind6pen- 
dantes par x , ,  x=, . . .  x,~, on a entre tes xe t  les X la substitution 

birationnelle 

X I - - - ' R I ( X l I  X . . . . .  X~tll  a l l  a2~  �9 �9 �9 ~ r )  

X~ - - l % ( x , ,  x ~ ,  . . . x , . ,  a ~ ,  a = ,  . . . a , )  

X ~ = R ~ ( x ~ ,  x ~ ,  . . x ,~. ,  a , ,  a ~ ,  . . . a , )  

iormant un groupe a r param&res, il r6sulte imm6diatement, de 
ce qui pr6c~de, que l'on peut teuj0urs s'arranger de fa~on que les 
R ,oient des fonctions uniformes des a s'eJcprimant par les transcen- 
dantes ab~liennes. 

On pourra dans terrains cas aller plus loin. Si le groupe est 
m lois transitif, et si ses substitutions sont ~changeables deux ~ deux, 
les transcendantes @i s'introduisent dans les calculs r6sultent sim- 
plement de l'inversion d'iet~grales de diff~rentielles totales ration- 
nelles. Par consequent, h d~signant un des param~tres, on obtiendra 

seulement, par l'inversion, des fonctions l~ationnelles de h ou de e kh, 
en d~signant par k une constante. On pourra alors s'arranger de 
mani~re que les R contiennent rationnellement les param~tres a. 

8. Appliquons les g~n&alit~s qui pr&~dent !l ia surface al- 
g&rique 

f ( x ,  y, Z) - -  o 

dans l'espace k trois dimensions. Nous alions retrouver et compl&er 
les propositions que nous avous donn6es autrefois. 

Supposons que cette surface admette un groupe de transforma- 
tions birationnelles. Tout d'abord si le groupe permet de passer d'un 
point quelconque de la surface ~l un autre point quelconque de celle-ci, 
on est assur+ que les coordonndes d'un point de la surface s'expriment 
par des fonctions ab3liennes (ou ddgdndrescences) de deux param~tres. 

I1 faut approfondir davantage la question. Consid+rant un sous- 
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groupe ~t un param&re contenu dans le groupe donn6, nous raison- 

nerons comme nous l'avons falt plus haut d'une mani&'e g~n&ale 
et nous sommes conduits / tune  transformation de  la surface en 

elle-m~me, d6pendant rationnellement des lettres X, ,  X~, . . .  X, 
qui sont elles-m&!qes fonctions de param&res h, h, ,  . . .  h,_, (par 
les n ~ 2 et 3). Nous avons ainsi la transformation birationnelle d e f  
en elle-m~me 

x = f  (h, . . .  h,_,, x, y,  

Y - - ? ( h ,  h, ,  . . .  h,_x, x, y ,  Z), 

z = r  hx, . . .  b,_,,  x, y,  z), 

les substitutions de ce groupe &ant deux k deux &hangeables. Si 
ce groupe est deux fois transitif, on pourra r~soudre par rapport 
deux des param&res, et ,  d'apr~s ce que nous avons vu au-n ~ 3, 
les cordonn&s d'un point quelconque de la surface s'exprimeront 
par des fonctions ab61iennes de deux param&res au moyen de l'in- 
version de deux inNgrales de diffdrenlielles totales; c'est le r&ultat 
que j'ai obtenu ant&ieurement (Journal de Math6matiques, 1889, 
page 222). 

Si le groupe P ne permet pas de passer d'un point qudconque 
de la surface / t un  autre point, on pourra faire passer par chaque 
point de la surface une courbe alg6brique que le groupe transfor- 
mera en elle-m~me. Cette courbe sera par suite n&essairement du 
genre zdro ou du genre un. On peut laisser constants tous les pa- 
ram&res sauf un seul, et consid6rer par exemple h comme seul 
variable. 

Dans le cas off la courbe sera de genre un, X,  Y, Z devront 
&re des fonctions doublement p~riodiques de h, et il est clair que 
le module de cette courbe est fixe, c'est&-dire ind6pendant de (x, 
Y, Z). Nous avons clone, dans ce second cas, un faisccau de courbes de 
genre z, dro ou un sur la surface; il passe par chaque poi.nt de ia sur- 
face une courbe de ce faisceau. C'est un th6or~me que j'ai ~gale- 
meat indiqu~ pr&~demment (loc. cir.) et j'ai montr6 qu'on pouvait 
m~me-aller plus ]oin quand le genre g6om&rique de la surface d& 
passe I'unit~. 
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Le seul cas dont l'&ude, d'aprfis ce qui pr6cfide, n'est pas en- 

ti&'ement compl&e est celui off la surface admet ungroupe de trans- 

formations qui ne permet pas de passer d'un point quelconque de 

la surface ~ un autre point de celle-ci~ et off en marne temps la 
surface a son genre g6om&rique au plus 6gal ~. u n .  Quand ces deux 
conditions se trouvent remplies, j'6nonce seulement que l'on peut 
trouver sur la surface un faisceau de courbes de genre z6ro ou un, 

mais j'ai tout lieu de penser que les travaux r6cents de M. Ca- 

s t e l n u o v o  et de M. E n r i q u e s  sur la th6orie des surfaces per- 
mettront de donner des indications plus pr6cises sur la nature de la 

surface. 

Paris, le 5 juin t895. 

~M. PICARD. 


