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FEin Satz aus der Theorie der unendlichen Reihen.

Von A. Tauber in Wien.

o0
Ist 2 a,irgend eine convergente Reihe, so miissen die Grofena,
1
den folgenden 2 Bedingungen Gentige leisten: Erstens muss (nach
einem Abel’schen Satze), wenn p eine positive Grofle kleiner als 1
o
bedeutet, die Function E a,p” von p fir lim p=1 einen Grenz-
1
wert besitzen und zweitens muss (nach einem Satz von Kron-
ecker)?)

1 n
. \
lim — Z va, =10
=00 n y=1
: o0
sein. Umgekehrt aber darf weder daraus, dass lim E a0 existiert,
n g=1
.1 . -
noch daraus, dass lim — 2 va, =0 ist, auf die Convergenz der
fo'e} n =00 1
Reihez a, geschlossen werden. Wenn dagegen beide Bedingungen
1 [ee]
zugleich erfiillt sind, so convergiert 2 @, sodass also der Satz zu
1
beweisen ist:
[ee]

o, . . Al . .
Damit irgend eine Reihe 2 a, convergiert, ist erforder-

1 b
(4) lich und hinreichend, dass gleichzeitig lim 2 a0 existiert
n e=1 1
und dass lim e E va, =0 ist.
n=co ¥ “7
Wir beweisen den Satz (4) zundchst fir den Fall, dass
lim va, =0 ist, in der folgenden Form:

1) Kronecker, Comptes rendus, T. 103, pag. 980.
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Sind b, b,, ... irgendwelche die Bedingung lim vb, =0

1 722

() =T o
endlichen Gréfle 4, so convergiert 2 b, und hat 4 zur
1

(o]
erfiillende Gréfien, und ist lim E b,p" gleich einer bestimmten

Samme.
[o'e)
Setzen wir, um dies zu zeigen, ¢(p) — E b o, ferner
1
lbv ’ = 2, und nennen t, die obere Grenze der Grifien
(18, B+2)8, 1,0
50 ist

v=1 v==n-1
und
- Y 2 1y J v 1y
nli-,) = Se0-,) < 3 Ja(-3)
y=n-}1 n ‘: v:ij—l n v;—i—ln n
e} v n—+-1
Y A
<nv:7'+1 n <% n
< Ty

daher erhdlt man, wenn 9 eine Grofe ist, deren Betrag kleiner
als 1 ist,

7

éb,,—vy@—%>:Ebv[1—(\1—%)yJ-|-arn.

y=1 v=1

Offenbar ist

1V v
und deshalb
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o : 1< .
Fir lim v3 =0 wird aber sowohl =t  als - Zvﬁv mit

=00
wachsendem # beliebig klein, somit resultiert die zu beweisende
Gleichung

1 lim [u(l—) 21)]_0

n=:=00

Neben dem Satz (B) besteht auch noch der folgende: Sind

b, by, .... irgendwelche die Bedingung lim v == 0 erfiillende
=00
Grofen, und bezeichnet man 36 p" mit ¢ (p), so ist
@ lim [(1— ) ¢ ()] =0
Setzt man nimlich in
®) L—p¥ @=0—0pZvbe"
1
1
P—l—“m O <o,
80 ist
| . ” 1~
l(l—wg‘Ib pv 11 _<_ ’ (1—9)Vv131,p 1 <;2v§v
| 1 [ 1
!(1~9)2vb o’ 1.§ (1—9)Zvﬁ T <(1—p)r, D
-1 ‘ n--1 71
<70

wenn wieder T die obige Bedeutung hat; somit nihert sich die

rechte Seite in (3) fiir lim p=1 der Null.
Seien jetzt irgendwelche Grolen a, a, ..., a, ... vorgelegt,

und mit Hilfe derselben die Grioflen b, definiert durch
@, —}— 2 a, + ’{" va,

“4) b,== ST ; v>1.
b, = 0.
Aug diesen Gleichungen folgt
6)] o,=@v-+1b—v—15_ v>1
Na, =N+ —Dv—1b,_,
1 1 1

— (Db, S 0D, — S 6—1b,_,,

18%
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und daher ist

1

(6) o, =m-1+1)0,-+ Db,

Zwischen den beiden Functionen
(o]
|\ v
o ()= D a,p
1

[es]
o(p) = > b,¢"
1

besteht wegen der Gleichungen
v+, —v—1)0,_1p"

o0
G100 — Evbvp”_l
1

8~ ~M8

i

bo’ + 2vb,p (1—p)
1

1

der Zusammenhang

M ¢(p) — ¢ (p)=p(1—0p)¥(p)

und der Satz (4) beweist sich nun folgendermafien: Erfiillen
die Grofien ¢, die Bedingung

hm45 va, =0,

n=0co

so besitzen die durch (4) definierten Groflen b, die Eigenschaft
lim (v-+-1)b, =0 oder

= o0
limvb, =0;

Y =00

ist aber lim vb =0, so folgt aus (2), dass
lim [(1 —p)¢" (p)] =0,
e=1
d. h. dass nach (7)
® lim [ (p) — 4 ()] =0
o=
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ist. Weil ferner der Voraussetzung nach hm ¢ (p) eine endliche
bestimmte Grofie 4 sein sollte, so muss nach (8) auch hm U(p) =

sein, und demnach gemifi dem Satze (B) die Reihe Eby con-

vergieren und 4 zur Summe haben. Und endlich folgt aus der

Convergenz von 3 b, und hm vb, =0, dass nach (6) auch Ja
=

convergiert und 4 zur Summe hat,



