
Ueber met ;acykl ische G r u p p e n  u n d  ~achba rconf igu ra t ionen .  

Von 

L. It~FFTER in Giessen. 

Bei tier modernen geometrischen Repr~isentation einer Gruppe yon 
Operationen*) hat das zu einer geschlossenen Fl~iche zusammengebogene 
2'undamentatpolygon vornehmlich die Eigenschaf~, bei allen Operationen 
der Gruppe als Ganzes betrachtet invariant~ zu bleiben und nut Drehungen 
im Sinne der Analysis Situs zu erleiden, gerade wie das Te~raeder bei 
der Gruppe der Tetraederdrehungen**). Im Folgenden soll gezeig~ 
werden~ wie speciell bei metacykZischen Gru2pen ein solches invariantes 
Gebilde, das natfirlich mit dem entspreehenden D y c k '  schen geschlossenen 
l~olygonnetz nahe verwandt ist, auf sehr einfache, direete Ar~ herzu- 
s~ellen ist. Dabei treten Naeltbarelemente***) auf und zwar u. a. die 
yon mir (a. a. O. S. 491, Anm.) schon erw~hnten, sich~selbst dua~istischen 
Nerve, deren Fl~ichen Nachbargebiete und deren Ecken gleichzei~ig 
Nachbarpunkte sind. Endlich gestattet~ jenes geometrisehe Gebilde un- 
mittelbar die Aufstellung einer Function, welehe bei den Substi~utionen 
der metaeyklisehen Gruppe und nut bei diesen unge~ndert bleib~ d.h.  
einer metacyklischen Function. 

w  

Das invariante flebilde der firuppo. 

Es sei p eine Primzabl~ g eine primitive Wurzel derselben und 1]~ 
die aus den beiden cyklischen Substitutionen 

(1) S ~-- (go, g~, g:, . . ., g~-~) ~_ (z, g~), 

r =  (o, 1, p - 1) ---- + 1): 

erzeugte metaoyklische Gruppe der p ( ~ - - 1 )  Subs~itutionen 

*) Vergl. Dyek, Math. Ann. Bd. 20 (1882) 8. lif. 
**) Vergl. F. Klein, Vorlesungen fiber das Ikosaeder~ Leipzig (1884) S. 14. 

***) Vergl. meine Arbei~ ,,Ueber das Problem der Nachbargebiete" Math. 
Ann. Bd. 88, (1891) S. 477ff. 
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[ a ~ O, 1, 2 , . . . ,  p - -  2'~ 
(3) (z, g ~ + ~ )  \ ~ = o ,  1,2, . , p - l ]  ~ 

wobei natiirlich alle Zahlen rood. p zu nehmen sind. 
Wendet man auf das Element 1 der Reihe nach die Substiiutionen 

S o  S1, S2 . . . ,  , .~-2 an, so erh~lt man die Reihe yon Elementen 
gO gl, g = . . . ,  g~-~, die wit zusammengenommen und in dieser be- 
stimmten Folge kurz dutch die unter ihnen allein fehlende Zahl (0) 
bezeichnen woUen 

(0) gO gl, g2, . . . ,  gp-~. 

Die Anwendung tier Substitutionen T ~ T 1, T~-, . . . ,  T p  -1 auf (0) ergiebt 
dann p solche Reihen (0), (1), ( 2 ) , . . . ,  ( p - - 1 )  oder in etwas anderer 
Reihenfolge (0), (gO), (gl), . . . ,  (g,-~), sodass wir das System yon p 
Zeilen ~us je ~ - -  1 Elementen betrazhien 

f(0) gO , gl , g2 , . . . , g p - ~ ,  
|(gO) gO -4- gO , gl _{_ gO , g2 _{_ gO , . .  ", g~-~ _]_ gO, 

(4) ~(g,) go+g~ , g ' + g ~  , g~+g~  , . . . , g ~ - ' ~ + g ' ,  
/ �9 �9 ~ �9 o . . , . �9 . * * . �9 , �9 �9 o �9 . 

((g~-2) go + gp-~, gt H- gp-2, g~ + gp-~, . . . ,  gp-~ + g~-2. 
Dieses System ist fiir die Gruppe M in dem Sinne invarian~, dass 

es bet deren Substitutionen nur cyklische Versehiebungen der einzelnen 
Zeilen in sich und Ve}tauschungen der verschiedenen Zeilen unter- 
einander erleidet. Denn bet T vertauschen sich nur die Zeilen 
(0)~, ( 1 ) , . . . ,  ( 2 - -  1) cyklisch in der natiirlichen Folge und bet ~q ver- 
sehieb~ sich die Zeile (0) cykliseh in sieh selbst, wiihrend die Zeilen 
(gO)~ (gl)~ ~ . . ,  gp-~ sieh in dieser Fo]ge eyklisch vertauschen und 
ausserdem eyklisch um eine Stelle nach rechts verschieben. 

Umgekehr~ aber ist jecIe Permutation der Zahlen 0, 1~ 2 , . . . , p - -  1~ 
die eine beliebige Zeile yon (4) naeh beliebiger cykliseher Versehiebung 
in sich selbs~ in eine beliebige andere Zeile tiberfiihrt, eine metacyklisehe. 
Denn gehen etwa dabei 

(g , )  gO ~ g~,, gl ~ g.., . . . ,  g~-~ ~ g ,  

bezw. fiber in 

(g~) g~ H- g~ , g~+~ H- g~, . �9 . ,  g~-~ A- g~, 
so geschieht dies durch die metaeyklische Substitution 

T -~'~ S~'T~ fl oder S: 'T~f i -~  ~+:'. 

Dies veranlass~ die folgende geometrische Interpretation des Systems 
(4). Die 2 Zeilen (0) (gO) ...(g~-~) denken wit nns als ~o ebene 2 - -  1- 
Ecke mit den gleiehen Namen (0), (gO)~ u. s. w. und bezeiehnen die 

- -  ~ Ecken yon (0) der Reihe nach mit den Zahlen der Zeile (0)~ 
die yon (gO) mit den Zahlen tier Zeile (gO) u. s. w., wobei alle Polygone 
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in gleichem Sinn umlaufen werden miissen, also etwa so, dass die 
Fliiohe zur Linken bleibt. 

Die so erhaltenen p Polygone fiigen sich nun zu ether einzigen 
geschlossenen Ft~che mit niche amkehrbarer Indicatrix und sp~er zu 
bestimmendem Geschlecht zusammen, sobald wir je zwei Polygone, die 
entsprechende Seiten i7~ and ki besitzen~ l~ngs dieser zusammenheften. 
Es muss hierfiir zunis gezeigt werden, dass zu jeder Seite ib auch 
eine entsprechende ki vorkommt; feraer l~sst, sich daun beweiseu, dass 
jedes Polygon auf die angegebene Weise mit allen p -  1 tibrigen 
verbunden wird. 

Die Differenzen zwischea je zwei auf einaader folgenden Zahlen 
ether Zeile yon (4) sind fiir alle Zeilen 
(5) g, __ gO, g~ __ g,, . . . ,  gO __ gp-~. 

Diese sind siimmtlich yon einander verschieden, n~imtich, auf ihre 
absolut kleins~en Reste rood. p reducir G eine Permutar der Zahlen 

-{-1, -~-2, . . . ,  q p--1 

Da abet aus ether Zeile yon (4) alle andern durch die Substitu- 
tionen T O , T 1, . . .~  T p-I entstehen, so folg G class, wenn i and k 
zwei ganz beliebige der Zahlen 0~ 1, 2 , . . . ~ p - - ]  sind~ die Zahlen- 
fo]ge ik einmal und nur einma] vorkommt, ebenso aIso auch die 
Zahlenfolgo ki .  

GehSrt nun die Zahlenfolge ik z. B. der Zeile (0) an~ sodass etwa 

ist, so muss das Zahlenpaar ki in ether yon (0) verschiedenen Zeile 
anftreten~ well sonst i oder k zweimal in derselben Zeile vork~me. 
Sei daher etwa in (g~) 

(6) gV ~- g~ ~- g~+~, gz+~ .-~ g~ ~ g,, 
sodass also (0) l~ngs gaga+l an (gS) grenz G so ergieb~ sich aus (6) 
durch Multiplication mit den einzelnen Potenzen yon g 

[ g~+~ + gZ+~ ~ g.+S, g~+S + g~+~ ~ g.+~, 

(7) ~ gr+~ ~- g~+2 ~ g,+~, g~+~ + g~+~ ~ g,+S, 
/ tI .  S. W.  

d. h. (0) grenzt mit den Seiten g:+ig:+~ g:+~g:+S, u. s. w. bezw. an 
die Polygone (gS+l), (9~+~), u. s. w., also liings jeder seiner Seiten an 
eta anderes der p -  1 iibrigen Polygone. 

Da in Folge der Entstehuag der einzelnen Polygone aus (0)ver- 
mittels~ T, T ~ , . . .  Entsprechendes fiir agle p Polygone gilt, so ist 
gleichzeitig bewiesen, dass diese Polygone sich zu ether einzigen ge- 
schlossenen Fldche mit nicht umkehrbarer Indicatrix zusammenfi~gen u~d 
class sie auf ihr p ~achbargebiete darstdlen. 
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Diese gesehlossene Fl~che oder dieses l~olyeder, - -  wie wit im 
Sinne der Analysis Situs sagen kSnnen, ~ wollen wir kurz dutch M 
bezeichnen und es des _Polyeder der Gruppe M nennen. Nach den 
Bemerkungen, die sich an des System (4) angekniipft haben, kann 
jetzt ohne Weiteres der Satz ausgesprochen werden: 

1)ie metacyklische Grulope _M ist identiseh mit der Gesammtheit 
derjenigen 1)rehungen des t)olyeders M, bei welchen jedes Polygon wieder 
in den _Plat$ eines so~chen einriickt. 

Bet der Substitution S z. B. dreht sieh das Polygon (0) nut  um 
sieh selbst, wiihrend die iibrigen sieh um dasselbe drehen. Bet der 
Substitution T ~ndert jedes Polygon seinen Platz. 

w  

Da~ Geschleoht des Polyeders M. 

Veto Standpunkt der Analysis Situs aus interessirt uns noch das 
Geschlecht des Polyeders M und tier damit zusammenh~ngende Charak~er 
tier entstehenden Nachbarconfigurationen. Um das Geschlecht nach 
dem erweiterten E u l e r ' s c h e n  Polyedersatz ermitteln zu kSn~en, 
brauehen wir noch die hnzahl der ~cken des Polyeders; d . h .  wit 
mtissen ziihlen, in wieviel Polyedereeken [0] z. B. die p - -  1 Polygon- 
ecken 0 der Polygone (g0), (gl), . . . ,  (gp-~) zusammenfallen. Was 
yon [0] gilt, trifft dann durch Uebertragung mittelst T auch fiir die 
anderen Eeken yon M zu. 

Zu diesem Zweck bemerken wit, dass in den Polygonen 
(go), (g,), . . . ,  (gP-9 

die Eeke 0 bezw. unter den Zeichen 

(S) g T +  go, g T +  gl, . . . .  g - V +  gp-~ 

erseheint. Unter Hinzunahme der beiden benaohbar~en Eekpunkte haben 
wir also bet Festhaltnng des positiven Umlaufsinnes in den einzelnen 
Polygonen die Ecken 

p - - 3  

g T  + gO 

g-~- + g~ 

(9) 

, 0, g ~ -~ 9 ~ 
~+_.2~ 

, 0, g~ + g l  
�9 �9 , . . . . .  �9 �9 �9 

p+l p-~-I 
e ~ + a  - r ,  o, a + g - r ,  

p - t - a  ~ - - ~ a  

g~ .~_ g-'V O, gs _~_ g T  
�9 . . o ~ ~ �9 �9 �9 �9 . 
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Folglich gehen yon eiaer Polyederecke [0] aus die Kanten der Reihe 
nach nach den Eckea 

(10) p-i-_]_ gO g-V-+gO, g ~ _{_ g~, g ~ nag2, . . . .  

Wenn diese Zahlenreihe sich erst mit der ( p - - l )  ~n Zahl schliesst, so 
fallen alle Polygonecken 0 in eine einzige Polyederecke [0] zusammen. 
Andernfalls entstehen mehrere solche [0]~ [0'], . . . .  

Nun entsteht jede der Zahlen (10) aus der vorhergehenden (lurch 

Multiplication mit g-~-~ ; also ist nut die Frage~ ob g ~ primitive 
Wurzel fiir p is~ oder zu einem niedrigeren Exponenien als / 9 -  1 

Wenn ~ ungerade~ also 2 yon der Form 4 v - ] - 1  ist~ trit~ gehSrt. 
~+___~ 

p--1 der erstere Fall ein; wenn p ~ 4 v ~ - 3  ist~ gehSr~ g ~ zu -  2 " 

Demnaeh besitzt das Polyeder M im Falte p ~ 4v -{- 1 p Eeken 
[0], [ 1 ~ , . . . ,  [ p - -  1] 

und im Falle p == 4v-Jr-3 2p Ecken 

[0], [1], . . . ,  [ p - - l ] ,  

[0]', [ 1 3 ' , . . . ,  [ ~ -  1]'. 
Wenn wir jetzt abet die Anzahl der Eeken (p ,  bezw. 2p)~ der 

(p(p_~_ 1_______)) und der einfach zusammenh~ingenden Fl~chenstiicke Kanten 
(p) kennen~ so ergiebt sich nach dem erweiterten Eu l e r ' s chen  
Polyedersatz 

2 P - - 2 - - - - - K - - E - - E ~  
we /)  die Geschleehtszahl, K ,  E,  E die Anzahl der Kan~en~ Ecken~ 
Fliichen bedeuten, als Geschlecht yon M 

im Ealle p ~ 4v ~ l p ~ ( p - - 1 ) ( p - - 4 )  
4 

,, ,, p ~ 4 v ~ - 3  p ~ ( p - 1 ) ( p - - ~ ) _ p _ .  
4 2 

Da nun im Falle p ~ 4 v - J - 1  yon jeder Ecke p ~  1 Kanten 
nach den p -  1 iibrigen PoIyederecken ausgehen, so sind atsdann die 

Polyederecken zugleich ~achbarpun]cte, und wit kSnnen in Hinsicht 
auf das Problem der Nachbarelemeate unser Ergebniss dahin formuliren: 

1)as Polyeder M einer metacyklischen Gru~vpe M stellt immer eine 
Configuration yon p l~achbargebieten dar and, falls p ~  4v ~- 1 ist, 
ein sich selbst dualistisches ~et~ yon p Nachbargebieten und 19 ~achbar- 

~unkten auf einer Oberfl~iche vom Geschtecht (~--~)(~-4)  
4 
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w  

Metacyklische Funotionen. 

Man ];ann endlich das System (4) oder ~ was ja auf dasselbe hinaus- 
kommf ~ das Po]yeder M benutzen, um daraus eine Function yon p 
GrSssen 

Xo~ Xl~ X2~. . .~  Xp-1 
abzulesen~ die bei den Substitutionen yon $ / u n d  nut bei diesen un- 
geiindert bleibt, also eine metacyklische Function. 

Zu dem Ende setzen wit an Stelle einer jedeu Polygonecke i 
( i ~ 0 ,  1, 2, . . . ~  p - - 1 )  die GrSsse xd die Polygonseiten i k  kSnnen 
wit dann in mannigfaltiger Weise analytisch deuten~ am einfachsten 
wohl als das Product zweier verschiedenen, mSglichst niedrigen Potenzen 
yon x~ and xk z. B. durch 

x~xk ~ ; 

das Polygon (l) set die mit x~ 3 mulr Summe der analy~ischen 
Ausdriicke seiner Seiten*), also z. B. (0) wird vertreten durch 

~F 2 Z 1  2 

L + + " "  + 
endlich soll das ganze Polyeder M als die Summe seiner p Polygone 
aufgefasst werden. So erhalten wit die Function 

(11) ~'~(x0, x l, . . . ,  xp-1) 

8 I- x 2 - -  2 - -  

. ~  . �9 �9 . �9 , �9 , �9 * �9 , �9 �9 �9 , . 

B F~.  Xg4_gp_2_ ~ _ 2  Z 2 - ~ ' . * - ~  X 2 + X 

Dass diese Function ffir die metacyklischen Substitutionen unempfind- 
lich is~ versteh~ sich nach ihrer Erzeugung aus dem Polyeder M yon 
selbst und liisst SiGh ausserdem unmittelbar erkennen. Dass sie abet  
auch dutch keine anderen Substitutionen unge~ndert bleibt, kann leich~ 
bewiesen werden. 

Giibe es n~mlich noch eine andere Substitution / ~  welche ~ 
night iindert~ so darf man aunehmen~ dass bet ihr zwei der x z. B. 
x o and x i  unberiihrt bleiben; denn indem man mit R noGh eine ge- 
eignete metacykIische Substiiution componirt, kann das stets erreich~ 
werden. Da nun unter den einzelnen Termen yon / ~  nur ein ein- 
ziger vorkommt~ welcher den Factor xo3x~ enthiilt~ niimlich 

x0 a Xgo x~ 

�9 ) 8peciell diese Form der Deutang verdanke ich ether mtindlichen Be- 
me~kung yon Herra Nettc. 



Metacykl i sche  G r u p p e n  und  51achbarconf igura t ionen.  267 

so muss auch xg, ungeilnder~ bleiben; ebenso folgt ~ann, dass aueh 
xg~, xg, u. s. w. sich niehi; i~ndern kSnnen, m. a. W. class /~ die 
identisehe Substitution sein muss. 

2'~(xo, x~, . . . .  xp_l) ist eine metacyIdische _Function 6 ~,~ Grades 
seiner Argumente mit p ( p - - 1 )  Termen. 

Besitzt p die primitive Wurzel 2 und w~hlt man diese fiir g, so 
l~sst sich aus dem Polyeder M eine metacyklische Function ( p - - l )  ten 

Grades herleiten, welche nur p(p-l__ ) Terme enthiilt. Deutet ]nan 
2 

n~mlieh die Polygonseite i k  durch 

2i 

Xk 

und das Polygon (~) als 8umme seiner Seiten multiplicirt mit }- so 
Xl ~ 

erhiilt man die Function 

+5,-,I 
O s ) H ------ Z t. ,, + + . . . . . .  

+ ~ C%,+go %,+go %o+9o _J 
�9 - ~  �9 . . �9 , . �9 �9 �9 , . . ~  

die sieher durch die metacyk]iehen 8ubs~itu~ionen nich~ ge~nder~ wird. 
Sie enthiilt zwei Terme mi~ dem Nenner x o Xgo ~ n~mlieh 

g ~ _{_go 

Beide sind dann und nur dann identisch, wenn 
$-3  

g~-~ ~__ g-V ~ gO rood. p (14) 

oder 

gp-1 ~ g-T- ~_ g, 
d . h .  
(15) g -~- 2 rood. lo. 

]st diese Bedingung erfiillt, so stimmen je zwei Terme mit demselben 
:Nenner iiberein, da sie aus jenen durch die Substitutionen S und T 
herzuleiten sind und dabei die Congrnenz (14) bestehen bleib~. 

Dann aber ist wieder evident, dass die Function H~ auch nut  
gegen die metacyklisehen Substitutionen unempfindlich ist; denn bet 
einer weiteren Substitution /~ kSnnte man wieder annehmen, dass sie 
xo und xr unberiihrl l~isst; es wiirde folgen~ dass auch xg~-2 un- 
berilhrt bleib~ u. s. w., dass z~ die identische Subslilution ist. 
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Zieh~; man also in //M die beiden iibereinstimmenden Terme zu- 
sammen und multiplicirt endlich noch mit dem Product aller x ,  so 
hat man, fa~ls g= 2, in 

(16) GM ~ xox I �9 �9 �9 xp_, �9 -T~ 

eine ganze metacyklische Eunction ( p - - 1 )  ~ Grades miA p(p--1) Termen. 
2 

Die ~(P--~) Terme yon G~ kgnnen dabei direct schliesslich so ge- 2 
bildet werde~ dass man aus dem _Product aller x jedesmal zwei andere 
fortl~isst und dafiir dasjenige x zum Quadrat erhebt, dessert Index mi t  
2 multiplicirt der Summe der Indices jener beiden congruent ist. 

Denn in HM ist ja 

multiplicir~ mit 

also ist 

1 1 

x 2 ~,-14- 9a ; 

2 (2r-' + 2 ~) ~ 2r + 2- 2~ ___~ 2~ + 2~ rood, p.  

Ftir _p ~ 3 ist eine metacyklische Function symmetriseh. 
Fiir p ~ 5 abet ist 2 primitive Wurzel, und man hat daher in 

G~ eine noch einfachere metacyklische Function als in Fu .  Es is~ 

(17) 

+ =,+ 

G i e s s e n ,  den 28. Januar 1897. 

XO X4 
~u 

x lx4  
~a 

x~x4 

+&} 


