
22.
Memoire sur les centres de moyennes harmoniquesj

pour faire suite au t ra i t6 des p rop r io to s p ro jec t ivee des figures,
et servir d'introduction a la Theor ie genorale des p ropr i^ tos

projec t ives des courbes et surfaces goometriques» *)
Presente a PAcademie royale des Sciences de Tinstitut de France le 8. Mars 1824, et appronve' le

22, Jan vier 1826, par une commission compose'e de M. M. L e g e n d r e, A m p e r e et C a u c h y
rapporteur.

(Par Mr. J. V. Poncelet, Capitaine au Corps Royal du G£nie.)

Discours preliminaire.
.L/ans le Trai to que j'ai publio**) Pannee derniere sur les
p ro j ec t i ve s des figures, je me suis moins attacho a faire un recueil
de theoremes et de probl£mes de Geomotrie, qu' poser des principes g4-
neraux et foconds, a Taide desquels ou put aborder les uns et les autres
pour ainsi dire sans hesitation, et a la maniere dont cela se pratiquedans
Tapplication de TAlgebre la ΟέοπιέΐΗβ, dite Analyse des Coordon-
n4es. Je crois avoir mis, en effet, tout lecteur goomotre en &at de d -
couvrir, par Iui-m6rae, et de domontrer au besoin, cette foule de propo»
sitions qui appartiennent aux figures composees, en g^tt^ral, de points, de
droites, de sections coniques, de plans et de surfaces du second ordre quel-
conques, propositions qu'a cause de leur elogante simplicito et de leur
utilito dans les arts, les anciens, aussi bien que les modernes, ont Otil-
tivees avec une sorte de prodilection, et qui pour la plupart et jusqu'a
ces derniers temps, avoient £te traitoes par des methodes si restreintes,
si differentes les tines des autres et souvettt si penibles, qu'il etoit camme
impossible d'en saisir Tensetnble et d'en deviner la eommune origine.

Qu'il me soit permis ici de fixer un instant Tattention de VAcade-
mie sur quelques uns de ces principes gen raux, qu'on n'a point encore

*) Ce memoire n'a ete pnblie jusqu'ici. N o t e d u r e d ,
**) Ce Memoire, redige dans le courant de Faunee 1823, a e'te remis a Mr. A rag o vers la fin

de Novembre, merae annee, lors de son sejour a Metz. On peut voir, a la page 349. du Tome XVI.
des jinnales de Mathematiqucs, publiees par M. € er g nne, le rapport qui en a ele fait a PAca-
demie royale des sciences, par M, Cauchy . N o t e de Tauteur ·
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214 22. Jfr'J^-^Ji^jriei^^JM^JW ·̂ sur les emfres de meymnes harmoniques.

assez appröcies peut-ötre, et qui me paroissent aussi neufs qu'importans
en Geometriej cet expose succint ropandra quelque jour sur l'objet des
recherches qui m'occupent actuellement, et m'y conduira de la saniere
la plus naturelle et la plus philosophique.

Pärttri *&& principes, je placerai en premiere ligne, par Fetendue des
consapieiices qui en derivent, ceux qui se rattachent a la doctrine des
project ions , et a l'aide desquels on tränsforme des figures tres gene-
rales en d'autres tout a fait particulieres et vice ve r sa ; de teile sorte
que les, proprietos des unes etant connues, on en conclut, sur le champ,
les prapH§t4s des autres, du moins celles de ces proprietes dont la na-
ture est assez gonerale pour se conserver dans les diverses p r o j e c t i o n s
cen t r a l e s de la figure, et que, pour cette raison, j'ai nommees p r o j e c -
t ives dans Touvrage deja cito.

Le caractere de CBS sartes de proprietes n'etoit pas difficile a eta-
blir po^r ce qui concerne les relations purement desc r ip t ives ou gra-
phiques; il se reconnoit Joujours au simple enonce, et j'ai donne d'ail-
leurs les, Ipi^: d,es mpdifications qu'il eprouve dans les cas particuliers oü
certains objets s'eioignent a Tinfini, ou prennent des situations determinoes,
telles que celles du parall;elisme et de l ' a s y m p t o t i s m e .

.Quant, aux relations purement m o t r i q u e s ou concernant les rap-
ports ^e^mesu^e 4e lignes» -leurs caractere de projec t ib i l i te , si je puis

ainsi, ne pouvoit ötre presento d'une maniere entierement
a cause d^ la complication des expressions, et j'ai du me bor-

ner 4 Wtablir pour uije classe particuliere de relations motriques, et ce-
pendai^t encore tres dtendue, puisqu'ejle comprend tout ce qu'on con-
nplt actuell^i|[ient sur les propri4tös projectives des figures, et qu'elle en
indique une infinite d'autres qui ne le sont pas encore. J'ai meme Heu
de oroire qu'il n'est aucune relation m^trique projective, qui ne puisse
etre ramenoe ä cette classe particuliere par des transformations conve-
nables de calcul*). Mais cette restriction möme est un grand avantage,
puisqulnd4pendamment du cara^re de simplicito qu'elle imprime aux
r^ations nqiotriques, eile les rend encore aptes a demeurer applicables,
non plus seulement aux projections ou perspectives ordinaires de la figure,
mais aux projec t ions sphöriqjies faites du centre de la Sphäre et

*) Voyez la note II. la fin de ce Memoirt.
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22. J. V. Poncelet, Memoire sur les centres de moyennes harmoniques. 215

pour lesquelles Jes simples d i s t a n c e s sont remplacoes par les sinu,c

des arcs de g r a n d s cercles correspondans, et a eettfe fcspoce de pro
jection beaucoup plus generale que j'ai nommee, faute d'expressiofts con-
venables, p e r s p e c t i v e d a n s u n p lan ou plane, et perspective dans
Tespace ou en r e l i e f j genre de projections sur lesquelles on n'avoit en-
core rien donno, rien ocrit, et qui morite cependant toute I'sittention des
g^ometres, et particulierement celle des sculpteurs, qui mafcquent encoie
de preceptes rigoureux et generaux pour le trace de cette espece de ta-
bleaux qu'on est convenu de nommer bas - re l i e f s .

En effet, je crois avoir etabli ces proceptes dans le s u p p l o m e n t
place la fin de mon ouvrage, et, de Ja möme matiiere que f avois mon-
tre, des la premiere partie, comment, par la projection centräle ordinaire,
on peut ramener les figures compös^es de sections coniques et de lignes
concourantes, en d'aütres beaucoup plus el&rhentaires composöes unique-
ment de cercles et de droites paralleles, j'ai aussi etabli, dans ce supplo-
ment, les moyens d'^tendre aux surfaces du second ordre en gön&ral, et
a Taide de la p e r s p e c t i v e - r e l i e f , les propositiorig qui concernent sim-
plement les spheres et systemes de spheresj et je cfrois ön avoir montre
d'assez belles applications pour faire saisir Tesprit goner'al die la methode,
et en faire apprecier toute Tutilito et Timportance.

Un autre principe tres ötendü, auquel peut-^tre oil n'ävoit pas
'assez accorde d'atteütioh dans la Gooinotrie rationnelle, c$est le p r in -
d ipe de c o n t i n u i t e , en vertu duqtiel on donne aüX diff^rfefites propo-
sitions de lä Geometrie, Textension et lä g^niralito qui Idiir manquent
d'ordiriaire, d'apras la trianiere röstreinte dont il arriv'e sbuvent qu'on en-
visage les figtirds et les re^ültäts des raisonnemens qu'on leur appliqu^.
L'admissiori 6t Tertiploi de la loi dö contiriuito fn^töient toüt-i-iait in-
dispensables pour dönner aux prifrcipes de la doctrine deä pr'<ijectidns 6t
aux diverses conso^üences en d^rivöiit, la oertituäe l'af&n'dui'tf£-
cessaires, outi^e qu'ils offroient les föoyoris d^irite^prltei1 et fl'introduire
ouveHement en G^om^trie, la considoraüon des i n f i n i t et deS ilriägi-
näi res qui jouent un röle si important et si nocessäirö däni
algebrique, et on peut le dire, dans toutes les applications du üälcüt
consoquence de Tadmission de la cöntinuito a la tlioörif Ais so c a fi-
tes et des cordes idoales et, de tout objet qui, saus Besser d'e^ister
effectivement dans les transformatioBS d'une rii^me figure, a pouftant
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216 22. /. V.Poncelet, Memoire sur les centres de moyennes harmoniques.

cesso de dependre d'une maniere purement geometrique, d'autres objets
auxquels il se rapportoit, et qui le definissoient ou le construisoient dans
la figure primitive.

Enfin, je signalerai un dernier principe, que je n'ai pas du ni
voulu exposer avec toute s goneralito qui lui est propre, dans le Tra i t e
des p ropr io tes p ro jec t ives , et qui constitue ce que j'ai nomme la
Thoorie des polai res rec iproques , par analogie a ce que les geo-
metres avoient dej appele le po le et la pola i re des lignes et des sur-
faces du second ordre.

Au premier apergu, on pourroit croire que le principe dont il
s'agit est moins goneral et moins vaste que les pr c&lens,, en ce qu'il
ne constitueroit qu'une theorie particuliere relative aux lignes et aux sur-
faces du second ordre j mais on se tromperoit trangement; car il est
lel qu'au simple enonce d'une proposition suflfisamment generale de Feten-
due, ou pour m'enoncer avec plus de precision, d'une relation projec-
t ive et de Si tuat ion, on est toujours en etat d'en assigner, sur le champ,
une autre toute diflf rente, toute aussi generale et qu'il seroit souvent tres
difficile d'otablir par des moyens directs, moins toute fois que la pro-
pos4e ne soit elle-meme la reciproque, ce dont il y a des exemples.

J'ai exposo les premiers elemens de cette doctrinef ainsi genorali-
soe, dans un numoro des A n n a l e s de M a t h e m a t i q u e s *), en partant
de quelques thoor mes deja procodemment ^tablis par les g^ometres sur
les p les et polaires des lignes et surfaces du second ordre, theoromes qui
sont d'ailleurs une cons^quence tros simple des principes gen^raux de la
projection centrale combinds avec la loi de continuitoj et je ne connois
que le Rodacteur de ce recueil, Mr. G er g nne, qui s'en soit servi de-
puis**) pour otablir la proposition rociproque d'un fort beau theorome dn
a Mr, Coriolis, r potiteur a Γέοοίβ polytechnique, lequel s'^toit contento
simplement d'en faire inserer Γέηοηοβ dans ces memes Annales.

II me seroit impossible de donner ici une idee tant soit peu gene-
rale de la theorie des polaires riciproques, sans entrer dans des dotails
qui excoderoient les bornes que je me suis prescrites et que je ne dois
pas dopasser quant a pr sent} je me contenterai donc de renvoyer aux
otivrages citos, en remarquant tonte fois que je n'en ai present4 la qu'une

*) Tome VIII, ann^e 1818, page 201.
#*) ibid. Tpme XI, aanee 1821, page 335u
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22. /. V. Poncelet, Memoire sur les centres de moyennes harmoni^nes. 217

indication tres rapide, fort incomplette et qui suffisoit a l'objet des re-
cherches que fy avois en vue. Je n'y ai morne fait mention unique-
ment que de ce qui concerne la reciprocite des relations g r aph iques ou
desc r ip t ives qui subsistent entre la figure primitive et sä d^riv^ej or
il est tros facile d'etendre toute cette doctrine aux relations p u r e m e n t
met r iques qui rentrent dans la classe cfe celles que j'ai nomme pro-
jectives, et c'est ce que je me propose de faire bientöt, quand j'en vien-
drai ä exposer les propriotes des lignes et des surfaces courbes geom&ri-
ques, dont la demonstration repose necessairement sur la theor ie des
polaires reciproques.

C'e'st la aussi que j'aurai occasion de developper, avec toute Feten-
due qui leur est propre, les principes de la Theor ie des t ransver-
sales otablis par Mr. Carnot dans la Goomot r i e de posi t ion, et
que jusqu'ici on n'avoit guere appliques qu'aux System es de lignes droi-
tes et aux sections coniques. J'ai du me borner, dans le Tra i te des
propr iotes p r o j e c t i v e s ^ a faire voir comment les principes fonda-
inentaux et deja connus de cette thoorie pourroient se domontrer directe-
ment a Taide des considerations de la perspective ou projection centrale,
et je devois oviter d'en deduire des consequences des applications dont
l'exposo eüt pu paroltre etranger au but goneral de Touvrage et m'eut en-
traine dans des developpemens trop considerables. Je ne saurois d'ailleurs
me proposer, quant a prosent, de preseater a Tacadomie, une notice,
meme sommaire^ des resultats auxquels je suis ainsi parvenuj cette no-
tice seroit ici prematuree et conviendra mieux a repoque ou je serai en
Situation de lui offrir le travail lui-m£me; moo but actuel est seule-
ment de mettre sous $es yeux, un apergu g6noral des efforts que j'ai faits
jusqu'apr^sent et que je me propose encore de faire, pour agarandir le do.
maine, deja si vaste, de la Geometrie rationnelle, et surtout pour lui
creer des ressources, des methodes universelles qui paraissent encore lui
manquer, et sembleroient plus particuliorement appartenir a la G4om£~
trie analytique.

E n eiFet, on a du s'apercevoir facilement, d'apres ce qui precede,
qae la doctrine des propr io t i s projectives, celle de la perspec t ive
en relief, le p r i n c i p e ou la loi de c o n t i n u i t o , enfin la Theorie
des polaires roc iproques et la Thoorie des transversales eten-
due? aux lignes et surfaces courbes, ne forment pas simplement des c
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218 22. J. V· Poncelet, Memoire sur les cetttres de moyennes harmoniques.

ses, plus 6u mdins olendues, de problömes et de th^or^mes, mais consti-
töent proptemetit, pour la G^omotrie pure, des principes, des m&hodes
d'inYfcstigation et d'invention, des moyeris d'extension et d'exposition, dans
le genfe de ceux qu'oti a nommos prineipes d ' exhaus t ion , methode de6
i n f i n i f n e t i t *petits etc.

Dans la theorie des lignes et des surfaces geomotriques, que je me
propfose de faire parältre par portiöiis et successivement, jö n'ädopterai
audifrie de ces methodes d'une friani&re exclusive; je les mettrai toutös
indiffiöremment a contribtltion selon Taväntage qu'elles pourront offrir dans
chaque cas, et je montrerai ainsi Totendue des ressources qui teur sont
propres, et des consoquetices que peut doduire. Mais, cofnme la
theorie des courbes et des surfoces giometriques est ötroitement Hie
la dofetfine du cen t re des moyennes harmoniques , qui est pro-
prement tine gonoralisatiori de celle dti ceiitre des m o y ö n n e s di*
s tances j que cette doctrine n'est ^oint connue et n'a enseign^e nulle
part, je d^bute par «n premier mefnoire qui eti renferöie les princijJeÄ
les plus titiles et les plus rfctiiärquables, et dont je me contefitefai de dort*
ner ici utote notion aussi succincte qull me sera possible de le faire.

La p r o p o r t i o f t ha r fnbr i iq t i e , bortime oh sait, tire son nofti
des trois prineipäü* accords 40 la niusique, et eile fait la base de Te-
chelle d i a ton ique . irarispörtdö dan^ le döiüaine de la Geometrie
par les ahoiens et les inodeffteS, eile les a d4jä cönduits ä d'interressan-
tes pröpri4t£s des HgneS, dont la plüpart ööM eip^s4e3 däriS \3 Ti*ait£
de^ propr i^ t^s p ro jec t i t e s j eile SeinBle, fen üh mdt, devöir jöüer un

brillant öt n£cessaii*£ daris toufes les qüestioni fct piOpri^toi qoi he
qiie la dii^eetion indofinie deis lignes et höh leur ftiesüre: il

est fkcile, Ött efifet, de Öomohtref· quelle retoplaee partout^ eh ptojöction,
lä difision m partiea l^gal^s, <|iii öe pH^önte &i iröqüfemöifeiit dahs lä plü-
part UM figtires i"6gtilierlas de lä Goom&rie.

Stipposöhs liii'ä partir d'M ihlirtö peifit et sur une itoöme dwite,
on porte, dans le möme sens, trois distances, dont la lere lö^irö Ih 2em%
soit ä la 26me moiria lä 3^e, ööteme lä 4W ®$t a k 3eme> cbs trtnH distan-

seront en p ropör t ion häf inot t iqüei W, si portej jpartir dti
point et toujdurs dans te möme sfenä, uti üöirtbre qüelddrique dö

tfelles qti^ trois qü^elc^hquesf d^htr'ellö«, qui ßönt £bt)WoiiiitiW,
forment une proportioti harmonique, la suite de toutes ces distances for-
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mera ce qu'on nomine une p rogres^ ipn har j ^ a o n i q u e j or on
tre qu'il en sera encore ainsi pour toutes les projections centrales ou p<?r-
spectiveis de la figure sur une droite ^rbitraire. Maintenant, si sup-
pose l'origine commune des segmens barmojuques a Tinfini, soit dans la
figure primitive, soit dans la projection, les points restans formeront une
echelle de parties egales; et pour le dire en passant, c'est cette m&me
propriete qui, dans Part du d essin, a fait donner a la division en parties
harmoniques, le'nqm d ' eche l l e perspec t iye ou fuyan te ,

Mr. B r i a n c h o n , dans ses a p p l i c a t i o $ s de la theor ie des
transversales , a donne quelques uns des proprietes de Techelle et de
la progression harmonique, et j'en indique, dans mon memoire, plusieurs
autres qui otoient indispensables pour etablir la theorie du centre des
moyennes h a r m o n i q u e s , et qui sont la cpnsequence assez .simple
d'une remarque faite par Mac- L aur in , sur la proportion harmonique j
savoir: que, „dans une teile proportion, la va leur inverse ou reci-
»proque de la seconde des trois distances auxqueljies eile se rapporte,
„est 'moyenne a r i t hme t ique entre les r^ciproques de la premiere et
Mde la troisieme;" il en resulte, en effet, que lorsque des distances ou
segmens, comptes d'un mome point et sur une m£me droite, sont en
progression ha rmonique , les reciproques de ces distances sont, de
leur cöte, en p rogress ion a r i t h m o t i q u e j ce qui justifie complete-
ment la premiere de ces denominations, et fournit, ä l'instant, le moyen
de calculer un terme quelconque de la suite dont le rang est assign^.

Mac-Laur in , qui n'avoit point a examiner les proprietes de la
progression harmonique, s'est contento de deduire de sä remarque, la de-
finition suivante de la moyenne harmonique: „La moyenne harmo-
„nique entre un nombre quelconque de quantitös est teile que sä recipro-
„que est moyenne arithmotique entre toutes celles des autres, prise avec
„unsigneconvenable*)." en a deduit en outre, une construction assezf
simple pour döterminer cette moyenne harmonique ou cette somme de
rociproques, dans IQ cas de plusieurs distances ou segmens rangos sur
une möme droite et comptos d'un möme point j son but 4toit d'arrirerf

par la, ä un theoröme fort beau de Cotes sur les courbes alg^briqueg
et ä quelques autres analogues sur la courbure de ce* lignes, qui se

Voyez le Traite des courbes giemetriques t p*® M ac-L a u rin.
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presentent comme des corollaires tres particuliers du r&ultat de mon
trayail

Tel est le point d'oü je suis parti pöur &ablir la doctrine du cen-
tre de moyennes harmoniques, qui fait le sujet du memoire que j'ai
rhonneur de präsenter a rAcadomie, et voici maintenant a quoi je
suis parvenu.

J'ai commenco par transformer la relation qui definit la moyenne
harmonique, d'apres Mac-Laurin, en üne au Ire plus generale et qui
fut immodiatement projective dans le sens que j'ai procedemment indi-
quo; j'ai de suite conduit ä reconnoitre que le point qui repond a
cette raoyenne, en supposant toujours les distances ou segmens comptes
sur uiie möme drohe et d'une möme origine, devenoit proprement le
cent re de m o y e n n e s distances des points appartenans aux autres,
toutes les fois qu'on venoit ä supposer Torigine commune a Finfini, soit
dans la figure primitive, soit dans ses projections j rapprochement qui toit
impossible d'apres la döfinition de Mac-Laur in , et qui m'a conduit a
nommer, par analogie, le point en question, centre de moyennes har-
moniques des points proposos, par rapport ä Torigine commune d'oü se
mesurent les segmens harmoniques.

Des lors je me suis trouv4 en etat de traduire, en les genorali-
sant, soit les döfinitions, soit les propiietes qui concernent le eentre
des moyennes distances d'un nombre quelconque de points situos ar-
bitrairetnent dans un plan ou dans Tespacej et potir le faire, je n'ai ea
Besoin constamment que de me servir des principes etablis dans teTraito
des propr i^ t^s projeotives. J'ai obtenu, de cette maniore, ce que
j'ai döjä nomme procödemment la Tböorie du centre des moyennes
harmoniques . Mais ce n'est pas tont, comme les Geometre sont par-
venus, dans ces derniers temps? ä etendre la Theorie du centre des mo-
yennes distances au cas ou les moyennes arithmetiques sont prises rela-
tivement ä des coefficiens numoriques qudconques, j'en ai fait tout au-
tant pour celte du ^entre d0 moyennes harmoniques, et je suis arrive
altttsi & des cons^qtteri^s qiii offrent ün ftouveau champ de sp^culations et
dö i^couvertes atix g^matres, et qui, dans des inains plus habiles, ne tar-
dieront petit-6tre pas 4 produire des applications aussi h^ureuses qu'utiles.

Quoiqu'il en soit, j'ai eiposo dans la derniere partie de mon me-
inoire, quelques unes des propriötes qui docoulent de la Theorie du centre
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des moyennes harmoniques, pour les systonies de points, de droites et de
plans, et, afin de ne pas en multiplier inutilement le nombre, je me suis
borno ä celles dont la nature gonerale permet de les appliquer immedia-
tement aux courbes et aüx surfaces goomotriques d'un ordre quelconquej
mettant ainsi ceux qui liront ce Momoire en &at de pressentir cette ex-
tension, et de se familiariser, peu a peu, avec ce qu'elle pourroit, au pre*
mier aspect, avoir de trop difficile ou de trop abstrait.

De la division harmonique des lignes droites, des progres-
sions, des echelles et des moyennes harmoniqnes.
II existe entre la division harmonique et la division en parties

egales, une analogie tres grande, qui conduit a une foule de consequences
et de rapprochemens curieux: avant de Texposer dans toute sä gonera-
lito, il convient de Toxaminer dans le cas le plus simple, celui d'une
droite ou distance, portant uniquement un point de division entre ses ex-
trömitos; mais, attendu que les propri&o relatives ä ce cas sont gonora-
lement connues des geometres, je ne ferai que rappeler celles qui me
sont necessaires, et renverrai pour plus de developpement au „Traito des
proprietes projectives des figures."

1. Soit AB (Fig. 1.) une droite ou distance quelconque; prenons
sur cette droite et son prolongement, les points Q et P9 tels qu'on ait

PB ~* QB *~ PB — PQ '
la distance AB sera divisoe ' h a r m o n i q u e m e n t en P et Q, et cette
finition devra s'ötendre au cas möme oü Tun quelconque des points pro-
poses sera supposo ä l'infinij mais alors le rapport des Segments qui lui
appartiennent dans la relatiopi ci-dessus sera Funitoj donc il en sera de
möme du rapport des doux autrc;, segmens restans. Que P, par exemple,
passe ä. Tinfini, on aura, d'apres cette döfinition, QA—QBf et parcon-
sequent le point Q, c o n j u g u o äP, divisera en parties ögales la distance
AB. Ainsi la division en parties harrtioniques d'une droite, n'est qu'une
extension de la division en parties ogales, ou plutot celle-ci est comprise
implicitement dans Tautre, pourvu qu'on restitue le poitit de division qui
est passo a Tinfini, et qui est c o n j u g u e au point milieu. On admet
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222 22. J· V* i* oncelet , M<?moire sur les centres de möyennes harmoniques.

d'aüleurs que les dröites qui renferment un möme point situe a Tinfini
sont paralleles.

2. Cela poso, projetons, d'un point quelconque S, les quatre points
Ar B9 P9 Q aiiisi dofinis, sur une droitö afbitraire P'B', on pronve aise-
ment que les noveaux points ', B', P*, Q/ coiiservent (ßntr'eux la rela-
tion harmonique

O'^ P'B'—P'Q''
c'est-a-dire que cette relation est p ro j eo t i ve (voyez plus loin, Tart. 18.).
Or, d'apres ce qui procede, cela doit s'etendre au cas mome pour lequel
Tun quelconque des points proposos* ou Tun quelconque des paints de lä
projection, passe ä Tinfinij ce qui exige alors que la transversale qui porte
ce point soit parallele a la projetante; donc la divivision harmonique se
changeant, poijr cette transversale, en division de parties Egales, on voit
que Tune de ces divisions est la perspective ou projection centrale de l'au-
tre, et peut servir directement a ja construire.

3. Mais on peut poüsser plus loin ce rapprochement, ien mettant
la relation harmonique sous une forme d'abord indiquee par Mac- IA au-
rin (Traite des courbes geometriques.).

En effet, de la pröportion,
PA _ PQ — PA
PB ~~ PB — P®?

on tire imm^diatement ·
. = PB.PQ + PA.PQ,

ou, en divisant tout par %PA.PB.PQ9

. PQ ~
relation entierement analogue celle ̂ qui a lieü pour la division en

Egales, lorsqu'on remplace le poiat P par un point quelcoriqtte p

.2.)? <6t les rapports > > Par les siraples
pB; on a effectivement, en.supppgaut que Q soit le milieu de'

4 En nommant, avec Mac-Iiaurin, r oeiprof üe 4^iÄe ligne son
rapport inversöa Tunite de mestire, la relation ci-Üessüs pour la division
harmofciqti% exprimera <jue la rociproque de PQest moy^nne arithmotaqtie
entra Jes t ̂ cip^oques des segmens PA etPB; e'est pourquoi, quand une lighe
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(Fig. 1.) est divisoe harmoniqücpiieiit aux points P et Q9 ou qufc les
segmens PA, PQ et P0, relatifs &it point P9 sont eft proportion bärmonique,
on dit guele segment PQ est moyen h a r m o n i q u e entre les deux autres
PAetPB; et comme, dans lecas ci-dessus de la division en parties Ega-
les, le point Q est nommo le centre des moyennes distances de A
et de Z?, nous pourrons dire ^galement que, daiis celui de la division har-
monique, le point Q est le centre des moyennes ha rmon iques des
points etBj et cela öön d'iine maniere absolue> mais seulement par rap-
port au point P qui sert d'o^igine cottiniune aux segmens hairmoniques.

5. De plus, d'apres ce qui a et£ observo ci-dessus (2.), en met-
tant la figure en projection ou perspective sur iinie -droite quelconque
JPB' (Fig. !-)> le point Q^ qui r^pond a celui dont il s'agit, sera encore
un centre de moyenne harmonique , par rapport aux points A1 et B1 de
la projection, et relativement au :poiht Pf qui sert d'origine aux nou-
yeaux segmens: ainsi, dajis le faisceau des projetantes S4, *SjB, *5P, SQ,
on pourra nommer la droite SQ Taxe des moy.ejattes h a r m o n i q u e s
de SA et S B, par rapport ä la droite S P qui sera Taxe des or ig ines
h a r m o n iq u e s : la transTersale P* B1 etant d'ailleurs prise p a r a 1 1 l e -
ment ä ce dernier axe, tous ses points Q' deviendront des centres de
m*oyennes distances d'apres Tart.2. dejä cito.

6. Pour compldtler Tanalogie entre les deux relations

.
on peut remarquer qu'elles eprouvent dans leurs term^s, les mämes va-
riations de? signes pour les joa&,mes chapgen\ens de positions des points qui
leur ?correapQn4ßiit. t r , s , ;

Supposons, par exemple, que, dans le $as de la dirision harmoni-
que (Fig. 1.), le point P passe, d'un mouyement continu, de la gauche a
la droite de^, a Finstatit la distanc^ PA deviendra nulle, le segment
QA devra (1.) Totre attssi, de öi^m^ qufe P<?>· par cöns^quent le pöiiit Q
passera, a son toiir, de la droite ä la gaudtö du jpoint^f, et les distances
PA, PQ> ayant change de sens, devront xjhanger en mönie temps de signe
dans la relation ci-dessus, qui deviendra ainsi

__ i^ _ i^/ __ i_ , JL\ JL _ / ; \
PQ ~~ 2\ PA~*~ PBI OU PQ ~~~ 2\PA PBl

le cad > le point P auroit pris la place du point Q, et rociproque-
30^
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224 22, V. Poncelet, M^mgire sur ks centres de moyennes harmoniques.

ment. C'est en effet, ce dont on peut s'assurer directement ä Faide de
la relation primitive j car, en la mettant sous cette forme

QA _ PQ—QA
QB — PQ + QB*

on en tire
JL-irL _L\
QP ~ 2 \QA~~ QBf

rosultat qui tient d'ailleurs ä ce que, d'apros la dofinition ci-dessus(l.) les
points Q et P joissent de propriotes rociproques a Tegard de A et de, B.

D'apres cela, on voit que la regle das eignes, porar la relation har-
monique, est que, en considorant t o u j o u r s comme positif le
t e rme ^^, leg termes -j, -^ qui en t ren t dans le second
membre de cette relation, deyron t 4tre affeetos du signe +
ou du signe — , selon que, par rappor t a I 'or ig ine P, les
poin t s aux quels ils r e p o n d e n t seront p laces du meme cote
que le p o i n t Q ou d 'un cdto d i f f o r e n t j or c'est ce qui a lieu pro-
cisement (Fig. 2.) däns la relation

Donc la mörne regle des signes est applicable ä ces deux espoces de rela-
tions, et par cons^quent elles eonserveront une forme semblable pour Ja
möme disposition dea points a Tegard des origines P et p auxquelles
elles se rapportentj seulement, en conservant ses points A et B, on ne
sauroit changer, dans le cas de la division harmonique, Forigine P sans
que le point Q ne change en möme temps, au lieu qu'il reste fixe dans
uelui de la division en parties ^galesv

7* Les ehbses ainsi entendues, supposons (Fig. .) quron divise en
deux parties egales, au point Q9 la distance PQ moyenne harmonique
entre PA et PB, on aüra dpnc,

JL — JL·. — JLo. JL. ' :

PQ ~ PQt ~ PA "*" PB *
et paröonsÄjuenty si m ne par le point P u»© suite de transversales
PAB, P A" B" . . . * dans Tangle ASB, puis qu^on prenne, sur chacune
d'eHes, des points Qlf Q(' ..» . . teU qu'on ait^ en ogard la r^gle des
signes posoe ci-dessus,

J __ ' JLjL * f ·'— f J- * "
PQt ~ PA "*" PB > ?0? ~" PA" "T" TB*

les points ainsi d4finis söront (2.f et 5.) sur «nö droite Q, Q", parallele
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& Faxe *S$ des moyennes harmoniques des cot£s de Fangle ASB, et pas-
sant par ses points a et b o chacune es paralleles Pa, Pb a Tun de
ses c tes, rencontre Fautre. Car, pour ces positions particulieres de la
transversale ΡΑΒγ u PAUEU, le point Ql9 ou ζ)'Λ se confond avec Tun
des points correspondans A ou B, d'apres la relation ci»dessus> attendu que
Tun des segmens correspondans devient infinL

Or dela resulte un moyen, indiquo par Mac-L aur in , popr con-
struire direeteinent le point Q, lorsqu'on connoit les ppints. P, A et B.
Quant au centre Q des moyennes harmoniques, il est plus simple et plus
ol gant de le determiner Taide du procedo suivant, qui n'exige que
Femploi de la ligne droite ou de la regle: ayant ιηβηέ par Torigine P
des segmens harmoniques, une transversale arbitraire Ί?Α"Βη dans Tangle
des projetantes SA, *SB, on joindra, par de nouvelles droites AB") ISA",
les points aitisi obtentis sur ces projetantes avec les points donnes A, B9
et le point *S' de leur intersection appartiendra έ la projetante SQ du
point Q chercho., II est visible, en effet, que, si Γόη substitue Tangle
AS1 B a Tangle A SB, et la droite PS1 a la droite PS, Faxe des moyen-
nes harmoniques (5.) de cet angle, par rapport a P, et qui renferine no-
cessairement Q et Q"9 devra aussi passer par le sommet *$', et se eon-
fondre par consequent avec celui SQ de Tangle A SB; an canelueroit
Tailleurs la m me chose en observant que la figure peut 4tre mise en
projection ou perspective, sur un nouveau plan, de fagon que P passe a
rinfini, ou que les droites P AB, PAflBn deviennent parralleles, et c'est
ainsi que nous avons domontro cette proposition gonoralement connue, a
Tart 154k du Traito des p ropr i4 t4s pro jec t ivea*

8. Considorona maintenant une droite af (Fig, 3.) , divisee en un
nombre quelconque de parties Egales aux points b, c9 d, e . . , t ; le point

Finfini de cetfee droite ppurra tre regarde (1.) comme Forigine com^
znune des segmens harmoniques relatifs a trois points de division conse-
cutifs quelconques, en y comprenant les points extreme» et /; donc
(2.) si F n projette le Systeme de tous ces points sur une droite arbi-
traire a'f1, en a', b', c', d1, e1, f1, il en sera de m£me du point p* qui
est la projection du point a Finfini de af, a F gard de trois poinits de di-
vision consocutifs quelconfues de o7/7» c'est-a-dire que les segmens re-
latifs X t k ces points formeront «ne proportion harmonique; donc la
suite de tous les segmens p a1, pb', pc1, pd* . . . . pf formera une pro-
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p®rtion harmonique c o n t i n u e j et Ton pöurra dire, avec Mr« Briän-
ehon (Applicat ion de la thoorie des transversales etc. §.68;)
que ees segmens forment une progress ibn harmonique.

Pour justifier encore datäntage cette eixpression, nous remarque^
rons quej d'apres Part. 2^ et les articles^suivans, il doit r^gner entre les
reeiproques des segmens qui repoftdent au point p*, et aux diffierens points
de ditision de ßy/y? ^a ffiöme relatiorr qu'entre les simples distanöes d'im
poirit quelconque p de af, aux differens!points de division &9 b9c .<>./;
tnais ces dernierös forment une progression arithmetiqjie, donc il en est
de möme^des reciproques qui leur correspondent. i

En efiet, on aura pour la droite af et le point ^rbitraire p>
%pb = pa -$· pc, Qpc = pb + /><*> Qpd = pc + pe9 * . . J

o u ^ · · ' < · " · · , :
pb — pa = pc — pb = pd — pb ==; pe—-pd . . . · . ,

comme aussi a (3.), pour la droite af par .rapport ä Forigine des
divisions harinoniques p',

_2_ __ L.JL.JL jL -^- -L-j^^L ^L· — * .1 i

^/V p'a'^p^'1 p'e' p^'"» ^/? p'd' ~ pV "*" jp7^
OU ." .

j. __ ̂  JL _ J^ __ _L _ J ___ L — J ___ L
p' fr' p' a' ~ pV p'fe' p^7 p^' p'e' p^' ' * * *

9. II r^sulte dö ce rapprochement, etx particulier, qu'on pourra
caleuler un terme quelconque de la progression harmonique, par les
tn£mes rfegles qu& calcüle un terme de la progressioii arithm^tique,
au moyen des extremes, quand son rang et äSBignji.

Supposons^^ par exemple, qüe la droite af soit divis^e en m ·*
pärties ögäks aux points b9 c9 d, ..-.·., et qu'il ait parconsequent
m j^, n aegmens pa9 pb9 pc9 .' . . . pf correspondans ati point arbi-
traire p> proposönä nous de reöliereher le segment pd du point d qui
appartient ä la n* partie a compter de % nous aurons^ dans le cas dont il
s'agit, des dirisions ogales,

pd CP pa + ad = 4· — %—af = p® 4--iri l r v r i m-fcn · ' m-f-
O U ' i ' ' * ' . ' ' . ' ' ' ' '

dono on aura aussi, dans le cas de la division l|armonique, 9'e«tra-dire
pour la*perspective '/', , , ; ·
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,1 = i (m n\
p'd' m-f /ApVTj'//' ·

relation qui^ <en vertu de la continuite, doit m£me s'etendre au cas ,oü
IQS nombres m, et n sont i n c o m m e n s u r a b l e s entr'euxr et qui servira
i|nmediatement ä rosoudre tpus les problemes analogues ä ceux oü il s'a-
git.de diviser des distances en parties proportionnelles a des nombres don-
nes. On voit, en outre, qu'elle a une forme tout-a-fait seinblable ä celle
(3,) qui coneerne la simple division harmonique de a'/' en p* et d'j si

y suppose en effet, m et n egaux ä Tunite, on retornbera sur celle
dont il s'agit. Cest pourquoi on pourroit dire que le segment p* d1, re-
latif au point de division d', est moyen h a r m o n i q u e entre les seg-
mens p'a' et -p'f p o u r les c o e f f i c i e n s m et n, et que le point d*
lui-meme est le cent re des m o y e n n e s h a r m o n i q u e s de «' et f
relativement ä p· et a ces memes coefficiens.

Enfin il rösulte encore de ce qui precede que les points extremes
a4 et f1 d'une echellö h a r m o n i q u e etant donnes, ainsi que le nombre
des parties dont eile se compose et Torigine p/ des segmens harmoniques,
on pourra construire successivement, ä Faide du calcul, et sans recourir
a Fechelle des divisions egales af, l^chelle harmonique dont il s'agit,
ä laquelle son gränd tisage dans la perspective a fait donner le nom
d'Echel le perpect ive ou f u y a n t e *).

10. On doduiroit beaucoup d'autres cons^quences remarquables de
ce qui pricede} nous nous contenterons d'observer que, pour se oonstruire
unet echeüa harmonique sur tiii dessin, ou pour diviser une ligne a'f en

eertain nombre de parties harmoniques par rapport a uii point quel-
conque p* pris pdur origine, et qu'on nomme quelque fois point de
fu i te dans les Traitos de perspective, il n'est point indispensable de re-
courir au calcul, comme nous venons de le faire, ni mome de construire
d'abord une Schelle .ordinaire de parties egales comme Tindiquela Fig. 3.;
des operations purement Unfa i res ou qui s'exocutent avec la rogle seule,
suffisen.t pour atteindre le möme but.

Remarquons d'abord que, quand une droite a1/1 est divisee en pan-
ties harmoniques aux points ÄX, c'9 d', e', . . . ., par rapport a un point

*) Je ne croi» pas que ces dernieres proprietes cle 1'̂ cBelle harmonique aient encore re-
tnarquees de« g^om^tres; eile eii possede quelques autres interessantes, auxquelleaf les precodentes
nous conduirdient aiseraent, mais dont l'examen nous ecarteroit de notre^ objet. On peut consul-
ter, a cet egard, le Memoire de Mr. Brianchon, deja cite art. 8. öi-dessu·.
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p1 qui sert d'origine aux segmens harmoniques, la m£me chose aura lieu
encore (2. et 8.) dans toutes ses projections centrales ou perspectives sur
une autre droite quelconquej c*est-ä-dire que, quel que soit le centre de
projection tf que ait choisi en particulier, si coupe le faisceau
des projetantes sp\ sä1, $b'9 . . . . tf/' qui lui correspondent par une
droite arbitraire, le syst£me de points qui en rösulte, forme encore une
öchelle harmonique, ayant pour origine le point röpondant '; c'est-a-
dire, en un mot, que röchelte harmonique est project ive. Si, de plus,
on prend pour transversale une droite af parallele ä la projetante sp'9
ou que Torigine des segmens harmoniques passe ä Tinfini dans la pro-
jection, röchelte harmonique se changera en une öchelle ordinaire de
parties egales (2. et 8.)·

11. Supposons donc (Fig. 4.) que a1 et b' ötant les deux premiers
points de division d'une öchelle harmonique, et p Torigine des segmens
harmoniques ou le poin t de fu i t e , il s'agisse de construire successive-
ment toutes les autres parties de Techelle, prolongöe de part et d'autre de
a* jusqu'a Tinfini: on tirera arbitrairement les deux droites pe"9 p$" par
le point p, et joindr.a, par d'autres droites a"'b'9 a" a1, un point quel-
conque a/y de p eif aux points donnös a1 et b1, ces droites* iront dötermi-
ner sur p^7/ deux points s1 et «y", dont on se servira ainsi qu'il suit pour
construire Töchelle harmonique a'b'c'd1

On tirera d'b1 qui rencontrera pe" en V'} tragant tfb", eile ira
rencontrer pf au 3e point de division harmonique c1; tragant ensuite
c's"9 eile rencontrera pe'1 en c"9 et ^'c/y ira construire le 4e point de
division d?} il est evident que pourra poursuivre cette opöration ä vo-
lonte, soit a droite, soit a gauche du point ', ce quidonnera Föchelle har-
monique demandöe o7, b'y c'9 d'9 . . . ·, *).

En effet, si met la figure en projection sur un nouveau plan
parallele ä ps's", c'est a dire tel que cette droite passe a l'infim, les qua-
drilateres a'b'a"b"9 b'c'V'a", . . . . seront des parallölogrammes, et
par consequent la droite a'f1 sera une öchelle ordinaire de parties öga-

*) Ces constructions sont enlierement anaJo^ues a celles que M* Br ianchon a donneespour
la division d'une distance en parties egales dans les A p p l i c a t i o n « de la T h e o r i e des t r ans»
versa les (voy. §. 51.et5Z); mau, dans ce cas, eile ne peuvent i'efiectuer uniqaeoient avec la
regle ou des alignemens.
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les pour la nouvelle figure, de sorte qu'elle en est une de parties harmo-
niques pour Fancienne.

12. Supposons maintenant que, s'4tant donne une distance quelcon-
que af, il s'agisse de la diviser en un certain nombre de parties harmo-
niques relativement au point quelconque p pris pour origine: on tracera
arbitrairement une droite /?/' passant par /?, et Γόη construira, comme
ci-dessus, une echelle harmonique quelconque a'b'c'd'. . . ./' par rapport
a ce point, mais dont le nombre des divisions soit precisement celui des
parties qn'on veut obtenir sur a f. Cela pose, on tracera les droites aa'9
ff1 qui, par leur intersection, donneront le point £, dont on se servira
pour projeter les points de division de T^cheUe ax/y sur af. II est ένί-
dent, en effet, qu' cause que la relation harmonique est projective, les
points , cy ---- ainsi obtenus seront les points demandes.

Mais si, le nombre de parties harmoniques de af otant 772 + ̂
on demandoit simplement le point d qui appartient la fle partie, comme
dans le problome ci-dessus (9.) resolu a l'aide du calcul, ayant d'ailleurs
construit Tochelle harmonique β'/'? ^ n>J auroit autre chose faire qu'a
projeter le ne point de division d1 en d sur af, partir de s.

Ces dernieres considorations, quoiquelles nous aient B peu ecarte
de notre premier objet, nous seront neanmoins utiles pour ce qui concerne
la partie des applications.

Du centre des moyennes harmoniqne des points
quelcongues ranges en ligne droite.

13. Jusqu'ici nous nous sommes born^s a comparer la divi&ion
en parties Egales celle en parties harmoniques-j mais on peut etendre
plus bin Tobjet des ce definitions, en observant, en goneral, que toutes les
relations ou propri^tos qui ont pour fondement la division en parties oga,-
les, doivent pouvoir se convertir en c}es relations ou proprietos analogues
de la diviiion harmonique 5 or de dette nature sont ovidemment toutes
celles qui concernent les cen t re s de "moyennes distances.

Soient, par exerrjple, σ, A, c (Fig. 5.) trois points quelconques situes
en ligne droite j soit y le centre de moyennes distances de ces points, p un
point qudconque pris pour origine des segmens, on aura, comme on sait,

9
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pourvu qu'dn ait egard ä la regle des signes posee ci-dessus (6.). Proje-
tons les points a, b, c, y sur une drohe quelconque a1d', a partir d'un
point arbitraire s et soient o', o', c', y' les points de la projection, on
peut se demander quel röle le point y* jouera par rapport aux points
ö', b'} cf\ Or je dis qu'en nommant p* le point qui represente, sur ö'c',
celui a Finfini de ad, £t dont la projetante s p' est ainsi parallele a ad,
on aura '

JL_1(_L + _L + JL\
p Y 3 \p'a'~ f'b1 ~ p'c'l·

toüjours en ayant egard ä la regle des signes qui vient d'£tre indiqu^e.
Pour le prouver, il nous suffira de rechercher la maniere dont on

peut oLtenir les points y et q* au moyen de ceux dont ils dependent re-
spectivement.

Pour le point y, il faut, comme on sait, prendre le milieu de
ab, puis diviser ex en trois parties egales, et prendre le premier point
de divisioh y, a partir de x9 pour le point demandej en effet on aura,

2/>x = p et -\-pby
\ 2p#4-pc pa + p & + pepy = px + $(pc — px) = ; ^J = i /

3 ^P ,
Or, pour obtenir ce qui concerne le point y/ de la projection, il

suffira evidemment de remplacer la division en parties ogales par la di-
vision harmonique, en prenant //pour originej c'est a dire (3. et 9.) que,
dans les relations ci-dessus, il faudra simplement remplacer les segmens
qui se rapportent au point arbitraire /?, par les reciproques de ceux qui
ropondent au point /?', projection de celui ä Finfini de ac; on aura donc,

A. - If-Lj. JLj.-LV
p* g* ~~ 3 \p / a '~p'b /~p /cV*

ce qui procode montre aussi^ d'apres Farticle 12., comment il faudroit s'y
prendre pout» construire . directement le point y' avec la regle, et sans
recoürir ä la division en parties Egales qu'indique la figure.

14. Le cafc ou Fön remplaceroit les trois points , b, c par quatre
poinfs quelconques seroit encore plus facile etablir. En effet, s'il s'agit-
toit d'obtenir leur centre des moyennes distances, il suffiroit evidemment
de prendre le milieu ou le centre des moyennes distances de deux quel-
conques de ces points, puis celui des deux autres, puis enfin le centre des
moyennes distances des deux centres partiels ainsi trouves; ce qui donne-
roit de suite, en nommant d le quatrieme point, et conservant d*ailleurs
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les memes denominations que ci-dessus,

,

et parconsequent, en passant la projection sur une droite quelconque #'<?',
J- — JL f JL -L _L J. JL -L -1Λ

* p'j' 4 Vp'a' ·" p' δ' "r p'c' "·" p'dV '

En g^neral, on voit que, quel que soit le nombre m des points
a, b, c9 d, . . . . ranges sur une meme droite, le centre y des moyennes
distances de tous ces points sera unique, et tel qu'en le projetant ainsi
que ces points, sur une droite quelconque en y'9 a', b', c', d', . . . ., et
nommant p' le point qui reprosente celui a Tinfini de la proposee abc,
on aura

J_ _ IM 4. JL 4. JL+ ^ J-4-etc^
p'q' ~ m\p'a'* p'V* p'c'~ p'd'~ l·

ou
m } l , l , l i __ 1_ ,

^Y ^ "·" ̂ P "*" χ? ' yd^ "" Θ * '
pourvu encore qu'on ait egard a la regle des signes posee art. 6. On
voit de plus (12.), comment on pourra construire, avec la regle seule et
sans recourir aux centres des moyennes distances, le point q* dont il s'a-
git, quand tous les autres 7, b', c, d', . . . . seront donnes ainsi que le
point p' qui sert d'origine commune aux segmens harmoniques; mais
cette construction se faisant d'une maniore successive et assez penible,
quand le nombre des points donnes est tant soit peu considerable, nous
indiquerons plus tard des moyens generaux et simples pour y parvenir.

15. M a c - L a u r i n , qui a eu a considerer, dans son Tra i to des
courbes g e o m o t r i q u e s , quelques unes des proprietes -du point y' de-
fini par les relatioris metriques ci-dessus, et qui n'a point apergu Fanalogie
qui regnoit entre ce point et le centre des moyennes distances, ni les
moyens de deduire Tun de ces points de Tautre^ s'y prenoit d'une ma-
niere diiferente pour construire la valeur de p* '<?': il determinoit, a Faicle
du procodo de Tarticle?., le point dont la distance p' & pour rocipro-

1 lque la somme des rociproques de p1 a' et de p'b', c*est a dire -7-}·+· -777 >

puis le nouveau point dont la distance i p' a pour rociproque la somme
des rociproques du point deja obtenu et du point c', c'est-a-dire

en nommant Q/ le dernier point ainsiρ'α' ' ρ'έ' ι p'c'1
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232 22. /. V. Poncelet, Memoire sur les contres de moyennes harmoniques.

obtenu, on aura
1 _ JL -L. JL 4. _L ntc — m

p' Q' ~ pV ~ p'&' ~ p'c' ~ CU" ~ p'g"
et par eonsoquent /// = mp1 ()'\ cette mothoda a, comme on voit, l'in-
convenient d'exiger l'emploi de la regle et du compas reunis, au Heu que
la pr^codente n'exige s'implement que celui de la regle.

M a c - L a u r i n nomme p*q4 la m o y e n n e h a r m o n i q u e des
segmens p* a', '&, p'c', . . . .; nous pourrons donc dire aussi, par ana-
logie, que le point q', projection du centre des moyennes distances des
points a, b, c, . . . . en nombre m> est Iui-m4me le c e n t r e des mo-
y e n n e s h a r m o n i q u e s des points ö'? Ä7, c'9 . . . . de la projection, par
rapport ä p* qui represente le point ä Tinfini de pc; or cette definition
s'accorde parfaitement avec celle de Tart 4., dont eile n'est guere que
Textension; et, comme ici le faisceau des projetantes sä', sb', sc'j . . . .
conserve les meines proprietes ä Tegardde sp'9 sq', quelle que soit la trans-
versale />'<?', on pourra dire encore que la projetante sy' est Taxe des
m o y e n n e s h a r m o n i q u e s du faisceau dont il s'agitj et cela non d'une
maniere absolue, mais seulement par rapport a la projetante $p' qui| ä
son tour, conservera le nom d 'axe des o r ig ines h a r m o n i q u e s , et
qui, venant ä passer ä Tinfini avec les points, changera evidemment la
projetante sy* en un simple axe des moyennes distances.

16. Les relations qui dofinissent le centre y' (Fig. 5.) des moyen-
nes harmoniques &ant projectives (14.) > ou telles qu'elles subsistent dans
toutes les projections centrales de la figure, on voit que les definitions et
proprietos procedentes seront applicables directement un faisceau quel-
conque de droites projetantes qui s'appuieroient sur des points donnes en
ligne droite^ sur leur centre de moyenne harmonique et sur ToriginB re-
lative ä ce centre j c'est-ä-dire que toute transversale d^terminera, dans
ce faisceau, un nouveau systöme de points qui auront entr'eux la m^me
corrolation que les premiers, sauf le cas ou la transversale sera parallele
a Taxe des origines, et pour lequel Torigine des segmens harmoniques
passant ä rinfini, le centre des moyennes harmoniques se changera evi-
demment en un centre des moyennes distances.

Enfin on voit que ei, par Torigine des segmeor harmoniques de
plusieurs points situos en ligne droite, on mene une droite ou un axe quel-
conque, et qu'on abaisse, de ces diifßrens points et de leur centre de ino-
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yennes harmoniques des ordonnoes sur cet axe, qui soient paralleles en-
tr'elles, et a un autre axe arbitraire, celle qui repond au centre de mo-
yennes harmoniques, sera encore la moyenne harmonique de toutes cel-
les qui repondent aux points proposesj proprieto qui est entierement
analogue a celle du centre des moyennes distances, si ce n'est que, pour
ce dernier, Forigine otant entierement arbilraire, il en est de m£me des
axes de projection.

17. Au surplus, on peut partlr de la definition genorale du cen-
tre des moyennes harmoniques, pour etablir directement ses diverses pro-
priötos, sans recourir aux consid^rations precodentes, qui d'ailleurs nous
paraissent moriter Fattention des geometres. Or cette nouvelle maniere
d'envisager la question va nous eonduire a d'autres rosultats non moins
remarquables que les premiers.

Soient a, b, c, d, . . . . (Fig. 6.) des points quelconques, en nombre
m, ranges sur une m£me droite, et p un point arbitraire de cette droite
pris pour origine des segmens; regardons, d'apres la regle de Tart. 6.,
comme positifs tous les segmens qui sont a droite de p9 et comme ne-
gatifs ceux qui sont dirigos dans le sens contraire. Cela pose si
choisit, sur la droite dont il s'agit, un point y tel que

en attribuant a chaque terme le signe qu'il doit avoir d'apres le sens du
segment qu'il renferme, le point y, ainsi determino, sera unique et le
centre des moyennes harmoniques des ppints a, b, c9 d, . . . . relative-
ment a p. II s'agit, en premier Heu, de prouver que ce point est pro-
jec t i f , c'est-a-dire tel qu'en le mettant en projection, sur une droite
quelconque p* d* et ä partir d'un point arbitraire «y de Fespace, aussi Wen
que le Systeme de tous les points que Fön considere sur pd9 la relation
ci-dessus aura toujours Heu entre ces difforens points.

Pour y parvenir nous mettrons cette relation sous la forme sui-
yante, afin d'en mieux etudier ses proprietes:
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donc, substituant et supprimant le facteur py commun a tous les termes,
il viendra

. = 0,c>p ' cp * dp ' 7

equation dans laquelle les termes naga.tifs proviennent uniquement des
points o, b9 c, . . . . qu'on a supposös a gauche de y. Mais, d'apres la
regle de signes admise ci-dessus pour la definition du point y, chaque
terme devra conserver le signe qu'il a actuellement, ou en changer, selon
que le point er, b, c, . . . . auquel il se rapporte sera a droite ou a gauche
du point /?; donc l'equation ci-dessus pourra 4tre remplacee generale-
ment par celte autre *

£3 + *2 + £2 + 4* + etc. = 0,ap ' bp ' cp ' dp ' *

pourvu q[ue, dans chaque position des points du Systeme, on attribue le
signe + ou le signe — ä un segment quelconque, selon qu'il est situe
sur la droite ou sur la gauche de celles des origines p ou y ä la quelle
il se rapporte, ou ce qui revient au mome et ce qui est plus simple en-
core, pourvu qu'on attribue a chaque terme de la relation ci-dessus le
signe + ou le signe — , selon que les deux segmens qui y entrent sont
dirigos dans le möme sens ou en sens contraire, par rapport ä celui des
points , , €,..*. qui leur est commun.

IXapres cela, on pourra ononcer ainsi d'une maniere gen^rale la
rolation dont il s'agit:

L ' o r i g i n e p et le c e n t r e y des tnoyennes h a r m o n i q u e s
d'tiii n o m b r e que l conque de *poin ts er, Ä, c, rf, . . . . r a n g o s en
l igne dro i te , son t t e l s que , s i p r e n d s u c c e s s i v e m e n t le
rappor t des dis tances de c h a c u n de ces p o i n t s ä y et a p, la
soinme de tou^ ces r appor t s sera nu41e, en a t t r ibuan t le sign'e
-f- ou le s igne — ä u n r a p p o r t quelconque, selon que le p o i n t
e o r r e s p o n d a r i t . est s i tue sur l 'un des prolongemena de la
dis tance pyy ou en t r e ses fcxtreöüit^s*

18, Cet 4nonco n'est ovidemment que Fextension de celui qui se
rapporte au cas particulier de Part. 1. d'ou nous sommes partis, et dans
le quel ou ne consid^re que deux points et b$ prouvons maintenant
qu'il s'applique a toutes les prpjections de la figtire faite, d'un point quel-
conque «? de Fespace, sur une dföite arbitraire p1 d* du plan spd, et, par
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consequent qull en est de morne de la relation (17.) d'ou noup
mes partis. ,

En effet, d'apres ce qui a ete etabli art. 9. et suiv. du Tr&ito
des p rop r i e t e s p r o j e c t i v e s , on a, en nommant P la perpendi*
culaire abaissee de s sur pd, et p, q, a> b, c> ..... les projetantes
s fr *9> <* f f> sb, sc, ..... ,

ay =:sin(asy)> bq = Bm(l>Sf)-2, cy

c / ? = s i n ( a ^ / ? ) , bp =

Donc en sustituant ces expressions dans la derniere relation ci-dessus^
et supprimant les facteurs communs a tous les termes, on aura la nou-
velle relation

sina^g »in&£2 , sincsq . etc^ _ Q
sinasp *^ sinbsp ' sine s p " ^ * *

qui exprime qu'il y a entre les sinus des angles projetants la möme re-
lation qu'entre les segmens qui leur correspondent respectivement. Or
de la on conclut aisoment, et par reciproque, que^ cette relation ayant
lieu pour le faisceau des droites projetantes> il faut nocessairement qu'elle
subsiste entre les segmens d'une transversale quelconque p' d* £rise pour
axe de projection des segmens j donc enfin la relation examinoe est de
Sa nature pro jec t ive , ainsi qull s'agissoit de le domontrer directementj
c'est-a-dire que, dans le faisceau ci-dessus, les projetantes sp et sy sont
des axes (15.) d 'origines et de moyennes h a r m o n i q u e s relative-
ment a toutes les autres.

19» Remarquons en passant gue^ quoique la relation examinee ea
dernier lieu, subsiste entre les sinus des angles projetans des differens
segmens qui y entrent, on ne sauroit pourtant en conclure que Celle
d'oü nous soinmes partis (17.) jouisse de la m^me propriotoj or, je dis
que cette demiere relation aura encore lieu de la m£me maniere, noni
plus entre les sinus des angles projetans des differens segxgens, mais en-
tre les tangentes trigonomotriques de ces angles, c'est-a-dire qu'on aura

tangpsa ' tangpsb
En eflet, la relation dont il s'agit otant projective d'apres ce qui
devra subsister pour tme transversale p'd* perpendiculaire 4 la proje-
tante s p du point p, mais les segmens ///, p'a', p'b', p'c', . . . . de
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cette transversale, sont evidemment alors proportionnels aux tangentes tri-
gonom&riques des angles projetants qui leur correspondent respective-
ment; done la relation ci-dessus a Heu entre ces tangentes, comme il
s'igissoit de le d&montrer, et comm'e il seroit facile de l'etablir de plu-
sieurs autres manieres.

20. La transformation que nous avons fait subir, art. 17., la
rdation qui definit le centre des moyennes harmoniques, n'est pas la seule
qui puisse lui eonvenir, et il en est d'autres qui ne sont pas moins dignes
de remarque, et qui sont tout aussi genorales.

En effet, soit A un point quelconque de la direction de pd, pris
pour nourelle origine des segmens, servant a remplacer Torigine p, on
aura identiquement

pa— pyz= Aa — Ay, pb — py=:Ab — Ay9 pc—py
pd — pc = Ad — Ac, . . . .

pourvu qu'on regarde coinme positifs les segmens des points placos a la
droite de A, et comme nogatifs ceux des points places k la gauche de ce
point j donc on aura aussi

l l _ p a —p g t A a — Aq * Λα Λ% ί
pq pa ~~ p^.pq Ρα·Ρ3 Ρα·Ρί Ρ% ' Pa*

^ __ _ _ Ab __ Ag JL J_ __ !_ _ _Ac__ ι et
pq pb pb.pq Pl'pb' P <1 P* P C ' P C L P<l'pc

d'o , en substituant dans la premiere des transfopm^es de Tart. 17., et
multipliaptt tout par py,

.pa ~ pb ~ pc » pd * 7 \por~ p b ~ pc,
relation qui est assujettie a la m me rogle de signes que celle de l'en-
droit cito, et qui, de plus, la renferme comme cas particulier, puisqu'elle
redonne celle -ci quand on y suppos^ ^^===0, ou qu'on suppose le point
A en y. En admettant m£me que Torigine arbitraire A soit a l'infini,
les segmens in f in i s dev nt tre censes ogaux, di |>araitront comme
facteurs communs tous l^s termes, et Γόη retoinbera sur la relation

d'ou iious sommes partis en premier lieu.
Mais la relation gon^rale obtenue en dernier Heu, eonduit a beau-

coup dfautres relations semblables, s4lon qu'on suppose le point A placo
en a ou b ou c . . . .j par exemple: si A a S o, on aura
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maV _ £L* -L ££ + £ ? 4- etc.
JP2 p & p c p d * *

relation dans la quelle il faudra avoir gard a la regle de signes posee
ci-devant, en regardant a et p comme les origines des divers segmens.

Elle deviendroit de m6me, pour ^o = 0, Ac = Q, etc.
mb q ba , bc . b d ,- i _= -- --- H — ; + etc.
pq pa pc ' pa '
mcq c a . cfr , cd.- 2 = -- -- -j -- J. etc.
pg pa P# pa

d'o Γόη en deduiroit une infinite d'autres.
Ces diverses relations, y compris celle d'o elles derivent, satis-

font toutes aux conditions indiquees art. 18.; donc, non seulement elles
sont projeetives, mais elles ont encore Heu d'une maniere semblatle en-
tre les sinus des angles projetans qui repondent aux difforens segmens.

21. Ce qui prec£de suffit pour faire apercevoir que le point y,
ou le c e n t r e des moyennes l iarmoniques de points rangos en
ligne droite, ofiFre, dans ses proprietos, Faiialogie la plus grande avec ce
que Γόη nomme le cent re des m o y e n n e s d is tances de points pa-
reils; pour la mettre dans tout son jour, il ne s'agit ividemment (14.)
que d'examiner ce qui arrive dans les relations ci-dessus, pour le cas ou
Γόη suppose le point p, qui sert d'origine aux segmens harmoniques, situo

Tinfini sur ad. Mais alors tous les segmens qui ce comptent de ce
poiut, sont infinis et doivent ^Ire censes ogaux comme ne differant en-
tr'eux que d'une quantito finiej donc la relation gonerale trouvee ci-dessus,

α . ^ . Ac , Λα ,
= -- -- r ^ --- -- T -|- etc. ,

pq pa ' pb ' pc ' pd
se r duira simplement a la suivante

mAc/ = Aa -\-Ab + de + Ad -\- etc.,
dans laquelle les difforens termes devront, d'apres ce qui precede,
afFectes du signe + ou ^u signe — , selon que le point auquel ils se rap-
portent sera a droite ou a gauche de rorigine A des segmens, et qui aura
lieu ^quelle que soit la position de cette origine relativement aux points
donnee α, b9 c9 . . . . j or on reconnoit ici la propri^to caracteristique de
ce qu'on nomme le centre des moyennes distances.

De plus, puisque la relation geuerale ci-dessus est de s nature
projective, on voit que Tun de ces syst mes pourra toujours otre $nvi-
sage comme Ja projection centrale ou perspective de Tautre, aihsi que
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cela a doja oto Stabil d'une maniere diflKrente art. 14. et 16. de ce
moire. On peut d'ailleurs, comme on va le voir, partir directement de
la definition particuliere du centre des moyennes distances pour en do-
duire celle, beaucoup plus gonorale, qui convient au centre des moyen-
nes harmoniqucis.

En effet, si nous nommons p le point a. Finfini de ad, et y le cen-
tre des moyennes distances des points 0, , c9 d9 . . . ., nous pourrons,
d'apres le raisonnement deja otabli ci-dessus, mettre la relation particu-
liere qui definit ce centre ^, sous la formule generale,

mAq A.a , Λ b , Ac · Ad .Ϊ —: -| ^- etc.;
pq pa * pb pc * pd l 7

or cette relation, dans la quelle les segmens qui se mesurent du point /?,
sont infinis et igaux, satisfait aux conditions indiqu^es art. 18. j donc eile
aura lieu a la fois pour toutes les perspeetives du Systeme proposo sur
des droites arbitraires; et par consequent, dans ces perspectives, le centre
des moyennes distances deviendra le centre des moyennes harmoniques.

22. Supposons maintenant que, dans l^quation gon^rale relative
au centre des moyennes harmoniques y, les segmens relatifs ce centre
deviennent infinis, ou si Γόη veut, supposons le point y a Tinfini, ce qu'on
peut toujours obtenir en mettant la figure en projection sur une droite
quelconque parallele έ la projetante de se point; le rapport des segmens
infinis Ay, py devenant Tunite, Γόη aura pour dofinir alors le point cor-
res|)ondant p, la nouvelle relation

m = ̂  + ̂  + ̂ f + i^+ etc.pa ' pb ' pc ' pd
Mais l'origine A tant entierement arbitraire, on peut egalement

la supposer a Tinfini, confondue avec y, ce qui reduit la relation ci-des-
sus la suivante,

JL+ l + — + Λ+ etc· == °^pa l pb l pc ' pd '
en supprimant les facteurs ou segmens ogaux et infinis; or, «sous cette
forme, eile est une cons&juence tros simple de celle d'o nous sommes
partis (17^) pour la definition du centre y des moyennes harmoniques.

On voit, d'apros cela, que les points p et y ne sont pas r^ciproques,
et ne jouissent pas entr'eux des m mes propriotos a l'^gard des points
, , c, rf, . . . . comme sembleroit Tindiquer le cas particufier o ces

derniers points sont au nombre de deux seulement (6.); aussi arrive-t-il
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que, bien qu'ii ne corresponde nöcessairement qu'un seul point , ou qu'un
seul centre des moyennes harmoniques relativement ä un meine point p
pris pour origine (14,), et aux m points donnes a, b, c, d, . . . ., cepen-
daut il existe, en general, m -— l points p r^pondans a un m&me point f,
choisi a volonte, et aux m points donnes a9 6, c9 ... . Cest ce qu'il est,
en effet, also de demontrer, avec ou sans calculj mais, comme cette de-
monstration exige des doveloppemens qui ne seroient pas ici a leur place,
nous nous abstiendrons, pour le moment, de la donner, en renvoyant le
lecteur ä nos prochains memoires.

23. Avant de terminer ce sujet, nous remarquerons que les diver-
ses transformations que nous avons fait subir a la relation du No. 17., et
qui expriment autant de propri&os du centre des moyennes harmoniques,
sont uniquement basees sur ce que le nombre m est precisement 6gal ä
celui qui marque le nombre des points donnos a$ b, c, . . . . Pour toute
autre valeur de m, ces transformations seroient 4videmment impossibles,
ou du moins on seroit conduit a d'autres resultats, et la relation cesseroit
d'ötre projective sous sä forme actuelle. Dans ces m£mes circonstances,
pour construire le point y defini par cette relation, il faudra nocessaire-
ment faire usage de mesures graduees ou du compas, tandis que la
construction du centre des moyennes harmoniques n'exige, comme on Fa
fait voir (14.), que Tusage de la regle seule.

Supposons, par exemple, qu'il sagisse de construire le point Q (Fig,6.)
tel qu'on ait, en egard ä la regle des signes etablie ci-dessus:

n otant un nombre quelconque. On pourra d'abord construire avec la regle,
le centre des moyennes harmoniques y des points donn^s a, Ä, c9 rf, . . . .
par rapport a Torigine p; ce qui donnera, m etant le nombre de ces points

m l l § l · l · .— .— h - —3+ etc.,
P3 Pa P° Pc pd

A'oii
n m

 m t D n

pQ pq ' m'
expresdion qu'on ne pourra construire qu'a Taide de mesures graduees ou
du compas.

II est ovident qu'on pourroit aussi op4rer directement, comme il a
eto indiquo art. 15.
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24 En g neral, une equation dont les deux membres seroient
compos^s de la somme d'une suite de rociproques assujetties a la regle
de eignes posoe ci-dessus, et (Tailleurs multipliees paf des coefficiens nu-
m riques quelconques, sera ou non projective sous s forme actuelle, et
appartiendra ou non la goomotr ie .de la rogle, toutes les fois que
la somme des coefficiens numeriques relatifs chaque terme, sera, ab-
straction faite des signes de position, ou ne sera pas la meme de part
et d'autre.

Pour fixer nos idoes, supposons d'abord que Γόη ait entre les points
Λ 9> a> b, Cj . * . . (Fig. 6.) la relation

m -f- m' -f- m" -{-.... m ι m/ i m// i....... sss — · -f— — ̂ - -f— — · "f- etc«pq pa po pc *
dans laquelle m, m', m", . . . . sont des coefficiens numoriques quel-
conques? positifs ou nogatifs, mais indopendans de la position des points
a, , c, . . f . f , T gard de /?; cette Equation tant d'ailleurs assujettie

la regle de signes posoe art. 6., eile se changera ovidemment en ces
deux autres, par des transformations analogues a celles des No. 17. et 20.:

mag . m'bq . jnf'cq t τη1*1 da ,— - + T-— H -- L Λ — j — 3 + etc· =: °?ap ' bp ! cp ' dp ' ' ,
.̂  m'Ab .̂  m c . m , _ /*», J« ,»./ _L »»,// ^j -- — --- 1 -- ^ — j- etc. = (m -j- m' -4- m". . .
* ' ' ' v ' 'ρα p pc ' pd pq

A etant une nouvelle origine quelconque^* et r ciproquement , de celle-ci
on po rra conclure la relation primitive. Mais ces relations sont pro-
jectives (18.), donc il en sera de mome de la primitive j je dis en outre
qu'elles appartiennent la gcometrie l in£ai r% ou de la rogle,

En effet, au moyen de la rogle, on trouvera (12.) le point χ de
ab tel, qu'en supposant ab divis e en m^m1 parties harmoniques par
rapport p, a χ en contienne m' et b%9 m: or on aura, d'apres l'art. 9.,

m-j. m/ ^^ jfl^ m/

px ~~~* pa * pb '

Pareillement on trouvera avec la r£gle, sur ex le point m1 qui
r^pond la me partie harmonique de cette distance supposoe en contenir
m -f· τη? + m", et Γόη aura

m^m'-f-m" _ m 4* m* ι m/ ~~ JOL JL !L 4- m"
px* . """ p& pc' pa ~*~ pb ' pc

et ainsi de suite. Donc on arrivera ua dernier point de division X tel
qu'on aura:
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m -f-m' 4" m^-f" · · ·» ,_ τη , mx , m" ,
p Χ ρ α ' ρ & ' p c * * * * " '

et qui ne sera par consoquent que le point y lui-m^me, le quel se trou-
vera ainsi construit l i n e a i r e m e n t ou avec la rogle seule.

%
25. Supposons maintenant (Fig. 7.) qu'on ait la relation harmo-

nique quelconque
n , n' . n" , m . m' , m" ,-- L. -- --- H .... = — -4 -- - -{- -- [-....

pg ' pr ' p« ' pa ' p6 ' pc *
relativement a des points α± b, c9 . . . ., y, ry s situes en ligne droite?
et a Torigine p des segmens harmoniques.

Dapres ce qui precede, on pourra d'abord remplacer tous les points
, b, c, . . . , par un point X, construetible a Taide de la regle, et tel

qu'on ait
m , m' m/x

on en trouvera, de la m£me maniere, un autre Υ tel qu'on ait
n+n'-\-n"+.... _ n , n' , n7/ ,_ _ _+_+_+ . . . .,

donc, d'apros la relation proposoe, il viendra

pY -
Si donc Λ +η' + Λ//+ · · ·* ==== w

devra se confondre avec le point Y, et parconsiquent la relation d'ou Γόη
est parti, appartiendra uniquement a la goomotrie de la rogle et sera
d'ailleurs projective d'apros ce qui pr cede, tandis qu'elle exigera, pour
4tre construite, la rogle et le compas dans toute autre supposition.

26. Ces diverses considorations nous permettent de go ^raliser la
dofinition du centre des moyennes harmoniques, peu pros comme Tont
d6j fait MM. Carnot et Simon I/huilier de Οβηένβ, a Wgard du
centre des moyennes distances: en posant, par exemple^ pour la definition
de ce point, Fequation

m+m/+m//+,,,. = ̂  rf ^ , etc
pq pa ' pb l pc

y pourra encore 6tre appele le cen t re des moyennes h a r m o n i q u e s
de a, b, c, . . . . relativement & p9 mais pour des coefficiens numoriques
quelconques positifs w, m', m'7, . . . . Quant au c s o quelques uns

. de ces coefficiens seroient nogatifs ind4pendamment des sigues de posi-

Brought to you by | The University of Auckland Library
Authenticated

Download Date | 6/11/15 5:38 AM
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tion des segmens auxquels ils se rapportent, on pourroit nommer le point
correspondant y Γ β χ - c e n t r e des moyennes ha rmon iques , comme
Ta fait, d'une maniere analogue, Mr. L ' h u i l i e r pour le cas des sim-
ples distances. En effet, la relation dUdessus conduisant a cette autre,
d'apres ce qui a &έ observo plus haut (24),

, , i . / / · \ ^<7 τηΛα . m**Ab , τηίέ Λ.Ο ,(m+ 7/2'+/H"+ ....)—2 = ^ —;— μ etc.,V I « * ' p g f pa ' p b l p c *^ '
on retombera directement sur les definitions du cen t r e et de l ' ex-cen-
tre des moyennes distances, definis par M. L'huilier, en supposant (21.)
que le point p passe a Tinfini.

27. Je crois inutile de pousser plus loin ces rapproehemens eri-
tierement analogues a ceux qui ont ete etablis, dans ce qui procede, pour
le cas particulier o les coefficiens m, m', m", .... sont simplement ogaux

Tunitoj et je ferai seulement remarquer que les diverses dofinitions et
propositions otablies jusqu'a present, pour ce cas particulier, doivent s'e-
tendre, de la m me maniere, au cas genoral: ainsi, par exemple, le point
p sera toujours l ' o r ig ine des segrnens h a r m o n i q u e s j et si, d'un
point quelconque s de Tespace, on meue aux difierens points que Γόη con-
sidere des projetantes £/?, .<??> &α? ^^> sc, · . . . celles qui appartiennent
a p et a y devront continuer a s'appeler (15.) les axes" des origines et
des moyennes harmoniques de toutes les autres etc.

Dans le paragraphe suivant, je montrerai comment on peut eten-
dre toute cette doctrine du centre des moyennes harmoniques, au cas o
Γόη considere des points quelconques situes dans un plan ou dans l'espace.

Du centre des moyennes harmoriiques (Tun Systeme de points
quelconques situes ou non dans un meine plan.

28. Nous n'avons encore envisage, jusqu' preserit, que les pro-
priotes relatives au centre des moyennes harmoniques de points ranges en
ligne droitej mais ce que nous avons dit pour ce cas particulier va nous
conduire, sans peine, ee qui concerne le Systeme d'un nombre quel-
conque de points situes a volonte sur un plan ou dans Tespaeej car tout
consiste simplement a partir de la dofinition ordinaire du centre des mo-
yennes distances pour en d^duire, a l'aide de la perspective ou projection
centrale, celle qui convient au centre des moyennes harmoniques en go-
n&al, et m4me les diverses propri6t4s qui peuvent lui appartenir. U est
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entendu d'ailleurs que, dans tout ce qui va suivre, le eentre des moyen-<
nes distances et celui des moyennes harmoniques seront pris par rapport
a des coefficiens numoriques quelconques, ropondans respectivement aux
points proposos suivant les deünitions admises No. 26.

Considerons d'abord le cas oü le systöme des points proposos
J, B, C, D, . . . . (Fig. 8.) appartient a un möme plan, et soit Q le
eentre des moyennes distances de ces points: Pune des propriotos essen-
tielles du point Q c'est que, si fait la projection du Systeme sur une
droite arbitraire bd, et par des paralleles A a, Bb, Cc, . . . . a un axe
quelconque, la projetante QyAe Q, sera Taxe des m o y e n n e s d i s t a n -
ces (15. et 27.) de celles des autres points du Systeme, de sorte que, pour
la transversale arbitraire bd, le point Q qui appartient a cet axe, sera
le eentre des moyennes distances des points a, b, c, d, . . . . relatifs $ux
diverses projetantes, ou, en d'autres termes, il sera (21.), par rapport au
point ä Tinfini de bd, le eentre des moyennes harmoniques, de ces mö-
mes points.

Cela poso, voyons ce qui se passe dans la perspective de la figure
sur un nouveau plan arbitraire: tout Systeme de projetantes paralleles
Aay Bb, Ccy . . . . sera devenu (Fig. 9.) un faisceau de droites conver-,
gentes en un möme point S, et tous les points de concours S seront ranges
sur une mome droite PS, p r o j e c t i o n ou p e r s p e c t i v e de tous les points
ä Tinfini du premier plan (Traite de propri^tos projectives, No. 106.); le
point p oü la droite PS ira rencontrer la transversale arbitraire bd qui
lui correspond, repr^sentera donc aussi le point a l'infini de bd dans la
figure primitive 8., de sorte que le point y sera devenu (26.) le eentre
des moyennes harmoniques des points a, b, c, . · . . par rapport ä p.
Mais la droite bd est arbitrairej donc, pour tout faisiceau de projetantes,
semblable ä celui qui precode, la projetante <SQ de Q sera (27.) Vaxe des
moyennes harmoniques de celles SA, SB, SC, . . . . des points proposes,
par rapport ä la droite invariable SP, qui, ici, sert d'axe commun des
örigines.

29. D'apres cela, on peut dire que le point Q est le c e n t r e des
m o y e n n e s ha rmon iques des points proposes A, B, C, , » . .j et cela
non d'une maniere absolue, mais seulement par rapport a la droite par-
ticuliore PS, qu'on peut appeler Taxe des ö r i g i n e s harmoniques.
Or il s'agit de prouver maintenant qu'un systöme quelconque de points
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Af B, C, . . . . (Fig. 9.) £tant donno sur lin plan, aussi bien qu'une droitö
PS prise pouivaxe des origines harmoniques, on peut toujours doterminer

n point Q9 et seulement un point Q, qui jouisse1, par rapport ä cette
droite, des propri&es qui viennent d'4tre examinoes, ou qui soit le eentre
des moyennes harmoniques des points propo^os A^ B, (7, . . . . relative-
meßt ä cette droite.
t Qu'on mette, en effet, la figure en perspective sur im plan quel-
conque parallele a la droite PS, c'est-a-dire tel que eette droite passe ä
l'infini dans la nouvelle figure; il est elair, d'apros ce qui precäde, que
s'il existe,, pour la figure primitive, un ou plusieurs points qui soient des
centres de moyennes harmoniques par rapport aux proposes et a PS,
tous ces centres devront se changer a la fois, en des centres de moyen-
nes distances pour la nouvelle figure; mais un systöme de points quel-
conques ne sauroit avoir plus d'un eentre de moyennes distances, et pos-
sede cependant toujours un tel point; donc pareillement le systome des
points proposös a toujours un eentre de moyennes harmoniques par rap-
port a une droite donnöe a volonte sur son plan, et ne sauroit avoir
qu'un seul point pareil pour chaque position donnoe de cette droite, ce
qui donne lieu a la proposition suivante.

Une dro i te , p r i se pour axe des or ig ines , 4 t a n t d o n n e e
a vo lon te dans le p l an d 'un Sys teme de po in t s quelconques ,
il existe un au t re poin t et seulement un point, qu 'on peut
n o m m e r le een t r e des m o y e n n e s h a r m o n i q u e s des p remiers
par r a p p o r t a la droi te proposee , et dont la p r o p r i e t o est
teile que, si d'un poin t q u e l c o n q u e de cette d ro i t e , on m^ne
des p r o j e t a n t e s aux p o i n t s d o n n o s , Taxe (27,) des m o y e n n e s
h a r m o n i q u e s de t o u t e s ces p r o j e t a n t e s , par r a p p o r t ä la
dro i te donnoe, ira t o u j o u r s passer par le po in t f ixe ou een-
tre des moyennes h a r m o n i q u e s d o n t i l sagit.

30. Les propri£t£s ci-deseus du eentre des moyennes harmoni-
ques de points quelconques situos sur un plan, se rapportent evidemment
(24.) a celles que nous avons nommoes p ro j ec t ives ; donc si, d'un point
quelconque de Fespace, on fait la projection ou perspective de la figure
stir im nouveau plan quelconque, le eentre des moyennes harmoniques
des points propos4s ne cessera pas d'4tre un eentre de moyennes harmo-
niques en projection, par rapport a la droite qui reprlsente Taxe des ori-
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gines harmoniques du premier Systeme j on pourra donc dire aussi que,
dans Tespace, la p r o j e t a n t e de ce point est Taxe des moyennes
h a r m o n i q u e s des projetantes qui appartiennent aux points propos^s, et
cela non d'une maniere absolue, mais relativement au plan p r o j e t a n t
de la draite d'ou se eomptent les segmens harmoniques, plan qu'on peut
aussi nommer pour cette raison, p l a n des or igines ha rmon iques .

Ces definitions sont ovidemment des extensions de celles de Fart. 27.
relatives aux faisceaux de droites convergentes tracoes dans un m^me
plan, et elles donnent lieu a Γέηοηοέ qui suit:

Un syst me de p o i n t s que l conques o tan t s i tuo dans
un m o m e p l a n , e t un p l a n q u e l c o n q u e e tant donn a vol n te
d a n s l 'espace, s i , d 'un po in t choisi a r b i t r a i r e m e n t d a n s ce
d e r n i e r plan, on mene des d ro i t e s ou projetantes aux diffo-
r ens poin ts du p r e m i e r , puis qu'on de te rmine , par rappor t
au second p l a n cons ide re comme plan des origines, Taxe
des m o y e n n e s h a r m o n i q u e s de ces droites, tous ses axes sem~
blab les i r o n t passer par un m £ m e point, qui sera(29.) le cen-
tre des moyei ines h a r m o n i q u e s des proposos, r e l a t i vemen t a
la d ro i te d ' i n t e r sec t ion de son p lan et du p lan des origines.

31. Maintenant il ne nous sera pas difficile d'4tendre ces consi-
d rations au c^s ou les points proposos ,̂ B, C, D, . . . . (Fig. 9.) au
lieu d'etre sur un m me plan, sont situos d'une maniέre quelconque
dans Γ-espace.

Remarqu ns d'abord qu'un Systeme pareil a toujours un centre de
moyennes distances et n'en a qu'un seul dont la propri^to est que, „si
„Γόη projette par des para l le les que lconques , tous les points pro-
„poses sur un plan arbitraire, la projection de ce centre sera encore le
„centre des moyennes distances de la projection des autres points du
„syst£mej c'est- -dire que la projetante qui lui est relative sera Faxe
„des m o y e n n e s d is tances de celles des autres points de la figure."

Mais, d'apres les principes que nous avons otablis dans le Trai to
des propr i i tes p ro jec t ives (Supploment No. 5.6.et suit.), la fegure
qu'on yient de consid rer peut toujours 4tre censoe la p rsp ct ive en
relief d'une autre, dans la quelle tous les points a Tinfini de Tespace,
relatifs έ la premiere, sont remplacos par ceux d'un plan uniquej de
sorte que les differens faisceaux de projetantes paraltM&s de cette figure,
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sont devenus des faisceaux de droites convergeants en des points de ce
plan* De plus, dans la nouvelle figure, les centres et axes de moyennes
distances sont devenus (30.) des centres et axes de moyennes harmoni-
ques par rapport au plan dont il s'agit ou aux droites qui le concernentj
et d'un autre cote, quelle que soit la Situation d'un plan a l'ogard d'un
Systeme de points quelconques donnös dans l'espace, on peut toujours, d'a*
pres les principes cites, considorer ce Systeme comme la perspective en
relief d'un autre pour lequel le plan dont il s'agit est passo ä Tinfinij
donc enfin:

Un Systeme de po in t s que lconques , et un p lan etant
d o n n e s dans l 'espace, i l existe t o u j o u r s un aut re po in t et un
seul point , qu 'on peu t n o m m e r centre des moyennes harmor
niyues des proposes par rapport 'au plan que cons idere
en pa r t i cu l i e r , et dont la p ropr io to est teile que, si on le
proje t te a ins i que tous les proposos sur un n o u v e a u p lan ar-
b i t ra i re et a par t i r d'un point que l conque du premier pr is
pour c e n t r e de p ro jec t ion , i l d e m e u r e dans cette p r o j e c t i o n
un cen t re de moyennes h a r m o n i q u e r e l a t i vemen t ä la droi te
d ' i n t e r s e c t i o n des deux p l ans j c 'est-ä-dire que la p r o j e t a n t e
qui le r e n f e r m e est (30.) Taxe d^s moyenes h a r m o n i q u e s de
t o u t e s les autres, re la t ivement au p l a n qui con t i en t tous les
e e n t r e s de p ro jec t ion , et qui est encore ici le plan des
orlgines harmoniyues.

32. S'il otoit permis de se servir du compas ou du traco des par-
alleles, ce qui procnde montre assez comment on devroit opörer pour ob-
tenir le cen t re des mpyenneä ha rmon iques d'un Systeme de points
queteonques situos dans tm plan ou en gönoral dans Fespacej car, en
mettant le systome de ces points en perspective de fagon que la droite
ou le plan des origines harmoniques, qu'on s'est donno arbitrairement,
passe a Tinfini, tout reviöindrait a döterminer le centre des moyennes di-
stances de$ points da la nouvelle figure et a le projeter sur la premi£re.

Mais, si Teut simplement opörer avec la regle, il faudra s'y
prendi*e d'une autre maniere.

Par exeinple, $i les points proposes A, B, C9 D9 (Fig. 9.) sont
dans un widme plan^ ainsi que la droite PS qui sert d'origine aux
segmens harmoniques^ il faudra, de deux points difforens S, *S/ de cette
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droite, faire la perspeötive ou projectibn centrale des pröposds sur deux
droites arbitraires telles que pd par exemplej cherchant enSuite, par les
procedes du No. 24, et pour chaque dröite pä, le centre des moyennes
harmoniques y des points a, b9 c, d, . . . . de la projection, et celä par
rapport au point p qui appartient a Taxe PS des origines harmoniques,
les projetantes g S des centres partiels aihsi obtenus, iront se couper au
centre unique (29.) Q des moyennes harmoniques que cherche.

Si les points proposes A> B? C, . . . . ötoient situos d'une maniere
quelconque dans Fespace, il suffiroit ovidemment de remplacer, dans les
operations ci-dessus, Taxe PS des origines harmoniques et les transver-
sales arbitraires pd par des plans. >

33. Mais on peut aussi oporer directement sur les points proposes,
sans recourir a la projection, ainsi que cela se pratique lotsqu'il s'agit
de trouver le centre des moyennes distancesj et cette mothode aura en
möme temps Tavantage d'^tre plus expoditive que la prec^dente.

Pour cela, il suffit d'observer, d'apros ce qui precede, que Tun de
ces systemes peut toujours otre envisag^ comme la perspective de Tau-
tre, et qu'il n'y a de difference entre eux, qü'en ce que? pour le cas des
moyennes distances, le point, la droite, le plan qui servent d'origine aux
segmens harmoniques, sont situ es entierement a Tinfini, ,de sorte que
les systemes de lignes qni y convergent sont des systomes de paralleles,
tandisque les divisions harmoniques sont remplacees par les divisions en
parties egales, et v ice versa pour Tautre Systeme de points.

Soient, par exemple, ,̂ B, C (Fig. 10.) trois points quelconques
dont il faule trouver le centre des moyennes harmoniques Q par rapport
a la droite JRP^· on se rappelerat que, dans le cas ou la droite PP' est ä
Tinfini, et ou le point Q devient (Fig. 11.) le centre des moyennes di-
stances de A9 B9 C, on n'a qu'a prendre les points milieux 7, y', qlf des
cötes du triangle ABC, et a joindre par une droite chacun de ces poinU
au sommet opposö du triangle 5 car ces droites donneront, par leur croi-
sement, le point Q demande. Oporant donc de la möme maniere sur le
triangle propose ABC (Fig. 10.), en prenant (2. et 7.) pour les points
99 9*9 9"> les centres de moyennes harmoniques des couples de sopimets
correspondans, et cela en choisissant pour origines respectives des seg-
mens harmoniques les points P, P', P", ou les cot^s du triaugle ABC

reiicontrer la droite PJP7, le point* Q9 aiusi coBStruit, sera le-cen-
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tre des moyennes harmoniques des sommets A9 B9 C par rapport ä
cette droite.

34. Pour le cas de quatre points A9 B, C, D (Fig. 12.), dont on
reut avoir le centre Q des moyennes harmomques par rapport ä la droite

", on prendra ces points pour les sommets d'un quadrilatere ABCD,
dont on prolongera les cötes jusqu'a la droite P1 P11; on determinera en-
suite les centres des moyennes harmoniques y, y', y", yui des paires de
sommets appartenans ä chaque coto, et cela relativement au point de ren-
contre de ce cöto et de la droite P* P"; joignant ensuite ceux de ces cen-
tres qui se trouvent sur;iks cotos oppos^s du quadrilatere, on aura les
droites yf, y/y/// dont Tintersection Q sera le point demandoj car c'est
ainsi qu'on opöreroit si la droite P'P'9 passant Tinfim, il s'agissoit de
determiner le centre Q des moyennes distances des points A, B, C9 D.

On pourroit d'ailleurs remplacer le quadrilatere AB CD par tout
autre qui auroit les m£mes sommets j on pourroit aussi chercher le cen-
tre des moyennes harmoniques de trois quelconques des points proposos,
et le joindre au quatrieme par tine droite qui devroit renfermer le point
cherche etc.; dans tous les cas on obtiendra un point unique Q, comme
cela a lieu lorsqu'on suppose Faxe des origines PXP" ä Tinfini.

<&35. Si aVoit cinq points ä considorer, on rechercheroit d'a-
bord le contre des moyennes harmoniques de quatre quelconques de
ces pointsj -et la droite qui le joindroit au cinquiome, renfermeroit le
centre des moyennes harmoniques du systöme total des points don-
nös; une nouyelle Operation ahalogue donneroit donc ce centre lui-
möme. En gon^ral, on pourra prendre le centre des moyennes har,mo-
niques d'tm certain nombre de points, puis le centre pareil des points re*
stansj la droite qui renfermöra les deux centres ainsi trouvos contiendra
aussi celui du systöme total des points donn^s. Mais, au Heu de recher-
cher une nouvelle droite qui contienne ce Jernier centre, on pourra se
contenter de doterminer, sur la premiere (9. et 12.), le centre des mo-
yennes harmoniques des deux centres partiels d4ja trouvos, relativement
aux nombres qui marquent de combien de points ces centres respectifs
proviennent etc.

Oa voit comment il faudroit sfy prendre potir un nombre qüel-
conque de points qui seroient suppbsos dans l'espace; il suffiroit, dans les
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operations ci-dessus, de remplacer la transversale P1 P1 parun plan, ainsi
qu'il a dej ete explique (32.)· " , .

36. Ce qui procede est simplement relatif au cas ou les coeffi-
ciens pumoriques, par rapport auxquels on prend les centres de moyen-
nes harmoniques, sont ogaux a Tunite ou ogaux entre euxj mais il est

vident d'apros les art. 26., 27. etc. que tout ce que nous avons pu dire,
jusqu' prosent, de ce cas particulier, est immodiatement applicable ce-
lui ou les coefficiens seroient des nombres quelconques rop ndant respec-
tivement aux points donn s. Ainsi, par exemple, si Γόη a trois points
A9 B, C (Fig. 10.) dont w, m'9 m11 3ont les coefficiens n moriques re-
speetifs, et qu'il s'agisse d'en Irouver le centre des moyennes harmoni-
ques Q, par rapport ces coefficiens et a la droite P, P1* on prendjra
d'abord (9. et 12.) le centre des moyennes harmoniques y des points A
et B, par rapport aux coefficien m et m? qui leur correspondent, et au
point P de la droite des origines ΡΡ*> puis on prendra pareillement le
centre des moyennes harmoniques y4 des points B et C, par rapport aux
coefficiens numariques m/ et mtj et au point P' de PP*> les droites gC
et η1 A iront encore se croiser au point Q demando, et il en seroit de
de m^me de la droite q"B9 qui appartient au centre des moyennes har-
moniques y" de A et de C, par rapport aux coefficiens numoriques m
et m11 de ces points.

En effet, si Γόη met la figure en perspective de fagon que la
droite PP/ passe a Tinfini, le point Q deviendra videmment le centre
des moyennes distances des points A9 B9 C par rapport aux coefficiens
respectifs m, m'9 m".

D'apres cet exemple et d'apros ce qui a &έ dit pour le cas par*
ticulier ou Igs coefficiens nuinotiques sont gaux l'unito, on voit ce
qu'il y auroit a faire pour celui ou Γόη auroit un nombre quelconque de
points auxquels correspondroient respectirement des coefficiens numori-
ques donn6s, s'il s'agissoit de trouver, pour ces coefficiens, le centre des
moyennes harmoniques des points dont il sagit.

37, II n'est pas inutile d'observer que le cas particulier οά les
coefficiens numoriques sont 4gaux entre etuc ou ogaux a Tunito, d nne
lieu a des simplifications notables dans la construction gonorale ci-dessus
du centre des moyennes harmoniques. Car, par exemple, a'il s'agit des
sommets d'uii triangle ABC (Fig. 10.), tout consistera alors, pour avoir les
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250 22, J. V. Poncelet) Mfmoire sur les centres de moyennes harmoniques.

droites cy, Aq1 et Jty" qui contiennent löur centre 0 des moyennes
harmoniques, de former un nouveau triangle A'fö'C' circonscrit au pre-
mier, et dont ies cötös aillent concourir respectivement aux points P, P'
et P" oü les cötos qui leur sont opposos dans le premier, vont rencon-
trer Taxe ou le plan des origines harmoniques PP/; en effet en se repor-
tant a la projection (f'ig. 11.), out Ton supposePP7 ä Tinfini, il sera facile
fle voir quö les droites ^' ^ CC1 qui joignent les sommets opposes
des triangles seront procis&ment celles qui se croisent au point Q deniando.

On peut d'ailleurs remärquer que le triangle inscrit y f ' y " } qui a
ses sommets aux centres dos moyennes harmoniques y, f, y" des cötos
du propose ABC, jouit, a son ^gard, des m^mes proprietos que le triangle
circonscrit ^' ' / de sorte que, si connoissoit seulement i'tm quel-
conque q de ses sommets, on obtiendroit les deux autres par le simple
trace des droites P*y"y, P"y'y.

38f Plus gen^ralement, si Fön a un nombre quelconque de points
A, B, (7, D (Fig. 12.) situos ou non däns un m£me plan, et que P/P//

soit Taxe ou le plan des origines harmoniques, il suffira de connaltre le
centre des moyennes härmoniques y de detix quelconques A, B de ces
points, pour en doduire sur le champ, ceux qui appartiennent a tous les
points proposes en les prenant deux a deux.

Supposons, par exemple, que les points A, B, C9 D, * . . . soient
pris pour les sommets d'un polygone ABCD . . . . , il sera tr£s facile d'ob-
tenir, sur chaque cöte, le centre des moyennes harmoniques des sommets
adjacens; car, d'apres ce qui pröcäde, pour atoir le centre des som-
mets B et C, ayant dojä le centre y de A et JB, on n'aura qu'ä tracer
la droite yy/ qui va rencontrer Faxe des origines harmoniques P/P// au
meme point que la- diagonale AC du polygone appartenant aux trois
sommets consecutifs A, B9 C que Fön consid£re.

Pafreillement, pour obtenir le centre ,y" qui appartient au cotö sui*
Vant CD, on n'aura qu'a tracer la droite y'y" qui va rencontrer Faxe des
origines au point oü le rencontre la diagonale BD, d^terminoe par les
&ototaets extremes des cotis JBC et CD que Fön considore et auxquels
appäirtiönnent les points / et y". En continuant donc aitisi jusqu'au der-
niet* Ü0t6 du polygone ABCD...., on formera tift nouveau polygone
9> .9'* 9"> 9*" · · · · inscrit au fremier, dotit le* COtis rencohtrerOnt re-
spectivämönt Faxe des origiftes P/P'/ aux points ou le coupent les diago-
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nales du premier polygone qui joigiient ses sommets alternatifs, et dont
les sommets seront proeisement les centres de moyennes harnpioniques
qu'on cherche sur les c tos du polygone ABCD...

II est clair qu'ayant une fois les centres de moyennes harmoni-
ques des differens cches du polygone ΛΒ€Ώ. .. *, on aura, sans peine, ce·
lul· qui appartient a une diagonale ou a deux sommets quelconques, oar
cette diagonale est elle-m me le dernier c t4 de Tun ou de l'autre des
polygoneS dans lesquels eile divise le proposo, polygones dont on connolt
dej les centres de moyennes harmoniques des differens c tos l'excep-
tion de celui du dernier, qu'on po rra obtenir ainsi par le traco des sim-
ples lignes droites.

39. Toutes ces constructions peuvent d'ailleurs s'etablir directe-
ment, en supposant qu'on mette la figure en perspective5 de fagon que la
droite ou le plan ΡΦ" des origines harmoniques passe a Tinfinij et Γόη
voit en m4me temps quelle espece de simplifications elles apportent dans
la dotermination ci-dessus (art 35.) du centre des moyennes harmoni-
ques d'un nombre quelconque de points situes a volonto sur un plan ou
dans Fespace^ or ces remarques ne sont pas simplement curieuses comme
on va s'en convaincre par ce qui suit.

En effet, ce qui procode fournit un moyen tr&s simple et tres ex-
poditif pour construire, sur une droite pd (Fig. 9.), le centre des moyen-
nes harmoniques y d'un nombre quelconque de points a, 6, c9 . . . ., par
rapport a un dernier point p pris pour origine de segmens harmoniques;
car, ayant meno d'un point quelconque S situo au dehors de la droite
pd9 les projetantes Sa, Sb, Sc, Sd, . . . ,, puis, ayant pris, a νοίοηίέ,
de nouveaux points A, B, C, D9 . . . . sur chacune d'elles et ropondant
respectivement a ceux dont on cherche le centre des moyennes harmo-
niques, tout consistera construire, comme il vient d'£tre expliquo dans
ce qui procede, le centre pareil Q des pointe A9 B, C9 D9 . . . . par rap-
port a PS pris pour axe des origines, et k pro jeter pe centre, dfe »5, sur
pd, en y qui sera (28. et 29.) le point demando.

40. Cette construction est plus simple que celle qui a &e indi-
quee art 14., et Γόη peut remarquer qu'elle s'&end immodiatement au
cas g4n4ral o le centre y des moyennes harmoniques que Ton cherche,
e?t relatif (26.) a des coefficiens numiriques quelconques i», m', m"> ....
repondant respectivement aux points donn s «, b9 c9 d% ., . . ., puisqu'il
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suffit 4videmment, au lieu de se borner a ne prendre qu'un seul point
A9 B9 C9 . * , . sur chacune des projetantes Sa9 Sb9 Sc9 . . . . qui ap-
partiennent aux proposes, d'en choisir autant qu'il est marquo par le coef-
ficient num4rique relatif a cette projetante ou au point d'o eile dorive.

Quf Ton ait, par exemple, deux points a9 b auxquels correspondent
respectivement les coefficiens numoriqu s m et m'9 on devra prendre m
points arbitraires sur la projetante Sa9 et m* points pareils sur la proje-
tante Sb; cherchant ensuite le centre Q des moyennes harmoniques de
ces w-f"*72' points et le projetant en g sur pb9 p sera le centre des mo-
yennes harmoniques de α et de b relativement a m et m'; c*est-a-dire
qu'on aura (9.)

τη —p· τη τη « τη

ou (24.) ΡΊ Pa Ρ ' '

ap ~ bp 9 '
en ayant £gard a la regle de signes posoe art. 17.

Les points A9 B9 C9 . * . . qu'on doit prendre sur les diverses
projetantes Sa9 Sb9 Sc9 . . . . pouvant avoir une positibn quelconque,
on deyra profiter de cette indotermination pour simplifier led oporations
relatives a la recherche des points Q et y; mais ces simplifications se
prosentent d'une maniore trop facile, dans les projections de la figure ou
ces points devieiinent des centres de moyehne$ distances, pour qu'il soit
nocessaire d'entrer dans des dotails; et Γόη seroit conduit d'ailleurs a des
resultats qui n'auroient qu'un loger avantage sur ceux de l'art. (9.) et βμίν.
o Γόη ne considere simplement que deux points a9^b et les coefficiens
numeriques m et n relatifs a ces points.

Application de la theorie du centre, des moyennes harmoni-
ques aux propridtes des figures rectilignes et polyedrales.

4t. La theorie qui vient de nous occuper doiine lieu a un grand
nombre de propriotos nouvelles concernant les, figures rectiligneS} beau--
coup de ces propriotis βηΐίέΓβηίίβηΙ analogues έ celies qu'on deduit ordi-
nairement de la theorie du centre des xiioyennes distances, sont'par la
m^me facil^s a d couvrir et peuveiit 4tre abandonnoes aux investig^tions
du lectelirj mais il'to est d'autr^S qui, se rattachant des propri4t<l$ du
centre dts moye»nes diatances non aussi go 4rat@mitit connues, et
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otant susceptibles d'etre transportoes dans la theorie des courbes et des
surfaces goomotriques, meritent qu'on leur accorde une attention plus
particuliere; or c'est a cet objet que nous allons consacrer les dernieres
pages de ce Memoire.

Remarquons, en premier lieu , que la plupart des principes que
nous avons otablis sur le centre des moyennes harmoniques, peuvent
£tre envisagos comme autant de propri&os distinctes des figures compo-
posees simplement de points, de droites et de plans quelconques.

x Par exemple, les principes des No. 24. et suiv. conduisent imme-
diatement ä cet enonco:

„Etant donne a volonto^ dans un plan, un faisceau de droites pro«
„jetantes S p, Sa, Sby Scf . . . . (Fig. 7.), c'est-a»dire conrergeant en
„un m£me point S, si, ayant choisi Tune quelconque d'entre elles S p
vpour axe des origines harmoniques, on mene arbitrairement des trans-
?)versales droites ps9 p*s', . . . . dans ce faisceau, puis qu'on determine,
„sur chacune d'elles, le centre des moyennes harmoniques y, / , . . . .
^,des points dlntersection a, b9 c9 ...., a'9 o7, c',... ., qiii lui appartien-
„nent, par rapport aux points p9 p', .. . . de Taxe S p des origines haf-
„moniques et relativement ä des coeflficiens num^riques quelconques (26.) j
9>!a suite des centres pareils sera une seule est meme droite Sy, passant
„par S, et que nous avons nommoe Taxe des moyennes harmoniques du
„faisceau forme par toutes les autres projetantes/*

42. Au lieu de mener arbitrairement les transversales p s, />V, *. <,,
on peut exiger qu'elles passent par un m£me point du plan de la figure,
et prendre ce point, sur Taxe S p des origines harmoniques, en p par
exeniple, au quel cas cet axe devient inutile pour doterminer les centres
y, puisque le point p est, pour toutes les transversales, Forigine commuae
et unique des segmens harmoniques: le tfcuoor^me ci-dessus ^subsiste 4vi-
demmtmt toujours; mais ainsi particulariso, il offre Tavantage singulier
de pouvoir s'4tendre un Systeme\de droites queloonques situ^es dans un
plan, et non plus simplement a «n systöme de droites canvergeant e|i un
iriöme point <S; bien plus, pour arriver au thooröme ainsi |;4n4raliso,
suffit, comme on va le voir, de partir du cas particulier #ii Ton na con-
sidöre que deux droites uniques % jet Sb9 cas qui se doduit immodiate-
ment des principes ex,pof^s art.8. et 9. de ce Memoire-
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Soient, en effet, ΛΒ, BC, CD, (Fig. 13.) des droites indefinies
qtielconcfujes situ^es sur un plan, p un point arbitraire pris pour p&k des
transversales pb qui renc ntrent respectiVe ient en 0r, , e9 d, . . . . les
clroites fixes dont il s'agitj je dis que si Γόη ctetermine, sur chaque trans-
versale pb, le centrfe y des moyennes Iiarmoniques des points a> &? c, d, *...
par Rapport au pole py pris panr origine des segmens et aux coefficiens
numoriques quelconques mf m'y m", . . . ., la suite des points y sera
une droite unique f ( y r qu'on pourra appeler Taxe des moyennes
h a r m o n i q u e s des droites proposees, relativement p et aux difforens
eoefficiens qui leur correspondent respectivement.

Pour le prouver, considerons d'abord deux droites AB9 BC9 aux
quelles ropondent les coefficiens numeriques m et τη*> s'if sur les trans-
versales pdy nous prenons sans eesse les centres y' des moyennes har-
moniques qui ropondent aux points σ et b de Pangle ABC > et aux eoe'f-
ficiens m et mf, d'apres ee gm pracode, la suite des eentres γ sera une
droite y1 B passant par le sommet de Tangle^ et έ laquelle correspondra
(24. et 26.) un nouveau coefficient m-\-m*. Soit Q le point o cette
droite reneontre CD, la troisieme des droites donnoesj prenons sur la
transversale variable pb, le nouveau centre jK7 des moyennes harmoni-
ques des points c et <f* qui appartiennent aux c tos CDc etBQy^ de Tangle
Q, et cela par rapport au point p et aux eoe'fficiens m11, m-\~m* τέ-
pondans respectivement ces c tes^ le point y" sera le centre des mo-
yennes harmoniques cle a, b, c, et la suite de ees eetitres sera sur une
nouvelle drDite y"Q passanl par Q, la quelle eorrespondra un coefficient
m*}-m'-{-m", et qui rencontrera la quatrieme AD des droites donn^es
en un pornt Q', qu'il faudrai prendre pour nouveau sommet d'angle B.

n rrivera donc, en contintiant ainsi, uae derniere droite yQ* qui sera
Γβ lieu ded centres de moyennea harmoniques de tous les points dlnter^
section a, b> cf d, . » . . de la transversale mdbile et des droites propo-
sees, et qui en sera Taxe des m o y e n n e s I iarmoniques pour les
eoefficiens 'm, rn', mu, ...., et relativement au p&le p; th or&me qu'on
peilt inoncer ΐΓέ$ siniplement de eette mani^r

Un Systeme de droites fue lconques 4 tant donne dans
un plan, si Γόη eoupe ce sjst&me par m n e suite de droites
t ransversa les passant par u» mime poin t ou pole, puis qu'on

^ pour chaque transversale, Ie eentre des moyen-
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nes h a r m o n i q u e s des points d ' in tersec t ion correspondans,
en p r e n a n t le pole pour or igine des segmens; la suite de
tous les cent res parei ls sera une dro i te u n i q u e j c'est- -dire
i*axe des moyennes harmoniques des proposoes par r appor t
au pole et aux cpeff iciens d nn s*).

43. Remarquons que chaque de manieres dont nous avons en-
«eigne (20. 24. 26.) d finir graphiquement ou num&riquement le point
y de la transversale mobile pb, donne lieu a un 4nonco particulier du
th4or£me qui precode. Ainsi, par exemple, si Γόη definit le point y par
la relation

maq , mfbq , m" cq . mtudq- 1 -- -_1 J -- 1 J -- ~-J*

ou par celle-ci
etC. = 0,dp '

-4-m/-f-m//4-... . m , m' , m11 ,ii — ΙΕ — χ — ._ -- j_ ι --- 1 et(r
pq pa pb ' pc * 7

la suite des points 7 sera une ligne droite.
H en sera de meme evidemment de la suite des 'points y deter-

min^s par la relation plus gen^rale
k m , γη* · τη" ,— = -- h -V H --- l· etc.,pq pa ' po pc * 7

dans laquelle ^ est un coe'fficient numerique quelconque. Maintenant si,
dans cette derniore relation, on suppose tous les coefficiens gapx a Fu-
nito, on retombera sur le cas particulier domontre directepqt^nt par Mac -
Laur in , dans son Trai te des lignes g om triques, & Taide du
principe de Tart. 7. qui lui est du* Mais on peut g^noraliser d'avantage
encore ces diverses propositions.

44. Si nous rempiagons en eiFet, dans le thooreme ci-dessus, les
differents droites donnoes par des plans situ^s d'une maniere quelconque

*) Daus l« cae particulier ou, les coefficiens r/j, m', . . . . etant egaux a Γαηίΐ6, on ne con-
aidere que le Systeme de trois lignes droites, et o Γόη prend pour pole p le centre de gravite ou
des moyennes distances dt» triangle forme par ces droites, Taxe des moyennes harmoniques passe
tout entier a l'infini, et Γόη a, pour une transversale quelconque issue de γ -et rencontrant en
a, >, <?, les cdte's du triangle,

— + —t,4·—·= °i ' · ·pa .pb . pc * . i
^t, en effet, cette relation» en ayant ^gard a la -loi des eignes (17.), est satisfaite (pour les trois posi-
tions de la transversale o eile passe par Tun des sommets du triangle; car on a ak>rs, par exemple,
pb est pc =s £pa.

Ce iheoreme a ete dcmontre par Mac-Laur in dans ton Traite des vourbes geometr.tquts.
33*
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dans Fespace; la suite des points tie sera plus simplement sur une
droite, mais sur u» dernier plan qu'cm pourra noqimer le p l a n des
moyennes ha rmoniques relativement au pole des transversales.

On pourrüit etablir ee theor&me directement et d'une maniere ana-
logue ä celle que nous venons de mettre en usage pour les syst&mes de
lignes droites, en partant du cas particulier, et tres facile a domontrer,
oü n'a que deux plans a considerer^ mais an peut le deduire aussi
tros simplement du theoröme qui pr^cede.

Par le point qui sert de pole aux transversales et d'origine anx
segmens harmoniques, menons, en effet, un plan arbitraire^ il coupera les
plans proposos suivant un Systeme de droites ayant^ d'äpres le theoröme
eito^ une droite uriique pour axe des moyennes harmoniques par rapport
a ce p^lej ar tous les axes s^mBlables se rencantreront ovidemment deux
a deuxj done its seront tous compris dans un seul plan, qui sera le plan
mSme des moyennes harmoniques des proposos, suivant la dofinition ad-
mise ci-des&us, Ainsir

Un Systeme de plans quelconques a louj 'ours^ par rap-
port ä un point f ixe pris pour origine et pour pole des trans-
versales un p lan u n i q u e des moyennes ha rmon iques , c'est-
a-dire renfermaßt tous les centres de moyennes harmoni -
ques des fpoi»ts d'interseetian qui a p p a r t i e n n e n t aux diver-
ses- transversales*·

45. Benapta^ons en€orer d&ns fe fh^orome de Fart. 42., le pole
par une droite servant d'axe des origine^ harmoniques, les transversales
droites par des plans transversaux passant par cet axe; enfin supposons
les droites ppoposees skuees iune maniere quelconque dans l'espacej je
dii que lai suite des centres (29*) de moyennes harmoniques des points
d'intersection de ces droites et des diiferens plans transversaux, par rap-
port ä' Faxe commurr des origines, sera une derni^re ligne droile, qu'on
pourra nommer Taxe Je moyennes harmoniques des proposoes par
papport aui premier axe»

Projetfons,. en effef, sur un plan quelconque> Ie Systeme des droites
prop0s£es et l'axö de^ origihes fiarmoaiques, a partir d'un point quelcon-
que de cet axe pris pour cenfire de projectio», c^^t-ä-dire de fa^on que
©et axe JF dbvienne un point| tous les plans transversaux seront reprö-
santes par des droites en projection, et les eentres de moyennes harmo-
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niques qui appartiennent aux points d'intersection de ces plans et des
droites proposoes resteront encore (29.) de pareils centres pour les points
de la projection, par rapport au point ou pole |qui reprosente Taxe des
origines harmoniques j mais ces derniers centres sont (42.) sur une droite,
donc les autres restent dans le plan projetant unique de cette droitej et,
comme pareille chose doit avoir Heu pour tout autre centre et tout autre
plan de projection, on voit que les difforens centres de moyennes harmo-
niques que Γόη considere dans Fespace doivent se trouver Untersection
commune, et par consequent unique, de tous les plans projetans analogues
a celui qu'on vient dexaminer en particulierj donc enfin nous pouvons
enoncer ce th£or£me:

Un Systeme de droi tes que lconques e tant d o n n e dans
l'espace, si Γ ό η coupe ce Sys teme par une suite de plans
t r ansve r saux passan t par une mome dro i t e ou c l ia rn ie re j
puis qu'on de te rmine , pour chaque plan, le cent re (art 32. et
suiv.) des moyennes harmoniques des points d ' in te rsec t ion
qui lui a p p a r t i e n n e n t , en p renan t la charn i£re pour axe des
origines h a r m o n i q u e s j la sui te de tous ces centres sera une
meme droi te^ axe des moyennes h a r m o n i q u e s des proposees.

46. Supposons que^ dans les figures relatives aux th^or mes qui
pr^cedent, le point et la droite qui servent de pole ou de charniore aux
droites et aux plans transversaux, passe a Tinfiini, ces syst^mes de droi-
tes et de plans transversaux deviendront respectivement paralleles, et les
centres de moyennes harmoniques des points φιι s'y trouvent, se change-
ront (26. et 29.) ei* des centre» de moyennes distances; on arrivera donc,
pour ces derniers centres, έ des thoor mes qui ne seront que des cas tr s
particuliers de ceux dont il s'agit, et qu'il sera d'ailFeurs tros f cfle α'ίέ-
tailir directement d'apres les propri&& g4noralfement connues^ de cette
sorte de centres. Or, en partant dela, an pourra rociproquement s^Iever
aux thoor^mes gon^raux par des principes de projection analogues CBUX
qui ont eto mis en usage dans le chapitre pr^eodent (3t.)? ctar* 011- re-
marquera aisoment que la figure relative a Tun de ces syst6me > peut
toujours 4tre regardd comme la perspective plane ou en relief de Faufre^

47. La doctrine du centre des moyenne* harmcrniques dbnne Eeu
a plusieurs autres propriot^s g^n rales des systdmes de pointls,s de droites
et de pla s, qui ne le cedeirt ea vien» pour rologanceje a celles qui proee*
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Parmi ces proprri4tos, oft peut ranger les principes memes qui otit
ete önoncos art. 29. 30. et 31., lesquels sont purement relatift ä des sy-
st&mes de points quelconques rang^s sur un plan ou dans l'espace; nous
nous contenterons d'en indiquer rapidement quelque^ autres, qu'il n'eüt pas
4t6 .convenable d'examiner aux endroits cites.

Soit un Systeme de plans quelconques passant par une m£me
droite; concevons un dernier plan par cette droite^ dont les difforens
points soient pris pour origine des segmens harmoniques, et qui sera par
consoquent le plan des origines harmoniques relativement a tous
les autres. Cela poso, tragons a volonte une droite transversale f et do-
terminons sur eile, le centre de moyennes harmoniques de toutes ses in-
tersections avec les derniers plans par rapport au point de section du
plan des origines j il est evident, d'apres les principes poses art. 42. «t 44,
que ce centre et tous ses semblab les se ront compris däns un
seul et meme plan passant par la dro i te c o m m u n e aux pro-
posös, et qu'on pourra nommer le p lan des moyennes harmoni -
quee de cetix-ci par rapport au plan des origines. Ce möme faisceau de
plans convergeant en une möme droite, sera 4videmment tel que toü t
plan t ransversal y do te rmine ra un faisceau de dröites con-
cour ran t en un mdme point , et ayant (27.) un axe des origines et
uri axe des moyennes harmohiques j enfin il existera en t re les si-
nus et les t angen tes t r igonomotr iques des angles form^s par
ces plans, des re la t ions ana logues a celles que nous avons
vu (18. et 19.) appa r t en i r aux f a i sceaux ha rmoniques de sim-
ples dröites p ro j e t an t e s s i tuees dans un p l an unique, mais
qui seront plus gonorales 4tant relatives k des coefficiens num^riquee
quelconques.

48. Supposons maintenant que tous les plans proposos concourent
simplement en un möme point; en prenant une droite arbitraire, passant
par ce point, pour axe des origines, le ' l ieu des centres harmoni -

v ques relatifs aux diverses transversales qui s 'appuyent sur
•ci* axe sera ov idemment encore un plan u n i q u e passant par
le point commun aux propos^sj car il renfermera ^ la fois et tous
les axes 4e moyennes harm<miques (27.) des faisceaux de droites conver-
gentes S^rmitioes dans les plans propos^s par tout plan trartsriersal pias-
$aiit par Faxe des origines, et tous les axes de moyennes harmoni-
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22. J. f . Poncelet) Mdmofce sur le& centres de moyennes harmoniqiies. 259

ques (42.) des systßmes de droites xesultantes de Tintersection de ces
mes plans par un plan transversal ärbitraire, relativement au foint
ce plan rencontre Taxe des origines ; ee qui n€t sauroit avoir Ü£U ^
demment sans qu'il ne soit un seul et meme plan.

4$, Ces lemmes etant &ablis, concevons un Systeme de
points quelconques dans l'espace, et un plan pris pour plan
des origines h a r m o n i q u e s j par une droi te que lconque de ce
plan, inenons de n o u v e a u x plans Ters les points donnos, et
doterminons pour chaque Systeme pareil (47*), le p l an des
moyennes harmoniques par r appor t au plan commun des
origines^ ce plan et tous ses semblables passeront par un
seul et m£me point (31.), cen t re des moyennes h a r m o n i q u e s
des proposes.

Ce thooröme offre, comme on voit, une autre maniere d'enoncer
le principe de Fart 31. cito.

Concevons encore un Sys teme de droi tes que lconques
si tuees dans l 'espace, et p renons une de rn i e r e dro i te arbi-
t raire pour axe des origines ha rmon iques j cela poso r d 'un
point q u e l c o n q u e de cet axe, menons aux diverses dro i tes
des plans, et p r e n o n s (48.), par rappor t a Faxe dont il s'agit,
le p l an des moyennes h a r m o n i q u e s de ce Sys teme de p lans ,
ce plan et tous ses semblables passeront (45.) par une seule
et meme d r o i t e qui sera Taxe des moyennes h a r m o n i q u e $
des proposoes.

50. Les divers exemples que nous venons de donner, doivent suf~
fire pour montrer la nature des propositions qu'il est possible de deduire
des divers principes de la doctrme du centre des moyennes harmoniqiiesy

pour les systömes de points, de droites et de plans quelconques. II j era
auroit d'autres bien plus difficiles a etablir, et qui sont en quelque
les reciproques des precodentes: ainsi^ par exempler ayant vu (42.)
le Heu des centres de moyennes harmoniqueai des diff^rentes
passant par un point ou pole, et reneontrant un systöme de droites
nöes dans un plan, est une seule et derniere droite, axe des» moyenne«
harmoniques des proposoes, on pourroit se demander r^ciproqu'em^nt
quelle est Tenveloppe de tous les axes semblables de moyennes harmoni-
ques des differens points d'une meme droite prise dans le plan des pro-
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260 22. J. V. Poncelet9 M^moire sur les centres de moyennes harmoniques.

posoes etc.j mais cette question et toutes ses analogues exigent d'autres
principes pour rosolues, et elles se rattachent intimement a la theorie
des courbes g&>m£triques, que nous nous proposons d'&ablir dans d'autres
memoires, auxquels celui-ci ne sert pour ainsi dire que d'introduction.

H semble d'ailleurs qu'on ne trouvera pas superflus et donuös d'in-
t4r&t par eux-m£mes, les doveloppemens dans lesquels nous renons d'en-
trer, et dont la plupart nous seront tres utiles pour la suite de ces re-
cherches. Par ces mömes considörations, nous croyons. pouvoir, avant
de terminer, ajouter ä tous ce qui pr^cede, quelques roflexions tendant
a modifier et ä rendre plus concis Fenonco de plusieurs des th^or^mes
qu'on vient de faire connoltre, en m£me temps qu'elles serviront ä ^tablir
Tespece de^ dopendanCe qui existe entre la theorie des centres de moyennes
harmoniques et les principes d&ja connus de la thoorie des transversales.

51. Considorons le Systeme de trois droites quelconques, p A, p B,
P C (Fig. 14.), situoes dans un plan et convergeant en un möme point p ;
soient , et y trois points quelconques de leur directions respectivesj
on ,aura, pour exprimer que ces trois points sont en ligne droite:

triang. = triang. «/>ß + triang.
et par consoquent:

pu.py.sinapy ==s pu.pß. &in&pß-%- .
d'oü, en divisant tput par le produit />a./?ß./>y,

sinApC—a = sin4pB -- \~sinBpC — .r pß pr r pa
Supposons que le point soit, par rapport a p9 le centre des mo-

yennes harmoniques des points a, af
9 a", .... situ^s sur la droite p A, et

cela pour les coefficiens num4riques quelconques w, m', m", . . . ., pa-
reillement que soit le centre des moyennes harmoniques des points
h, i', fe", . . . . de p B par rapport a p et pour les m£mes coefficiens,
qü'enfin y soit le centre pareil des points c9 c'9 c", . . . , j le nqmbre des
points situos sur chaque droite etant d'ailleurs le mome, on aura (26.):

_ *?etc. _ z,^—

_ ^ / m \
~~ »''

dans les quelles S est le sigtie abrego de somme*
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22. /. V. Poncejety M^moire sur les centres de moyennes harmoniques. 261

Si nous mettons ces valeurs des rociproques fle /?#, pß, py dans
la relation trouvee ci-dessus, eile deviendra,

nouvelle relation qui permet d'exprimer ainsi tres simplement le theo-
r^me du No. 43.

Ayan t sur un plan un sys tome de droites q u e l c o n q u e s
abc9 a'b'c'9 aub"cu

9 . . . ., si, d 'un po in t p pris a v o l o n t e sur
ce plan, on mene trois t ransversa les a rb i t ra i res pA9 pB9 pC
r e n c o n t r a n t respec t ivement les p roposees en a, «', a", . . . .,
Ä, b', b"9 . . . ., c9 c'9 c"9 . . . . j on aura c o n s t a m m e n t , pour des
coef f ic iens n u m ö r i q u e s w, 772', m"9 ..... a p p a r t e n a n s re-
spec t ivomen t a ces m ^ m e s droites,

II est evident, en effet, que cette relation exprime tout autant que
le theoröme de Fart. citej car on en conclut d'abord que le centre des
moyennes harmonique de a, a'9 a", . . . ., celui de b, b'9 b"9 . . . ,, enfin
celui de c9 c'9 c"9 . . . . sont en ligne droite, quelles que soient les trans-
versales, pA9 pB9 pC menties ä travers le Systeme des proposees j lais-
sant donc deux d'entre elles fixes, et faisant varier la troisieme autour
de /?, on voit que la suite des centres des moyennes harmoniques qui lui
appartiennent, sera une seule et m^me droite.

52. La relation que nous venons d'etablir ci-dessus pour expri-
mer que les trois points a, ß, y situos sur les transversales pA9 pB9 pC
convergeant en un mome point p9 appartiennent a une möme droite, et
la relation beaucoup plus generale, que nous avons deduite du thoor&me
de l'art 43., relativement a un Systeme quelconque de points a, b9 c9 . . . .,
a'9 b'9 c'9 * . . ., a"9 b"y c"9 . . . . situos trois par trois en ligne droite,
doivent 6tre consideroes toutes deux comme des cas particuliers et des
consequences tres simples de celles qui ont Heu pour trois transversales
arbitraires p A, pB9 yC (Fig. 15.) formant par leur rencontre mutuelle
un triangie pyr9 au Heu de converger en un möme point.

En effet, on a alors, comme on sait*), dans les hypotheses ci-dessus,

*) Carnot Essai snr la theorie des transversales, Tratte des praprietes projectives etc.
Crtlle'f JonrnaL III, Bd. 3. Hft. 34
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dans la derniere desquelles (p a) reprosente le produit de tous les segmens
pa, pa', pa", . . . ., (rti) celui de tous les segmens rb, rb'9 r o",
et ainsi de suite pour les autres.

Or, si nous mettons la premiere de ces relations sous cette forme

nous en tirerons la suivante, en developpant et divisant par p r,

qui devient, en remplagant les rapports des cötos du triangle pyr par
les sinus des angles opposos, et en supposant ensuite que p, y, r se con-
fondent en un seul point p (Fig. 14.)

l pu.pr. sindpC = pa.pß. smdpB + pß.gjr. sinBpC,
laquelle est procisement la relation obtenue directement a Tart. 51., pour
le cas ou les transversales p A, p B, yC concourent en un möme point

53. D'apres cela, il est donc naturel de considerer les relations
generales qui concernent un nombre quelconque de points ranges sur les
trois transversales en question, comme etant pareillement des modifica-
tions Fune de Tautrej et c'est, en effetj ce qu'apprend le calcul appliquo
a ce cas general, d'une maniere analogue a celle qui vient d'ötre mise
en usage pour le cas particulier; mais nous etablirons cette consöquence
dans un prochain memoire, independamment de tout calcul, c'est-a-dire
par des considerations purement goomotriques, et cela m6me quels que
soient les points que considere sur les cötes du triangle transversal
pyr; la seule condition ötant qu'ils satisfassent a la relation genorale,
dejä posoe ci-dessus:

Quant au cas present, ou suppose les points a, b, c9 . . . .,
0', V, c', . . . . , ö/7, ox/, c", . . . . situes trois par trois en ligne droite,
la m^me dopendance peut 4tre otablie tres simplement sans recourir ä
des transformations algöbriques prolixes.

En effet d'apros ce qui precede, on aura pour ces difförens group-
pes de points lorsque (Fig. 14.) le triangie pyr s'evanouit,

Brought to you by | The University of Auckland Library
Authenticated

Download Date | 6/11/15 5:38 AM



22. J. V.Poncelet) Memoire sur les centres de moyennes harmoniques. 263

multipliant
la troisieme

1
P pb ~ δΙΓ

Bin4pC± = sin
1

P pb" ~ Sin

la premiere de ces
par ra", . . . . etc.

\ApE 1- sii' pc '
\ApB — ; 4- sir1 pc' l

1
p PC" u

quations par
, m, m1, m",

^BpC—,1 pa

P pa' >
1

_ D M /Ί x
1 JD l/ 7} .7 pa"7

m, la deuxieme par 772',
. . . . etant des nombres

quelconques relatifs aux droites C, a'b'c', a"bucu, . . . ., ajoutant enfin
toutes les nouvelles equations, on retombera directement sur la relation
generale posee art. 51. Ainsi le principe de l'art. 43. est une consequence
tres timple de la theorie des transversales rectilignes, et il seroit facile
de prouver la meme chose des autres principes posos en cet endroitj
mais, au lieu de nous arr^ter a ces details? nous nous contenterons d'ajou-
ter quelques nouvelles remarques toutes celles qui precedent, renvoyant

la note ci- apres pour montrer comment on peut les otendre facilement
au cas de Tespace.

54. La relation laquelle nous sommes parvenus pour exprimer
que les trois points α, β, γ (Fig. 14.) sont situos en ligne droite sur les
transversales p A, p B, pC, peut 6tre mise sous une aujre forme, qui offre
Tavantage particulier d'otre independante des lignes trigonometriques, et
de ne point devenir insignifiante quand le point p s'eloigne l'infini,
comme cela arrive pour la premiere. Coupons en effet le faisceau des
droites p A, p B, pC par la nouvelle droite ABC, nous aurons

Iriang. Ap C _ AG _ p A .p G .smApC m
triang. Bp C B~C p B . p C. sin Bp C>

d'oir Γόη tire
AG pB .

On auroit de m me, par la comparaison des triangles ApB et BpC,

sinApB = j^.^-j. sinBpC;

substituant ces valeurs dans la relation citee, supprimant le facteur
sinBpC, et multipliant ensuite tous les termes par BC.pA, il viendra

AC.pB _ AB.pC . BC.pA
p@ ~~ pr p<* '

nouvelle rei,ation qui, satfisfajsant aux conditions indiquies art. 18. est pro-
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jective de sä naturej eile n'apprend d'ailleurs gueres plus que celle d'oü
nous sommes partis, quand on suppose le point p a Pinfini; puisquelle ce
reduit alors ä celle -ci AC — AB-{-BC, qu'on doit considerer comme
une simple identite.

Mais, en observant qu'on a

on en deduira, sur le champ,

. ,pß p? Pa

qui est egalement projective, mais n'a pas Finconvenient de devenir iden-
tique quand les droites p A, pB, pC sont paralleles (Fig. 16,)> ou que p
s'41oigne ä Tinfini.

On a alors en effet, ä cause que les distances infinies pß, p% p
peuvent 4tre censöes Egales entre elles,

AC.Öß = AB.Cy + BC.Ja,
pour exprimer que les points #, ß, 7 sont situes en ligne droite, de mome
que les points A, B> C.

Supposons maintenant que Pon considere, sur les transversales
, B, pC9 un nombre quelconque de point§ a, b, c9 . . . ., af, b', c't . , . .,

a"9 b"y c") . . .\ ranges trois pat1 trois en ligne droite, on aura donc,
pour remplacer la(relation gin^rale dejart. 51., dans le cas de la figure 14.,

et dans eelui de la figure 16., oü le point p est ä Tinfini,

relations dont la premiere exprime que les centres des moyennes
harmoniques , et la seconde que les centres des m o y e n n e s di-
s tances des grouppes de points respeetifs a, a', a", . . . ., b, b', b", ---- ,
c, c', c", . . . ., sont situos en ligne droite; et qui, Tune et Fautre, peu-
vent £tre considoros^ ainsi que celle du No, 51., comme des modifications
particuli res de la relation (52.) qui se rapporte au cas gonoral oü les
trarsversales pAf pB, pC sant q;uelconques et forment un triangle pyr
(Fig. 15.)

Au surpltisr, nous aurions pu partir directement de la relation qui
appartient a la figure 16. et qull est facile d'dtablir a priori , pour en
deduire, de suite, eelle qui se rapporte a la Fig. 14., en employant a cet
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effet des principes de projection. analogues ceux qui ont oto mis en
usage la fin du No. 21.5 mais la marche precidente nous a paru plus
directe et plus lumineuse.

N o t e p r e m i e r e .
Sur les moyens d'exprimer que quatre points quelconques»
appartenans respectivement un meine nombre de droites

convergeant en un point unique de l'espace, sont situe's
sur un seul et meme plan.

Sont a, , y et S (Fig. 17.) quatre points quelconques situes re-
spectivement sur les c tes py, yr, rs et sp du quadrilatore gauche pyrs;
on aura, comme on sait, d'apres la thoorie des transversales, pour ex-
primer que ces quatre points sont dans un m me plan, la relation

ap. y.yr. s = ay. r.ys.ftp;
d'o il seroit aise de d^duire (52.) celle qui est relative au cas o , le
quadrilatere pyrs s'evanouissant, les droites py, yr, r s et p s concourent
simplement en un m£me point p (Fig. 18.). Mais on peut arriver au
m6me but d'une maniere entierement directe et simple, par des procodes
analogues ceux qui ont έΐέ mis en usage (51.) pour le cas particulier
de trois points situes en ligne droite.

En effet, pour que les quatre points a, , y, i, places sur les trans-
versales pAy pB, pC, pD9 se trouvent compris dans un m me plan, il
est n cessaire ovidemment et il suffit qu*on ait la relation

sol./myi + sol./?ay = sol.'px $.-\- 8ο1.ρβγ$ι
or on a, d*apres les principes connus et en reprosentant par Texpression
sin (/>$, ^/>y) le sinus de Tangle formo par la droite ρΰ et le plan
et par (^ y) Faire du triangle qui a pour sommets les points α, ί, y,

ou, ce qui revient au

on aurait pareillement et selon les m^mes conventiousy

sol./?a y = $&η(ΛρΟ).3ΐη(ρΒ,Λρ€).ρ<ζ
, B'pD).pce.p . p$f
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donc substituant et divisant par le produit f ./;& ./>β·/?7·/>^, il viendra
la relation

sin (Ap C) . sin (p P, Ap C) , sin (A p C) . sin ( p B, Ap C]_ γ „ _

_ $Jn(BpD).sin(pA,BpD} . sin (B p D) . sin ( p C, B p D)
p/ "*" pa 9

qui est entierement analogue a celle de l'art. 51., et d'o Γόη deduiroit
des consequences semblables pour le cas d'un nombre quelconque de
grouppes de quatre points ranges dans un plan, tel que celui des points
#? |3, y et δ.

Considorons maintenant un plan arbitraire dBCD, auquel corre-
spondent les quatre points A, B, C, D sur les droites p A, pB, pC, pD,
nous aurons, comme ci-!dessus, en nommant P la perpendiculaire abais-
see de P sur le plan ABGO,

sol. pACD = l P . (AC ) — f sin (JpC) . sin (pD, Apty.pA. pC . pD,
sol. pABC = 4- P . (ABC) = $ sin (Αγ€) . sin (pB, ̂ /pC) . p^ . pB. pC,
sol. p^BD = l P · (4BD) = | sin (Bpfl) . sin (p A, BpD) . p A . pB . pD,
solpBCD = $P.(BCD) = i sin (BpD). sin (p (7, BpD) .pB.pC.pD;

substituant, dans la relation deja trouv^e ci-dessus, les produits des sinus
tires de ces dernieres, et simplifiant, il viendra

nouvelle relation qui est projective suivant les principes poses art 45. du
Tra i t ^ des p rop r io to s p ro jec t ives , et de laquelle on en deduiroit
plusieurs autres en remplagant les rapports d'aires triangulaires par ceux
des lignes de la figure ABCD. Contentons nous de remarquer que puis-
qu'on a

on peut de nouveau la transformer en celle- ci,

pr
qui jouit de la ni^me propriete, et a de plus Tavantage de demeurer ap-
plicable au cas ou le point p est cense a Tinfinij eile devient effective-
mens alors,

comme il seroit aise de le v rifier directement pour ce cas particulier.
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Ces diverses relations sont entierement analogues a celles qui ont
ete exposees dans le texte pour le cas du plan, et donnent lieu des con-
sequences et a des rapprochemens qu'il est facile de doviner et Sur les-
quelles il est peu necessaire d'insister,

N o t e d e u x i e m e .
Sur les relations lineaires projectives entre les distances de

points ranges sur une meme droite, et les formules
trigonometriques qui en derivent.

Avant de terminer, je crois devoir presenter, Foccasion des re-
cherches qui sont le sujet de ce memoire, une observation generale et
tres importante, sur la quelle je n'ai pas suffisamment insisto dans le
Tra i te des p rop i e t e s p r o j e c t i v e s des f igu res ; crest qu'il n'est^
p o u r a ins i dire, au*cune r e l a t i on met r ique , en t re les d i s t a n -
ces d /une figure, qui ne pu i s se etre proposee , gene ra l i see ou
t r a n s f o r m e e d 'une m a n i e r e c o n v e n a b l e pou r s a t i s f a i r e a u x
c o n d i t i o n s pa r t i cu l i e r e s de proj ectibilite i n d i q u e e s aux
art. 9., 10. et 45. de ce t r a i t e , et r appe l ee s N o. 18. du p resen t
memoire.

On en a vu un grand nombre d'exemples dans Tun et dans Tautre
de ces ecrits, mais il n'y ont έΐέ amenes, en quelque sorte, qu'incidentel-
lement, et Γόη n'a nullement insiste sur les principes et le$ moyens qui
pourroient y conduire directement ou g^noralement.

Or ces moyens, comme on a du s'en apercevoir, consfetent princi-
palement dans les suivans, 1) se servir des relations qui expriment la
j u x t a - p o s i t i o n ou la c o n t i g u i t e des distances rangees sur une m£me
droite, pour transformer la relation proposoe en une autre qui satisfasse
aux conditions doja eitles, en introduisant m me^ si cela est nocessaire,
de nouveaux points parmi ceux de la figurej 2) restituery par la pensee,
les points qui, dans le passage de la figure gonorale a celle qu^on exa-
mine, ont pu s'oloigner a Finfini en faisant ainsi disparaifre, par suite
de leur egalito, certaines distances qui multipliaient ou divisaient les
termes de cette derniere relation; 3) chercher enfin rotablir ees di-
stances dans la relation, sans la troubler et de fagon que, sous s nou-
velle forme, eile satisfasse aux couditionfr prescrites^ et devienne par con-

Brought to you by | The University of Auckland Library
Authenticated

Download Date | 6/11/15 5:38 AM



268 22. J· y. Poncelct) Mimoire sr/r les centres de moyennes harmoniques.

s£quent applicäble aux projections centrales ou perspectives de la figure
ainsi modifiöe par la restitution des points a Tinfini.

Le premier de ces moyens convient partieulierement aux relations
et aux figures que, par leur nature genorale, on reconnalt 6tre essentiel-
lement projectives, quoique, dans leur etat actuel, elles ne satisfassent pas
aux conditions particulieres qui viennent d'£tre indiqueesj les autres con-
vienn^nt principalement aux relations et aux figures qui, ayant une forme
tout ä fait particuliere et doterminee, ne sauroient la conserver en per-
spective ou projection centrale: les art. 17. et 20. de ce memoire nous
ont oiFert des exemples qui se rapportent au premier de ces moyens, et
Tart. 21. en contient un seul qui se rapporte aux derniers; mais la theo-
rie du centre des moyennes distances eut pu aisöment en fournir un
grand nombre de cette sorte. Enfin il est des relations et des figures qui
permettent Femploi simultanee de ces deux moyensj et, parmi ces reia-
tions, celles qui expriment la j u x t a » p o s i t i o n des distances rangees sur
une möme droite sont, sans contredit, les plus simples et les plus re-
marquables, outre qu'elles sont susceptibles de conduire a des principes
de trigonomotrie aussi beaux qu'etendus. Je crois, en consoquence, de-
voir choisir ces relations particulieres pour nouyel exemple propre a
eclairer les applications des preceptes qui procedent, d'autant plus que
ces sortes d'identitos jouent un röle nocessaire et fort important parmi
toutes celles qui peuvent en g^neral appartenir aux figures. Observons
d'ailleurs, une fois pour toutes, que dans le cas dont il s'agit, oü tous les
points sont sur une.mome droite, les conditions de projectibilito se redui-
sent simplement a ce que les diff^rens termes de la relation proposee
reriferment les m^mes lettres, ou qu'en considerant ces difierentes lettres
comme autant de quantites simples, elles puissent disparoitre comme
facteurs, soit dans chaque terme s'eparoment, soit dans l'ensemble de
tous le$ termes (roy. les Nr. 9. et suiv. de Touvrage deja cito).

Cela poso, considerons d'abord trois points quelconques A^ B, C
(Fig. 19.) situes en ligne droite, on aura, pour la position actuelle de
ces points

ÄC = AB 4- BC;
relation qui, sous cette forme, ne satisfait pas aux conditions ci-dessus,
quoiqtfelle subsiste bien ^videiiiment dans les projections centrales des
points de la figure sur un^ droite arbitraire p/2.
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Pour la transformer en une autre qui satisfasse a ces conditions,
nous ehercherons, en premier Heu, a y introduire, selon ce qui a eto
prescrit ci-dessus, quelques uns des segmens tjui se rapportent au point
situo Tinfini sur AC, point que nous representerons par P, et cela de
maniore a ne pas troubler Fegalite. Or c'est a quoi parvient 4vi-
demment en multipliant chacun des termes de cette relation par celui
des segmens infinis et 4gaux PA, PB, PC9 qui n'appartient aucun des
points relatifs a ce terme. Oette relation se changera ainsi en cette autre,

AC.Pß = AB.PC + BC.PA,
dont les differens termes renferment les mdmes lettresj et voit aussi
comment il faudroit agir pour preparer, de la mome maniere, toute re-
lation lineaire du premier degre entre les simples distances de points
rangös en ligne droite.

Sous cette nouvelle forme d'ailleurs, la relation qui procede n'ex-
prime ovidemment rien de plns que celle d'ou eile provient, attendu que
le point P est cens4 a Tinfini. Mais etant projective, eile ne devrä pas
cesser d'avoir lieu en mettant les points A, B, C et P en perspective sur
la nouvelle droite arbitraire pny a partir -d'un point quelconque iS; on
aura donc, en nommant ö, o, c et p les nouveaux points, dont le dernier
appartient övidemment a la projetante p S parallele ä AC9

ac.pb = ab.pc -|- bcmpa>
relation qui a lieu, de la m4me maniere (18.), entre les sinus des angles
projetans relatifs a chacune des distances qui y ent!rent«

On pourroit croire que cette relation est simplement relative a
une certaine position particuliere de p a Togard de a, o, c; mais il est
facile de prouver le contrairej car ayant choisi, ä volonte, un tel point
sur une droite abc, on pourra toujours mettre la figure en projection sur
une autre droite AC, de fagon que p passe a Tinfini, puisqu'il suffit de
prendre AC parallele a la projetante S p de ce point i or la relation ci-
dessus, qui est pojective, sera satisfaite naturellement pour la projection
AC) donc eile aura pareillement lieu pour la droite acy quels que soient
les points , b, c9 p.

Voyons maintenant comment, par des transformatiops convenables,
nous aurions pu arriver directement a la relation dont il s'agit en par-
tant de celle ÖC = ÖÄ + ^C ?ui n'ea est qu'un cas particulier relatif ä
ThypothoSe oü P seroit a Tinfini.
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A cet effet, itiltiplions l^quation ac=.ab-\-bc par la distance
/?£, on aura sudcessivement, pour la position actuelle de α, λ, <? et p:

ac.pb =3= 6Α./ώ-|» ic./ώ = a (/w? — fa) -f- 61 GH* -f* a&) sss ab. pc -\-bc.pa,
qui est pr^cisement celle qui a έΐό obtenue ci-dessus par une voie tr£s
difforente*

Sans nous arroter longuement aux cas particuliers , notis conaide-
rerons de suite un nombre quelconque de points er, 6, <?, d, m, n, ranges
sur une m£me droite; il est ovident qu'il existera entre les distances de
ces points, pris trois 4 trois, qu tre έ quatre, etc., une infinit^ de rela-
tions purement lineaires et Evidentes, telles que ceUe ac = a + ac qui
vient de nous occuper pr codemment ; or, si Γόη prend arbitrairement
un nouveau point p $ur la droite en question, il sera tres aiso, d'apres
ce qui procode, d'en d^duire, sur le champ, un <§gal nombre d'autres rela-
tions plus generales et jouissant de proprietes analogues a celles de la
transfofrmee ac.pb s= ab.pc -f- bc.pa.

Par exemple, ayant pour la position actuelle des points α, ά, c, d,
m, ny la relation g^norale

an = ab -{* bc -}- cd . . . . -j- m n9
oti tn concluera la suivante, en multipliant chacun de ses termes par le
produit des segmen relatifs au point p et a tous cetix des proposos qui
n*appartiei^nent pas a ce terme,

....^

II est visible, en efFet, que cette relation remplit toutes les condi-
tionB prescrites, et peut s^tablir par les tn^mes moyens et donfier lieu
aux na mfcs roflelions qt^e celle que nous avons trouvoe pouvr le cas par-
ticuli r de trois points.

Pour la justifier a posteriori, nous la mettrons so s cette forme
beaucoup plus simple, en divisant chacun de ses termes par le produit
de tous les segmens relatifs au point p et aux diff rens points projpos^s,

an α b ι bc , cd ι m n β
"*~ " · * ' ' ιP a. p n "*" pa .pb* pb .pc

et, eft effet, on «st imm^diatementtcanduit 4 la relatio« suivante
c · pn — pm

·< · » » , , """r* - ...... " " ' ...... ' ..... "

qui, en eiFectuant les divisions partielles, $e r6duit 4videmment a /une
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simple identit£ "entre les direrses reciproques des distances p a, p b, p < ? , , . . ,
Cette remarque, a laquelle on n'eüt peut-ötre pas song4 Sans de qui pr4-
eode conduirait ogalement aux diverses autres relatioiis analoges1 k belle
Stabile ci*dessus: ainsi, par exemple, on aüroit, k 4tant le nomtre des
points proposes a, b, c9 . . . . m, /z,
(fc—3)an ^ a& . «c t . am , · Tim ^ . /tc . yt5
pa.pn pa.pb pa.pc * * pa.pm pn.pm * * pn. pc $n<pb*

Au surplus, les relations precedentes ayant Heu pour des points quelcon-
ques ranges en Hgne droite, doivent ntre soigneusement distinguees de
celles qui expriment des conditions particuli^res, propres ä faire trouver
tm ou plusieurs de ees points, Taide de certains autres supposos donnos
Elles ne sont, en derniere analyse, comme on voit, que des sortes d'iden-
tites exprimant et la j u x t a - p o s i t i o n des distances qui y entrent, et
leur Situation en ligne droite; mais, en ce sens meme, elles sont tres
dignes d'otre remarquos pour les consequenoes qu'on en peut doduire, en
general, soit par rapport aux autres relations projectives entre les di-
stances, soit relativement a celles qui ont lieu entre los lignes trigonoino·
triques des arcs et des anglesj car il est Evident que, puisqu'elles satis-
font toutes aux conditions des Nr. 9. et suiv. du Traito des propri^tos pro*
jectives rappelees art* 18. de ce memoire, elles doivent subsister 4gale-
ment, et sans conditions quelconques, soit entre les sinus des angles for-
ii>es par un nombre quelconque de droites *Sa, Sb, Sc9 . . . . passant p^r
un meme point S9 soit entre les sinus des arcs Ö'Ä', b'c1, c'd*9.. . . . qui
mesurent ces angles sur une circonferenee de cercle ayant pour centre
le sommet commun 8 de tous ces angles. : ,

Aiösij par ekemple, on aura entre ces difforens sinus, la relatiön
tres gonerale ^ *

sin(a/n/)
un(p'a').sm(p'n')

sin a? V , sin & cf . . sin m' n1

T" a:n f „/ / ^;"w t '**S''j\ r * *· · T e:r"^" sin (axpx) . sin (p'b') ~ sin(p/6/>.l5iii(py'c/) ~ * " * ~ sin (p' m7) . sin ( p' n7) 9

qu?on peut changer en cett^autre, en rapportant tout a Torigint com-
mune p1 des arcs, ,

sin(p /n /— pyaO
sin(p/a/).sin(p/n')

O , sin(^c
7^p76Q| , ' .

' ' » ' < 7 ' **"" " * * "rsin (p1 «0 . sin (p' b') » sin ( p' b<) . sin (p7 6') *"" " * * " sin (p' in') . ' «') *
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et qui comprend^ sous cette nouvellp forme, comme cas particuliers, pres-
que toutes les formules fondamentales de la trigoifomötrie, ainsi qu'on
peut le voir par les articles 139., 140. et suiv. de la G ö o m ^ t r i e de
position, oü cette mome relation gon^rale est exposee d'apres des prin-
cipes fort difförens de ceux qui pröcodent.

Au surplus, on doduirait beaucoup d'autres relations non moins gö-
nerales des considorations qui procodent, et en y supposant ensuite cer-
tains angles ou certains arcs ogaux a un quadrant, on obtlendroit celles
qui concernent les cosinus etc. $ mais je laisserai au lecteur le soin de
cette investigation et de ces rapprochemens tres curieux, et me conten-
terai d'ajouter une derniere remarque a toutes celles qui procodent: c'e^t
que les relations entre les simples distances de points rangos sur une
möme droite, et qu\ satisfont aux conditions particuliores d^jä souvent
indiqudes, s'appliquent directement aux arcs de cercle et aux angles
quelconques ayant un sommet commun, et peuvent 6tre etablies de la
m@me manierej de sorte que, pour passer de aux relations qui con-
cernent les lignes trigonomotriques, il ne s'agit que de remplacer chaque
arc et chaque angle par le* sinus qui lui est propre: proposition qui me-
rite particfclierement d'4tre remarquoe des g^omotres.

Enfin je ne crois pas devoir passer sous silence une autre obser-
vation trös gin^rale, et qui docoule immodiatement des No. 18. et 19. du
Traito des propriotos projectivesj c'est que „toute la thoorie du centre des
„moyennes harmoniques, qui se trouve exposöe dans le präsent memoire,
„s'ötend immodiatement aux figures trac^es sur la surface de la sph£re,
„en remplagant les droites indofinies par des circonferences de grands
„cerclea, et les distances. ou portions de droites par les sinus des portions
„ correspondantes de ces circonferences."
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