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Zur Theorie der algebraischen Zahlkorper.

Von

MicrAEL Bauer in Budapest.

1. Es seien K, K, zwei algebraische Zablkérper, welche durch je
eine Wurzel der rationalen ganzzahligen irreduziblen Gleichungen

fi(z) =0, bzw. f(z)=0

gegeben sind; die zugehorigen Galoisschen Korper sollen durch Gy, Gy
bezeichnet werden. Die Menge der ratiomalen Primzahlen p, fiir welche
die linke Seite der Kongruenz

(1) f(#) =0 (mod p)

in lineare Faktoren zerfillt, soll die Menge A, die Menge der rationalen
Primzahlen p, fir welche die Kongruenz (1) mindestens eine rationale
ganze Wurzel besitzt, soll die Menge B genannt werden. Es ist bekannt,
dafl die Menge 4 — mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen — mit

der Menge derjenigen rationalen Primzahlen p zusammenfillt, welche im
Korper K, der durch eine Wurzel der irreduktiblen Gleichung

f(z) =0
bestimmt wird, als ein Produkt verschiedener Primideale ersten Grades
darstellbar sind; wihrend die Menge B — mit einer endlichen Anzahl

von Ausnahmen — mit der Menge der rationalen Primzahlen p identisch
ist, welche in K mindestens einen Primidealfaktor ersten Grades besitzen.

In fritheren Noten®) habe ich den folgenden Satz bewiesen.

I. Der Korper G, enthilt dann und nur dann den Kérper G,, wenn
die Menge 4, — mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen — eine Teil-
menge von A, ist. Der Beweis stiitzt sich einerseits auf Untersuchungen
von Kronecker und Frobenius, welche von der Klassenanzahlformel aus-

*) Archiv der Math. und Physik Bd. 6, S.212—222, Uber einen Satz von

Kronecker usw.
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gehen*), andererseits auf die Dedekindsche™*) Regel, nach welcher eine
rationale Primzahl p in einem Korper zerfillt, der Unterkdrper eines
Galoissche Bereiches ist. In den folgenden Untersuchungen werden wir
mit denselben Hilfsmitteln den Satz beweisen.

I*. Der Korper K, enthilt dann und nur dann den Kirper G,, wenn
die Menge B, — mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen — eine Teil-
menge von A, bildet.

Der Beweis wird zeigen, daf man I. als eine Anwendung von I*. be-
kommé.

2. Es soll die rationale Primzahl p die Diskriminante des (taloisschen
Korpers G nicht teilen, infolgedessen ist

p=P,B;--- B,

wo B, verschiedene Primideale f** Grades sind. Zu jedem Faktor %, ge-
hort eine Untergruppe §, der Gruppe ® des Korpers, deren Elemente %,
invariant lassen (Zerlegungsgruppe nach Hilbert). Die Gruppen §; sind
zyklische Gruppen, welche zueinander in bezug auf & konjugiert sind.
Umgekehrt gehoren zu jeder zyklischen Untergruppe f** Ordnung 9 von @
unendlich viele rationale Primzahlen p (deren ,Dichtigkeit“ nach Frobenius
=0 ist), welche einen Primfaktor 5 f** Grades besitzen, dessen Zerlegungs-
gruppe die Gruppe § bildet. Wenn der Kérper K als Unterkdrper von
G zur Untergruppe & gehort, wenn ferner die Zerlegungsgruppe eines be-
stimmten (jedoch beliebigen) Faktors P durch § bezeichnet wird, so
bekommt man nach der Dedekindschen Regel die Zerfillung von p im
Korper K auf folgende Weise.
Man bilde die symbolische Gruppenzerlegung:

G=HR X+ HR,R + - -

wo R,, Ry, --- die inkongruentén Représentanten (mod. §, ®) sind. Ist
nun die Ordnung des groBten Teilers von

9, R&ER*
gleich d,, dann ist im K&rper K
(2) p =11y

*) Uber die Irreduktibilitit von Gleichungen. Berliner Monatsberichte 1880,
S.148. Uber Beziehungen zwischen den Primidealen usw. Berliner Sitzungsberichte
1896, S 689

®) Zur Theorie der Ideale. Gott. Nachr. 1894, 8. 272. Wir werden nur einen
Teil der Regel anwenden, der sich auf solche Primzahlen bezieht, die in der Dis-
kriminante nicht auftreten. Infolgedessen kommen hier die wichtigen Untersuchungen
von Hilbert iiber Verzweigungskdrper usw. nicht in Betracht.
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Wo y, verschiedene Primideale sind, deren Ordnungen gleich
£

ausfallen. Aus dieser Regel ersieht man, daB im Korper K — wit einer
endlichen Anzah] von Ausnabmen — 1) die Menge 4 aus denjenigen rationalen
Primzahlen p besteht, welche in @ einen Primzahlfaktor besitzen, dessen
Zerlegungsgruppe § ein Teiler der simtlichen Gruppen
(3) GRG-1
i8t, wo & ein beliebiges Element von & bedeutet, 2) die Menge B wird
aber aus denjenigen rationalen Primzahlen p bestehen, fiir welche die eben
definierte Gruppe § als Teiler von mindestens einer der Gruppen (3) auf-
tritt. Es ist noch ferner ersichtlich, daB — ohne jede Ausnahme — eine
Primzahl p dann und nur dann im Korper K als ein Produkt verschie-
dener Primideale darstellbar ist, wenn sie dieselbe Eigenschaft im zuge-
horigen Galoisschen Korper besitzt. Dies folgt daraus, daB einerseits der
Galoissche Kérper zur Untergruppe gehort, welche den groBten Teiler
samtlicher Gruppen

GRG
bildet und infolgedessen eine invariante Untergruppe ist, andererseits ist
die Diskriminante von G nur_durch die Primfaktoren der Diskriminante
von K teilbar. Aus dieser Bemerkung geht aber hervor, daB der Satz I
wirklich eine Anwendung von Satz I*. bildet. .

3. Nun sei @ ein Galoisscher Korper, welcher K, K,, G, G4 ent-
hilt. Die Korper K, K, sollen zu den Untergruppen R, & gehoren, G,
gehort zur invarianten Untergruppe %, welche der griBte gemeinsame
Teiler von den Gruppen

G®,G1
ist. Nach der Galoisschen Theorie suchen wir dje notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen dafiir, daB die Gruppe R, eine Untergruppe von
stein soll. Da J, eine invariante Untergruppe ist, so muB sie nicht nur
R, sondern simtliche Untergruppen
4) G&®, G-
enthalten. Wenn daher §) eine zyklische Untergruppe ist, welche in irgend-
welcher der Gruppen (4) auftritt, so muB sie ein Tejler von J, sein, was
wir nach dem Punkte 2) in folgender Weise aussprechen kinnen , die
Menge B, muB — mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen — ejne
Teilmenge von A, bilden.

Sei umgekehrt diese Bedingung erfilllt und es gej » eine Primzah],
welche einen Primidealfaktor § besitzt, dessen Zerlegungsgruppe $ eine
beliebig gegebene zyklische Untergruppe von £, ist. Die Primzahl p gehort
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zar Menge B,, folglich zur Menge 4,, und so muB die Gruppe £ in der
Tat ein Teiler von J sein, die Gruppe R, ist ein Teiler von J, q.e. d.
4. Eine Anwendung des Vorigen bildet z. B. der folgende Satz:
Es sei
f@) = o™ + -+ 6, = 0
(¢; rat. ganz)

eine Gleichung, die nicht notwendig irreduzibel ist. Es sei K der durch
eine beliebige Wurzel der Gleichung bestimmte Korper. Der Korper K
enthélt dann und nur dann die #*® primitiven Einheitswurzeln, wenn die
Menge der rationalen Primzahlen p, fiir welche die Kongruenz

f(#)=0 (mod p)
mindestens eine rationale ganze Wurzel besitzt — mit einer endlichen An-
zahl von Ausnahmen — die Gestalt ¢ + 1 aufweist.

Fir andere Anwendungen und Bemerkungen vergleiche die zitierten
Noten; ich hebe nur hervor, daB der dort fir zusammengesetzte Korper
bewiesene Satz ohne jede Ausnahme giiltig ist, weil eine Primzahl dann
und nur dann Teiler von der Diskriminante des aus K,, K; gebildeten
Korpers ist, wenn sie entweder in der Diskriminante von K, oder von K,
als Teiler auftritt.*) Der Satz ist der folgende.

Im zusammengesetzten Korper von K; und K, ist eine Primzahl dann
und nar dann als ein Produkt von verschiedenen Primidealen ersten Grades
darstellbar, wenn ‘sie dieselbe Eigenschaft sowohl in bezug auf K,, wie
in bezug auf K, besitzt.

*) Diese bekannte Tatsache ergibt sich aus der allgemeinen Dedekindschen Reihe.




