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Zur Theorie der algebraischen ZahlkOrper. 

Von 

MICHAEL BAUER in Budapest. 

1. Es seien K1, K~ zwei algebraische ZahIkSrper, welche durch je 
eine Wurzel der rationalen ganzzahligen irreduzlblen Gleichungen 

f~ (x )=0 ,  bzw. f~ (x )=0  

gegeben sind; die zugehSrigen Galoisschen KSrper sollen dutch G1, Gj 
bezeichnet worden. Die Menge dot rationalen Primzahlen p, filr welche 
die linke Seite der Kongruenz 

(1) f(x) =-- 0 (rood ~) 

in lineare Faktoren zerfiillt, soil die Menge A, die Menge der rationalen 
Primzahlen p, ffir welche die Kongruenz (1) mindestens eine rationale 
ganze Wurzel besitz~, sell die Menge B genannt werden. Es ist bekannt, 
dab die Menge A -  mit einer endlichen Anzahl yon A u s n a h m e n -  mit 
der Menge derjenigen rationalen Primzahlen s zusammenf~illt, welche im 
KSrper K, der durch eine Wurzel der irreduk~ibten Gleichung 

f ( x )  = 0 

bestimmt wird, als ein Produkt verschiedener Primideale ersten Grades 
darste]lbar sind; wiihrend die Menge ~ m m i t  einer endlichen Anzahl 
yon Ausnahmen w mit der Menge der ra~ionalen Primzahlen _~ identisch 
ist, welche in K mindestens einen Primidealfaktor ersten Grades besitzen. 

In friiheren Noten*) babe ich den folgenden Sate bewiesen. 
I. Der KSrper G 1 enth~.lt dana und nut dana den KSrper G,, wean 

die Menge A 1 - -mi~  einer endlichen Anzahl yon Ausnahmen --  eine Toil- 
menge yon A, ist. Der Beweis sttitzt sich einerseits auf Untersuchungen 
yon Kronecker und Frobenius, welche yon der Klassenanzahlformel aus- 

*) Archiv der Math. und Physik Bd. 6, S. 212--222,  ~ber einen Satz yon 
Kronecker usw. 
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gehen*), andererseits auf die Dedekindsche**) Regel, nach welcher eine 
rationale Primzahl p in einem KSrper zerf~illt, der UnterkSrper eines 
Galoissche Bereiches ist. In den folgenden Untersuchungen werden wir 
mit denselben Hilfsmitteln den Satz beweisen. 

I*. 1)er K6rper K 1 enth~ilt dann und nut  dann den Ki~rper G~, wenn 
die Menge B 1 - mit einer endl~che~ Anzahl yon A u s n a h m e n -  eine Teil- 

menge yon A~ bildet. 
Der Beweis wird zeigen, dal~ man I. als eine Anwendung yon I*. be- 

komm~. 
2. Es soll die rationale Primzahl p die Diskrimiaan~e des Galoisschen 

KSrpers G nicht teilen, infolgedessen is~ 

wo ~ verschiedene Primideale ft,~ Grades sind. Zu jedem Faktor ~ ge- 
hSr~ eine Un~ergruppe ~, der Gruppe ~ des KSrpers, deren Elemente ~, 
invariant lassen (Zerlegungsgruppe nach Hilber~). Die Gruppen ~ sind 
zyklische Gruppen, welche zueinander in bezug auf $ konjugiert sind. 
Umgekehrt geh~3ren zu jeder zyklischen Untergruppe fto~ Ordnung ~) yon (~ 
unendlieh viele rationale Primzahlenp (deren ,,Dichtigkei~" nach Frobenius 

0 is~), welche einen Primfaktor ~ f,en Grades besitzen, dessen Zerlegungs- 
grupl0e die (~ruploe ~ bildet. Wenn der K/Srper K als Un~erkSrl0er yon 
G zur Untergruppe ~ gehSrt~ wenn ferner die Zerlegungsgruppe eines be- 
stimmten (jedoeh beliebigen) Fak~ors ~ dutch ~) bezeichnet wird, so 
bekommt man nach der Dedekindsehen Regel die Zerf~llung yon p im 
KiSrper K auf folgende Weise. 

Man bilde die symbolische Gruppenzerlegung: 
$ =  + + . . .  

wo /~x,/~g,"" die inkongruenten Repr~sen~an~en (rood. ,~, ~) sind. Is~ 
nun die Ordnung des grSBten Teilers yon 

gleieh d~, dann is~ im K~Srper K 

(2) 

*) ~ber die Irreduk~ibilit~t yon Gleiehungen. Berliner Monatsberich~e 1880~ 
S. 148. ~ber Beziehungen zwischen den Primide~,len usw. Berliner Si~zungsberiehte 
1896, S 689 

**) Zur Theorie der Ideale. GStt. Nachr. 1894, S. 272. Wi~ werden nur einen 
Tell der Regel anwenden, de~ sieh auf solche Primzahlen bezieh~, die in der Dis~ 
krimin~n~e nieh~ auf~re~en. Inf~gedessen kommen bier die wiehtdgen Ungersuchungen 
yon Hilbert fiber VerzweigungskSrper usw. nieht in Betracht. 
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we y, versohiedene Primidesle sind, deren Ordnungen gleieh 

ausfallen. Aus dieser RegeI ersieh~ man, dab im KSrper K -  mi~ einer 
endl/chen Anzahl yon Ausnabmen - -  1) die Menge A aus denjenigen ra~ionalen 
Primzahlen 1o besteht, welche in G einen Primzahlfaktor besitzen, dessert 
Zerlegungsgruppe ~ ein Tefler der s~mtlichen Gruppen 
(3) 
ist, we G ein beliebiges Element yon ~ bedeutet, 2) die Menge B wird 
abet aus denjenigen rationalen Primzahlen p bestehen, fflr welche die eben 
defin/er~e Gruppe ~ als Teller yon mindestens einer der Gruppen (3) auf- 
~ritt. Es ist noch ferner ersichtlich, dab �9 ohno jede Ausnahme eine 
Primzahl p dann und nur dann im KSrper K als ein Produkt verschie- 
dener Primideale darstellbar ist, wean sie dieselbe ]Bigenschaft im zuge- 
h~}rigen Galoisschen KSrper besitzt. Dies folgt daraus, dab einerseits der 
Galoissche KSrper zur Untergruppe geh~rt, welche den grSBten Teiler 
s~imtlicher Gruppen 

G G-1 
bilde~ und infolgedessen eine invariante Untergruppe ist, andererseits is~ 
die Diskriminante yon G nut durch die Primfaktoren der Diskriminan~e 
yon K teilbar. Aus dieser Bemerkung geht aber hervor, dab der Sa~z I. 
wirklich eine Anwenduug yon Satz I*. bildet. 

3. Nun sei G ein Galoisscher KSrper, welcher K1, .K~ G1, G~ ent- 
h~il~. Die K~rper K~, K s sollen zu den Untergruppen ~ ,  ~ gehSren, G~ 
geh6r~ zur invarian~en Untergruppe J~, welche der gr61~te gemeinsame 
Teiler yon den Gruppen 

is~. Nach der Galoisschen Theorie suchen w/r die no~wendigen und hin- 
reiehenden Bedingungen dafiir, dab die Gruppe ~1 eine Untergruppe yon 
~sein soU. Da or_ eine invariante Untergruppe ist~ so muB sie niche; nur 4 

, sondern s~mthehe Untergruppen 
(4) 1G-  
enthalCen. Wenn daher 0 eine zyldische Untergruppe ist~ welche in irgend- 
w.elcher der Gruppen (4) auf~ritt, so mui~ sie ein Teiler yon J_ sein~ was 

.4 wlr nach dem Punk~e 2) in folgender Weise aussprechen k6nnen/ die 
Menge /~1 muB - -  mi~ einer endlichen Anzahl yon Ausnahmen ~ eine 
Teilmenge yon A~ bilden. 

Sei umgekehr~ diese Bedingung erfiilll und es sei/~ eine Primzahl, 
welche einen Primidealfaktor ~ besitzt~ dessen Zerleg~ngsgruppe ~) eine 
beliebig gegebene zyklische Untergruppe yon ~ is~. Die Primzahlp geh~irt 
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zur Monge B1, folglich zur Menge A~, und so muB die Grulape ~ in der 
Tat ein Toiler yon J sein, die G~uppe ~1 ist ein Toiler yon J, q. o. d. 

4. Eine Anwendung des Vorigen bfldet z. B. dot folgende Satz: 
Es sei 

f ( x )  = co + . . .  + c,,, ffi o 

(c, rat. ganz) 

eine Gleichung, die nich~ notwendig irreduzibel ist. Es sei K der dureh 
eine beliebige Wurzel der Gleiehung bestimmte K~irper. Dot KSrper K 
en~hiil~ dann und nut dann die n un primitiven Einheitswurzeln, wenn die 
Menge dot ra~ionalen Primzahlen p~ fiir welche die Kongruenz 

f ( x )  ---  o (rood p) 
mindes~ens eine rationale ganze Wurzel besiiz~ - -  mi~ einer endlichen An- 
zahl yon Ausnahmen .... die Ges~al~ n t + I aufweis~. 

Ftir andere Anwendungen und Bemerkungen vergleiche die zitier~en 
Noten; ich hobo nut horror, dab der dor~ fiir zusammengeselzte Kiirper 
bewiesene Sa~z ohne jede Ausnahme giiltig ist~ weil eine Primzahl dann 
und nur dann Toiler yon der Diskriminante des aus KI~ K~ gebilde~en 
KSrpers ist~ wenn sie entweder in der Diskriminante yon K 1 odor yon K~ 
als Toiler auftritt.*) Der Satz ist der folgende. 

Im zusammengesetzten K~irper yon K 1 und K~ ist eine Primzahl dann 
und nut dann als ein Produkt yon verschiedenen Primidealen ersr Grades 
darstellbar~ wenn 'sic dieselbe Eigenschafl sowohl in bezug auf KI~ wie 
in bezug auf K~ besi~z~. 

*) Diese bekannte Tatsache ergib~ sich aus der allgemeinen Dedekindschen Reihe. 


