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Zur Theorie der Matrices. 

Von 

OSCAR P~RRON in ]vIfinchen. 

In dieser Note werden zum Teil bekannte Siitze aus der Theorie der 
Matrices und ihrer charaktieristischen Gleichung auf neue, hiichsL einfache 
Weise bewiesen, zum Teil neue S~itze enLwickelt. Unter den Anwendungen 
der Theorie hebe ich ein der Gr~ffeschen Methode analoges Veffahren 
zur niiherungsweisen Berechnung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
hervor. 

Sei (oll al :::) 
das Koeffizientensystem ether linearen Substitution yon n Variabeln, E das 
der identischen Substitution. Soweit im folgenden blo13 solche Koeffizienten- 
systeme oder ktirzer Matrices vorkommen, die rationale Funkti6nen yon 
A,  also miteinander vertauschbar sind, diirfen alle rationalen Rechen- 
opera,torten genau wie bet Zahlen ausgeftihrt werden. Bezeichne~ man 
die Elemente der Potenz A" mit a(~ so dab also a (1)ik mit aik gleieh- 

bedeutend ist, so ist wegen A"+~'= A"A~': 
/$ 

o) = 

Konsequenterweise sollen auch die Elemente der Einheitssubstitution .E-~A ~ 
mi~ a (~ bezeichnet werden; es ist also 

a(0)___{0 ftir i ~ k ,  

i~ 1 fiir i = k ,  

und (1) gilt auch noeh, wenn v oder ~ oder beide gleich Null sind. 
Sind A = (a,k), B----(b,k), C = (ctk) beliebige Matrices, so sind die 

Gleichungen A --- B oder A ---- B C 
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gleichbedeutend mit 

a~'k ~- b,.~ bez. aik ~ bi, c,k, (i, k ~ 1, 2,...~ n). 

Die im fo]genden hiiufig ausgefiihrte Umsetzung der ersten in diese zweite 
Form m ag kurz als Ubergang yon den Matrices zu ihren ~lementen be- 
zeichnet werden. 

Die Elemente a (~) sind ganze Funktionen yon a~,  a~ , -  . . ,  a,~. Fiir ik 
ihre partiellen Differentialquo~ienten findet man durch den SchluB yon ~, 
aui ~ ~, + I die Formel: 

ik y a ( ~ )  (,,-~-~) (e) 
~ r $  ~ ir aek 

2=0 

Die Determinante [ E 0 - - A  I werde mit f(q) bezeichnet, so daI~ 
f(q) ~-0 die charakterist~sche Gleichung der Matrix A ist; ihre Minoren 
mi~ g~(e), and zwar 

~IEq --At 

so  dal3 

(3) = ..... 

( I 

wird. Daher is~ die Matrix Ef(~)  als Funk~ion yon ~) teilbar duroh 
E Q -  A; da aber offenbar das g]eiche yon 

~ f ( q )  -- f (A)  --- f (Eo)  - f (A)  
gilt, so muB auch f (A)  dutch / i : O -  A teilbar sein, und da f (A)  yon q 
gar nieht abhiingt, so ist 
(4) f (A) = O. 

Bedeutet #(Q) den grSl~ten gemeinsamen Faktor der Funktionea 

g~(Q), so isg wegen (3) auch schon E f (Q) teilbar durch Ep--A~ und 

daher nach der gleichen Deduk~ion auch 
f (A) = 0. 

Son umgekehrt (p die Funktion niedrigsten (~rades sein, fiir welche 
r = 0  ist, so mug, weil r (E0) --  (p (A) dutch E q - - A  teilbar ist, 
auch schon E ~ ( e )  durch E ~ - - A  teilbar sein. Die Elemente yon 

-~r siad abet nach (3): g, k (q) (p (q) und dies sind dana und nur dann 
~ ' ~ - ~  f(~) ' 
lau~er ganze Funktionen, wenn 9~(e) durch f (~) teilbar ist, also muI~ 

f sein. Diese Herleitung der bekannten Si~tze erscheint mir ein- 

~'acher als die bis jetz~ gegebenen. 
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Zwischen den _Funktionen g~k(q) besteht die interessante Beziehung: 

(5)  g " ( q )  - -  " 
$ = 1  

Der Beweis folg~ sehr einfaeh aus der Identit~i~: 

E = -A-x [(Ee -- A) --  ( E ~ - -  A)]; 

E f(0) Ef(a)  multiplizier~ man diese niimlieh beiderseits mit E o -  A t g a -  A' so folg~: 

I f (  Ef(~) .Ef(q) "] E f(e) /iTf(a) 1 q) Z~ A f(a) ~ ~-~iJ 

und hieraus Formel (5) einfaeh dutch ~bergang yon den Matrices zu 
ihren :Elemenlen. Ftir a-----O ergibt sich aus (5): 

(5a) ~ g~.(q) g.k(q) = if(q) g~(q) -- f(q) g'~(q).*) 
$ = 1  

Aus Formel (5) flie~t ein neuer sehr einfaeher Beweis des Satzes yon 
der Realii~it der Wurzeln der Siikulargleichung und sogar des folgenden 
allgemeineren Satzes yon H e r m i t;e: 

Wenn die ZahlenTaare a~, aki komlglex-konjugiert sind, also ins- 
besondere auch ai~ reell, so hat die Gleichung f ( # ) =  0 lauter reelle 
Wurzeln.**) 

Zuniiehst ist leiehl zu sehen, dal~ die Koeffizienten yon f(~)) reelt 
sind i denn die Determinante I E # ~ A I  iinder~ sieh nieht, wean man die 

Zeilen zu Kolonnen maeh~ und gleiehzeilig ]/c~ 1 dureh - - 1 / ~  1 ersetz~. 
Wenn jetzl f(#) ein Paar komplex-konjugierter Wurzeln qo, q~ hat, so 
seize man in (5): p = qo, a = q~; dama folgt fiir i = k: 

9$ 

0. 
8 = 1  

Hier sind aber naeh unserer Vorausse~zung fiber die a~ die Terme der 
linken Seite s~m~lieh Normen yon komplexen Zahlen, also ~ O; sie mfissen 
daher einzeln versehwinden. Insbesondere wird &~(Oo)~" O. Jede komplexe 
Wurzel wiirde also aueh die Hauptunterdeterminanten zum Versehwinden 

*) Diese spezielle Formel en~steh~ auch, wenn man die bekannte De~erminan~en- 
beziehung 

~f af ~f a/ ~'f  
~(-----aki) ~(--a,,) a(-- a,;) a(-- ak,) = f a(--ak~) a(--a,,) 

naeh s sumrnier~. 
**) tIermi~e, Comp~es Rendus gI, pag. 181, wo der Beweis mittels S~urmsehor 

Ke~ten gef~ihr~ wird. 
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bringen; indem man yon diesen wieder zu den Hauptunterdeterminanten 
fibergeht, usw., folgt schlieBlich, dab auch Qo-  a ,  = 0 sein mfiBte, was 
nieht angeht, da at~ reell ist. 

Under den gleichen Vorausse~zungen fiber die a~k , als spezieli auch 
ffir die Siikulargleiehung, ergibt sich ebensoleicht durch Zuziehung yon (5 a): 
Fiir eine Doppelwurzel yon f ( p ) =  0 verschwinden auch sdimtliche Unter- 
determinanten gi~ (Q). 

w  

Fiir die Beur~eilung des gleichzeitigen Versehwindens der Unter- 
determinanten yon IE( ) - -A]  ist yon Wich~igkei~ die Kenntnis der _Resul- 
tante yon f ( o )  und g~(O). Um diese zu bilden, seize man 

f(q) = o" + c,o "-~ + c.~q ~-~ + " "  + c~ 

und ffihre weiter die Funk~ionen ein: 

Dann ist 

A" f(o) 
E o - - A  

(6) 

fn-~(e) = ~.-1 + c10.-2 + . . .  + c._1. 

identisch 

= A" f ( E e ) -  f(A) 
.Eo--A 

= A ' ( E f , _ I ( O )  + Af,_~.(q) + . . .  + A ' - l f o (o ) )  

= A' f ,~_,(q)  + A '+ l f , _~(q )  + . . "  + A~+'- l fo (o) ;  

A" f(o) 
~ o - - A  = 

mo" f(q) (EO" -- A')  f(o) 
E o - - A  Eo- -A  

_ _  ( ~ o Y - -  A~ 
= Q~ f(o) f ( o )  

.No -- A Ee ~ A 

f(e) _ f ( o ) ( E o , - t  + Ae , -~  + . . .  + A,,-,). = o ' ~ , o _  A 

die rechten Seiten yon (6) und (7) einander gleichsetzt 
den Matrices zu ihren Elementen iibergeh~ erh~lt man: 

a(.+l) ('+"-1) fo(e ) a(')f (e) + f ._~(e)  + " "  + % i k  n - -1  i k  

----- o'g,k (Q) --  f (o )  (al'~ 0 "-1 + @)k 0 "-~ + " "  + al~-1) , 

den SchluB yon v auf v + 1 erweisen 
(7) .=d ~I~o ~.r i= (S) da~ ~ e i ~  

Indem man 

und yon 

(8) 

eine Formel, die sich auch durch 
lieBe; fiir v----0 fiill~ rechts in 
(]lied weg. 

(7) 

f o @  = 1, 
fi (~) = o + cl, 

andererseits is~ aber auch 
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Sind 01, Oe, "" ", O,, die Wurzeln yon f (o) ,  so folgt aus (8) ins- 
besondere: 

a ff  + 
i k  i k  --2 i k  . 

(Z=  1, 2 , "  ", n). 

Ftir v = O, 2, - . . ,  n -- 1, it = 2, 2, . . . ,  n entspringt �9 (8a) ein System 
yon n * Gleiehungen, welche zusammen die l)-bereinstimmung der beidert 
Matrixprodukte aussagen: 

(9)  

: r  i k  " " 

a (1) a (2) . . .  a (n) 
i k  i k  i k  

rf,,_, @,) . .  f , ,_,(q,,)  

f~-~ (e:,) . . .  f,,_~(~,,,) 

Geht man hier zu den Determinanten fiber, so wird der zweite Faktor 

links, veto Zeichen (-- 1) 2 abgesehen, gleich dem ersten Faktor reehts, 
und da dieser, wenn die a~ beliebig sind, bekanntlich nieht verschwindet, so 
folg~ schliel~lieh: 

In (0) a(1) . a(i~-1) H n(n.__-l__) i ~  i~ :  " " n 

( -  2) ~ �9 �9 �9 - -  9,,,, (q~) = n (f, g , 0 .  
_ ( n  - i) a(n) . a ('2 n -  ~) ~ = 1 
t ~ i k  i k  " * i k  

Hiermit ist bereits ein Ausdruck fiir die gesuehte Resul~ante gewonnen. 
Indes ist die Determinante links keine irreduzible Funktion der %,, viel- 
mehr folgt leieht vermittels (2), dab sie das (zeilenweise gebildete) Pro- 
dukt der beiden De~erminanten ist: 

(10) P~= 

a (o) a(O) . .  a !  ~ 
i l  i 2  " z n  

a (1) a(::ty .. a! :t) 
i l  12 " ~,n 

47 

, O ~ =  

(o) _(o)  . .  a (O)  
a l k  r  " n k  

a(:t) A:t) . ,  a(1) 
Ik %~ " n k  

a(a - 1) _(n - 1) . a ~  k -  1) 
l k  (~2k  " " 

.Die l~esultante R ~ g ~ k  ) zerfallt also in zwei  Faktoren,  deren erster n u r  
yon i~ deren zweiter nur von k abhdngt: 

n ( n -  1) 

(12)  R ( f ,  g,~) = ( _  1) ~ p , q , .  

t a ~ k -  ~) a(n) " " a(~ n - ~) ,k " i~ fo @,) " '  fo (q,) 
1 . . .  1 ~ Fg~k(ql) 0 . . .  0 

=lq!  "'" ~n 0 g~, , , (~2)"'"  0 

- - 1  n - - I  

(01 " ' ' O n  ) t 0 0 " " gi~ (q,,) 
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Yfultipliziert man (9) mit einer Unbestimm~en u~k und summiert 
fiber i, k, so liefert die gleiche Betraehtung auch die allgemeinere Formel: 

�9 ~ ( n - 1 )  I 

I (r, = . . . . . . . . . . . . . . .  (1~) , , - -  

Die Funktionen g~(O) haben daher dann und nur dann alle eine gemein- 
same Wurzel, wean die Determinante (12) identiseh in utl , ul~, . - . ,  % .  
verschwindet. Wenn, etwas weniger allgemein, u,v k an Stelle yon u~k tritt, 
so zerfiillt die Determinante (12) wieder in zwei Faktoren, niimlieh 

n (,~ - i) 

l k  2 k  n k  

Se~zt man alle u gleich 0 bis auf eines, u~, so folg~ hieraus speziell, da$ 

.R (f~ ~ v ~ g s , )  den Faktor Pi hat. Wenn also/)s verschwindet, so haben 
\ 

die Funktionen f(0)  und ~ 7  vkg~k (0) fiir beliebige v k eine Nullstelle ge- 
k 

gemein~ und daher haben 

f(e),  g .  (o), g,~(e),"" ", g~. (e) 
eine gemeinsame Wurzel. Wenn umgekehrt diese Funk~ionen eine ge- 
meinsame Wurzel haben, so muB auch notwendig P~ = 0 sein. Denn 
addiert man in der Determinante zo i (Formel (10)) zu den Elementen der 
letz~en Zeile die mit $~-1 (P) multiplizierten Elemeate der ersten, die mit 
/~_~ (p) multiplizierten Elemeate der zweit~en usw., so nimmt P~ wegen (8) 
(fiir v ~ 0) die Gestalt an: 

~(o) a(~ . . .  ~!0) 
i l  t n  

~, = ,?-~) ~I.-~ . . .  d/. -~) = ~ r 

~,, (~) g,~(~) .. . .q,.(~) 
woraus die Behauptung fol~. 
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Analoges gilt beziiglich der Funktionen Q~. Dami~ also alle g~(~)  
eine gemeinsame Wurzel haben, ist notwendig, da~ alle P~ und alle Q~ 
verschwinden. Es w~ire aber eJn Irrtum, aus dem Obigen schliel~en zu 
wollen, dat~ diese Bedingungen auch hinreichend sind. Das gleichzeitige 
Verschwinden yon /)1 und P~ bewirkl n~imlich nut, da~ f(p) sowohl mit~ 

als auch mit 
g~,(0), g ~ ( 0 ) , " ' . ,  ~,,(0) 

je eine Wurzel gemein hat; doch ist dies im allgemeinen~ wie man sich 
leicht durch Beispiele iiberzeug~ nicht die gleiche Wurzel. Damit letzteres 
der Fall ist~ miissen noch weitere Bedingungen erfiillt sein. 

w  

Dal~ die Resul~ante / ~  gi~) in zwei Faktoren zerf~illt, deren erster 
nur yon i, deren zweiter nur yon k abh~ingt~ l~i]t sich nach bekannten 
De~erminantens~itzen a priori erwarten. Denn es ist ja 

~f(e) 
9, , (0)  = f (q )  

gri(Q) gr,(q) ak~) ~(-asr)  
Wenn also f(p) und g,~(q) verschwindet, so muB zugleich auch g,~(p)g~(q} 
verschwinden fiir beliebige r, s, also entweder gil, g~2, "" ", gi~, oder 
gl~, gsk, "" ", g~.  Die Resul~ante/~(f,g~) wird also einen Faktor haben, 
d e r n u r  yon i~ und einen, der nur yon k abhiingt. 

~Es fragt sich nun walter, ob etwa die _P~, Q~ irreduzible Funktioner~ 
der a~, sind, oder ob sie wieder zerfallen. Mit der Entscheidung dieser 
Frage verbinden wir eine genauere Diskussion der be~reffenden Funkfionen. 

Differenzier~ man in der Determinan~e/)~ (Formel (10)) die Elemente 
einer beliebigen, etwa der (v-{-1) ~ Zeile nach a~,, so werden nach (2) 
die Elemente dieser Zeile 

w = ~ a (~) a ('-1-~) ~a~;) ~. ~ a (~) a ('-1-,1) . . .  O a~')" = ~__.,'-la!~)a!~'-1-,1). 
~ari i r  i l  ~ O a r l  i r  i~ ? ~ r~  $r tn  

,~=0 , l=0  ,1=0 

sie setzen sich also linear aus den Elementen der vorhergehenden Zeilen 
zusammen.*) Daher verschwinde~ die Determinante und es folgt: 

- o .  
~ a r l  

Somit h~ng~ P~ yon al~ , a~, . . .~ a~i gar nicht ab, und man kann un- 
beschadet der Allgemeinhei~ bei Bildung yon P~ start die Matrix A die 

*) Ffir r ~ 0 sind diese Formeln nicht anwendbar; abet in diesem Fall sind die 
fr~glichen Elemen~e offenbar al]e gleich Null. 
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sl0eziellere w~hlen, bet der die Elemente  der' i u= Kolonne siimtlich ver- 
schwinden. 

Die Irreduzibilitii~ yon P~ beweisen wir nun dureh vollstiindige Indukt ion.  
Ffir n = 2 ist  

P ~  = a ,~ ,  r ~  = - -  ~ , ,  

also irreduzibel;  wir setzen daher ffir ein best immtes n voraus~ dab 
P1, P ~ , ' "  ", P~ irreduzibel sind, und bilden dana die ( n + l ) - r e i h i g e  Matr ix :  

t ax~ 

ai-1,  1 

U 1 

a l , ~ _  ~ 0 a l ~  - . .  a l n  

a i _ l , i _  1 0 a i _ a ,  i . . .  a i _ l , , t  

u~_~ 0 u i . . .  u ,  

a n i  �9 . . a n n  

sehen~ 

0 a (*') �9 �9 �9 l i  

a!') . . . 
~-1~  i 

�9 �9 0 

�9 J 

I �9 �9 

A f 

a n l  " " " an ,  i - 1  0 

Die vte Potenz  hiervon wird, wie leicht zu 

a(,) . .  a (,') 
11 " 1, i - -  1 

a (~) �9 �9 �9 a ('') 0 
i - -1~1  i - - l~ i - -1  

%a(]-1)... ~'%a(:~.:) 0 ~--a %a(,; -~) 
$ $ # 

a ( , )  
In  

nO') 
i - - l , n  

3 

a(v)  

(Formel  (10)), so wird, wenn 
oder i = k ist ,  

~,1 " "  a, , i -1  ~,, ~,,,+1 . . .  a i ,2+l  

Ul " ' "  Ui-- 1 0 U i " ' "  U n 

~u,a,1 ...~u~a,,,_l 0 ~ u ,  as, ...~u~as, , 

= ( -  1) , - I  

27%%  - .  2 ' . . o :  
= ( -  -~y-, (,,-.P, + . . .  + ,,-.,e~ + . . . ) .  

a (')  �9 �9 �9 a (''). 0 a(V! �9 �9 �9 
n l  n~ t - -1  n$ 

Bezeichnet man daher mi t  Pi '  diejenige Determinante,  welche in bezug auf 
die Matr ix A '  die gleiche Bedeutung hat  wie P~ in bezug auf die bfatr ix A 

•ik die 0 oder 1 bedeutet,  je nachdem i =~ k 
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Da / ) i ,  P~, "" ", B~ nach Voraussetzung irreduzibel sind, so kann hier- 
nach/)~' offenbar nur in der Weise zerfallen, dab ein Faktor ~ (ul, .. . ,  u.) 
sich abspaltet, der yon den ar~ ganz fret ist. Dies ist aber nicht mSg- 
lich; denn es initiate alsdann die Determinante B~' fiir gewisse numerische 
Wer~e yon u l , . . . ,  u~ verschwinden, und da sie nach (13) ein Faktor yon 

(f, ~ u ,  vigik ) ist, so miiBten ffir diese Werte f ( o ) u n d  ~UlVkg~k(O ) 
~ f 

eine Wurzel gemein haben. Dies ist aber nicht mSglich, weil f(e) yon 

hSherem Grad als ~ '  uivkg~(O) and bekanutlich irreduzibel ist. 

Die obige Darstellung yon P( zeigt zugleich, da~ dies eine homogene 
Funktion n te~ Grades yon ~h, "" ', u~ ist, und dies kann sich nach dem 
zuvor Bewiesenen auch nicht ~indern, wenn in der Matrix A' an Stelle 
der Nullen in der i ~ Kolonne beliebige Elemente treten. Ebenso wird, 
indem man wieder n an Stelle yon n + 1 setzt, B~ homogen yore 
( n -  1) t~ Grad in a~l , a~, . . . ,  ai, , seth. Diese Resultate fassen wit zu- 
sammen in folgendem 

Satz:  Die Fuuktionen B1, B.2 ,"  ", P~ sind irreduzibel im Bereich 
tier Variabeln ar~ (und beliebiger numerischer Werte); B~ h~ngt yon 
al~, %~, "" ", %i nicht ab u,d ist eine homogene Funktion (n- -1)  u" Grades 
yon a~i, a~, . . . ,  a,~ (ai~ ausgeschlossen). 

Analog ergibt sich aueh: 
Die Funktionen Q1, Q~,'" ", Qk sind irreduzibel im Bereich der Varia- 

beln a~ (und beliebiger numerischer Werte); Q~ haugt yon a~l , a~2,...,  %~ 
nicht ab, und ist ei~e homogene Fu~klion (n - - l )  t~ Grades yon ai~ , a.~, �9 �9 a ~  
(a,i ausgeschlossen). 

Wenn die a~, nicht unabhEngig voneinander sind, so kiinnen natiirlich 
die B,, Q, sehr wohl zerfallen. Doch mag bemerkt werden, da~ sie noch 
irreduzibel bleiben, wenn die Matrix A eine symmetrische, d. h. a~, = a,r 
ist, sonst abet die a~ keiner Bedingung unterliegen. Au~erdem ist dann 
B~-----Q~, and ebenfalls wieder B~ homogen yore ( n - - 1 )  t~" Grad in 
ai~, a ,~ , . . . ,  a,~ (a~ ausgesehlossen); yon a ,  hing~ P, wieder nicht ab. 

w  

Fiir die Bereehnung der a (~) ist in (1) eine Rekursionsformel aa- 
ik  

gegeben; sie lassen sich aber mit Hilfe der Wurzdn der charakteristischen 
Gleichung auch in independenter Form darstellen. Seien" Pl, P~, '" ", Pm 
die verschiedenen Wurzeln yon f(e), und zwar Q~ eine r~fache, so dab 

( i 4 )  =  i(e) . . . . .  o , . )  

gese~zt werden kann, wo nun ~Pi(O~)={= 0 ist. Dann liefert die Theorie 
der Paxtialbrilche die Identifiit: 
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m 

Xv 2 1 
f(x) = E(x) ~- (r~- 11! 

wo E(x) eine ganze Funktion bedeute~, und dureh das Zeichen D~ die 
r*~ Ableitung nach ~ angedeutet wird. Start dessen kann man aueh 
sehreiben, wenn man qz + ~ = p setzt und mit f(x) muliiplizim~: 

~n 

x ~ = ~ ( x )  f ( x )  + "~-  ~)~ 
2=1 

Nun ist~ offenbar 

so dab an Stelle der letzten Gleichung auch die folgende treten kann: 

m 

g - -  ~=r 

Da dies eine Identiti~t in x ist, so entsteht aueh eine richtige (]leichung, 
wenn an Sidle yon x die Matrix A tritt; wegen f ( A ) =  0 folgt dana 

(,-~ 1)~ e v~b) ~ - : - A / e  ' 
= =Q~t 

oder, indem man yon den Matrices zu ihren Elementen iibergeht: 

Dies ist die gesuchte Formel. Von jetzt ab sol] der Einfaehheit 
wegen vorausgesetzt werden, dab die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung alle verschieden sind (prinzipielle Schwierigkeiten wiirde die 
Behandlung des allgemeinen FaUes nicht bieten). Formel (15) geht dann 

iiber in 

(15a) a (~) ~ *~ g;k(a) 
2=I 

Is~ gl absolu~ grSBer als die andern Wurzeln, so folgt hieraus 
.()') 

lira ~;_2 = g,k(q,) 
�9 =~ ql' f ' ( q ~  ' 

*) Man sehe e~wa: S e r r e ~ ,  Handbuch der hShern Algebra, 2. Aufl, Ark 222. 

M a t h e m a t i s c h o  A n n a l e n .  LXTTTL 17 
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und daraus wieder, sofern nur g~(01)+ 0 isi*): 

lim ~----Oi und im a(:? 

allgemeiner auch: 

- - -  = ~i; 

,~ , .  , ,(v + 1) 
~'i k " i  k ..,~ / ~ " ~  (,,) 

i~ k i, k 

wo die u~ irgend welche Werte sind, flit welche _~u~g~(O~)+ 0 is~. 
Diese Formeln k6nnen zur niiherungsweisen ~erechnung der Wurzel 01 

benutzt werden. Man bilde zu diesem Zweck sukzessive die Matrices 

A ~ , A  ~, A s , . . . , A  ~ .  

Die Wurzeln der zugehSrigen charakteristischen Gleichungen sind bez. die 
2, 4, 8~...t~ Potenzen der Wurzeln yon f(0), und das Verfahren ist also 
ganz analog der Ngiherungsmethode yon Griiffe, die sogar als Spezialfall 
daraus hervorgeh~, wenn 

1 fib i = k ,  

u,~-- 0 ffir i . + k  

gesetzt wird (es ist niimlich ~ ' a l ~  ) die v t~ P otenzsumme der Wurzeln der 
i 

eharakbris~ischen Gleichung). Das bei der Griiffeschen Me,bode notwendige 
Ausziehen der 2 *ten Wurzel, wodurch eine Vieldeutigkeit entsbht, kann 

abet hier vermieden werden, indem man die Matrix A ~" noch mi~ A multi- 

pliziert; man erh~ili dann i n -  

&us (15a) folgt wei*er: 
a (~) a(*) 

a 0') aO') 
r k r ~ ~, t  i 

a(2 ~ + 1) 
i k  

a i k  

einen Niiherungswer~ yon ~h. 

1, lv 0~ 0~ 

f" (q2) f" (%) g.(q.) 
dabei ist fiber i und/~ vo~ 1 bis n zu summieren; es verschwinden aber 
offenbar diejenigen Summanden, ffir welche i = / ~  is't. Wenn daher 
l el I >  [0~] und 09. seinorseib wieder absolu~ grSSer isi als die tibrigen 
Wurzeln, so ergibt sich 

l ira l a(~ aO'~) 

g~k (03) gi8 (e~) 

grk(ql)  g~,(O1) 

f '  (01) f '  (q~) 

*) Man beachte, dab gz~ (q~)~ 0 gewil~ nich~ ffir alle Werte i, k sein kann, 
weil 0: als einfache Wurzel yon f(e) vorausgesetzt ist. 
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und hieraus erh~ilt man analog wie oben Niiherungswerte fiir 01 es. Wenn 
wetter 10~[ > l P~l > [qsl und Q~ wieder absolut griiBer ist als die noeh 
fehlenden Wurzeln, so liefern die dreireihigen Determinanten der Matrix 
A" ebenso Niiherungswerte flit ql0~0a usw., so dag man dutch Division 
auch sukzessive el, q~, ,o8,.. .  erhiilt, genau wie bet der 6~ffesehen 
Methode. 

w 

Wenn die charakteristische Gleiehung eine Wurzel 01 hat, welche 
a11e andern an absohtem Betrag tibertrifft, so ist nach dem vorigen 
Paragraphen: 

a(V + 1) 
i k  lira ~ : ql, sofern g~k(ql) =F 0 ist. 

1 ' ~  (IO 

Umgekehrt kann unter Umstgnden, wenn die Existenz dieses G,renzwertes 
yon vornherein bekannt ist, daraus ein l~iicksddufl auf die Wurzeln der 

charakteristischen Gleichung gezogen werden. 
Seien alle a,k reell und > 0 ;  dasselbe gilt dann aueh yon den 

Zahlen a (~ Bezeichne~ man daher die kleinste, bez. grSBte der n Zahlen 
i k "  

a(') a~'~ a~ 
i l  a(~) , a(~) ' ""., -(,,----) 
r l  r 2  " ' rn  

mit fl(~) bez. B (~), so da$ 0 < #(")~ B (~) ist, so folgt*) 

(16) 
" " r k  r s S = l  S----1 

_ ~(') + . . .  + z(')~ 

: + C  < . . .  

wo zur Abktirzung 
a(,) 

r~ ask ~ ~(~) 
a(V + 1) s 

r k  

gesetzt ist.*) Da abet offenbar 3,(~)~ > (~ und -1~(~ + ~ )  + . . .  + ~(~), ---- 1 ist, 

so folgt aus (16) auch: fl(,+l) ~/t( ' )  und B (~+1) ~ B('), also: 

0 < fl(") ~ fl(" + 1) < B(" + 1) __< B<'). 
Nach einem bekannten Sa~z existieren daher die Grenzwerte 

lira fl<~)= fl, lira B(")----- B, 

und es is~ __< # =< B __<_ B 
Wenn somit ~ eine beliebig kleine positive GrSSe bedeutet, so wire ftir 

*) Es sind bet i~, B1 Z allemal nur clio Indizes angemerkt ,  auf  welche es im 

Lauf  tier gegenwi~rtigen Untersuchung allein ankommt. 
17"  
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hinreiehend groge v gewi$ a~) > f l -  e, und folglieh naeh (16), wenn ~) 

eine beliebige der Zahlen 1, 2, . - . ,  n bedeutet: 

a(r*+ 1) > (2i v) ~- J r ' " " -~-  n q ,  q a(r~ 

= ( 1 - -  X(*)~ ( / ~ - - a )  qt- ~(v)a~: 2 

oder auch 

(i7) ) > > la(') 3 - -  ~, 
\ rQ  

Nun ist aber 

_ _ _ _  ~ m ~ 

k'~rq aqk l)a~q 

Da alle a~ gr6t3er als Null  vorausgesetzt sind, so shad die n ~ Quotienten 

a~ (i, k, r, s = 1, 2 , . . . ,  n) endliche positive Zahlen und daher siim~lich 
a~,  8 

kleiner als eine Zahl hr; daher folgt 

und somit 

l = ~ ( ~ ) - b z ~  ~ ) q - - . - q - ~ . ( ' ) < n N  ~L(') d .h .  Z ( ' ) >  1 . "'1 n q ' q n_h r~ 

Daher bleibt Z (') slets fiber einer yon v unabh~ingigen ~xrenze c, und aus 
(17) ergibt sie]~ 

a!~ +1) [a}q) 
(,+~) ~ > c  - - 3 / - ~ .  

Da hierbei k und # beliebig sind, so k6nnen sie speziell so gewiihlt 
werden, dalt 

(,+x) a/(;) B(') ~k = 3 ~ ~_ 3; - -  >__ B 
a (rVk+ 1) ar( ~ - -  

wird,  worauf aus der vorigen Ungleichung die weitere hervorgeht: 

o > c ( S -  ~) - ~. 

Da ~ beliebig klein angenommen werden kann und c eine fes~e positive 
Zahl  is~, so folg~ hieraus fl ~ B. Das besagt abet, daft die Grenzwerte 
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l i r a  a~('l) lJ_m a~(~) . .  l i ra  a~) 
-- ' =  

existieren und einander gteich si,~d. Ebenso wird bewiesen, dab aueh die 
Grenzwerte 

lira a~ ) lin~ a~'~ ) %('k) 
, =  a~.~----], = a~s), . . . ,  ! i ra  an(--,~ 

Setzt man daher existieren und einander gleich sind. 

lira a~,} x i 
, = ~  ~,%) ~ . '  

so folgt weiter- 

und auch: 

lira a~(; ) _  - - _  Yl, 
= a~') y~' 

l im- '~ = l i r a  ~ , a i "  = ~  %x" 

lira a'~ m ~  - - - ~  "~a'' g' ,= -  a}~} -~ l i  

Somit existiert auch der Grenzwert 
_(~+1) 

(18)  lira ~'~-~- ' r=~ a~) ~--- O 

und ist sowohl yon k als von i unabh&~gig ; #erner ist @' positiv, und wegen 
n 

# = 1  

ist 9' eine Wurzd der charakteristischen Gleichung. 
Da alle a (') positiv sind, so folgt aus (18) leicht auch ~k 

~4:+' 
lira ~ '. 
, = ~  ~ 4 ~  ) = 

i 

Nun is% abet ~ a ~ )  nichts anderes als die v t~ Potenzsumme der 
i 

WurZeln yon f(0), und daher isf aus der Existenz des obigen Grenzwertes 
zu schliegen, dab q' jede andere WurzeI der eharakterisfischen qleiehung 
an absolutem Betrag iibertrifft. Der Beweis ist w(irtlieh so zu ffihren 
wie in meiner Habilitationsschrift (Math. Ann. 64 pag. 50, Zeile 4 v. u. his 
pag. 51, Zeile 5). In der gleiehen Arbeit (pag. 47, Hilfssatz) ist auBerdem 
gezeigt, dab ~' eine einfache Wurzel ist, and duher ergibt sich folgender 

Satz:  Wenn alle a~k reell und ~ 0 sind, so hat die charakteristische 
Gleichung eine einfache positive Wurzel~ welche alle anderen Wurzeln a.r~ 
absolutem Betrag iibertriffl. 
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Obwohl dies ein rein algebraischer Satz ist, so ist mir doch sein Be- 
web mit den gew~ihnlichen Hilfsmitteln der Algebra nicht gelungen. Der 
Satz bleibt tibrigens auch zu Recht besbhen, wean die ai~ nur zum Tell 
positiv, die iibrigea aber gleich Null sind, sofern n u t  eine gewisse  P o t e n z  

der M a t r i x  A existiert,  bei der ke in  E l e m e n t  m e h r  verschwindet .  Wenn n~im- 
lich fiir ein bestimmtes v alle a (~) grS•er als Null sind, so gilt dann das 

i k  

gleiche auch fiir jeden grSl3eren Weft  yon v. Sind also O1, '"  ", Q~ die 

Wurzeln der charakteristischen 81eichung, so ist 0i positiv und absolut 
!Y 

gr~iBer als die tibrigen ~h; ebenso ist Q~+l positiv, und daher auch Qi positiv 

und absolut grSBer als die iibrigen p~. 
Es gilt daher der obige Satz und die Wurzel Pl kann somit nach 

der Methode yon Griiffe oder auch nach der in w 4 auseinandergesetzten 
Methode bereehnet werden. 

Wit  betrachten beispielsweise die Matrix 

~0 0 . . . 0  a,~ 

I 0 . . . 0  a~ 

A---- 0 1 . . . 0  a 8 , 

tO 0 . . . 1  an) 

deren charakbristische Gleichung lautet 

= 0" - a  _.,,_ - -  . . . .  a~ O - -  a l  -~ O. 

Aus der Formel A "+i -~  A ' A  geht jetzt hervor: 

(a) a(~+l) = a(~) (k = 1, 2 . . .  n - -  1) { 
k + l  ( i  - -  1, 2 , . . .  n ) .  

J (,'+~) =~ a(')a a(') a~ ~- . . . ~- a (~) a n + . . , .  

Nun sei a I ~ 0, a ,  ~ 0, die tibrigen a i nur ~ O; dann folgt aus (a) 
a(i) _-- a(.) a(2) a(n) _( . -  i) a(.) 

i n  i l  ~ i n  = i 2  ~" " "~ t h i n  ~ i,  n - - 1  " 

Wenn daher 
a (1) a!~) . . .  a!") 

i n  " z n  ~ ~ *n 

alle verschwinden wiirden, so wtirde das gleiche yon 
a ( n )  a ( n )  _ (n )  

geRen; dies sind abet die Elemente der i t~€ Zeile der Matrix A";  also 
mii~te die Determinante verschwinden, was nicht der Fall ist. Daher gibt 
es einen Index v, ffir welehen a(~)~ 0 ist; nach (fl) ist daan auch i n  
a(V + i) _(~ + ~) i~ ~> 0, folglich :> 0 etc. N ach (a) is~ aber weibr  at. ~) = a (" + ~ -  ") 

also yon einem gewissen v ab auch a ( ' ) ~  O. Somit gibt es eine Pobnz 
i k  

yon A, bei der kein Element mehr verschwindet, und wit  erhalbn den 
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Satz:  Wenn die Koeffizienten der Gleichung 

Q" - -  a,~ 9 " -  1 . . . . .  a~ q - -  a 1 ~ -  0 

den Ungleichungen geniigen 

a 1 > O, a n > O, 
a i ~ 0  ffir i----2, 3,- . ., n - - 1 ,  

so existiert eine loositive ]Vurzel, wdche aUe anderen Wurzeln an absolutem 
.Betrag iibertrifft. 

Dieser spezielle Satz ist auch ganz leicht rein algebraisoh ein- 
zusehea; er ist iiberdies auch ein Spezialfall yon Satz IX meiaer Habili- 
tationsschrift (lot. cir. pag. 51). Maa bemerke fibrigeas, daft der Satz 
nichr mehr allgemein richtig wiire, wenn man auch fib a, den Weft 0 
zulassen wollte; denn beispielsweise hat die Gleiehung 

0"-- al = 0 
laubr  Wurzeln yon gleichem absolubm Betrag. In der Tal ist auch 
leicht zu sehen, dai~ im Fall a~-~ a a . . . .  - -a , - - - -0  eine Potenz A ~, bei 
der kein Element mehr verschwindet, nieht existiert. 

Mtinchen,  25. Juli 1906. 


