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Zur Theorie der Matrices.

Von

Ed
OsgAr PErrON in Miinchen.

In dieser Note werden zum Teil bekannte Sitze aus der Theorie der
Matrices und ihrer charakferistischen Gleichung auf neue, hochst einfache
Weise bewiesen, zum Teil neue Sitze entwickelt. Unter den Anwendungen
der Theorie hebe ich ein der Gréffeschen Methode analoges Verfahren
zur niherungsweisen Berechnung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung
hervor.

§ 1.
Sei
Byy Gy * 0 Gy
A=
By Qpg o Oy

das Koeffizientensystem einer linearen Substitution von » Variabeln, E das
der identischen Substitution. Soweit im folgenden bloB solche Koeffizienten-
systeme oder kiirzer Matrices vorkommen, die rationale Funktionen von
A, also miteinander vertauschbar sind, diirfen alle rationalen Rechen-
operationen genau wie bei Zahlen ausgefiihrt werden. Bezeichnet man

die Elemente der Potenz A" mit a!”, so daB also @) mit a,, gleich-

bedeutend ist, so ist wegen A" " = A" A"
o it = STl
s=1
Konsequenterweise sollen auch die Elemente der Einheitssubstitution £=A4°
mit af.‘;c) bezeichnet werden; es ist also
@ |0 fir i4k,
“ 1 fir i=F,
und (1) gilt auch noch, wenn » oder u oder beide gleich Null sind.
Sind 4 =(a,), B=(b,;), C= (¢, beliebige Matrices, so sind die

Gleichungen A=DB oder A= BC

a
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gleichbedeutend mit

@ix =bix  bez. a f—“z bis Cor, (6, k=1,2,--.,n).
=1
Die im folgenden hiufig ausgefiihrte Umsetzung der ersten in diese zweite
Form mag kurz als Ubergang von den Matrices zu thren Elementen be-
zeichnet werden.

Die Elemente aﬁ.vk) sind ganze Funktionen von a,,, a4, -, a,,. Fiir
ihre partiellen Differentialquotienten fincet man durch den SchluB von »
auf v -+ 1 die Formel:

» v—1
® 8 S dhaly

oa
rs =0

Die Determinante |E¢ — 4| werde mit f(¢) bezeichnet, so daf
f(0) =0 die charakteristische GHleichung der Matrix A ist; ihre Minoren

mit g, und zwar
g:1(0), 9| Bo—4] _ ©
5(— 0,7) 90/,

so daB

. Bf®) _ 9"11(.9)'91?(9? "91?(9.)
(®) Te—d~ |
e

Ia1(0) 9n2(0) - Inal0)
wird, Daher ist die Matrix Ef(¢) als Funktion von ¢ teilbar durch
Eo — A; da aber offenbar das gleiche von

Ef(e) — £(4) = F(Ee) — f(4)

gilt, so muB auch f(4) durch Eo — A teilbar sein, und da f (4) von ¢
gar nicht abhingt, so ist

4 f(4)=0.

Bedeutet 9(¢) den groBten gemeinsamen Faktor der Funktionen
9:.(@), so ist wegen (3) auch schon E-&L (o) teilbar durch E¢— 4, und
daher nach der gleichen Deduktion auch

Ly=o.
Soll umgekehrt ¢ die Funktion niedrigsten Grades sein, fiir welche

@ (4) =0 ist, so mu, weil ¢(Eo) — ¢(4) durch Eo— A teilbar ist,
auch schon Eg(o) durch Ep— A teilbar sein. Die Elemente von

Eolo) . Jirle) 9le) dies sind dann und nur dann
Fo— 4 sind aber nach (3): O und dies smn

lauter ganze Funktionen, wenn ¢(o) durch -—;: (¢) teilbar ist, also muf

Q= —g— sein. Diese Herleitung der bekannten Sitze erscheint mir ein-

facher als die bis jetzt gegebenen.
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Zwischen den Funktionen 9,,(0) besteht die interessante Beziehung:

X 1
() g 914(0) 9:1(0) = 7= (/@) 9:2(@) — (@) 9:20)).

Der Beweis folgt sehr einfach aus der Identitdt:

E—_——[(Eo—4)— (Es—4)];

e—¢C
multipliziert man diese nidmlich beiderseits mit E]j}jpii ;:ﬁ“li , so folgt:

E flo) Ef(s) 1 N _Ef (o) Ef(o)
EQ-—AEG_A-_:Q—d[f(Q)EG—A—f(G)EQ“A]’

und hieraus Formel (5) einfach durch Ubergang von den Matrices zu
ihren Elementen. Fiir ¢ = ¢ ergibt sich aus (5):

(5a) D) 9:5(0) 90 (0) = F(0) 912 (0) — £ (0) g (0)- )

Aus Formel (5) flieBt ein neuer sehr einfacher Beweis des Satzes von
der Realitit der Wurzeln der Sikulargleichung und sogar des folgenden
allgemeineren Satzes von Hermite:

Wenn die Zahlenpaoare a,,, a,;, komplex-konjugiert sind, also ins-
besondere auch a,; reell, so hat die Gleichung (o) = O lauter reelle
Wurzeln.**) )

Zundchst ist leicht zu sehen, daB die Koeffizienten von f(g) reell
sind; denn die Determinante |Eg — 4| #ndert sich nicht, wenn man die

Zeilen zu Kolonnen macht und gleichzeitig J/— 1 durch —}/— 1 ersetat.
Wenn jetzt f(¢) ein Paar komplex-konjugierter Wurzeln ¢,, ¢, bhat, so
setze man in (5): @ = ¢,, 6 = g;; dann folgt fiir 7 = k:

2 Gis (90) gsi(é’l) =0.
s§=1

Hier sind aber nach unserer Voraussetzung iiber die @, die Terme der
linken Seite simtlich Normen von komplexen Zahlen, also >0; sie miissen
daher einzeln verschwinden. Insbesondere wird g;;(g,) =0. Jede komplexe
Whurzel wiirde also auch die Hauptunterdeterminanten zum Verschwinden

*) Diese spezielle Formel entsteht auch, wenn man die bekannte Determinanten-

beziehung
of o __of _of _. o°f
a(‘—alci) 9(——'“") 3("— asi) a("‘ ak:) o a(“' aki) a("" au)
nach s summiert.

*) Hermite, Comptes Rendus 41, pag. 181, wo der Beweis mittels Sturmscher
Ketten gefithrt wird.
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bringen; indem man von diesen wieder zu den Hauptunterdeterminanten
iibergeht, usw., folgt schlieBlich, daf auch ¢, — a;, = 0 sein miiite, was
nicht angeht, da a,; reell ist.

Unter den gleichen Voraussetzungen itiber die a,,, als speziell auch
fiir die Sékulargleichung, ergibt sich ebensoleicht durch Zuziehung von (5a):
Fiir eine Doppelwurzel von f(o) = 0 verschwinden auch sdmitliche Unter-
determinamten g;,(0).

g 2.

Fiir die Beurteilung des gleichzeitigen Verschwindens der Unter-
determinanten von |Ego — A| ist von Wichtigkeit die Kenntnis der Resul-
tante von f (@) und gix(0). Um diese zu bilden, setze man

flo)=e"+ 6o + 6" "+ -+,

und fithre weiter die Funktionen ein:

fole) =1,
fl(@) “‘Q+01,

fr- 1(@)—9" ‘+019”" o i S
Dann ist identisch

, f@ _ 4 fEe)—1(4)
A EQ—A——A Eo— A

(6) = A" (Ef,_ @) + ATf,_s(0) + o A ()
= A7f,_1(0) + A* f, _y(0) + - - + A ¥y (0);

andererseits ist aber auch

E
Ay 1 f(e) Q f(@) (E ¥ ) Ef(@)

Eq——A Eo— 4 A
Eo)’ — A’
@ - Emﬁ“’l« G
- o gy — @) (et + A2 -+ A7)

Eo— A
Indem man die rechten Seiten von (6) und (7) einander gleichsetzt
and von den Matrices zu ihren Elementen iibergeht, erhilt man:

(8) (V)f" 1(9)+a(v+l)fn 2(9>+ +a’52+n nfo((’)
— 00, (0)—F@) (e + ale "+ +aY),

eine Formel, die sich auch durch den SchluB von » auf v 4+ 1 erweisen
lieBe; fiir v =0 fallt rechts in (7) und also auch in (8) das zweite

Ghed weg.
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Sind ¢, 05, -+, 0, die Wurzeln von f(p), so folgt aus (8) ins-
besondere:
(8a) aﬁ'}?fn-l (91) + aﬁ? i)f,,_z(@,z) +- 4+ “§;+n—1)fo(9,z> = 9:19519 (91)
('1"‘:172,"’7%)' )
Fir v=0,1, .-, m—1,2=1,2, .-, n entspringt aus (8a) ein System
von n® (leichungen, welche zusammen die Ubereinstimmung der beiden
Matrixprodukte aussagen:

(a0l - TV ) (fai(or) - Fuoa(o))]

agc) af'i:) aﬁ.’,‘c) fr-z(01) -+ [_2(0,)

9) Ol R N [ A REER A (A
(L -1 A dgue) O - O
I L T ™ 0 g,(e) - O

o0 ol 0 0 ga(e)]

Geht man hier zu den Determinanten iiber, so wird der zweite Faktor
n(n—1)

links, vom Zeichen (—1) 2  abgesehen, gleich dem ersten Faktor rechts,
und da dieser, wenn die a,, beliebig sind, bekanntlich nicht verschwindet, so

folgt schlieBlich:

(0) (1) (n~1)
n(n—1) @i Cp 7 Ay n
(— L TR P Gix (92) = E(f, 9.1)-
(n—1) (n) 2n—2) 2=
Oy Ay "0 Ay !

Hiermit ist bereits ein Ausdruck fir die gesuchte Resultante gewonnen.
Indes ist die Determinante links keine irreduzible Funktion der a,.,, viel-
mehr folgt leicht vermittels (1), daB sie das (zeilenweise gebildete) Pro-
dukt der beiden Determinanten ist:

0) (0 ® (W] 0) (0)

Ay Gy T Oy, Qip By A

® ) ® &

(10) P, = Ay Gy %in , Q, = Gk Box T Gy
(=1 (1) 1) (=1 (n—1) (2 1)

iy Ty @, Gy gy " v O,

Die Resultamte R(f,g,) zerfdllt also in ewei Faktoren, deren erster nur
von 4, deren zweiter nur vom k abhdngt:
n{n—1)

(11) R(f, Jir) = (— I)T P,g..
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Multipliziert man (9) mit einer Unbestimmten wu,, und summiert
iber 4, k, so liefert die gleiche Betrachtung auch die allgemeinere Formel:

©) 1) (n—1)
rin—1) 2 U Wik 2 Uin Fig * LIPS
(12) R<,2;?"ik9¢k)=("1) ? T SRR B

(n—1) () 2n—2
Z Uik B Wir Xy, Z LA “gkn ‘
Die Funktionen g,,(¢) haben daher dann und nur dann alle eine gemein-
same Wurzel, wenn die Determinante (12) identisch in w,, u,, - -, ,,

verschwindet. Wenn, etwas weniger allgemein, u,v, an Stelle von o, tritt,

so zerfallt die Determinante (12) wieder in zwei Faktoren, nimlich
n(n—1)

(-1 * R (f? 2 %; ”kgz‘k)

E' (0) (0) 2' ()
U; Xy 2 #; Qg o U @,

== . . .

(13) 2 %, “57;_1) %; ay;—l) o 2%‘ ai'?:z—l)
' ©) © 0

2”1.:“11: kaau 2”7‘:“%
(n—1) (n—1) (n~1)

2 U Ay, U Uap 2 vka’nnk

Setzt man alle u gleich O bis auf eines, u;, so folgt hieraus speziell, dab

R (f, 2% 9¢k> den Faktor P, hat. Wenn also P; verschwindet, so haben

k

?

die Funktionen f(¢) und ka .. (o) fir beliebige v, eine Nullstelle ge-
k

gemein, und daher haben

£(0), 9:1(0); 9:2(0)s -+ 9in(0)
eine gemeinsame Wurzel. Wenn umgekehrt diese Funktionen eine ge-
meinsame Wurzel haben, so muB auch notwendig P, =0 sein. Denn
addiert man in der Determinante P, (Formel (10)) zu den Elementen der
letzten Zeile die mit f,_, (o) multiplizierten Elemente der ersten, die mit
f._q (o) multiplizierten Elemente der zweiten usw., so nimmt P; wegen (8)
(fir v = 0) die Gestalt an:

a? ) - a)
! . . . . . . - v

P, = af.’;“m ai’;”z) e a,ﬁ_’;"g) ’:Zq)ikgik(())?
9:1(0) gi2(0) -+~ 9:.(0)

woraus die Behauptung folgt.
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Analoges gilt beziiglich der Funktionen @,. Damit also alle g, (o}
eine gemeinsame Wurzel haben, ist notwendig, daf alle P, und alle @,
verschwinden. Es wire aber ein Irrfum, aus dem Obigen schliefen zu
wollen, daB diese Bedingungen auch hinreichend sind. Das gleichzeitige
Verschwinden von P, und P, bewirkt nimlich nur, daB f(p) sowohl mit

) gll(@)) .912(9); Ty gln(@))
als auch mit

921(0); 93(0), 5 F2a(0)
je eine Wurzel gemein hat; doch ist dies im allgemeinen, wie man sich
leicht durch Beispiele tiberzeugt, nicht die gleiche Wurzel. Damit letzteres
der Fall ist, miissen noch weitere Bedingungen erfiillt sein.

§ 3.

Daf die Resultante R(f, g,,) in zwei Faktoren zerfillt, deren erster
nur von 7, deren zweiter nur von % abhdngt, 148t sich nach bekannten
Determinantensétzen a priori erwarten. Denn es ist ja

9:1(0) 9:,(0) — £(0) 2*f(e) .

0.40)9.,(0)| ~ A=) (=)

Wenn also f(o) und g;,(¢) verschwindet, so muBl zugleich auch g, (0)g,,(0)
verschwinden fiir beliebige 7, s, also entweder g,,, 95, -+, ¢;,, Oder
912y Gany = s 9upe Die Resultante R(f, g,,) wird also einen Faktor haben,
der nur von 4, und einen, der nur von % abhingt.

Es fragt sich nun weiter, ob etwa die P;, Q, irreduzible Funktioners
der a,, sind, oder ob sie wieder szerfallen. Mit der Entscheidung dieser
Frage verbinden wir eine genauere Diskussion der betreffenden Funktionen.

Differenziert man in der Determinante P, (Formel (10)) die Elemente
einer beliebigen, etwa der (v 4 1)*® Zeile nach a,;, so werden nach (2)
die Elemente dieser Zeile

») y—1 ~ ) v—1 » v—1
da;y _ a® g1 0a;g - a® 1= L dai, _ a® gr=1=P,
3“m- ir il ’ aa”_ ir 72 ? o . ir Tin >

A=0 A=0 A=0

sie setzen sich also linear aus den Elementen der vorhergehenden Zeilen
zusammen.*) Daher verschwindet die Determinante und es folgt:
oP,
-aari
Somit hingt P, von a,;, @y, - -, a,; gar nicht ab, und man kann un-

2

beschadet der Allgemeinheit bei Bildung von P, statt die Matrix 4 die

= 0.

*) Fiir » =0 sind diese Formeln nicht anwendbar; aber in diesem Fall sind die
fraglichen Elemente offenbar alle gleich Null,
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speziellere wihlen, bei der die Elemente der ¢*® Kolonne simtlich ver-

schwinden,

Die Irreduzibilitit von P, beweisen wir nun durch vollstindige Induktion.

Fiir n = 2 ist
P =a, P,=

— Qg1

also irreduzibel; wir setzen daher fiir ein bestimmtes % voraus,
P_ irreduzibel sind, und bilden dann die (n-+1)-reihige Matrix:

-P17 P2; )
[ ay @y, i1 0 a;
. A1 7 Fy, i1 Oa_y; o
w, w,_y 0w
L @y an,i—l 0 Qp;
Die »* Potenz hiervon wird, wie leicht zu sehen,
(V) Q) (1)
@yy @y i1 0 2F
» () ()
;21,1 @y, i1 0 @; 2y,
A;v=
(r=1) ~1) 2 A
Zusacl ’ 2 s s,z-— O s .n
$ 8
(") (') (v)
nl n,z-—l O nz

@y

i—-1,n

U

n

a

n

an J

(v-1)
) Zucasn

daB

)

®) \

a’ln

a”

i-1,n

s

at V) J

nn

Bezeichnet man daher mit P, diejenige Determinante, welche in bezug auf
die Matrix A’ die gleiche Bedeutung hat wie P, in bezug auf die Matrix 4
(Formel (10)), so wird, wenn 0;, die O oder 1 bedeutet, je nachdem 7<%

oder ¢ =k ist,

3fz'+1

3i1 T 65,1’-1 6i-i
;4 0

E usaa,,_ 0 E u,Q,;

(0)

2 Uy sy
m

2 LA
2
usa'sl

= (— D Pt

Uy
i 2“’:“’31
-1
ol
s sl

(n 1)0

a sa-—l

©
- 2wl
®

*

— (— 1y

ot g Py - - -

. Zusa’.m
(” 1) (n—1)
Sty S

1) (n—1)
.o Zucaan

!
d\i,n-}-l
U

n
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Da P,, P,, - - -, P, nach Voraussetzung irreduzibel sind, so kann hier-
nach P, offenbar nur in der Weise zerfallen, daB ein Faktor ¢ (u,,---,u,)
sich abspaltet, der von den a., ganz frei ist. Dies ist aber nicht mog-
lich; denn es miiBte alsdann die Determinante P, fiir gewisse numerische

Werte von u,, - - -, %, verschwinden, und da sie nach (13) ein Faktor von

B( ) Zu,.vi g,.k) ist, so miiBten fiir diese Werte f(g) und Zuivkgik (o)

eine Wurzel gemein haben. Dies ist aber nicht mdglich, weil f(o) von
hoherem Grad als Zu,- v, 9 (¢) und bekanntlich irreduzibel ist.
Die obige Darstellung von P, zeigt zugleich, daf} dies eine homogene

?
Funktion n'* Grades von w,, ---, u, ist, und dies kann sich nach dem
zuvor Bewiesenen auch nicht #ndern, wenn in der Matrix 4" an Stelle
der Nullen in der i** Kolonne beliebige Elemente treten. Ebenso wird,
indem man wieder # an Stelle von =+ 1 setzt, P, homogen vom
(n — 1) Grad in a,, ., -, a;, sein. Diese Resultate fassen wir zu-
sammen in folgendem

Satz: Die Funktionen P,, P,, ---, P, sind irredusibel im Bereich
der Variabeln o, (und belichiger numerischer Werte); P, hingt von
Qg Oggs * * *y Op; NiCht ab und ist eine homogene Funktion (n— 1)** Grades
VON @y, Qygy - vy Oy (@ aUSgeschlossen).

Analog ergibt sich auch:

Die Funktionen Q,, @y, - -, @, sind irreduzibel i Bereich der Varia-
beln a,, (und beliebiger numerischer Werte); @, hingt von aq, a5, - -, O,
nicht ab, und ist eine homogene Funktion (n—1)* Grades von Gy ,, Gy, -+ 5 Gy
(a,, ausgeschlossen,).

Wenn die @, nicht unabhiingig voneinander sind, so kénnen natiirlich
die P;, Q, sehr wohl zerfallen. Doch mag bemerkt werden, daff sie noch
irreduzibel bleiben, wenn die Matrix A eine symmetrische, d. h. a,,= a,,
ist, sonst aber die a,., keiner Bedingung unterliegen. AuBerdem ist dann
P,= ¢,, und ebenfalls wieder P, homogen vom (n-— 1)** Grad in
ay; Ggy v oy 4, (a;; ausgeschlossen); von a;; hingt P, wieder nicht ab.

?

§ 4
Fir die Berechnung der ag"k) ist in (1) eine Rekursionsformel an-
gegeben; sie lassen sich aber mit Hilfe der Wurzeln der charakteristischen
Gleichung auch in independenter Form darstellen. Seien gy, @4, + 0,
die verschiedenen Wurzeln von (o), und zwar ¢, eine r, fache, so daB

(14) o) = (e—e) ¥h(e) =+ =(0—0,)" ¥ul0)

gesetzt werden kann, wo nun ¢,(g;) =+ 0 ist. Dann liefert die Theorie
der Partialbriiche die Identitit:
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LA m__l____ ri—1 §e+9)" ]
f(@) E(x)+z__21(rz*1)!D§ [ﬂ@ﬁ@@“@a‘“g K

).
-=0

wo E(x) eine ganze Funktion bedeutet, und durch das Zeichen D: die
7 Ableitung nach { angedeutet wird. Statt dessen kann man auch
schreiben, wenn man o, + { = ¢ setzt und mit f(z) multipliziert:

. O 1 e ¢ f@
2 = E(2)f(%) +2—21'(T1_1)!D9‘ («P;(e)w-—e)

Nun i1st offenbar

-1 o f@) _ pu-t f‘f,ﬁ@—@ﬁ”) _
D, <"P1(9)x—9>e=el'—p<’ (w—'é’ e=el—‘0’

so daB an Stelle der letzten Gleichung auch die folgende treten kann:

Q-‘—-()d’

14

L , . 1 ra-1( ¢ [fle)—f(x)
X = E(x>f(w> +Z (rl'—" 10! 'D()A (QPZ (@) o — x >("‘€’
- =G

Da dies eine Identitit in x ist, so entsteht auch eine richtige Gleichung,
wenn an Stelle von z die Matrix A tritt; wegen f(4) =0 folgt dann

Y o= S 1 pn-t ¢ Ef () )
4 221(7',1—1)!D€’ v;(e) He - 4 9_9’
= N1

oder, indem man von den Matrices zu jbren Elementen iubergeht:

(v) B m 1 r;;—l Egbk<9))
(15) i "‘g =11 Ve < N0

Dies ist die gesuchte Formel. Von jetzt ab soll der Einfachheit
wegen vorausgesetzt werden, daB die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung alle verschieden sind (prinzipielle Schwierigkeiten wiirde die
Behandlung des allgemeinen Falles nicht bieten). Formel (15) geht dann
tiber in

9=91

o _ \ 01 9:(€1)
(15a) @ = 2 f(e)

Ist g, absolut groBer als die andern Wurzeln, so folgt hieraus

lim ‘152 g,k(Qx)

y=00 Q’l' - f’(QJ’

*) Man sehe etwa: Serret, Handbuch der hohern Algebra, 2. Aufl. Art. 222.

Mathematische Annalen. LXIIIL 17
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und daraus wieder, sofern nur g,,(e,) = O ist*):
alr+1)
lim Va.k =¢, und lim-——— ikl

Y=o ¢ =00 a,(”)

= 015

allgemeiner auch:

Zuzka(V+1)
hml/z; it zk—Ql und 11111;10 Zukaolz = 01,

wo die u,;, irgend welche Werte sind, fiir welche Zuik 9:1(0)) == 0 1ist.
Diese Formeln konnen zur ndherungsweisen Berechnung der Wurzel o,
benutzt werden. Man bilde zu diesem Zweck sukzessive die Matrices

v

A’ A4 A48, ..., A%
Die Wurzeln der zugehorigen charakteristischen Gleichungen sind bez. die
2, 4, 8, .. *» Potenzen der Wurzeln von f(¢), und das Verfahren ist also
ganz analog der Ndherungsmethode von Griffe, die sogar als Spezialfall

daraus hervorgeht, wenn
{1 fir ¢ =k,
u

#0 fir ik
gesetzt wird (es ist mémlich Z’ag.) die v* Potenzsumme der Wurzeln der
charakteristischen Gleichung). Das bei der Graffeschen Methode notwendige

Ausziehen der 2"** Wurzel, wodurch eine Vieldeutigkeit entsteht, kann

aber hier vermieden werden, indem man die Matrix A% noch mit 4 multi-
@ +1)

ik
@)
azlc

pliziert; man erhilt dann in einen Naherungswert von g,.

Aus (15a,) folgt weiter:

(W) (W) "
2 F@re o
f (€2) f (Q;u)

dabei ist iiber A und g vop 1 bis % zu summieren; es verschwinden aber
offenbar diejenigen Summanden, fiir welche 1= yu ist. Wenn daher
10,]1>|0;| und g, seinerseits wieder absolut groBer ist als die iibrigen
Wurzeln, so ergibt sich

9:.(02) 9:,(0) |.
grk(@p) grs(@y)

(V) (")
r k

rs|

afy) af) 9:3(@) @] |9ix (@) s (02)
11'[11 7(~1;c) ay("s) — grk(92) grs(92) grk(Ql) g”(91)
¥ 00 911 9; f,(91) 7”(92) ?

") Man beachte, daB g, (¢ )= 0 gewiB nicht fiir alle Werte ¢, % sein kann,
weil g, als einfache Wurzel von f(o) vorausgesetzt ist.
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und hieraus erhilt man analog wie oben Niherungswerte fiir o, 05, Wenn
weiter |g,| > |0,| > |o;| und g, wieder absolut groBer ist als die moch
fehlenden Wurzeln, so liefern die dreireihigen Determinanten der Matrix
A’ ebenso Naherungswerte fiir g, 0,05 usw., so dafl man durch Division

auch sukzessive g¢,, 0,5, 05, -+ - erhdlt, genau wie bei der Gréffeschen
Methode.

§ b.

Wenn die charakteristische Gleichung eine Wurzel ¢, hat, welche
alle andern an absolutem Betrag iibertrifft, so ist nach dem vorigen
Paragraphen:

al? i
k

,hf}o‘z;{;)“ =g, sofern g,(e)+0 ist.
43
Umgekehrt kann unter Umstinden, wenn die Existenz dieses Gremzwertes
von vornherein bekawmnt ist, daraus ein Riickschlup auf die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung gezogen werden.
Seien alle @, reell und >0; dasselbe gilt dann auch von den

Zahlen af.vk). Bezeichnet man daher die kleinste, bez. groBte der n Zahlen

aff afy oy

.;ﬁ’ ;g, ey @;’,
mit f® bez. B¥, so daB 0 < g < B® ist, so folgt®)
g e Sum |2 0 (04444 A7)
7 T T W | <8 () ) 4 ),
wo zur Abkiirzung
M — ¥
a£vk+1) s

gesetzt ist.¥) Da aber offenbar iiv) > 0 und J.Y) + A;"’ R RS) =1 ist,
so folgt aus (16) auch: f¢+Y = ) und B+1 < B®), also:
0 < 0 < pr+H < BE+Y < B
Nach einem bekannten Satz existieren daher die Grenzwerte
lim 60 = g, lim B® = B,

und es ist
6 < p< B LB,

Wenn somit ¢ eine beliebig kleine positive GroBe bedeutet, so wird fiir

*) Es sind bei §, B, 4 allemal nur die Indizes angemerkt, auf welche es im

Lauf der gegenwirtigen Untersuchung allein ankommt.
17*
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a”
hinreichend groBe » gewiB azs) > B — ¢, und folglich nach (16), wenn ¢

eine beliebige der Zahlen 1, 2, ... » bedeutet:

1
a(t+ o

(”) v v v v
70> (W8 A —A0) (B—e) + 20

1')

at”
—(1=2) (B~ + 47 =5

%o
oder auch
(r+1) (v)
%k Q)
an worn B> 4 ((v) ﬁ)——s.
rk
Nun ist aber
(r-1)
WM g - a(v) a, 2 @’y " a,

2.(”) agka% Gy D0y Vay,
Da alle a,, grofler als Null vorausgesetzt sind, so sind die »* Quotienten
;—’—k (4 kyr,8=1,2,--.n) endliche positive Zahlen und daher simtlich
k’l:einer als eine Zahl Nj daher folgt

L Za(” 1)Na
x(v> <N-= 2 o~ Vg, —Ng’
und somit
1= 420+ + 20 <aNIY, L b 40>

Daher bleibt 1) stets fiber einer von v unabhingigen Grenze ¢, und aus
(17) ergibt sich

a1

al)
'y
0D ‘6>0< al) ﬁ) —é

Da hierbei k¥ und ¢ beliebig sind, so konnen sie speziell so gewihlt

werden, daB

(V+1) z(;) :
— A(v+1 — R®)
(v+1) prrv<p; G, =B"=2B
Crk rg

wird, worauf aﬁs der vorigen Ungleichung die weitere hervorgeht:
0>c¢(B—pB)—s.

Da ¢ beliebig klein angenommen werden kann und ¢ eine feste positive
Zahl ist, so folgt hieraus B = B. Das besagt aber, dafp die Grenzwerte
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() (r) ()

. a . al . a
lim —%—)7 lim -’(—f), cooy lim
1-:marl TE® Ay rEE AL,

existieren und emander gleich sind. Ebenso wird bewiesen, daB auch die

Grenzwerte

Y L) g
Y= oo al(”), Y=o a,2(1\;)’ Y 1'1=I£]6 ;S’;)

existieren und einander gleich sind. Setzt man daher

») (r)
a, x; .
lim w—z(f) =, lim-E = yk,
1= 00 a)‘k w,_ 1 = 00 az(;) y8
so folgt weiter:
(v +1) n (» I
a a.. ¢ a. T
. _‘__’f___ — N _.ifmak ___ v 18 s
lim o = lim BT = DT
zk s=1 vk =1 ¢
und auch:
+1 ? , n
lim ay;c ) - ].im ai(;)ask . 2 lask yf
1= az(;;) 1=°°3=1 al‘(z) s=1 yk
Somat existiert auch der Grenzwert
(v +1)
. a ’
(18) lim 5 = ¢
VE®

und st sowohl von k als von @ unabhdngig; ferner ist o' positiv, und wegen

n
’
0 7 =2a’isxs = 0u%; + Gy + - -+ 4,7,
s=1

st @' eine Wurzel der charakteristischen Gleichung.
Da alle aﬁ.’,f positiv sind, so folgt aus (18) leicht auch

Sy
¢ ’
Sd
¢

Nun ist aber Z ag.) nichts anderes als die 2»'* Potenzsumme der

Iim
P= L

Wurzeln von f(g), und daher ist aus der Existenz des obigen Grenzwertes
zu schlieBen, daB ¢ jede andere Wurzel der charakteristischen Gleichung
an absolutem Betrag fibertrifftt Der Beweis ist wortlich so zu filhren
" wie in meiner Habilitationsschrift (Math. Ann. 64 pag. 50, Zeile 4 v. u. bis
pag. D1, Zeile 5). In der gleichen Arbeit (pag. 47, Hilfssatz) ist auBerdem
gezeigt, daB ¢ eine einfache Wurzel ist, und daher ergibt sich folgender

Satz: Wenn alle a,, reell und > O sind, so hat die charakteristische
Gleichung eine einfache positive Wuwrzel, welche alle anderen Wurzeln an.
absolutem DBetrag vbertrifft.
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Obwohl dies ein rein algebraischer Satz ist, so ist mir doch sein Be-
weis mit den gewShnlichen Hilfsmitteln der Algebra nicht gelungen. Der
Satz bleibt iibrigens auch zu Recht bestehen, wenn die @, nur zum Teil
positiv, die iibrigen aber gleich Null sind, sofern nur eine gewisse Potenz
der Matrixz A existiert, bei der kein Element mehr verschwindet. Wenn nim-
lich fiir ein bestimmtes » alle ai.’;c) groBer als Null sind, so gilt dann das
gleiche auch fiir jeden groBeren Wert von ». Sind also g,,---, 9, die

Wourzeln der charakteristischen Gleichung, so ist ¢ positiv und absolut

+1

groBer als die tibrigen o;; ebenso ist o; " positiv, und daher auch g, positiv

und absolut groBer als die iibrigen o,.

Es gilt daher der obige Satz und die Wurzel o, kann somit nach
der Methode von Griffe oder auch nach der in § 4 auseinandergesetzten
Methode berechnet werden.

Wir betrachten beispielsweise die Matrix
(0 0---0 @)
1 0---0 a
A=101.--0 a;}>

0 0.---1 @

deren charakteristische Gleichung lautet
flo)=¢" —a,0""*—a, 10" ' — - —a0—0a, =0
Aus der Formel A+!= 4" A geht jetzt hervor:
gty *)
« =q k=1,2---n—1
(o) Gix i, B+1 ( ) (G=1,2---n).
O =ttt i,

Nun sei a, >0, a, >0, die iibrigen o, nur > 0; dann folgt aus («)

al? = o o =a® . oY = g™

in i1 7 in z2 ) in Z, n—1

Wenn daher
ey a® . g™

zn’ zn’ ’ zn

alle verschwinden wiirden, so wiirde das gleiche von

{n) (ﬂ) (n)
Aiyy  Fgy Oy,

gelten; dies sind aber die Elemente der z“’“ Zeile der Matrix A4"; also
miifite die Determinante verschwinden, was nicht der Fall ist. Daher gibt
es einen Index w, fiir welchen ay > 0 ist; nach (B) ist dann auch

a*V > 0, folglich a’*® > 0 ete. Nach («) ist aber weiter a}") = a\, " *~ ",

also von einem gewissen » ab auch a(”) > 0. Somit gibt es eine Potenz
von A, bei der kein Element mehr verschwmdet und wir erhalten den
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Satz: Wenn die Koeffizienten der Gleichung
" — "t — - —ay0—a; =0
den Ungleichungen genvigen
a, >0, a,>0,
a; >0 fire=2 3,-..,n—1,
so existiert eine positive Wurzel, welche alle anderen Wurzeln an absolulem
Betrag dibertrifft.

Dieser spezielle Satz ist auch ganz leicht rein algebraisch -ein-
zusehen; er ist iiberdies auch ein Spezialfall von Satz IX meiner Habili-
tationsschrift (loc. cit. pag. 51). Man bemerke iibrigens, daf der Satz
nicht mehr allgemein richtig wire, wenn man auch fiir a, den Wert O
zulagsen wollte; denn beispielsweise hat die Gleichung

"—a, =0
lauter Wurzeln von gleichem absolutem Betrag. In der Tat ist auch
leicht zu sehen, daB im Fall ¢y =a, =--- = g, =0 eine Potenz A4’, bei

der kein Element mehr verschwindef, nicht existiert.

Minchen, 25. Juli 1306.



