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Grundzige einer Theorie der Riemannschen Funktionenpaare.

VYon

RoserT K636 in Tiibingen.

Einleitung.

In einem systematischen Aufban der Riemannschen Funkiionentheorie
treten neben die rationalen Funltionen und deren Integrale zunichst die
multiplikativen Funktionen®) und deren Integrale und dann die Riemann-
schen Funktionenpaare mit ihren Integralen (§ 1). Als Spezialfall enthalten
gie die beiden erstgenannten Kategorien von Funktionen. Ihre Existenz
sehen wir durch das ,Riemannsche Problem“ verbiirgt an¥*), es handelt
sich um eine Erforschung ibrer Eigenschaften.

In einem L. vorbereitenden Abschnitt wird ndchst der Definition der
Begriff der reduzierten Exponenten, der fundamentale Unterschied zwischen
Exponenten 1. und 2. Art aufgestellt, sowie nach dem Vorgang Riemanns
eine Klasseneinteilung fiir die Funktionenpaare gemacht, wobei sich simt-
liche Klassen zu Paaren, bestehend aus zwei zueinander komplementiren
Klassen zusammenordnen.

Im II. Abschnitt werden die Funktionen- und Differentialpaare einer
Klasse untersucht. Erstere haben die Eigenschaft: 1. daB mit zwei Paaren
auch ihre Summe in der Klasse vorkommt; 2. daB das Produkt eines
Paares mit einer beliebigen rationalen Funktion ebenfalls vorkommt;
3. daB die Ableitung nach der unabhingigen Variablen gleichfalls der

* Dieselben sind als einfachster Spezialfall (p=0) enthalten in meiner Arbeit:
wArithmetische Theorie der verzweigten multiplikativen Funktionen“, Crelles Journal,
Bd. 146, 8. 161—184.

*) 8. J. Plemelj, ,Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener Monodromie-
gruppe*, Monatshefte f Math. u. Phys. Wien, 19. Jahrg. 8. 211—245. Vgl. auch
L. Schlesinger, Bericht iber die Entwicklung der Theorie der linearen Differential-
gleichungen, Leipzig 1909, 8. 561f. und O. Haupt, Zur Theorie der Prymschen Funk-
tionen 1. und N. Ordnung, Math, Ann. 77 (1915), S. 24f.
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Klasse angehért, was wir zusammen die , Klasseneigenschaft“ nennen. In
speziellen Fillen, z. B. im allgebraischen Fall (§ 17), kann neben Summe
und Differenz auch Produkt und Quotient zweier Paare wieder der Klasse
angehoren, also ,Korpereigenschaft statthaben.¥) Es zeigt sich nun, daB
die meisten Sitze in der Lebre von den algebraischen Kunktionen nicht
auf ihrer Korpereigenschaft, sondern schon auf ihrer Klasseneigenschaft
beruhen. Und es bildet den Zielpunkt dieses Abschnittes, fiir eime beliebige
Klasse das 2u erreichen, was fir die Klasse der hyperelliptischen Funktionen
bekannt ist und zwar so, daf dieser Spezialfall wirklich genau umfaft wird.

Es handelt sich zunfichst um die wirkliche Herstellung einer Basis
fiir die Funktionenpaare der ganzen Klasse, fiir ein Ideal innerhalb der-
selben und schlieBlich fiir die Multipla eines Divisorenpaares. Hierbei ist
es eine wesentliche Aufgabe, zu definieren, wann ein Funktionenpaar Multi-
plum eines Divisorenpaares heiBt (§ 7). Als Folgerung ergibt sich ein
Theorem I iiber die Determinante der Basis eines ldeals — die
Verallgemeinerung des Kroneckerschen Diskriminantensatzes — die wichtige
Gleichung (12), sowie AufschluB iiber das Vorhandensein von Exponenten
(8 9). Wir gelangen zur Einfiihrung des Begriffes: Geschlecht der Klasse
als genaue Vcrallgemeinerung der Geschlechtszahl p im algebraischen Fall
und erkennen damit, welche Rolle die Zahl p als Klasseninvariante spielt.
Die Durchfiihrung der zu Beginn des Absatzes genannten Aufgabe fiir
die komplementire Klasse — wobei auf die Festsetzung (15) zu achten
ist — fiihrt zu dem grundlegenden Theorem II, worin die Verallge-
meinerung des Veraweigungsteilers bei den hyperelliptischen Funktionen
auftritt.

Alles bisher iiber die Funktionenpaare Gesagte gilt — mutatis mu-
tandis — auch fir ihre Integrale oder die zugehdrigen Differentialpaare,
wel he die Verallgemeinerung der Abelschen Differentiale darstellen. Auch
fiir sie konnen wir jetzt eine Basis herstellen und zwar der Reihe nach
fir die Differentialpaare der ganzen Klasse, fiir ein Ideal und weiter fiir
die Multipla eines beliebigen Divisorenpaares innerhalb der Klasse, z. B.
als speziellsten Fall eine Basis fiir die ,iiberall endlichen“ Differentiale.
Hierbei war es wieder eine wesentliche Aufgabe, in zweckmiBiger Weise
zu definieren, wann ein Differentialpaar Multiplum eines Divisorenpaares
heiBen soll (S. 82).

Die Gegeniiberstellung von Funktiouen- und Differentialpaaren fiihrt
zu dem Theorem III, welches die Verallgemeinerung des Riemann-
Rochschen Natzes darstellt,; sowie zu drei weiteren eleganten Rezi-
prozititstheoremen (§ 15); das erste gibt eine Beziehung zwischen den

*) Wozu Eigenschaft 3. tritt.
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Geschlechtern, das zweite zwischen den Funkiionen und das dritte zwischen
den Differentialen zweier zueinander komplementiren Klassen. Das letzte
kann als die Verallgemeinerung des Brill-Noetherschen Reziprozititssatzes
angesehen werden.

Im III. Abschnitt wird schlieBlich gezeigt, wie die gewdhnliche Theorie
der algebraischen (hyperelliptischen) Funktionen und Differentiale wirk-
lich als Spezialfall unserer allgemeinen Theorie herauskommt. Hierbei
sind noch die Sitze in § 17. § 18 wesentlich.

Was die Literatur anbetrifft, so wurde der Gegenstand zuerst und in
sehr allgemeiner Weise von E. Ritter*) in Angriff genommen. Stellen wir
uns auf unser Gebiet (d. h. p=0, n =2}, so betrachtet Ritter statt Funk-
tionen ,Formen“ verschiedener ,Grade* (0 = 0). Dagegen ist es unbe-
dingt notig, — und wenn man nur die einfachsten Spezialfille: die
Paare rationaler oder multiplikativer Funktionen oder den hyperelliptischen
Fall einordnen will — eine exakte Definition des Multiplums 1. Art
fiir Funktionen und Differentiale aufzustellen und zwar in so allgemeiner
Weise, wie wir es getan haben. Das fehlt noch bei Rifter und &uBert
sich z. B. am Riemann-Rochschen Satz, der — auf das vorliegende Ge-
biet ibertragen — erst durch wiederholte Spezialisierung aus unserm
Theorem hervorgeht und inshesondere fir die Klasse der hyperellip-
tischen Funktionen nicht das gewdShnliche Riemann-Rochsche Theorem
umfassen wiirde.

Fiir den algebraischen Fall vergleiche man das Werk von Hensel-
Landsberg (Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig
1902), dessen Methoden und Bezeichnungen wir uns bedienen.

* Uber Riemannsche Formenscharen auf einem beliebigen algebraischen Ge-
bilde. Math. Ann. 47 (1895), S. 157—221.
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