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Grundzogo einer Theorie der Riemannschen Funktionenpaare. 

Yon 

ROBERT KONI(~ ill Ti~bingen. 

Einle i tung.  

In einem systematischen Aufbau der l~iema~nsehen Fun~io~theorie 
treten neben die rationalen Funlctionen und deren In~ga~de zun~hst; die 
raultilglikativen Funktionen*) und deren /ntegrale und dann die l~iemann- 
schen Funktionenpaare mit ihren Imtegralen (w 1). Als Spezialfall enthalten 
sic die beiden erstgenannten Kategorien yon Funktionen. Ihre Existenz 
sehen wit dutch das ,,Riemannsehe Problem" verbtirgt an**), es handelt 
sieh um eine Efforseh~ag ihrer Eigensehaft~n. 

In einem I. vorbereitendea Absehnitt wird n~ehst der Definition der 
Begriff der reduM~orten Eximmrn~z, der fundsmentade Un~ersehied zwisehen 
Ex/mnenten 1. u~d 2. Ar~ aufgestellt~ sowie nach dem Vorgang _Riemanns 
eine Klassene/nte//~ng flit die Funk~onenpaare gemaeht, wobei sieh s~mt- 
liehe Klassen zu Paaren, bestehend aus zwei zueinander kom/gement//ren 
E/assen zusammenordnen. 

Im 1L Absehnit~ werden die Funktionen- und Differentialpaare einer 
glasse untersucht~ Erstere haben die Eigenschaf~: 1. dab mit zwei Paaren 
aucla ihre Summe in der Klasse vorkommt; 2. dab das Produkt eines 
Paares mit einer beliebigen rationalen Funktion ebenfalls vorkommt; 
3. ~ die Ableitung nach der unabh'angigen Variablen gleiehfalls der 

*) Dieselben sind all einfachmter Speziaffall (/~-0) entJaal~n in meiner Arbeit: 
,,Arithmetische Theorie der verzweigten mulfiplikativen Funk~onen", Crellea Journal, 
Bd. 1~6, S. 161--184. 

~) S. J. Plemelj, ,,Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener Monodromie- 
gruppe", Monat~heft~ f. Math. u. Phya Wien, 19. Jahrg. S. 211--245. Ygl. auch 
L. Schlesinger, Bericht fiber die En~wicklung der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, Leipzig 1909, S. 56ff. und O. Haupt, Zur Theorie der Prym~hen Funk- 
tionen 1. und ~r. Ordnung, Math. Ann. 77 (1915~ S. 24ff. 
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Klasse angeh~rt, was wir zusammen die ,,Klasseneigenschaft" nennen. In 
speziellen F~llen, z. B. im allgebraischen Fall (w 17), kava neben Summe 
und Differenz auch Produkt und Quotient zweier Paare wieder der Klasse 
angehSren, also ,,KSrpereigenschaf#' statthaben.*) Es zeigt sich nun, daft 
die meisten S~tze in der Lehre yon den algebraischen Funktionen nieht 
auf ihrer KSrpereigenschaft, sondern schon auf ihrer Klasseneigenschaft 
bemhen. Und es bfldet den Zielln~n]~ dieses Abschnittes, fiir eine beliebige 
~asse  das zu erreichen, was fiir die Klas~e der hyperdliptischen Funktionea 
bekannt ist und zwar so, daft dieser SpezialfaU wirklich g~nau umfaflt wird. 

Es handelt sieh zuniiehit um die wirkliche Herstellung einer Basis 
ffir die Funktionenpaare der ganzen Klasse, fiir ein Ideal innerhalb der- 
selben und schliel~lich Ftir die Multipla eines Divisorenpaares. Hierbei ist 
es eine wesentliche Aufgabe, za definieren, wann ein Funktionenpaar Multi- 
plum eines Divisorenpaares heiBt (w 7). Als Folgerung ergibt sich ein 
Theorem I fiber die Determinante der Basis eines I d e a l s -  die 
Verallgemeinerung des Kroneckerschen Diskriminantensatzes-  die wichtige 
Gleichung (12), sowie AufschluB fiber das Vorhandensein yon Exponenten 
(w 9). Wit  gelangen zur Einfiihrung des Begriffes: Gesehleeht  der  Klasse 
als genaue Vtratlgemeinerung der Geschlechtszahl p im a]gebraischen Fall 
und erkennen damit, welche Rolle die Zahl p a l s  K|asseniuvariante spielt. 
Die Durchftihrung der zu Be~nn des Absatzes genannten Aufgabe fiir 
die komplementXre Klasse - -  wobei auf die Fesisetzung (15) zu achten 
i s t -  ffihr~ zu dem grandiegenden Theorem H ,  worin die Verallge- 
meinerung des Verzweigungsteilers bei den hyperelliptischen Funktionen 
auftritt. 

Alles bisher fiber die Funktionenpaare Gesag~e ~ l t  - -  mutatis mu- 
tandis - -  auch ffir ihre Integrale oder die zugehSrigen Differential~are, 
wel~he die VeraIlgemeinerung der Abelschen Differentiale darstellen. Auch 
ffir sie kSnnen wit jetzt eine Basis herstellen und zwar der Reihe nach 
ffir die Differentialpaare der ganzen Klasse, ftir ein Ideal und welter ffir 
die Multipla eines beliebigen Divisorenpaares innerhalb der Klasse, z. B. 
als spezieUsten Fall eine Basis ffir die ,fiberaU endlichen" Differentiale. 
Hierb~ war es wieder eine wesentliche Aufgabe, in zweckmiiBiger Weise 
zu definieren, wann ein Differential~ar Multiplum eines .Divisorvnpaares 
heiBen soU (S. 82). 

Die Gegenfiberstellung yon Funktionen- und Differentialpaaren fiihrt 
zu dem Theorem I I I ,  welches die Yerallgemeinerung des Riemann- 
Rochschen ~atzes darstellt," sowie zu drei weiteren eleganten Rezi- 
lwozititstheoremen (w 15); das erste gibt eine Beziehung zwischen den 

*) Wozu Eigeaschaft 8. tritt. 
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Geschlechtern, das zweite zwischen den Funktionen und das dritte zwischen 
den Differentialen zweier zueinander komplementiiren Kl_assen~ Das letzte 
kama als die Verallgemeinerung des Brill-~oet~schen Re~iprozitgtssat~es 
augesehen werden. 

Im HI. Absobnitt wild schlieBlich gezeig~, wie die gew~hnliche Theorie 
der algebraisohen (hyperelliptischen) Funktionen und Differentiale wirk- 
lich als Spezi~|f~Jl unserer allgemeinen Theorie herauskommt. Hierbei 
sind noch die S~itze in w 17. w 18 wesentlich. 

Was die Literatur anbetrifft~ so wurde der Gegenstand zuerst und in 
sehr allgemeiner Weise yon E. Ritter*) in Angriff genommen. S~ellen wir 
uns auf unser Gebiet (d. h. p ~-0, n ~ 2), so betrachtet Ritter start Funk- 
tionen ,,Formen" verschiedener ,,Grade" (6 + 0). Dagegen ist es unbe- 
dingt n ~ t i g , -  und wenn man nut die einfachsten Spezialffalle: die 
Paare rationaler oder multiplikativer Funktionen oder den hyperelliptischen 
Fall einordnen will - -  eine exakte Definition des Mulfiplums 1. Art 
flir Funktionen und Ditferentiale aufzus~llen und zwar in so allgemeiner 
Weise, wie w i r e s  getan haben. Das fehlt noch bei Ritter und ~-uflert 
sich z. B. am Riemann-Roehschen Satz, der m auf das vorliegende Ge- 
bier iibertragen - -  erst dureh wiederholte Spezialisierung aus unserm 
Theorem hervorgeht und insbesondere ffir die Klasse der hyperellip- 
tischen Funktionen nlcht das gew6hnllche Riemann-Rochsche Theorem 
umfassen wiirde. 

Fiir den algebraisehen Fall vergleiche man das Werk yon Hensel- 
Landsberg (Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 
1902), dessen Methoden und Bezeichnungen wit uns bedienen. 

*) Ober Riemannsche Formenscharen auf einem beliebigen algebraischen Ge- 
bride. M~th. Ann. ~7 (1895), S. 157--221. 
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