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Beitrag zur Theorie der Modulgruppe.
Von Wladimir Lewicki in Tarnopol.

1. Wie bekannt, haben die Transformationen der Modul-
gruppe eine zweifache Gestalt:?)

1) Uz=T8% T8 7T,.. T8z
oder:
2) Ue=8%T8T... T8z

wo die Transformationen:

1
Se=z-+1, To=—= (e=wx-+iy)
Fundamentaltransformationen sind,

Wie es evident ist, kann man diese Transformationen als
Kettenbriiche folgender Form darstellen :

1) Uem——1_

o —

" an—z —-—1/
und “
@n Ue=a,— — L 1

O 1
n—2 P p— 1
" afe

2. Wir werden eben trachten von all diesen Transformationen
folgenden Typus:

wo @ n-mal vorkommt, d. i

1) Vgl. Klein-Fricke: Elliptische Modulfunctionen Bd. I.; vid. auch meine
Abhandlung: ,Einleitung zur Theorie der elliptischen Modulfunctionen.“ Prace.
mat. fiz. Bd. VIII. Warschau
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—¢ ()=T8“TS*... TS%,

in eine moglichst kurze, symmetrische Form, die leicht zu berech-
nen wére, zu bringen.
Um das zu erzielen, wihlen wir einen folgenden Ausdruck:

1
3 = F, ()
( ) CPnCPn—lan—2"'cP1 )7
nun ist es aber:
1
n—{—l( ) n (2)7
also:
@ "on—}—] - cpn—}—l "?n =1
und da:
1
I F'n—l—l(z)J

"?n—{—l Pnee P
so gelangen wir leicht zur folgenden Relation :
(4) a F (z> n——l (Z) - n—}—l (Z)

Um die Form der Function F (2) sicher zu stellen, legen

wir
) F (2)=Cd"¥(2),
wo C, o, ¢ vollkommen unbekannte Griflen sind.!) — Da weiter die

Gestalt der Functionen F _,F ... nur von der Glieder-

anzahl der Functionen ¢ , ¢, ., ... abhingt, so ist es klar, dass
auch analog

(6) n—l(z)——ca Y (Z)

n—}—l (Z) - 0a“+1 U (Z)

sein miissen.
Die Relation (4) muss auf Grund von (5) und (6) in folgende
Relation iibergehen:

ag — 1 —=ua?
oder:

atVa?—4
B
Da nun dieser Ausdruck einen doppelten Wert besitzt (den

Fall @ =2 werden wir spiter behandeln), so konnen wir im all-
gemeinen die Function F (2) in folgender Form niederschreiben:

0 ==

1) Diese Annahme, die eigentlich a priori gemacht wurde, kann man durch
Entwicklung des Productes F), (2) begriinden; das aber will ich hier iibergehen.
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Var-
0 Fe=c(HE=Ny ot V=Y, .
Jetzt miissen wir Groflen C, C', wie auch ¢ berechnen.
Fir n=1 ist
Fi@)=—=ua-+}g¢

oder auf Grund von (7):
(8) a——]—z-—q(0—{—0)—i— Vaﬁ—-—él c— .
Fir n—=2 ist:
F, (o) = ;1—% =a(af2)—1,
oder auf Grund von (7):

2 —
9 a2 —1 =dg(6—l2~ — 1) (C+ ) —]—g—VaQ——é"g (C—C").
Aus den Gleichungen (8) und (9) bekommen wir sehr leicht:

, 1
C+H-¢C =10
c—¢=2012 1
Va2 —44(2)
und . ot2:
(10) J ‘e <1+ WTZ),
’ =1 (1— “ifi)
24¢(2) Vo2 — 4
Die Function F (2) hat nun die Gestalt:
F, ()= (1+“L22)("+V“T:4)n+
a1 Var — 4 2
l l(l—— a—[—Zz)(a —Vaz—ity
R Vaz—4 2 '
Da aber
F,_, @)

¢, ()= —Fn—(ZT s
so ist es jetzt
Vit a2 Vai—4 1 Vot —L—a— 22) (a— Vaz—z_ﬂ"—l.
Va2 “d+at22)(@+Var—4)" +Va*—4—a—22) (a— Vaie4)"

(12) 9 (&)=2

Diese Formel erlaubt uns also sehr leicht die Transformation:
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Uz=—#171 — TSTS® ... TS"%

e 1

T atz

zu berechnen. Sie gibt uns auch die Moglichkeit, Kettenbriiche
von oberer Form direct und ohne Anwendung der Niherungs-
werte zu berechnen. '

Fir « =2 gibt sie uns aber ¢ (2) :%, d. 1. eine totale Un-
bestimmtheit, in dem Falle ist sie also aufler Geebrauch; den Fall

werden wir weiter allein fiir sich behandeln.
3. Ganz analog kann man auch die andere Transformation:

U:?/:SaTSa... TSazza_-—l“_‘I:a_(?n—l(z)
L — 1
@ — -,

in folgende Form bringen:

(13) Uz =

:< Y at—44-a-22)(a+ Va2—4)"_2(a2+avm~2)+ (l/a_z——Al— a—22) (a—Ya?— 4=)"_2(a2 —aVai—4-9)
Ve—t+ato) @+Ve—a"" (e —i—a—2) @ —Va—n :

4. Jetzt trachten wir die Giltigkeit der oberen Form an
Beispielen zu erproben.

Nehmen wir zum Beispiel
1 . 1 _ 1 !
1 - 1 2 T 142
B T SR & eI
1--2 2
Und nun auf Grund der Formel (12) (n —=4) kommen wir,
wie es leicht zu constatieren ist, zum selben Resultat: ‘
2(1/—:3+ 1-4+22) (1+V§)3+(V:—3—1——22)(1 —V_i“?m:
(V—34142) 0+ V=—3)1++V—-3—1—2)(1—V--3)*
. =—32V=3 1 ’
—32V—38(142 1-4¢

Zum Beispiel

1 342
1~ 8-F3=2
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und auf Grund der Formel (12)
9 (Vg"—{-3+2z) (3+V§)—;-(V§—-3-2z) B—Vo)_
(Vb + 8 --22) (3--VB)2-(Vb — 3 — 22) (3 — VB)?
__8V5(34-%) _ 34+
8 V5 (8432 832

dasselbe Resultat wie oben; zum Beispiel

1 _ 4+

1~ 16-l4z
4-}-2

d—

und auf Grund der Formel (12) bekommen wir:

8ViZu-ts _ 4tz
8V12 (16} 42) 15--42

und desgleichen.

5. Fir limr=oc d. i bei unendlich vielfacher Iteration
bekommen wir den folgenden Wert dieser Iterationen (beziehungs-
weise der Kettenbriiche):

lim ¢ (o) =2,
7 =00

und die zweite Transformation:

lim Ue—=a — 2

n=00
d. b.: Jede Modultransformation, die aus unendlich
vielen Iterationender Fundamentaltransformationen
S“zund I’z zusammengestellt ist, bringt jeden Punkt
der positiven Halbebene in die unendlich nahe Um-
gebung des Punktes — 2 (also auf der negativen Halbhaupt-
achse), wenn ihre letzte Iteration 7, oder in die un-
endlichnahe Umgebung des Punktes e —~2 (¢==2), wenn
thre letzte Iteration S° ist. In diesen Punkten verliert also
die Modulgruppe ihre Discontinuitit; da aber @ eine jede reelle
Zahl (2 ausgenommen) sein kann, so sehen wir, dass die Modul-
gruppe auf der ganzen reellen Achse (Punkt 2 ausgenommen) dis-
continuierlich ist, eine Thatsache, die in der Theorie der Modul-
gruppe bekannt ist.

6. Es bleibt uns noch der Fall ¢=2 zu eriibrigen. In

dem Fall ist, wie es vollkommen klar:

F =212
Fo(e)=2 (212 — 1.
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Nun haben wir auf Grund der Relation (4):

25’7@—1—.Fn—2:ﬁ;

2Fu——2 — I{H—SZF'n—l
(14) 2Ez—3—Ez—4:Fn-2

2F, —F =F,

Indem wir alle diese Gleichungen (die erste ausgenommen)
mit 2 multiplicieren und addieren, so bekommen wir folgende
Gleichung:

Ez—2+2fé _—-2F1:‘F;z'
Da aber
2(Fy, — F))=12-+}2),

Fn—2+2(1+z)=F’m

so0. haben wir

oder da
“F'n:2‘Fn—1—I?n—2’
Fn—~2+(1—l_'z):Fn—l-
Analog:
F 14+2)=F

F,_ A Q42=F_,

Addieren wir die Gleichungen (15), so bekommen wir

Fort—3) 1+ =F_,

oder im allgemeinen:
Fybtn—2)(142)=F,
F,=2242—1

Da aber

ist, so ist
(16) F=22-}2)—1+4+m—2)(1-+2).
Es ist also
o1 2@+ —1+m—=3) (142 _mw—De-fn__
*f—2_ 1“mzﬁ@;1+m—axL+@—nm+m~4r“

(17) 2—.. __
2+ 2
——T82TS... TS2z.
Und analog ist
, Qe A 2@+ —14m—101+2)
& - 2 fe— —_— =
(18) S:1'82...T8S%2=2 ‘9”—1_2(2—{—2)—1+(n—2)(1—}-z)'
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Zum Beispiel:
1 _ 24z
1 3422
242

und aus der Formel (17) folgt fir n =2

2@ —1—(1-+2) 242

2

2@+ —1 342+
Z. B
1 842
2___21_*{; 4+ 32
2}z

und dasselbe folgt aus der Formel (17)

2@+42 -1 _ 342
2@-42—1+1+2 4432

1 4432
.y br4d
2—— 1
T2t

2

und aus der Formel (17)

2242 —141-+2 4132
2@+42—1-+2--22 b-}4z

7. Fir # = oo haben wir

lim ¢ =1
n =00
lim 2—¢, )=1,
n=00
d. h. jede Modultransformation, die aus unendlich
vielen Iterationen S?z und 72 zusammengesetzt ist,
bringt jeden Punkt der positiven Halbebene in die
unendlich nahe Umgebung des Punktes —1 beziehungs-
weise 1 (je nachdem die letzte Iteration 7' oder 8% ist). Die
Modulrguppe verliert also auch in dem Falle (¢ =2) ihre Dis-
continuitéis.



