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Beitrag zur Theorie der Modulgruppe. 

Von Wladimir Lewieki in Tarnopol 

1. Wie bekannt, haben die Transformafionen der Modul- 
grappe eine zweifache Gestalt: 1) 

(1) U z . = :  T S  "o TS ~o-~ T . . .  T S ~ ' z  

oder : 
(2) U z  ---= S ~., T S  ~o-~ T . . .  T S  ~' z 

wo die Transformationen: 

1 
z 

F u n d a m e n t a l t r a n s f o r m a t i o n e n  sind. 
Wi t  es evident ist, kann man diese Transtormationen als 

Kettenbrtiehe folgender Form darstellen: 

1 
(1') U z  - -  1 

6 6  . . . .  

66n -- 2 - -  " ' 

und 
1 

(2') U z  -= % 1 
66n ~ 1 

6 6 n  - -  ~ ~ " " . . . .  

661 -~- Z 

1 
1 

662 - -  6 6 1 +  z "  

2. Wit  werden eben trachten yon all diesen Transformation, er~ 
folgenden Typus : 

1 
U z - -  

6 6 - - - - -  

wo a n-real vorkommt, d. i. 

1 1 = - - % ( z ) ,  
66 . . . .  , 

6 6 - -  
66@z 

1) Vgl .  K l e i n - F r i c k e :  E l l i p t l s che  5 Iodu l func t i onen  Bd. I .  ; r i d .  a u c h  m e i n e  
A b h ~ n d l u n g :  , E i n l d t a n g  zu r  Theor ie  der  e l l i p t i s chen  Modu l func t ionen . "  F r a c e  
m a t  flz. Bd. V I I I  W a r s c h a u  
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- -  % ( z ) =  T S  ~~ T S ~ . . .  T S  ~z, 

in eine mSgliehst knrze, symmetrisehe Form~ die leieht zu berech- 
nen wltre, zn bringen. 

Um das za erzielen, wahlen wir einen folgenden Ausdruek: 

nun ist es aber: 
1 

~+~(z)  = 

alSO : 
a %+~ - -  ~ + ~  ? ~  1 

und da : 
1 

~+~  ,% . . .  ~: = ~+l (Z) ,  

so gelangen wir leieht zur tblgenden Relation: 

(4)  ~ ~ (~) - -  ~ _ ~  (z)  = ~ + 1  (~). 

Um die Form der Fnnction F~ (z) sicher zu stellen, 
wit 
(b) 

legen 

oder : 
( t ~  - -  l ~ a  2 

a 4- V a 2 - - 4  
2 

Da nun dieser Ausdruek einen doppelten Wert besitzt (den 
Fall a == 2 werden wir spater behandeln)~ so kSnnen wit im all- 
gemeinen die Function F (z) in folgender Form niedersehreiben: 

1) Diese Annahm% die eigentllch a priori gemacht  wurde, kann  man dutch 
Entwickl~ang aes Productes F n (z) begrt'mden; das abet  will ich bier tibergehen. 

we C~ % ~ vollkommen unbekannte GrSl]en sind. ~) - -  Da weiter die 
Gestalt der Functionen F _ I ,  _F_2 ~ . . . .  nut  yon der Glieder- 
anzahl der Fnnctionen q~r ~ _ 1 ~ . . .  abhangt~ so ist es klat 5 dass 
aneh analog 

~ - 1  (*) = c ~'-~ ~ (~) 
(6) 

~ + 1  (~) = .  C~'~+' r (z) 

sein mfissen. 
Die Relation (4) muss auf Grant[ yon (5) and (6)in folgende 

Relation tibergehen: 
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(7) ~,~ (,) = c ~ ) ~ (~) § o' ~ - -  2 

Jetzt mttssen wir Grtil~ea C, C'~ wie aueh ,,5 bereehnen. 
Ftir n = 1 ist 

1 
F~ (z) - -  - -  a § ~-, 

oder auf Grand yon (7): 

a ~ 1 / ~  4 ( C - -  C') (s) ~ §  ~ 

Ffir n --~ 2 ist : 
1 

F~ (z) - -  - -  a (a § ~) - 1, 
,~2 �9 r 

oder auf Grand yon (7): 

(9) a (a +z )  l +(2 ~ 1) (C @ C') @~Va --4,,5 (C-- C'). 

Aus den Gleiehungen (8) and (9) bekommen wir sehr leieht: 

1 c + c ' -  r (z) 
C - - C ' - -  a @ 2 z  1 

und 

(10) 

(11) 

I C - -  

I C'--  

2 z)(1 
1/a~---4/ 

Die Function F (z) hat nun die Gestalt: 

1(1 +~ 
Da aber 

so ist es jetzt 

~ _ ~  (z) 
~. i~) - -  ~ (~) , 

, ,  ~(Va~l--[-a-t-2z)(a + ]/a'~-4)q~-l +(]/a2-4-4-a- 2z (a_Va~-4-4) n-1 (12) ~ z ) = z ~  ~ - - ~  
(]/a - 4+a+2z)(a+Va -4) +(Va'~-4-a-2z) (a- Va'~-4) 

Diese Formel erlaubt uns also sehr leieht die Transformation: 



Beitrag zur Theorle der Modulgruppe. 121 

U z - ~ - -  1 - -  T 8  ~ T 8  ~ . . .  T 8  a z 
1 

a - - - - - -  1 a - -  . . .  

a ~ z  

za berechnen. Sie gibt uns aueh die Msgliehkeit, Kettenbrtiche 
yon oberer Form direct and ohne Anwendtmg der Ni~herungs- 
werte zu bereehnen. 

Ftir a ~ 2 gibt sie uns abet ? ,  (z)----O~ d. i. eine totale Un- 

bestimmtheit, in dem Falle ist sie also aui]er Gebraueh; den Fall 
werden wir welter allein fiir sieh behandeln. 

3. Ganz analog kann man auch die andere Transformation: 

1 
U z ~ S  a T S  a . . .  T S a z ~ a  1 - - a - - % ~ _ ~ ( z ) . .  

a - - - -  

in folge~de Form bringen: 

(13) 

a ~ _ _ ~ 1 7 6  1 

a-~z 

4. Jetzt trachten wir die Giltigkeit der oberen Form an 
Beispielen zu erproben. 

•ehmen wir zum Beispiel 

1 [ 1 1 

1 - - - - 1  1 1 1 1 z 1 -~-z 
1 - - - ~  1 1 __ 1-~-z z - - l - - z  

1 - ~ z  z 

Und nun auf Grund der Formel (12) (n ~ 4) kommen wir~ 
wie es leicht zu constatieren ist, zum selben Resultat: 

(]/~- 3 -[- 1 -~2  z) (1 A_ ~ / _  3 ) ~ _  ( ] / _  3 - - 1  - -  2z) (1 - - 1 / - -  5) ~ - -  

2 ( V ~ 3  -I- 1 - ~ - 2 z ) ( 1 +  ] / - -  3 ) 4 ~ - 0 / - -  3 - -  1 - -  2z) (1--1/L~- 3)r 

Zum Beispiel 

- -  3 2 ] / -  3 1 
- -  . 

- 3 2 V - - 3 ( l §  1-~z 

1 3--[-z 
1 - -8 -~3z  

3--~z 
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and auf Grand der Formel (12) 

2 (V5-@ 3 @ 2z) (3 @ ]/5) -~- (1/5 - -  3 - -  2z) (3 - -  1/5) _ 

(1/5@ 3 @ 2z) (3 @ 1/5) 2 @ (]/5 - -  3 - -  2z) (3 - -  ]/5) 2 -  

_ 81/5-(3 -}- z) __ 3 @ z  

- -  8 F 5  ( 8 @  3z)  - -  8 @ 3z' 

dasselbe Resultat wig oben; zam Beispiel 

1 4 @ z  
1 - -  1 5 @ 4 z  

4 4-}-z 

and auf Grund der Formel (12) bekommen wir: 

8 1 / i ~ ( 4 + z )  _ 4 q - z  

8 ]/1-2 (15 -@ 4z) 15 @ 4z 
and desgleichen. 

5. Ftir l i m n = e c  d. 
bekommen wir den folgenden 
weise der Kettenbrttehe) : 

lim 

i. bei unendlieh vielfacher Iteration 
Wert dieser Iterationen (beziehnngs- 

~,o (z) = 2,  

und die zweite Transformation: 

lim Uz = a - -  2 
7 t ~ O O  

d . h . :  J e d e  ~ { o d u l t r a n s f o r m a t i o n ~  d i e  a u s  a n e n d l i e h  
v i e l e n  I t e r a t i o n e n  d e r  F n n d a m e n t a l t r a n s f o r m a t i o n e n  
S " z u n d  Tz z u s a m m e n g e s t e l l t  ist~ b r i n g t  j eden  P u n k t  
d e r  p o s i t i v e n  H a l b e b e n e  in  d i e  u n e n d l i e h  n a h e  U m -  
g e b a n g  d e s  P u n k t e s  - - 2  (also auf der negativen Halbhaupt- 
aehse), w e n n  i h r e  l e t z t e  I t e r a t i o n  T~ o d e r  in  d i e  a n -  
e n d l i c h  n a h e  U m g ' e b u n g  d e s  P u n k t e s  a - - 2  ( a ~ 2 ) ,  w e n n  
i h r e  l e t z t e  I t e r a t i o n  S ~ is t .  In diesen Pankten verliert also 
die Modulgruppe ihre Diseontinuit~t i d a  aber a eine jede reelle 
Zahl (2 ausgenommen) sein kann, so sehen wi B dass die l~Iodul- 
gruppe attf der ganzen reellen Aehse (Punkt 2 ausgenommen) dis- 
eontinuierlieh ist, eine Thatsaeh% die in der Theorie der Nodul- 
grul0pe bekannt ist. 

6. Es bleibt uns noch der Fall a----2 zu ertibrigen. In 
dem Fall ist~ wig es vollkommen Mar: 
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Nun haben 

i (14) ] 

Ind.em wir alle 
mit 2 raultiplicieren und addieren: so bekommen 
Gleiehung : 

Da aber 

so~ haben wir 

oder da 

wit aaf  Grand der Relation (4): 

s<_~-<_~=< 

2G -e, = G .  

diese Gleiohungen (die erste ausgenommen) 
wit folgende 

2 (G  -- F~) = 1 (2 --~ z), 

<_~ + 2 (I + 2) = <, 

F~----2F ~ - - G _  ~, 

m~alog: [ <-~ + (1 § z) -- <_ ~. 

J <_~§247 =<_~ 

Addieren wir die Gleiehangen (15), so bekommen wit" 

F 2 -}- (n - -  3) (1 -~- z) = F _ ~, 

oder im allgemeinen: 

Da abes 

ist~ so ist 
(16) 

G + (~ - 2) (1 + z) ---- < .  

(17) 

Os) 

G----- 2 ( 2 §  - ~ 

< = 2 (2 + 2) - -  ~ + (~ - 2) (1 § ~). 

Es ist also 
1 2(2-~z)- - l - lc (n--3)(1--~-z)  ( n -  1) z - ~ n  

1 2 ( 2 - ~ - z ) l ~ ( n - - 2 ) ( 1 - ~ - z ) - - n z - ~ ( n - - 1 ) - -  
_ _ _ _  

2 - - - .  1 
2 + z  
= - -  TS~ T S  2 . . .  TS~z .  

Und analog ist 
S2TS2...TS2z=2_, ~ 2(2~-z)--l-~(n--l)(l~-z) 

,~-~ - -  2 (~ + ~ ) - -  1 + (n - -2 ) (1  q- ~)" 
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Zum Beispiel: 
i 2 @ L .  

- - .  
1 3 -~- 2z' 

2 2@z 
und arts der Formel (17) folgt fttr n "--2 

2 ( 2 @ z ) - -  1 - - ( 1  @ z ) _ _  2 @ z  
2(2@z)-1 3@2z" 

Z .  B,  

1 3 @ 2 z  

1 4 @ 3 z  
2 - - - -  1 

2 2@z 
und dasselbe folgt aas der Formal (17) 

2 (2 @ z) - 1 
2(2 @z)- l@l@z- -  

Z~ g .  

3 4 - 2 z  
4 @ 3 z "  

1 4 @ 3 z  

und aus der Formal (17) 

212@~)-a@1@~ ~ @ 3 z  
2 ( 2 @ z ) - -  l @ 2 @ 2 z - - 5 @ 4 z "  

7. Ffir n = oc haben wir 

lira ~. ~ 1 
n~OO 

lira (2 - -  %-1) -~- 17 
~z~oo 

d. h. j e d e  N o d u l t r a n s f o r m a t i o n ~  d i e  aus  u n e n d l i e h  
v i e l e n  I t e r a t i o n e n  S~z  u n d  T z  z u s a m m e n g e s e t z t  ist~ 
b r i n g t  j e d e n  P u n k t  d e r  p o s i t i v e n  I l a l b e b e n e  in d i e  
u n e n d l i e h  n a h e  U m g e b u n g d e s P u n k t e s - - l b e z i e h n n g s -  
w e i s e  @ 1  (je naehdem die letzte Iteration T oder S ~ ist). Die 
Modulrguppe verliert also aueh in dem Falle ( a = 2 )  ihre Dis- 
eontinuitit. 

1 - - 5 @ 4 z '  
2 - - - -  1 

2 - - - -  1 
2 2@z 


