
Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer 
Gebilde yon beliebig vielen Dimensionen. 

Von MAX NOETHER in GOTTINGEN. 

In der Theorie der algebraischen Functionen einer complexen Va- 
riabeln, die im Wesentlichen auf A b e l ,  P u i s e u x  und R i e m a n n  
zurtickzufiihren ist, hat der Letztere eine Classification der Gleichun- 
gen aufgestellt*), welche diese Functionen definiren. Das Characte- 
ristische einer Classe ist, dass sich alle derselben angehSrigen Glei- 
chungen eindeutig durch rationale Substitutionen in einander trans- 
formiren lassen. Wenn f ~-- 0 die homogene Gleichung einer Curve 
n ter Ordnung mit d Doppel- und r Rtickkehrpunkten, so ist**) 

n - -1  .n- -2  
d - - r  P----- 1.2 

die Classenzahl der Classe, zu welcher f~--0 gehSrt, und die Gleich- 
heir dieser Zahl ffir zwei Curven ist die nothwendige Bedingung fiir 
das eindeutige Entsprechen der beiden Curven. Die Zahl p ,  durch 
welche man die Ordnung des Zusammenhangs derjenigen R i e m a n n ' -  
schen Fliiche messen kann, in welcher sich die zur Classe p gehSri- 
gen algebraischen Functionen geometrisch darstellen lassen~ giebt zu- 
gleich die Anzahl der allenthalben endlichen Integrale, welche sich 
auf eine solche Function beziehen. 

Eine Erweiterung dieses Theorems auf Functionen zweier Varia- 
beln ist erst vor kurzer Zeit yon Herrn C l e b s c h  gegeben worden***). 
Wenn sich zwei Fliichen rational in einander transformiren lassen, so 
haben dieselben eine Classenzahl gemeinschaftlich, die Herr C l e b s c h  
als das Geschlecht der Fliiche bezeichnet. Nach dem Theorem, welches 
Herr C l e b s c h  ohne Beweis mittheilt, ist das Geschlecht zv einer 
Fli~che n ter Ordnung f -~  0, die nur die gewShnlichen Singularitiiten, 
Doppel- und~Riickkehrcurven, besitzen soll~ gleich der Anzahl der in 
einer Fl~che ( n - - 4 )  ter Ordnung noch unbestimmt bleibenden Coeffi- 
cienten, wenn man diese Fl~iche durch die Doppel- und Rfickkehrcurven 
yon f----  0 hindurchgehen l~sst. 

*) CreUe's Journal, Bd. 54. 
**) Clebsch und Gordan, Theorie der Abel'schen Functionen. 

***) Comptes Rendus de l'Acad, des Sciences yore 21. Dec. 1868, p. 1238. 
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In einer kfirzlich der Societii~ zu Giittingen mitgetheilten Notiz*) 
habe ich diese Theorie nach mehreren Seiten hin ausgedehnt. Der 
Zweck der folgenden Abhandlung ist nun~ das erste Theorem dieser 
Notiz zu beweisen. Dasselbe ist eine directe Verallgemeinerung des 
obigen Theorems~ und umfasst einmal auch F1Kchen mit hShern coni- 
schen Knoten2unkten und hSheren vielfachen Curven~ sodann abet 
aneh die algebraischen Gebilde yon beliebig vielen Dimensionen, ffir 
welche es in dem analogen Umfange, wie dies eben ffir Fl~ichen an- 
gedeutet wurde, eine Classeneintheilung giebt. Zum Beweise werde 
ich reich einer Methode bedienen, die yon den Herren C l e b s c h  und 
G o r d a n  in ihrem Werke fiber die , ,Abel 'schen Functionen" auf die 
Untersuchung der Funetionen ciner Variabeln angewendet wird, und 
die den Yortheil besitzt~ sieh, unter Zufiigung einiger Betrachtungen 
fiber eindeutiges Entsprechen hSherer Gebilde und fiber algebraische 
Differentialausdrficke, leicht auf Functiofien mehrerer Variabeln aus- 
dehnen zu lassen. Es wird hier nur nSthig, die Beweise ffir Func- 
tionen zweier und dreier Variabeln vollst:~indig durchzuffihren~ aus 
denen sieh dann das allgemeine Resultat sogleieh ergiebt. Ich muss 
zuerst einige S~tze fiber das 'eindeutige Entsprechen zweier Fl~ehen 
und zweier yon drei unabh~ngig Ver~nderliehen abh~ingender Gebilde 
geben, und gehe d ann zur Untersuchung der Differentialausdriieke 
fiber, welche sich auf eine algebraische Gleichung beziehen, um hier- 
aus das e rw~nte  Theorem abzuleiten. 

w  

Eindeutiges Entsprechen yon FlSiehen. 

Zwei algebraische Gebilde entsprechen sich eindeutig, wenn sie 
durch rationale Transformationen der Coordinat~n in einander fiber- 
geffihrt werden kSnnen. Bei diesen eindeutigen Transformationen 
kommen EigentJhfimlichkeiten vor, die eine genauere Betrachtung ver- 
langen. 

Die Fl~ichengleichung n t~ Ordnung: 

(1) f (xl , x~ , x~ , x~) = o 

werde durch die rationalen Subst~tutionen 

e XJ ~ r (Yl , Y2 , Y3 , Y4) 

(2) qx~ ---- ~ (yl ,  y~, y~, y~) 
Qx3 ~ ~3 (Yl , Y 2 , Y 3 , Y 4 ) '  
~X4 ~- r (Yl , Y2 , Y3 , Y4) 

*) Nachrichten yon der Kgl. Gesellschai~ der Wissenschaften zu G~ttingen, 
Jahrgang 1869, No. 15: ,,Zur Theorie der algebr. Functionen mehrerer complexen 
Variabeln." 
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wo Q ein willkfirlieher Parameter, die r rationale homogene Functio- 
n e n s  t~ Ordnung ihrer Argumente y sind~ in die Form 

M . ~ ' ( y j  , Y2 , Y3, Y4) ~ 0 
iibergeffihr& Der irreductible Factor dieser Gleichung~ 

(3) F y 3 ,  y4) ---- o ,  

stellt die transformirte Fli~che dar, welche der gegebenen eindeutig 
entsprich& Ein Factor M muss sich im Allgemeinen absondern, da 
F nicht eine Function der r sein kann~ wenn es mSglich sein 
soll, mit Hiiffe der Gleichung 2'~---0 aus den Gleiehungen 0x~-~-r 
die y auch als rationale Functionen der x darzustellen. Sobald /7' die- 
set letztern Bedingung genfigt~ repriisentiren die Gleichungen (2) und 
(3) eine eindeutige Transformation. Im Allgemeinen entspricht bier 
jedem Punkte der Fliiche 2'-----0 tin Punkt x der Fliiche f ~  0, und 
umgekehrt; im Besondern kann es jedoch eintreten, dass ffir einzelne 
oder auch ffir eine einfach unendliche Reihe yon Werthsystemen der 
y die Functionen cp siimmtlich verschwinden, also die X aus den obigen 
Substitutionsformeln unbestimmt hervorgehen, sowie in den umgekehr- 
ten Formeln die y unbestimmt werden "kSnnen. Die Functionen cp 
lassen sigh als Gleichungen yon Fli~chen betrachten, die mit F ~---0 
Punkte oder eine Curve gemein haben kSnnen. Fiir solche Werth- 
systeme der y ergeben sich die entsprechenden Werthsysteme der x, 
indem man dus Werthsystem der y sich dem betrachteten Punkte y 
anniihern liisst. Man kann dabei eines der y,  z. B. Ya, als Constante 
ansehen~ dann fiir Yl ~ Y'~ ~ Y3 resp. Yt ~ ~1  , Y~ -{- ~ , Y3 ~ ~3  
setzen, die (p nach aufsteigenden Potenzen yon ~ ordnen und diese 
GrSsse gegen 0 convergiren l~ssen. Wenn die Functionen r in die- 
sere Punkte y einfach verschwinden, so hebt sich dabei der Factor 
heraus, den man in Q eingehen liisst; indem man hierauf e-----0 setzt~ 
gehen die Gleiehungen (2) in die folgenden fiber: 

= (y , ) .  + + 

Zugleich hat man, wenn ~-----0 in y ebenfalls einen einfachen Punk~ 
besitzt, ffir die ~ die Beziehung: 

(5) 0 = F '  (y,) . ~  + F '  (y~). ~ + F (y~). ~ .  

�9 Die Elimination yon ~ und der ~ aus diesen Gleichungen (4)und 
(5) fiihrt auf die Gleichungen zweier Ebenen, deren Schnittlinie auf 
der Fliiche f-----0 liegt und dem betrachteten Punkte y yon iF-~-0 
entspricht. Dies gieb~ den Satz: 
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,,Wenn filr einen einfachen Punkt yon 2'---~ 0 die Functionen ~0 
in (2) einfach verschwinden, so entspricht diesem Punkte eine 
Gerade auf f-~- 0." 
Ira Falle die r in dem einfachen Punkte yon F = 0 s~mmtlich 

ttfach verschwinden, hebt sich in der Entwicklung der Gleichungen 
(2) nach Potenzen yon e der Factor ez heraus, indem alle Glieder 
his zur gt~. 0rdnung versehwinden, und diese Gleichungen nehmen 
die Gestalt an: 

(6) ~u'---~" '~'' -4- ~-  

+ 

buqv, - ~uq~i 

9gl~,-l ~y2 ~ l f  -1  " ~2 "-}" g" ~yl~,_l,~y3 

( i x  1 , 2 , 3 , 4 ) .  

�9 ~ f - 1 .  ~/3 

indem man eines der ~ aus Gleichung (5) linear und homogen durch 
die beiden andern ausdriickt und in die Gleichungen (6) einsetzt, finder 
man die Coordinaten x der dem Punkte y entsprechenden Curve als 
rationale homogene Functionen /~to,. Ordnung zweier Parameter 9, was 
zu dem allgemeineren Satze Yiihrt: 

,,Wenn fiir einen einfaehen Punkt yon /~'---~ 0 die Functionen r 
in (2) #fach verschwinden, so entspricht diesem Punkte auf der 
Fliiehe f~---0 eine Curve ~t t~' Orchlung, welche die Eigenschaft 
hat ,  ihre Coordinaten als rationale Functionen eines Parameters 
ausdriicken zu lassen." 

Dass diese letztere Eigenschaft stattfinden muss, liess sich schon 
unmittelbar aus dem obigen specielleren Satze erkennen. Denn man 
kann immer an Stelle derjenigen Transformation, welche yon tier 
Flilche f ~  0 mit der Curve gt~r Ordnung zur Fliiche F ~  0 fiihrt, 
zwei successive eindeutige Transformationen setzen, yon denen die 
erste yon f ~  0 zu einer Fl~ehe fl ~ - 0  mit einer Geraden fiihrt, die 
zweite yon f~-----0 zu 2'---~ 0. Wenn dann die Curve gter Ordnung 
und die Gerade einem Punkte y yon F - ~ - 0  entsprechen, so mtissen, 
da die beiden Fl~ichen / und ft sich eindeutig entsprechen, auch die 
beiden Curven sich Punkt ftir Punkt enfsprechen und somit das gleiche 
Geschlecht p haben. Die Transformation zwischen f u n d  f~ finder 
man, indem man die Ausdr~icke der y aus Transformationsformeln 
zwischen fi und F ,  die sich immer angeben lassen, in die Formeln 
zwischen f u n d  E einsetzt. Von diesem _Princip der successiven Trans- 
formation we'rden wit noch weiterhia zur Vereinfachung der Untersu- 
chung Gebrauch machen. 

Eincm vfachen Knotenpunkte yon F~---0 entspricht auf [---~ 0 
eine Curve, welche dutch die Gleichung: 
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(7) 0 , •  v F , , , _ ,  ~yy" ~t T ~ :r .~ y,_,4- v ~y,~ ,_~ ~y+ "Y3 �9 . . . .  "{- ~ y ,  

in Verbindung mit den Gleiehungen (4)oder (6) bestimmt wird. Diese 
Gloichungen fiihren zu dem folgenden Satze: 

Wenn fiir einen vfachen Knotenpunkt yon 27 ~ 0 die Functionen 
siimmflich t~fach verschwinden, so entspricht diesem Knoten+ 

punkte auf f -~-0 eine Curve, deren Geschlecht durch Gleichung 
(7) bestimmt ist. Den vFortschreitungsrichtungen innerhalb einer 
durch den Knotenpunkt gehenden Ebene entsprechen v Punkte 
dieser Curve, die auf einer Curve ~t~. 0rdnung liegen, welche 
die Eigenschaft hat, ihre Coordinuten rational dureh einen Para- 
meter ausdriicken zu. lassen. 

Noch einen weitern ganz iihnliehen Satze erh~ilt man ffir die 
Curve, welche eine vielfache Curve yon / ~ ' ~  0 abbildet. Wenn F 
die Form hat: 
(8) 0 = ~ . A "  + ~IA'-~ . /~  + . . . .  + s~B" ~ 0 ,  

und die Funetionen q0 durch die Curve A ~ 0, /~-- .  0 einfach hin- 
durchgehen, also die Substitutionsformeln die Form annehmen: . r  

(9) 0x~---- ,t~A -~- ~ B ,  
wo die x, ~, /~ Functionen der y sind, so finder man die v verschie- 
denen Punkte x, welche einem gegebenen Punkte y der vielfachen 
Curve A---~ 0, B ~ 0 entsprechen, indem man die Coordinaten dieses 

Punktes in die u, ~, ~, und sodann die vWerthe von A :~ aus (8) in 

(9) einsetzt. Die Coordinaten dieser Punkte x werden dann yon der 
Form: 

ax~-~ ,~+A+--[- ~B~ , ( s =  1, 2, . . . v ) ,  
woraus folgt, dass die v Punkte x auf einer Geraden liegen. Allge- 
meiner hat man: 

Wenn dutch eine vfache Curve yon 2 ' ~  0 die Functionen r 
# faeh hindurehgehen, so entsprechen einem Punkte dieser Curve 
v Punkte auf f-----~ 0, die auf einer Curve yt~ 0rdnung vom Ge- 
schlechte 0 liegen. 

Die Abbildung yon vielfachen Curven ergiebt sich, indem man aus 
den Gleichungen: 

0 ~ ++ �9 ~t '+ +'I- ~ +'~?'-~ �9 '~ d- . . . .  -I- ++,, " '~'+, 
A ~ 0 , t ~ - ~ - O ,  

die Verh~lt~isse der y, ferner ~ und 0 eliminirt. 

Ich will noeh bomerken, dass Rtickkehrpunkte yon v faehen Cur- 
yen oder eine Rfickkehrcurve selbst ebenf~lls in diesen Satz einge- 
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schlossen sind, und nut ein unendlich nahes Zusammenriicken der 
betreffenden Punkte x bedingen. 

Wenn in den bisher betrachteten Fiillen die Functionen cp in 
einem singulliren Punkte y yon F ~  0 nieht verschwinden, so bildet 
sich der Punk~ y dutch einen einzelnen Punkt x auf f ~  0 ab, und 
es ergiebt sieh zu jeder Fortschreitungsrichtung in y auf F ~ 0 eine 
solche in dem entspreehenden Punkte x yon f------0, so dass die Cur- 
yen auf F, die in y einen vfaehen Punkt zeigen, einen ebensolchen 
in ihrer kbbildung in x zeigen miissen. Wenn endlieh drei der Func- 
tionen r und die Fl~che / ~ ' ~  0 mehrere Punkte gemein haben, so 
entspricht diesen Punkten im Allgemeinen ein Knotenpunkt auf f~---0, 
tier jedoch eine h5here Singularitiit zeigt, als die eines conischen 
Punktes, ein Fall, den wir daher aus unseren spiiteren Betrachtungen 
ausschliessen werden. So kSnnen einem biplanaren Punkte, der sieh 
im Allgemeinen dutch zwei sich sclmeidende gerade Linien oder die- 
sen entsprechende Curven abbildet, speciell zwei getrennte Punkte 
entsprechen, wie z. B. in der Reciprokalfliiehe. 

Diese und alle weiteren Fiille ergeben sich, wenn man mehrere 
Transformationen nach einander ausftihrt und bei diesen nur die bis- 
her entwickelten Abbildungen eintreten liisst. 

w 
Eindeutiges Entsprechen  yon h~heren  Mannigfal t igkei ten.  

Eine homogene Gleichu~ng n '~ Grades m i t r  d - 2  Variabeln: 
f ( x ,  , x 2 , . . . . . .  x , + ~ )  ---- 0 

definirt das Verhiiltniss zweier der Variabeln als algebraische Function 
yon r unabhiingig ver~nderliehen eomplexen GrSssen und stellt eine 
2rfach unendliche Mannigfaltigkeit vor. Zur Abkiirzung werde ich 
im Folgenden eine 2hfaeh unendliehe Mannigfaltigkeit als eine c~ ~.h 
bezeichnen. Die auf f ~- 0 liegenden Mannigfaltigkeiten sind dann 
als cv ~.~-1, ~2.~-~, . . . .  c~ ~'1 (Curven), c~ ~ (Punkte) zu bezeichnen. 

Wenn sich zwei ov ~.~, f (x)-~-0 und F ( y ) ~  0~ Punkt fiir Punkt 
eindeutig entspreehen, so wird es im Besondern eintreten, je nachdem 
s~mmtliche oder einige der FunCtionen ~ der eindeutigen Transforma- 
tion mehffaeh versehwinden, dass einer r auf 2' ~ 0 eine oo 2.x auf 
f ~  0 entsprieht, wo ~ ~ h , r > h ~ 0. 

Da be~eits der Fall einer oo 2.3 die bei den Abbildungen eintreten- 
den u deuilich iibersehen liisst, so besehriinke ich reich hier 
auf diesen Fall, der iiberdies noeh dadurch weiteres geometrisches In- 
teresse hat~ dass auf ihn die Gleiehungen der Liniencom~lexe zuriick- 
fiihren. 

Die Gleiehungen (2) und (3) des vorhergehenden Paragraphen 
stellen wieder, wenn sie zu den folgenden 
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qx~ = ~ (y~  , y~ , y:~ , Y4 , Ys) , ( i = l ,  2, . . 5 )  
0 =  F ( y l  , Y 2 , Y 3 , Y .  ,Y~) 

erweitert werden, eine eindeutige Transformation dar, durch welche 
man yon der r 2.a, F =  0, zu der ~2.~ 

0 ---- f ( x ~  , x2 , x~ , x4 , x~) ,  
und umgekehrt, iibergeht. 

Ftir diejenigen Werthsysteme der y, ffir welche die r und zwar 
nicht siimmtlich mehrfach, verschwinden, ergeben sich die zugehS- 
rigen Werthsysteme der x aus den Gleichungen: 

(i ----- 1 ,  2 ,  . .  5). 

hn Falle hier fiir einen einfachen Punkt y yon F ~  0 die Funetionen 
r sllmmflich einfach, oder eines der (p oder mit Hiilfe yon F-----0 
zwei der r zweifach, die fibrigen einfach verschwinden, folgt, class 
dem Punkte y eine auf f~---0 liegende .Ebene entspricht. 

Kann man mit Hiilfe yon F------0 in einem Punkte y drei lineare Com- 
binationen der r im 2 ten Grade versehwinden machen, wiihrend die tibri- 
gen r fiir diesen Punkt nur einfach verschwinden, so ergiebt die Elimina- 
tion der Q und ~ drei lineare Gleichungen, deren LSsungen f-----0 geniigen, 
also eine auf f =  0 liegende Gerade, welehe dem Punkte y entsprichk 

Wendet man nun auf den Fall des mehrfachen u 
der r das Princip der successiven Transformation an, so hat man den 
folgenden Satz: 

Im Falle die Functionen W in einem einfachen Punkte yon F ~ 0  
s~mmtlich verschwinden, entspricht diesem Punkte auf f ~--- 0 eine 
Fl~che, die sich rational durch zwei Parameter, ader eine Curve, 
die sich rational dutch einen Parameter ausdriicken l~isst. 

Von grSsserem Interesse ist der Fall, dass einer Curve auf F =  0 
eine Fl~iche auf f ~  0 entspricht. Wenn A = 0, B = 0, C = 0 die 
Gleichungen der Curve sind, so werden hier die Transformationsfor- 
meln fiir den Fall, dass die r nur einfach verschwinden: 

0 ~ F ( y ) - - - - Z A + ~ B + v G  
qx, = ;~,A ..{- g~ B -~- v, C (i---~ 1 , 2 , . . . 5 ) ,  

und die Elimination der A, B ,  C fiihrl zu dem unvollstKndigen Deter- 

~___ 

minantensystem: 

Denkt man sich nun in 

xl Zl gt vj 
x2 ~2 92 % 
xa X3 g3 v3 
x 4 /t 4 ~t4 v4 
x5 /t 5 tt5 % 
0 Z g v 

die ~ ~,  v die Coordina~en eines Punktes 
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der Curve A ~ 0, B ~ 0, C ~  0 eingesetzt, so stellt dieses System 
die dem Punkte y entsprechende Curve, eine Gerade vor. 

Die Gleichungen A ~ 0, B-----0, C ~ 0 bestimmen aber eine 
Curye, der eine ganze Fliiche entspricht. Diese erhiilt man, wenn 
man aus den Gleiehungen: 

0 ----- '~+;1 + #Y2 + vV3 
e x ~  ;ti*/t+ ~+~2 + v+~3, ( i ~  1, 2, . .  5) 

A - ~  O , B = O  , C - - ~ O  

drei der Verh~tltnisse d e r y  und eines der Verh~iltnisse ~t w elimi- 
72 ' ~73 

nirt. Die x erscheinen dann als rationale lineare homogene Functio- 
nen zweier der ~/, deren Coefticienten selbst algebraische Fuuctionen 
einer Variabeln sind, deren Irrationaliti~t gegeben ist durch die Glei- 
chungen A-----0~ B - - 0 ,  C ~ 0 .  Der Curve auf F ~ - 0  entsprieht 
also auf f-----0 eine aus geraden Linien gebildete Fl~iche, eine l~egel- 

fliiche. Die in den Gleichungen A-----0, /~-----0, C-----0 enthaltene 
]rrationalitlit kann man durch Einfiihren zweier neuen Variabeln s ~ z  

auf die in ether Gleiehung +p (s, z ) ~  0 enthaltene zuriiekffihren, die, 
wenn sie yon der m ten Ordnung wird, einen Kegel m to," Ordnung, also 
eine Flaehe m ter Ordnung mit einem m fachen Knotenpunkte dar- 
stellt. Mit Htilfe des unten folgenden Theorems, dessen Beweis den 
Gegenstand des vorliegenden Aufsatzes bilde~, ergiebt sich aus dieser 
Bemerkung der wichtige Satz, (lass die einer einfachen Curve auf 
F ~  0 entsprechenden Regelfl~chen auf f ~  0 das Fliichengeschlecht 
0 haben. Nimmt man noch die leicht zu beweisende Bemerkung hinzu, 
dass die Kegel sich im Allgemeinen nicht eindeutig auf einer Ebene 
abbilden lassen: so finder man mittelst Erweiterung durch das Princip 
der sueeesslven Transformation den Satz: 

Im Falle die Functionen r l~ngs ether einfachen Curve yon F~---0 
sitmmtlich ~fach verschwinden, entspricht jedem Punkte der Curve 
eine Curve yt~ Ordnung auf f ~  0, die sich rational durch einen 
Parameter ausdriicken l~isst. Die der Curve auf 2" entsprechende 
Fliiehe auf f wird durch die Bewegung dieser veriinderlichen ratio- 
nalen Curve 9t~ Ordnung erzeugt und hat das Geschlecht 0~ liisst 
sieh aber im Allgemeinen nieht rational durch zwei Parameter 
ausdrticken. 

Von den noch iibrigen Besonderheiten, welche bet Abbildungen 
zweier er ~.s auf einander eintreten, will ich nur noeh die folgenden 
erw~hnen. Wenn 2'-----0 einen Knotenpunl+t enthiLlt und die ~ ver- 
schwinden in diesem Punkte, so 15st sieh derselbe auf f - -  0 im Allge- 
meinen in eine Fl~che auf, deren Irrationalit~t mit derjenigen iiber- 
einstimmt, welehe die Gleichung T ' ~  0 in der N~he des Knoten- 
punk~es besitzt. Eiae vielfaehe Curve yon 2" ~ 0, l~ngs deren die r 



Entsprechens algebraischer Gebilde. 301 

verschwinden, 15st sich in ihrer Abbildung auf fro_ 0 ebenfalls in eine 
Fl~iche auf. Bei 9 fachem Versehwinden der ~ l~ngs dieser Curve yon 
E entspricht jedem Punkte dieser vielfachen Curve eine Curve auf 
f ~ 0 (yon hSherem Geschlecht im Allgemeinen), die auf einer Fl~che 
vom Grade 9 liegt, derea Coordinaten sich rational durc~ zwei Para- 
meter ausdriicken lassen. Auch eine vfache Fl~che yon E ~  0 15st 
sich, wenn die cp in allen ihren Punkten verschwinden, in ihrer Ab- 
bildung auf f -~ -0  in eine Fl~ehe auf, und jedem ihrer Punkte ent- 
sprechen uPunkte auf f, die auf einer Curve yore Geschlecht 0 liegen. 

Auch bier gilt die Bemerkung, dass sich alle weiteren F~lle mit- 
telst des Princips der successiven Transformation erledlgen lassen. Man 
fiihrt mittelst desselben alle ~.~lle auf diejenigen des Entsprechens 
zwischen Fl~che und Punkt und zwischen Fl~iche und Curve zurfick. 

w  

Die algebraischen Ditferentialausdriicke und deren Integrale. 

Ich betrachte diejenigen Irrationalitiiten, welche mit der Gleichung 
einer irreduetibeln ova.r: 

f (s , z j ,  z2 , . . .  z~) ----- O, 

die s als algebraische Function yon r complexen Variabeln z definirt, 
verbunden sind. Zur symmetrischen Darstellung der Differentialaus- 
drficke, welche sich auf f---~ 0 beziehen, denke ich mir diese Gleichung 
in homogenen Variabeln geschrieben in der Form: 

(1) f ( x l ,  x~,  . . . .  x~+~) ---- 0, 
trod ffihre hier r neue unabh~ngig Ver~nderliche derart ein, dass hier- 
durch keine weitere Irrationalit~ in die Gleichung eingeht. Man 
erreicht dies dadurch, dass man als neue unabh~ingig Ver~nderliche 
r rationale Functionen, ~1, ~2, �9 �9 2~, yon s, zl, . . zr (identisch mit 
homogenen rationalen Functionen 0 t~ Ordnung yon x l ,  x2 ,  . . .  x , + 2 )  

einfiihrt; denn diese Substitution geschieht durch Gleichungen yon der 
Form: 

�9 1 ~ 1 " - - ~ 0  , ~ 2 ~ 1 t 2 ~ ' ~ 0 ,  . . .  ~ , . - ~ ; ~ q ~ / - - - - - O ,  s - - ~ s ,  

die als die Formeln einer eindeutigen Transformation aufzufassen sind, 
bei  der sich, mit Hiilfe yon f ~  0, auch die x rational durch. 

s , ~tj ~ ~2 , . .  ~r 

ausdriicken. Ich denke mir diese Formeln zur Definition .der x als 
algebraische Functionen der r complexen Variabeln ~t benutzt. 

Es sei Gleichung (l) homogen yon der •ten Ordnung. Man hat 
ftir alle Werthe der unabhiingig Ver~nderlichen ~t die r - ~  1 Glei- 
chtmgen: 
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Of ~f ~f 
0 ~  . x~ + O-x-~ " x~ + . . . .  + ~xr+~ " x~+~ ~--- n f  = 0 

O f b x~ 0 f 0 x~ O f OXr+~ 
~ ] "  ~-~-; + ~ "  o~ + . . . .  + Ox.+~ �9 o~, ~ o 

0 f O x~ 0 f ~ x~ O f Ox,+~ 
~-, " ~ + ~-~-~ ~- ,  + . . . .  + ~-~7+~ " e~, ~ o 

Hieraus 

naeh den c~ der Determinante 

und somit ist der 

�9 , ~ , ~ ~ �9 ~ ~ . ~ �9 ~ ~ ~ ~ �9 ~ �9 

Of ~x~ Of Oxft O f  ~ X r - - [ - 2  
~ " ~ ;  + ~ " ~--~ + . . . .  + o~+~ ~ - - o .  

o f  folg~ dass sieh die O~ verhalgen wie die Unterdeterminanten 

C 1 C 2 

X i  X 2 

Oxl Ox2 
O;tl O;t 1 

Oxl ~x2 

0X! 0X 2 

Ausdruek 

C r + 2  

X r + 2  

OZl- 

OXr+ 2 

0xa 0x4 ~x~+~ 

der in Bezug atff die x symmetrisch ist, unabhi~ngig yon den ganz 
willkiirlichen GrSssen c. 

Bezeichnet ferner 0 eine rationale homogene Function n - - r - - 2  t~r 
Ordnung der x ,  so ist 

0x3 ~x4 ~x~+2 

of  

ein naeh den it genommener Differentialausdruek, der, aks homogene 
Function 0 ter Ordnung, nur noeh yon den VerhiilCnissen der x ab- 
hiingt, daher ein algebraiseher Differentialausdruek in Bezug auf die 
it, dessen Irrationalitlit jedoch nut dureh Gleiehung (1) bedingt ist. 

In der Theorie der Fune~ionen einer Variabeln betrach~et man 
allenthalben endliehe einfaehe Integrale, gen0mmen tiber Differential- 
ausdriieke, die Q analog sind, und weist naeh, dass bei einer ein- 
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deutigen Transformation die Ei'gensehaf~ der EndlichkeR erhalten bleibt. 
Um bier einen iihnlichem Gang einzuschlagen und Anhaltspunkte ffir 
eine geeignete Bestimmung der Function O im Ziihler yon t~ zu ge- 
winnen, wollen wir einen Bliek auf die vielfachen Integrale yon Q 
werfen �9 

~x3 ~x~ ~xr+9. 
f O �9 22 + cj x 2 ~ ~t, ~ ~,2 ~;t~ 

o . . . . . . . . . . . . . . . .  F f ~ -  . . . . . . . . . . . .  dita dit2 "'" dit,. 

i ~X{ 

Das Werthgebiet, fiber welches das rfache Integral ausgedehnt wet- 
den soll, kann man sich dadurch festgelegt denken, dass man der 
Iteihe nach die it festbestimmte, einfach unendliche Werthreihen 
durchlaufen liisst, yon constanten Grenzen an bis zu einem Werth- 
systeme it, und zugleich jedem Werthsysteme it bestimmte Werthe 
der x zuertheiR, wodurch dann co eine bestimmte Function der it wird, 
wenn innerhalb des Integrationsgebiets keine Unstetigkeiten vorkom- 
men. Eine Aenderung der Integrationsweise innevhalb desselben In- 
tegrationsgebiets, d. h. innerhalb einer gegebenen rfach unendlichen 
Werthreihe der x, kann durch Einftihrung anderer Functionen t~ start 
der it bewirkt werden, und geschieht dann durch eine eindeutige Trans- 
formation, hat also auf die Irrationalit•t, die sich in den Werthen 
der Integrale co auspr~igt, keinen Einfluss. Auch in Bezug auf [ln- 
stetigkeiten verhalt sieh das Integral eo bei veriiade~er Integrations- 
weise, wie das Integral eines eindeutig transformirten Ausdrucks t2', 
den wir hier aber so bestimmen wollen~ das~ er ganz analoge Unste- 
tigkeRen besitzen soll, wie t] selbst. 

Einige einfache Betrachtungen fiber die Unsietigk6iten der viel- 
fachen Integrale ergeben nun Folgendes: 

Vor Allem wird co unstetig in denjenigen Werthsystemen der 4, 
fiir welche der Nenner yon 0 verschwindet. Um nur endliche Inte- 
grale zu betrachten, setzen wir daher voraus~ dass 0 eine ganze~ 
homogene Function (n - -  r - -  2 )  te r  Ordnung der x sei. 

Dann sind die Unstetigkeiten yon co auf diejenigen Stellen be- 
schr~nk~, in denen 

~f 

verschwindet. Die Punkte, in welchen 

Of ~-. 0 

~f siimmtlieh einzeka verschwinden, reprli~entiren zu- ohne dass die 

sammen das Verzweigungsgebilde yon f------0, das hier eine oo~(~-1) ist. 
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Fiir Fliiehen fs dieses Gebilde mit der Curve zusammen, in welcher 
f =  0 vom Tangentenkegel des Punktes c beriihrt wird. Irgend ein 
rfach unendliehes Integrationsgebiet hat im Allgemeinen mit dem Ver- 
zweigungsgebilde wenigstens eine r ~'-~ gemein, so dass man genS- 
thig~ ist, fiber diese Gebilde hinweg zu integriren. Indessen ergiebt 
sich, dass die Unstetigkeit der Differentialafisdriicke in den Verzwei- 
gungsgebilden bei den ]ntegralen wegf'fillt. 

~f s~immtlich verschwinden, ent- Den Punkten, in welchen die 

sprechen die auf f =  0 liegenden vielfachen Mannigfaltigkeiten. Wit  
werden bier nur diejenige Eigenschaft der Function 0 anffihren, 
welche man durch einfache Betrachtungen ffir die Endliehkeit der In- 
tegrale als nothwendig erkennt, und yon der wit im Folgenden allein 
Gebraueh zu machen haben. Wir setzen dabei voraus~ dass die viel- 
fachen, auf f =  0 liegenden Mannigfaltigkeiten nicht selbst wieder 
specielle Singularit:.iten enthalten, die denen analog wiiren, welche bei 
einer Ft~iche dutch, das Zusammenfallen yon Tangentenebenen liings 
einer vielfachen Curve oder durch den Uebergang eines conischen 
Knotenpunkts in einen planaren eintreten, und die sich in der, fiir 
die Punkte in tier NiChe der betreffenden Singularit~t modificirten Glei- 
chung f =  0 dutch das Absondern yon Factoren oder aueh, bei viel- 
fachen oo ~(~-L) auf f ~  0, dureh das Zusammenfallen yon Factoren 
ausdrficken wfirden. Diese Singularit~ten erfordern jedesmal ganz 
specielle Untersuchungen. Nur der Fall, dass l~ngs einer doppelt zu 
z~hlenden ~(~-1)  auf f - ~  0 die beiden linearen Factoren, in welche 
f =  0 in der Niihe jedes Punktes dieser ~(~-1)  zeri%illt, zusammen- 
fallen, also speciell der Fall einer Riickkehrcurve auf einer Fl~che 
f----0, ist bier noch mit berficksichtigt." 

Die Bedingung, dass die Integrale, genommen fiber allgemeine 
Integrationsgebiete, die dureh Werthsysteme yon vielfachen c~ ~h hin- 
durchgehen, nicht unendlich werden sollen, erfordert, dass 0 l~ngs 
jeder ~faeh z~hlenden ~ h  auf f ~  0 ( ~ -  r -{-h)mal verschwinde, 
d. h. diese ov ~h selbst als eine ( ~ -  r ~ h)mal ziihlende besitze. Ffir 
t~ -~- h ~ r hat 0 keiner Bedingung zu geniigen. 

Eine eingehende Untersuehung des Verhaltens der vielfachen Inte- 
grale in allen bier mSglichen F~llen in Bezug auf ihre Unstetigkeiteu, 
sowie die noeh weitergehende Untersuchung in Bezug auf ihre Werthe 
bei verschiedenen lntegra%ionsgebieten, lieg~ unserm eigentlichen Gegen- 
stande viel zu fern, als dass wir sie hier fithren kSnnten. Beililufig 
bemerke ich, dass schon die Doppelintegrale die Eigenschaft haben, 
bei stetdg veriinderten Integra~ionsgebieten zwischen denselben Grenzen 
im AUgemeinen sich ste~ig ~indernde Werthe zu geben*). 

*) Diese Untersuchungen flihren unter andern interessanten Resultaten auch 
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w 

Die eindeutigen Transformationen. 

Wir benutzen die vorstehenden Betrachtungen dazu, die Difl~ren- 
t ia lausdri icke 

~x~ ~x~ ~x~+~ 

~f  
i 

zu normiren. Wir legen der Function O die Eigenschaften bei, erstens, 

auf die Erweiterung des Abel 'sehen Theorems ffir vielfache Integrale, die sehon 
J a c o b i  nach verschiedenen, an mehreren Orten zerstreuten Bemerkungen ffir 
speciellere F:,tlle gekannt hat. Dasselbe sprieht sich ffir unsere Diflbrentialaus- 
dr~icke, in denen 0 eine g anze Function ist, folgendermassen aus: 

,,Die Summe 
~x3 ~x4 ~xr+2 

0 . 2 :  ! c j x~  ~ ,  ~ . . . - -~-~--  

2J ~ f  , 

~ Cl ~x i 

ausgedehn~ fiber die n .  mtm 2 . .  mr Schnittpunkte yon f -~  0 mi~ 

qP, ~1- ~1 ~91' ~ -  0 , qQ2 "~-~2Cp2' = 0 , - . . ~ r ' ~ - ~ r ~ r ' ~ O ,  

welche einem gegebenen Werthsysteme der s entspreehen, ist gleich Null." 
In speciellen F[tllen, in denen f m i t  einigen der q~ h6here MannigfaRigkeiten 

gemein hat, reducirt sich natfirlieh die Anzahl der Glieder dieser Summe bedeutend. 
Man beweist dieses Theorem entweder durch Betraehtungen, die den yon 

R i e m a n n  fiber das einfaehe Abel'sche Theorem angestellten analog sind, oder 
rein algebraisch, indem man Zl~hler und Nenner des Ausdrucks f~ mit der Deter- 
minante 

2:• k~ f~(~ + ~ [ ) ~ .  �9 (% + ~.~ ~/)~+2, 
r ~ ~P' , multipIicir~ und auf das wo die ki Constanten und (9 ~- itqo')i = ~ .~  -~- ~ ~ 

Product den yon J a c o b i  herrfihrenden, yon C lebsch  in C~el le ' s  Journal Bd. 63, 
p. 2"28 bewiesenen Satz anwendet. 

Ffir die nicht homogene Form f ( s ,  x~, x ~ , . .  Xr) =-0 lautet der Satz: 
,,Die Smnme : 

Z ' ~  . A ,  
~s 

wo Q eine ganze Function ( n -  r - - 2 )  t~ Ordnung ders und x, A die Functional- 
de[erminante der x nach den 7~, ist, wenn ausgedehnt fiber die n . m , m ~ . . m r  
Schnittpunkte von f--~ 0 mit den rpl -[- h icp/, welehe einem gegebenen Werthsysteme 
der s entsprechen, gleich Null." 

Die Gesammtheit der so entstehenden, den verschiedenen Werthen yon {9 ent- 
sprechenden Gleichungen bildet ein simultanes System partieller Dilierentialglei- 
chungen q.te~ Ordnung mit r unabh~tngigen Variabeln, das eine par[icul~re alge- 
braische Integration zul~sst. 

Mathematische Annalen II .  20 
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eine gan~e Function ( n -  r -  2) ter Ordnung zu sein, und zweitens, 
jede ~fach z~hlende o J  .h auf f ~  0 selbst als eine ( ~ - - r - ~ - h ) f a c h  
zilhlende c~ ~. h zu besitzen. Dabei sollen die in dem vorhergehenden w 
ffir die Singularitiiten der vielfachen oo 2.h angenommenen Voraus- 
setzungen gelten. Wenn @ diesen Forderungen gemiiss bestimmt ist, 
so nennen wit der Kfirze wegen das zugehSrige Q einen f i ir  f = 0 nor- 
mirten Ausdruck Q. 

Die Anzahl p der fiir f---~ 0 normirten Ausdrficke Q ist eine end- 
liehe und gleich der Anzahl yon Coefficienten, die in 0 noch unbe- 
stimmt bleiben, wenn 0 den obigen Bedingungen genfigt, niimlich 
gleich der Anzahl solcher speciellen Functionen O', aus denen sich das 
allgemeinste, den Bedingungen genfigende O linear zusammensetzL 
Giebt es keine Mannigfaltigkeiten 0 mit den geforderten Eigenschaf- 
ten, so ist die Anzahl p ~---0 zu setzen. 

Um unsern Zweck zu erreichen, eine charakteristische Zahl ffir 
die Irrationalitiit, die mit der Gleichung f ~  0 verbunden ist, aufzn- 
stellen, werden wir die ftir f ~  0 normirten Ausdrticke Q in andere 
Ausdrficke eindeutig transformiren, die sich auf eine neue Gleichung 
�9 ~(y) ~ 0 beziehen, welche f ( x ) - ~  0 eindeutig entspricht. Es seien 
die rationalen Transformalionsformeln: 

x,  = ~ , ( y ) ,  (~ = 1, 2 ,  . . ,  r + 2 ) ,  

in denen die ~ ganze Functionen der s te" Ordnung. Durch diese For- 
meln geht / ( x ) ~  0 fiber in: 

M .  ~'(y) = O, 

wobei sieh ein Factor M naeh w 1 absondern muss. Durch die gleiche 
Transformation wird sodann der ffir f =  0 normirte Ausdruck Q iiber- 
gehen in einen Ausdruek Q': 

~y~ ~y~ ~yr+~ 
(9 . D .  Z - ~ -  k 1 Y2 ~ 0~, " ' "  0 ~  Q = Q , =  

s M Z k ~  OF 
�9 " 7"  Oy~ 

WO 

~Yh 
k~ -~- 2J ci �9 

i OX'i 

h u f  den Werth yon Q' bleiben die GrSssen kh ganz ohne Ein- 
fluss, und diese lassen sich daher als willkfirliche Constanten, als die 
Coordinaten eines beliebigen Punk~es, betrachtmn. 

Der neue Ausdruck Q' hat ganz die Form you Q. Wir werden 
nun nachweisen, dass, wenn das Entspreehen yon f (x)~  0 und if(y)~--0 
ein eindeutiges ist, der Z~thler OD yon Q', der eine ganze Function 



Entsprechens algebraischer Gebflde. 307 

der y ist, durch die gemeinschaftlichen Werthsysteme yon M ~ 0 mit 
F ~ 0 ebenso oft als M selbst hindurchgeht, woraus dann zu schliessen 

OD ist, dass ~ mit Hfilfe yon F ~ 0 zu ether g a n z e n  Function gemacht 

werden kann; wir werden ferner zeigen, dass diese ganze Function OD M 
in den vielfach zu z~ihlenden Mannigfaltigkeiten yon 2' ~ 0 diejenigen 
Eigenschaften besitzt, welche Q' zu einem ffir F~----0 normirten Aus- 
drucke Q machen. Bet eindeutigem Entsprechen kann man daher aus 
jedem ffir f-----0 normirten Ausdrucke Q einen solchen in Bezug auf 
F ~ 0, und umgekehrt, ableiten, und die Anzahl p dieser Ausdrficke 
ist folglich dieselbe in Bezug auf beide Gleichungen. Da sich diese 
Zahl p a u s  dem Grade und den SingularitKten jeder Gleichung zu- 
sammensetzen liisst, so kann man sie als eine ffir die Irrationalit~t die- 
ser Gleichung charakteristische Zahl aufstellen; ihre Gleichheit bet 
zwei 2rfach unendlichen Mannigfaltigkeiten ist eine no thwend ige  Be -  

dingung fiir die MSglichkeit des eindeutigen Entsprechens derselben. 

Die erwiihnten Beweise werde ich hier fiir drei unabhllngige Va- 
riable ffihren, aber in ether Form~ die sich direct el"weitern liisst und 
die Beweise allgemein gtiltig-macht. Ich schicke einige ttiilfssiltze 
fiber das Verhalten der Substitutionsdeterminante D,  die ieh im Fol- 
genden anzuwenden babe, voraus. 

w  

U n t e r s u c h u n g  d e r  D e t e r m i n a n t e  d e r  S u b s t i t u t i o n .  

Durch die Transformationsformeln 

x l - -  ~ ( y , ,  y~,  Y3, Y4, Y~) , (i = 1 , 2 , . . 5 ) ,  
wo die cp yon der s ten Ordnung, werde f ( x l ,  x2 ,  . . xs )  -~- 0 in 
2"(YJ, Y2, �9 �9 Ys) ~ 0 fibergeffihrt. Wir werden das Verhalten der Sub- 
stitutionsdeterminante der Reihe nach in den F~illen untersuchen, in 
denen einer niedrigeren Mannigfaltigkeit auf f ~  0 eine h5here auf 
2' ~- 0, und umgekehrt, entspricht. Dabei kSnnen wir uns wieder auf 
die einfachsten Arten der Transformation beschr~nken, indem sich die 
fibrigen F~ille auf diese mittelst des Princips der successiven Transfor- 
mation zuriickffihren lassen. 

1. Wenn einem Punkte auf f eine Fliiche auf 2" entspricht, so 
kann man die Transformationsformeln in die Form setzen: 

~x~ = A . ~p~ 
~x 2 ~ A . ~p~ 
px 3 ~ A . g'3 
p x  4 ----- A . ~'4 

p x5 ~ r 
20 ~ 
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Die De~erminante 

1 ) : , V , + ( A O V ,  ~A) ( ~,, OA) ~ 

verschwindet im dritten Grade l~ings des Schnittes yon A - ~ - 0  mit 
2 ' ~ - 0 .  

2. Wenn einem Punkte auf f eine Curve auf F entspricht, so 
werden die Transformationsformeln: 

Ox~ = A,P2 + B~2" 
ex3 = AV3 + B~P3" 
Ox4 = A ~  + B~4" 

Die Transformationsdeterminante D verschwindet hier im zweitcn Grade 
in dem Schnitt yon A ~ 0, B ~ 0, F ~  0. 

3. Wenn einer Curve auf [ eine Fliiche a u f F  entspricht, so kann 
man in der Niihe jedes Punktes dieser Fliiche den Transformationsfor- 
meln die Gestalt 2. geben, und D verschwindet daher ebenfalls zwei- 
real l~ngs der auf F liegenden Fl~iche. 

In den umgekehrten F~llen verschwinden die 5 Functionen ~ ,  
jedoch, wie wir annehmen nicht s~mmtlich in hSherm, als dem ersten 
Grade. 

~cp~ 
Es seien die Elemente yon D bezeichnet mi~ cP~'k ~ ~-~)~. und die 

Unterdeterminanten yon D seien Dik ~ OD b~.~." Wir gehen aus yon der 

identischen Gi'eiehung: 

(a) D . y ~ -  s .  2;Dh~. %,, 

dureh Differentiation naeh y~,, wo ~ yon ~ verschieden, ergiebt sich: 

da aber identiseh: 

so folgt: 

2? Dh~ %,, ----- 0, 
h 

D 0 Dh~ 
( 8 )  �9 a = s 

4. Die Functlonen r sollen einen Punkt gemei~ haben. In diesem 
Punkte verschwinden nach (a) und (fl) die Determinante D und ihre 
ersten Differentialquotienten, d. h. in einem gemeinsamen Schnittpunkte 
der ~ verschwindet D zweifach. 
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Eine weitere Differentiation nach y~, wo vvon/~ und it versehieden, 
ergiebt: 

~ D ~ D~, z 0 ~ Dh,~ 

Abet aus der identischen Gleichung 23D~z%,, ~ 0 folgt die wiederum 
h 

identische Gleichung : 

2: / ~D~'z ~%" / = 0, (~) ~ ~ ~-~7" ~'~ + D,,~. e-- 7 
1 

daher: 

5. Die Functiouen q0 sollen eine Curve gemein haben. In diesem 
Falle kann man immer in jedem Punkte dieser Curve einen Parameter 
q so bestimmen, dass nicht nur: 

~pi~--s.2~Ti~.y~-~--O , ( i - -~ l ,  2, . . 5 ) ,  
k 

sondern auch in diesem Punkte: 

0 y ~ 0  ( i = l ,  2 , .  5). cP;~ �9 ~ , 

Aus dem System dieser Gleichungen folgt sogleieh, dass in diesem 
Punkte die si~mmtlichert erstert Unterdeterminanten Di~ yon D ver- 
schwinden. Daher verschwinden auch naeh (~') die zweiten Differen- 
Lialquotienten von D, d. h. l~ings einer den 9~ gemeinsamen Curve 
verschwindet die Determinante D drei/ach. 

Aus (~3 folgt durch weitere Differentiation naeh yn, wo ~ ~on it,/~, v 
verschieden: 

" u~ = s z l e v , . e u . /  ,~ .~+ ~v .  -eu--7 + ~., .eu.~u.,  " '~,, + 3Yt,~Y,,OY~ \ 

O~ Daz �9 e p ~  �9 

f 
Die identisehe Gleichung (~) giebt aber: 

Benutzt man die Beziehung, die aus dieser durch-Vertauschung yon v 
und ~ hervorgeht, so wird die vorhergehende Gleichung: 
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6. Die Funetionen q9 sollen eine Fl~iche gemein haben. Nach 5. 
ist r Dh~ ~---0. Ferner kann man hier in jedem Punkte der 
Fl'~che immer zwei Parameter q , r  so bestimmen, dass zugleich: 

epi ~ s 23 q0,.k Yk ~- 0,  
k 

OYk 
cpik - ~  ~ O, 

~Yk 
k 

(i----- 1 , 2 ,  . .  5), 

woraus folgt, dass die si~mmtlichen ers~en und ~zweiten Unterdetermi- 

nanten Dik und 0~p~ yon .D verschwinden. Da 

D~k ~ ~' 0 D~k 0 ~o~/z 
OYn OvP;tl. OYzt ' 

0 Di~ 
so folgt aueh, dass si~mmffiche ~ versehwinden. Nach (~) ver- 

sehwlnden also aueh die dritten Differen~ialquotienten yon 39; d. h. 
1Kngs einer den ~o gemeinsamen Fliiehe versehwindet die De~erminante 
D vierfach. 

Hat man vier Funetionen qo yon gleichem Grade, welche FIiichen 
bedeuten~ so bezeichnet man die Func~ionaldeterminante dieser vier 
Funetionen als die Jueobi ' sehe  F1Kche der qv, und die S~tze 4. und 
5. bedeuten bier: 

, I n  einem gemeinsamen Schnittpunkte der Fl~chen q0~ = 0 hat 
dio J acob i ' s ehe  F1Kehe derselben einen DoppelpunkL ttaben diese 
vier Fl~ichen gleiehen Grads eine Curve gemein, so isi diese Curve 
zugleieh eine dreifaehe Curve der Jacobi ' schen  Fliiche." 

w  

Untersuchung der  t r a n s f o r m i r t e n  Ausdriicke Q. 

Eine Untersuehung der Ausdriicke •' ist nur fiir diejenigen Punkte 
anzustellen, in denen M oder in denen die F'(yh) siimmtlich ver- 
schwinden. Fitr diese Punkte hat man die Gleichungen: 

~f ~x~ (h=1,3, . .5) .  

Mittelst dieser Gleiehungen kann man sehon in den einfaeheren 
Fiillen, in denen niedrigeren Maamigfaltigkeiten auf f hShere auf F 
entspreehen~ zeigen, dass der Ziihler (9. D in f~" dureh die M und 
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F gemeinschMtlichen Werthsysteme wenigstens ebenso oft als M hin- 
durchgeht. 

1. Einem cinf~whcn Punkte auf f entspreche eine Fl~iche auf 21 
Nach den Transformationsformeln w 5. 1. wird sich M bier wie A, 

1) die Determinante D wie A 3 verhalten. 3 /  muss also liings der Fl:~che 

zweimal verschwinden, uml ebenso Q'. Diesen Umstand werdeu wir 
noch weiterhin zu benutzen haben. 

2. Einem Dopl)clpunkt auf f entspreche eine Fliehe auf 2:  Nach 
D 

.~ 5. 1. verhiilt sich M )vie A 2, D wie A '~, d. h. M verschwindet e/n- 

real ff~ngs der Fliiche. 
3. Einem hShern Knotenpunk~e auf f entsl)reche eine F15che auf F. 

Man hat hier, wie #chon bei 2. : 

~x-~ ~x~ ' " " ~x~ 
0 verschwindet dabei~ wenn der Kno.tenpunkt ein 9facher ist~ (9~3)mal,  
M verhiilt sich wie A~', D wie A 3. 0 / )  verschwindet also ebenso oft 
wie IF/. 

4. Einer einfachen Curve auf f entspreche eine Fl~che auf /~. 
Nach w 5. 3. verschwindet D zweimal, w.Shrend M einmal verschwin- 
den kann~ also D jedenfalls einmal mehr als M, liings der Fliich% 
welchen Umstand wit ebenfalls noch zu benutzen haben werden. 

5. Einer 9fachen Curve auf f entspreche eine Fli~che auf F.  Hier 
verschwindet 0 (9 - -  2) real, D zweimal, M kann ~mal verschwinden~ 
also OD ebenso ofl als iV/. 

6. Einer ~fachen Fli~che entspreche eine Fl~ehe auf ~. Da die Of 

(~ ~ 1)real versehwlnden~ muss nach der obigen Gleiehung auch 
M ( ~ - - 1 ) r e a l  verschwinden; aber O verschwindet hier ebenso of~ 
als Mr. 

Die Untersuchungen der umgekehrten F~ill% in denen die ~ siimmt- 

~f und ebenso die M.F'(yh) (n--1)fach ver- lich einfach, also die ~ 

schwinden~ erfordert eine ni~here Betrachtung der Abbildungen der auf 
# ~  0 liegenden vielfachen Mannigfaltigkeiten. Ich werde hierbei~ mit 
den entsprechenden Erweiterungen~ den Weg verfolgen, der yon C 1 e b s e h 
und Gordan~  Abel ' sche  Funetionen~ w 16., fiir Curven und yon 
C l e b s c h ,  diese Zeitschrift, Bd. I, p. 270, ffir die Abbildung der Dop- 
pelcurven rationaler Fliichen eingeschlagen worden ist. 

Wenn y und y" zwei Wer~hsysteme sind, denen ein Wer~hsystem 
der x en~spricht, so ha~ man,  um die Abbildung der auf f =  0 liegen- 
den vieffachen Mannigfaltigkeiten zu finden, aus den Bedingtmgen: 
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( P(y') = o 
die y' zu eliminircn. Um nieht auf identische Gleichungen zu kommm b 
l~isst man den Punkt x ' =  ~(y') sich zungehst dem Punkt x nur an- 
nghern, indem man 
(2) x~ = ~ (y ' )  = ~ ( y )  + ~z, 
setzt~ und eliminirt aus (2) und F(y ' )  die y'. Wenn man noch in dcr 
Resultante dieser Glcichungen e gegen Null convergiren lgsst~ schreibt 
sich dieselbe in der Form: 

(3) 0 = R = z, f ' (cp,)  --[- z2f'(~,) + .'. + z~f'(%,). 
Das Schnittsystem yon R = 0, •(y) = 0 hgngt noch yon den ganz 

willkiirlichen GrSssen z ab, die durch die Art der Elimination (2) ein- 
gehen und in einem unwcsen~lichen Factor herauszuschaffen sind. Die 
Gleichungcn (2) werden nun noch erffillt, wenn sich die y' yon den y 
nur um gewisse GrSssen yon der Ordnung e unterscheidm b wenn malJ 
also setzt: 

yi = yi + ~ ~i , 

und weffn zugleich die y einer weitern yon den z abhitng'igen Glei- 
ehung geniigen, die sich durch Elimination aus den Gleichungen er- 
giebt, in die jetzt die (2) iibergehen: 

~ (y) a ~(y) 

niimlich: 

75 ~ zi 

(4) 

~5 ~ 0 ~  

�9 ,'(y,), ~,'(v~), %'(y0,  * ' t  

S = 0 =  "~ t " i 

F (v,) , -~" (v , ) ,  ~" (v~), o i 
So lange die Coefficieaten tier z keinen gemeinsehaftlichen Factor 

haben, werden die auf/'~--- 0 liegenden vielfachen Gebilde dutch die 
Gleichungen : 

R - ~ = o ,  F(y) = o 

abgebildet. Da hier jedoch im Allgemeinen auch auf 1 ' =  0 Funda- 
mental-Punkte und -Curven liegen, so wird S in Factoren zerfallen~ 
yon denen einige nicht in /~ enthalten sein mfissen. Wir haben bier 
diese Fglle genauer zu discutiren. 

/ / =  0 geh~, nach dcm Ausdrucke (3)~ (# - -  1)mal durch die Ab- 
bildung jeder ~fach zghlenden, auf f =  0 liegenden Mannigfaltigkeit 
hindurch. Um das entsprechende Verhalten yon S zu fmden~ kSnnte 
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man die Coefficienten der z in (4) anf dem n.~mlichen Wege unter- 
suchen, wie die Determinante D in w 5. behandelt wurde. Wir kSnnen 
in(less auch aus dem Verhalten yon D auf das yon S schliessen. Man 
hat niimlich, da die z/ beliebige GrSsscn sind" 

R f'(q~l) 
,~ - -  2~ ---t- q~'(Yt) �9 �9 q~ F'(y~) ' 

und gleich den analogen Quotienten. Aus deu Gleichungen: 

i 

M 
iblgt aber, dass diese Quotienten auch gleich ~ - ,  also: 

/~ M -~- ~ - ~ -  �9 

D verschwindet l~ngs einer Fliiche auf F ,  welche einem einfachen und 
einem Doppelpunkte auf f entspricht, resp. zweimal und einmal mehr 
als M, und l~ings einer F1Sche, welche einer einfachen Curve auf f 
entspricht, einmal mehr als M. Die entsprechenden Factoren, welche 
auch in S enthalten sein miissen, sind nicht in ~ enthalten. Mit 

M Hiilfe der am Anfang dieses w  -~ erhaltenen Resultate sieht mun 

iiberhaupt~ dass, wenn einem Punkte oder einer Curve auf f eine Flilche 
auf F entspricht~ S den entsprechenden Factor resp. zweimal oder ein- 
real enthSlt. Wir sondern nun yon S diejenigen Factoren doppelt ab, 
welche einfachen Punkten auf f, und diejenigen einfach ab, welehe 
Doppelpunkten und einfachen Fundamentalcurven auf f entsprechen, 
und bezeichnen den Rest mit S'. Dieses S' ist in R mit Hiilfe yon 

R �9 ' ~ - 0  theilbar. ~= geht noch ( re--1)fach dutch die Abbildung tier 

~tfachen Fl~iche, (~t ~ 2)fach (lurch die ether ~tfachen Curve, und 
(~t--3)fach durch die eines ~tfachen Punktes hindurch. Die Function 
O geht nun genau ebenso oft durch diese gemeinschaftlichen Werth- 

R R 21/ 
systeme yon ~ und F hindurch, folglich, da ~ - ~ - ,  auch ebenso 

21/ D '  
of~ wie ~ ,  wo aus D gerade so entsteht, wie S' aus S. 

Hiermit ist bewiesen, dass 0 dutch alle Punkte, in denen die ganze 

M M also wenigstens ebenso Function . ~  verschwindet, ebenso oft als ~ ,  

M oft als -~- hindurchgeht. 

7. Wir kSnnen jetzt mit wenigen WorSen alle die Fiille erledigen, 
in denen hiiheren Mannigfaltigkeiten auf f niedrigere auf F ent- 
sprechen. Hier verschwinden die s~mmtlichen x einfach, daher O, als 
Function der (n ~ 5) t~" Ordnung, im Allgemeinen (n ~ 5)real. Abet 
nach dem eben bewiesenen Satze trit~ hier~ vermSge der auf f ~  0 
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liegenden singul~iren Mannigfaltigkeiten, der besondere Umstand eta, 
dass 0 in den einfachen Fundamentalgebilden yon F ~ 0 in ebenso 

hoher Ordnung als .-MD- , also in hSherer Ordnung, als der ( n -  5) re" 

verschwindet. So in einem Punkte, der eiaer Fl~che auf f entspricht, 
( n - - 3 ) m a l ,  in einer einfaehen Fundamentalcurve ( n -  4)real, und 
ebenso oft in einem Doppelpunkte, der einer Flliche auf [ ~ 0 ent- 
spricht (da hier M ( n - - 2 ) m a l ,  D zweimal versehwindet). Man sieht, 
dass, wenn sich zwei Fl~chen eindeutig entspreehen, die Ausdriicke 
l~ngs derjenigen Mannigfaltlgkeitemauf der cinch Fl~che, welche ein- 
fachen Fundamentalgebilden der aadern Fl~iche entspreehen, immer 
solche Singularit~tea zeigen miissen, wie sic unter 1. und 4. dieses w 
erw~hnt sind. 

8. Wean auf F ein ~facher Knotenpunkt entsteht, werden die 
MF'(y~,) Null in der (n - -  1) re" Ordnung, also M in der (n - -  ~)to. 
0rdnung. D versehwindet nach w 5. 4. zweifach; 0 versehwiadet 

OD 
(~ ~ 5) faeh, also - ~  (p - -  3) faeh. Wenn auf F eine 9 fache Curve 

OD entsteht, finder man ebenso mit Hiilfe yon w 5. 5., dass - ~  (y ~2) faeh  

verschwindet, und wenn eine yfache Fliiche entsteht, mit Hiilfe yon 
OD 

w 5. 6., dass -M" ( ~ -  1)fach verschwindet. 

Strenge genommen, haben wir sub 1. bis 7. nur Ilachgewiesen, 
dass 0 D durch das ganze Sehnittsystem yon M ~ 0, F ~- 0 hindurch- 
geht, und es miisste noch der in der Curven- und Fl~chentheorie fort- 
wiihrend gebrauehte Satz dargethan werden, dass 0 D  sich deshalb 
nothwendiger Weise in die Form setzen litsst: 

O D ~ A . M - { - B . F .  

Es seien 0 D ,  M, FFunct ionen der s und x, F yore Grade m. Man 
kann hUn M immer mit einem solchen Factor it multipliciren, dass 
aus l l / .  it mit Hiilfe yon 2' ~ 0 alles s verschwindet, und hat dana: 

MJt = $ q- p . F ,  

wo ~ nur noch eine Function der x. Dividirt man nun it . OD durch 
F ,  so lfisst sieh der Rest auf die ( m - -  1) t~ Potenz in Bezug auf s er- 
niedrigen, also: 

0 D .  ~ = v .  F - 4 -  r s ~-~ q-  r  s ,~,-~ q - . . .  q-  r 

wo die (l) Funetionen der x. Fiir jedes Wert~asystem der x, das q) zu 
Null macht, lassen sich m Wurzeln ftir s angeben, fiir welehe auch 
F verschwindet. Fiir alle diese Werthsysteme verschwindet abet auch 
2d" oder it~ also O D .  it, daher auch der Ausdruek: 

r s~-I  q- % s  "~-~ q- . . .  -l- r  
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Da nun dieser Ausdruck nur t'~ir ( m -  1) Wurzeln zu 0 werden kSnnte, 
miissen alle O~ entweder identisch verschwinden, oder �9 zum Factor 
haben, und man hat die Darstellung: 

OD . ~ = v F  q- 0 r  ( v - - ~ , ~ ) F  q- O~ . M ,  
o d e r  "- 

OD--- qM q- �9 F .  

Da OD eine ganze Function ist, so muss, wenn F u n d  /t keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, ~t in v - -  q/x theitbar sein. Ein gemein- 
scllaftlicher Factor von / t u n d  ~' kSmlte nach der Gleichung M/t 
�9 q- # F  nur von den x abh~ngig scin, ein Fall, der durch eine vorher- 
gehende lineare Transformation immer zu vermeiden ist. Die verlangte 
Darstellung ist somit fiir jeden Fall bewiesen. 

w  

Das Geschlecht  der  algebraischen Gebilde. 

Die bisher geffihrten Untersuchungen liefern den Beweis, dass 
dell fiir ['~-~- 0 normirten Ausdriicken ~ bei eindeutiger Transformation 
wieder ffir 2 '  ~ 0 normirte Ausdriicke entsprechen, und dass also 
deren Anzahl p die gleiche ist. Um das Gesammtgebiet der hier be- 
handelten F~lle zu iibersehen, braucht man nur wieder successive Trans- 
formationen auf die speciell betrachteten P~lle anzuwenden, um zu 
dem Resultate zu kommen, dass aUe Gleichungen, die cr 2. ~ mit viel- 
fachen o~ u.1' ausdrficken, welche nicht selbst wieder solche specielle 
Singularit~ten besitzen, wie sie in w 3. bezeichnet sind, in die Be- 
trachtung eingeschlossen sind. Wir bezeichnen die Zahl p als das 
Geschlecht der oo 2-~, f - - 0 ,  und haben, um das ganze Gebiet der 
algebraischen Gleichungen mit den eben erw~hnten Beschr~nkungen 
nach dieser Zahl p in Classen einzutheilen, in diesem Umfange das 
folgende Theorem bewiesen: 

Das Geschlecht p der ~2 . r ,  f ~  0, ist gleich der Anzahl der in 
einer o~ ~.r vom Grade n -  r J 2, 0 ~ 0, noch unbestimmt 
bleibenden Constanten, wenn 0 - ~ - 0  gezwungen wird, durch jede 
gfache auf f~---0 liegende o~ ~.I' (g J r q - h ) f a c h  hindurchzu- 
gehen. Fiir ~t-4-h ~ r hat 0 keiner Bedingung zu gen~igen. 

Die Zahlp hat die Eigenschaft, ffir zwei ~2.~,  f---~ 0 und F----O, 
welche sich im Allgemeinen Punld ffir Punkt eindeutig ent- 
sprechen, die gleiche zu sein, so dass p die Classenzahl ist ffir 
die Classe, zu der f -~-  0 und F ~ 0 gehSren. Die Gleichheit 
der Zahl p ist das nothwendige Kriterium Ftir die MSglichkeit 
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einer eindeu~igen rationalen Transformation zweier ~2 . r  in ein- 
ander. 
Die Frage nach den weiteren und hinreichenden Bedingungen 

des eindeutigen Entsprechens, die ich schon in meiner oben citirten 
~o~iz behandel~ habe, muss ferneren Untersuchungen vorbehalten 
bleiben. 

G S t t i n g e n ,  den 16. August 1869. 


