Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer
Gebilde von beliebig vielen Dimensionen.

Von Max NorTuEr in GOTTINGEN.

In der Theorie der algebraischen Functionen einer complexen Va-
riabeln, die im Wesentlichen auf Abel, Puiseux und Riemann
zuriickzufithren ist, hat der Letztere eine Classification der Gleichun-
gen aufgestellt®), welche diese Iunctionen definiren. Das Characte-
ristische einer Classe ist, dass sich alle derselben angehbrigen Glei-
chungen eindeutig durch rationale Substitutionen in einander trans-
formiren lassen. Wenn f = O die homogene Gleichung einer Curve
nr Ordnung mit d Doppel- und » Riickkehrpunkten, so ist*¥)

n—1.-n—2
p="—g5— —d—r

die Classenzahl der Classe, zu welcher f== 0 gehort, und die Gleich-
heit dieser Zahl fiir zwei Curven ist die nothwendige Bedingung fiir
das eindeutige Entsprechen der beiden Curven. Die Zahl p, durch
welche man die Ordnung des Zusammenhangs derjenigen Riemann’-
schen Fliche messen kann, in welcher sich die zur Classe p gehori-
gen algebraischen Functionen geometrisch darstellen lassen, giebt zu-
gleich die Anzahl der allenthalben endlichen Integrale, welche sich
auf eine solche Function beziehen.

Eine Erweiterung dieses Theorems auf Functionen zweier Varia-
beln ist erst vor kurzer Zeit von Herrn Clebsch gegeben worden *¥¥),
Wenn sich zwei Flidchen rational in einander transformiren lassen, so
haben dieselben eine Classenzahl gemeinschaftlich, die Herr Clebsch
als das Geschlecht der Fliche bezeichnet. Nach dem Theorem, welches
Herr Clebsch ohne Beweis mittheilt, ist das Geschlecht p einer
Fliche ntr Ordnung f = O, die nur die gewohnlichen Singularititen,
Doppel- und Riickkehrcurven, besitzen soll, gleich der Anzahl der in
einer Fliche (n—4) Ordoung noch unbestimmt bleibenden Coeffi-
cienten, wenn man diese Fliche durch die Doppel- und Riickkehrcurven
von [ = O hindurchgehen lisst.

#) Crelle’s Journal, Bd. 54.
*¥) Clebsch und Gordan, Theorie der Abel’schen Functionen.
##¥) Comptes Rendus de 'Acad. des Sciences vom 21. Dec. 1868, p. 1238,
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In einer kiirzlich der Societét zu Gottingen mitgetheilten Notiz*)
habe ich diese Theorie nach mehreren Seiten hin ausgedehnt. Der
Zweck der folgenden Abhandlung ist nun, das erste Theorem dieser
Notiz zu beweisen. Dasselbe ist eine directe Verallgemeinerung des
obigen Theorems, und umfasst einmal auch Flichen mit hohern coni-
schen Kunotenpunkten und hoheren vielfachen Curven, sodann aber
auch die algebraischen Gebilde von belichig wielen Dimensionen, fiir
welche es in dem analogen Umfange, wie dies eben fiir Flichen an-
gedeutet wurde, eine Classeneintheilung giebt. Zum Beweise werde
ich mich einer Methode bedienen, die von den Herren Clebsch und
Gordan in ihrem Werke iiber die ,,Abel’schen Functionen® auf die
Untersuchung der Functionen ciner Variabeln angewendet wird, und
die den Vortheil besitat, sich, unter Zuftigung einiger Betrachtungen
tiber eindeutiges Entsprechen hoherer Gebilde und iiber algebraische
Differentialausdriicke, leicht auf Functionen mehrerer Variabeln aus-
dehnen zu lassen. Es wird hier nur ndthig, die Beweise fiir Fune-
tionen zweier und dreier Variabeln vollstindig durchzufiihren, aus
denen sich dann das allgemeine Resultat sogleich ergiebt. Ich muss
zuerst einige Sitze iiber das eindeutige Entsprechen zweier Flichen
und zweier von drei unabhéingig Verinderlichen abhingender Gebilde
geben, und gehe dann zur Untersuchung der Differentialansdriicke
iiber, welche sich auf eine algebraische Gleichung beziehen, um hier-
aus das erwihnte Theorem abzuleiten.

§ 1.
Eindeutiges Entsprechen von Flichen.

Zwei algebraische Gebilde entsprechen sich eindeutig, wenn sie
durch rationale Transformationen der Coordinaten in einander iiber-
gefiihrt werden konnen. Bei diesen eindeutigen Transformationen
kommen Eigenthiimlichkeiten vor, die eine genauere Betrachtung ver-
langen.

Die Fléchengleichung nt Ordnung:

(1) [y, y T35 ) = 0
werde durch die rationalen Substitutionen

0%y = @1 (Y1, Yy 5 Y2, Yy)
@) 0% =@, (Y1 , Ys , Y3 , U3)

0%y = @3 Yy , Y2, Y3, Yy)’

0Ly =@, (Y1, Y, 5 Y3 , Y)

*) Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen,
Jahrgang 1869, No. 15: ,Zur Theorie der algebr. Functionen mehrerer complexen
Variabeln.«
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wo ¢ ein willkiirlicher Parameter, die ¢ rationale homogene Funectio-
nen st Ordnung ihrer Argumente y sind, in die Form

M.F ;9,94 =20
itbergefithrt. Der irreductible Factor dieser Gleichung,

3) Fy s 9,9, =20,

stellt die transformirte Fliche dar, welche der gegebenen eindeutig
entspricht. Bin Factor M muss sich im Allgemeinen absondern, da
F nicht eine Function der ¢ sein kann, wenn es moglich sein
soll, mit Hiilfe der Gleichung F ==0 aus den Gleichungen ox; = ¢;
die y auch als rationale Functionen der z darzustellen. Sobald F' die-
ser letztern Bedingung gentigt, repriisentiren die Gleichungen (2) und
(3) eine eindeutige Transformation. Im Allgemeinen entspricht hier
jedem Punkte der Fliche F'= 0 cin Punkt » der Fliche /== 0, und
umgekehrt; im Besondern kann es jedoch eintreten, dass fiir einzelne
oder anch fiir eine einfach unendliche Reihe von Werthsystemen der
y die Functionen ¢ simmtlich verschwinden, also die # aus den obigen
Substitutionsformeln unbestimmt hervorgehen, sowie in den umgekehr-
ten Formeln die y unbestimmt werden *konnen. Die Functionen ¢
lassen sich als Gleichungen von Flichen betrachten, die mit F =0
Punkte oder eine Curve gemein haben kénnen. Fiir solche Werth-
systeme der y ergeben sich die entsprechenden Werthsysteme der z,
indem man das Werthsystem der y sich dem betrachteten Punkte y
annshern lisst. Man kann dabei eines der y, z. B. y,, als Constante
ansehen, dann fiir y, , ¥, , ¥, vesp. ¥y + &0y, Yy -+ M 5, Y3+ &0
setzen, die @ nach aufsteigenden Potenzen von & ordnen und diese
Grosse gegen O convergiren lassen. Wenn die Functionen ¢ in die-
sem Punkte y einfach verschwinden, so hebt sich dabei der Factor &
heraus, den man in ¢ eingehen lisst; indem man hierauf & = O setat,
gehen die Gleichungen (2) in die folgenden iiber:

oz, = o () - + @) (¥2) - 1 + ‘7)1'/ () - m3
4) 0Ly = @) () + 1y + @ (¥) - N + 92 (¥s) W .

0xy = @3 (¥y) 1y + @3 ¥p) - M + @5 AR

oxy = @, (U) - n + @ W) - M + @ W) s

Zugleich hat man, wenn F =0 in y ebenfalls einen einfachen Punkt
besitzt, fiir die 4 die Beziehung:
® 0=F (y)-m -+ F @) 1+ F @) n-

Die Elimination von ¢ und der % aus diesen Gleichungen (4) und
(b) fiihrt auf die Gleichungen zweier Ebenen, deren Schnittlinie auf
der Fliche f=0 liegt und dem betrachteten Punkte y von F =0
entspricht. Dies giebt den Satz:
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»Wenn fiir einen einfachen Punkt von F = 0 die Functionen ¢

in (2) einfach verschwinden, so entspricht diesem Punkte eine

Gerade auf f = 0.¢

Im Falle die ¢ in dem einfachen Punkte von I’ = 0 simmtlich
pfach verschwinden, hebt sich in der Entwicklung der Gleichungen
(2) nach Potenzen von & der Factor ¢# heraus, indem alle Glieder

bis zur g' Ordnung verschwinden, und diese Gleichungen nehmen
die Gestalt an:

ks o @i — ks 1
X = —1- . M PR A 4. S, p—1 PR N i@ - .
Q& == . nt + u P K M+ @ Sy oy, M M3
o + i “
oy s

t=1,2,3,4.
Indem man eines der 5 aus Gleichung (5) linear und homogen durch
die beiden andern ausdriickt und in die Gleichungen (6) einsetzt, findet
man die Coordinaten x# der dem Punkte y entsprechenden Curve als

rationale homogene Functionen u' Ordnung zweier Parameter 7, was
zu dem allgemeineren Satze *fithrt:

»Wenn fiir einen einfachen Punkt von F = 0 die Functionen ¢
in (2) pfach verschwinden, so entspricht diesem Punkte auf der
Fliche f=0 eine Curve gt Ordnung, welche die Eigenschaft
hat, ihre Coordinaten als rationale Functionen eines Parameters
ausdriicken zu lassen.

Dass diese letztere Eigenschaft stattfinden muss, liess sich schon
unmittelbar aus dem obigen specielleren Satze erkennen. Denn man
kann immer an Stelle derjenigen Transformation, welche von der
Fliche f=0 mit der Curve g' Ordnung zur Fliche F =0 fiihrt,
zwel successive eindeutige Transformationen setzen, von denen die
erste von f=0 zu einer Fliche f| = 0 mit einer Geraden fiihrt, die
zweite von fi =0 zu F=0. Wenn dann die Curve u'r Orduung
und die Gerade cinem Punkte y von F =0 entsprechen, so miissen,
da die beiden Flichen f und f, sich eindeutig entsprechen, auch die
beiden Curven sich Punkt fiir Punkt entsprechen und somit das gleiche
Geschlecht p haben. Die Transformation zwischen f und £, findet
man, indem man die Ausdriicke der y aus Transformationsformeln
zwischen f; und F, die sich immer angeben lassen, in die Formeln
zwischen f und F einsetzt. Von diesem Princip der successiven Trans-
formation werden wir noch weiterhin zur Vereinfachung der Untersu-
chung Gebrauch machen.

Einem wvfachen Knotenpunkte von F = 0 entspricht auf / = 0
eine Curve, welche durch die Gleichung:
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61‘ F ) 1 8" P"
— =y iy, +
byt %771 N+

B ¥—1 e Z
o9 a’.‘hv“1 0Y3 g e + oys"

in Verbindung mit den Gleichungen (4) oder (6) bestimmt wird. Diese

Gleichungen fithren zu dem folgenden Satze:
Wenn fiir einen vfachen Knotenpunkt von F == 0 die Functionén
¢ simmtlich gfach verschwinden, so entspricht diesem Knoten-
punkte auf f= 0 eine Curve, deren Geschlecht durch Gleichung
(7) bestimmt ist. Den »Fortschreitungsrichtungen innerhalb einer
durch den Knotenpunkt gehenden Ebene entsprechen v Punkte
dieser Curve, die auf einer Curve u'e* Ordnung liegen, welche
die Eigenschaft hat, ihre Coordinaten rational durch einen Para-
meter ausdriicken zu lassen.

Noch einen weitern ganz i#hnlichen Satze erbilt man fiir die
Curve, welche eine vielfache Curve von F'==0 abbildet. Wenn F
die Form hat:

(8) 0=%-4" 4+ u,41-B+ -+ + %B =0,

und die Functionen ¢ durch die Curve 4 =0, B ==0 einfach hin-
durchgehen, also die Substitutionsformeln die Form annehmen: . .
(©) os, — WA + wB,

wo die %, A, u Functionen der y sind, so findet man die v verschie-

denen Punkte z, welche einem gegebenen Punkte y der vielfachen
Curve 4 =0, B =0 entsprechen, indem man die Coordinaten dieses

Punktes in die %, 4, u, und sodann die v Werthe von ‘Bi aus (8) in

(9) einsetzt. Die Coordinaten dieser Punkte x werden dann von der
Form:

ﬁxi=l,-As+y,-B8 3 (8=1, 2,...1/),
woraus folgt, dass die » Punkte z auf einer Geraden liegen. Allge-
meiner hat man:

Wenn durch eine wvfache Curve von F =0 die Functionen ¢
wfach hindurchgehen, so entsprechen einem Punkte dieser Curve
v Punkte auf f==0, die auf einer Curve gl Ordnung vom Ge-
schlechte O liegen.
Die Abbildung von vielfachen Curven ergiebt sich, indem man aus
den Gleichungen:
0 AR N TR TR P SRR R
A=0,B =0,
oxi=4i 1y + iy,
die Verhiltmisse der y, ferner

[

Jt und g eliminirt.

2
Ich will noch bemerken, dass Riickkebrpunkte von v fachen Cur-
ven oder eine Riickkehrcurve selbst ebenfalls in diesen Satz einge-

x



298 Max Nowrner. Zur Theorie des eindeutigen

schlossen sind, und nur ein unendlich nahes Zusammenriicken der
betreffenden Punkte x bedingen.

Wenn in den bisher betrachteten Fillen die Functionen ¢ in
einem singuliren Punkte y von F == 0 nicht verschwinden, so bildet
sich der Punkt y durch einen cinzelnen Punkt z auf f=0 ab, und
es ergiebt sich zu jeder Fortschreitungsrichtung in y auf F = 0 eine
solche in dem entsprechenden Punkte z von f= 0, so dass die Cur-
ven auf F, die in y einen wfachen Punkt zeigen, einen ebensolchen
in ihrer Abbildung in x zeigen miissen. Wenn endlich drei der Func-
tionen @ und die Fliche F' == 0 mehrere Punkte gemein haben, so
entspricht diesen Punkten im Allgemeinen ein Knotenpunkt auf f= 0,
der jedoch eine hohere Slngularltat zeigt, als die eines comsohen
Punktes, ein Fall, den wir daher aus unseren spiiteren Betrachtungen
auaschhessen werden. So konnen einem biplanaren Punkte, der sich
im Allgemeinen durch zwei sich schneidende gerade Linien oder die-
sen entsprechende Curven abbildet, speciell zwei getrennte Punkte
entsprechen, wie z. B. in der Reciprokalfliche.

Diese und alle weiteren Fille ergeben sich, wenn man mehrere
Transformationen nach einander ausfithrt und bei diesen nur die bis-
her entwickelten Abbildungen eintreten lasst.

§ 2.
Eindeutiges Entsprechen von hoheren Mannigfaltigkeiten.

Eine homogene Gleichung #n'en Grades mit » 4 2 Variabeln:
oy, 2y, con... Zrye) = 0O
definirt das Verhéltniss zweier der Variabeln als algebraische Function
von r unabhéingig veriinderlichen complexen Grossen und stellt eine
2rfach unendliche Mannigfaltigkeit vor. Zur Abkiirzung werde ich
im Folgenden eine 2hfach unendliche Mannigfaltigkeit als eine co2-*
bezeichnen. Die auf f = 0 liegenden Mannigfaltigkeiten sind dann
als co®m=1, o022, ..., 0021 (Curven), co® (Punkte) zu bezeichnen.

Wenn sich zwei 00?”, [ (z) =0 und F (y) = 0, Punkt fiir Punkt
eindeutig entsprechen, so wird es im Besondern eintreten, je nachdem
simmtliche oder einige der Functionen ¢ der eindeutigen Transforma-
tion mehrfach verschwinden, dass einer oo2# auf F = () eine co2* auf
=0 entspricht, wo x> h , »r > 2 > 0.

Da bereits der Fall einer 0o?? die bei den Abbildungen eintreten-
den Verhiltnisse deutlich iibersehen lisst, so beschrinke ich mich hier
auf diesen Fall, der tiberdies noch dadurch weiteres geometrisches In-
teresse hat, dass auf ihn die Gleichungen der Liniencomplexe zuruck-
fiihren.

Die Gleichungen (2) und (3) des vorhergehenden Paragraphen
stellen wieder, wenn sie zu den folgenden
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0% = q)i(.'/l s Y20 Ys o Yu s ya) b (7;"_:1: 27 5)
O="F(@\ ;% Y, % ,0)
erweitert werden, eine eindeutige Transformation dar, durch welche
man von der oo?%, F =0, zu der oo??
0 =/[(, 2,2, 2, %),

und umgekehrt, tibergeht.

Fir diejenigen Werthsysteme der y, fiir welche die ¢;, und zwar
picht simmtlich mehrfach, verschwinden, ergeben sich die zugehd-
rigen Werthsysteme der z aus den Gleichungen:

oxi = @/ (W) . + ¢ W) .m + 7 ()M + 9 W) - M
t=1,2,..5).
Im Falle hier fiir einen einfachen Punkty von F =0 die Functionen
@ siimmtlich einfach, oder eines der ¢ oder mit Hiilfe von F =0
zwei der ¢ zweifach, die ibrigen einfach verschwinden, folgt, dass
dem Punkte y eine auf /== 0 liegende Ebene entspricht.

Kann man mit Hiilfe von F=0in einem Punkte » drei lineare Com-
binationen der p im 2t Grade verschwinden machen, wihrend die iibri-
gen ¢ fiir diesen Punkt nur einfach verschwinden, soergiebt die Elimina-
tion der ¢ und % drei lineare Gleichungen, deren Liosungen f=0 geniigen,
also eine auf f= 0 liegende Gerade, welche dem Punkte y entspricht.

Wendet man nun auf den Fall des mehrfachen Verschwindens
der ¢ das Princip der successiven Transformation an, so hat man den
folgenden Satz:

Im Falle die Functionen ¢ in einem einfachen Punkte von F'=0

simmtlich verschwinden, entspricht diesem Punkte auf /= 0 eine

Fliche, die sich rational durch zwei Parameter, oder eine Curve,

die sich rational durch einen Parameter ausdriicken ldsst.

Von grosserem Interesse ist der Fall, dass einer Curve auf F= 0
eine Fliche auf /=0 entspricht. Wenn 4 =0, B=0, (=20 die
Gleichungen der Curve sind, so werden hier die Transformationsfor-
meln fiir den Fall, dass die ¢ nur einfach verschwinden:

O0=F(y) =214 4+ uB + »C
gxi=l;A+piB+v,-C (7;=1,2,...5),
und die Elimination der 4, B, C fiihrt zu dem unvollstindigen Deter-
minantensystem:

&y Ay ] v, |
o Ay 223 Yy
0 — Zy Ay by V3
Ty Ay oy vy
&y As & V5
0 i 72 v

Denkt man sich nun in die 4, g, » die Coordinaten eines Punktes y
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der Curve A =0, B=10, C =0 eingesetzt, so stellt dieses System
die dem Punkte y entsprechende Curve, eine Gerade vor.

Die Gleichungen 4 =0, B = 0, C =0 bestimmen aber eine
Curye, der eine ganze Fliche entspricht. Diese erhiilt man, wenn
man aus den Gleichungen:

O=2an +un + vy
0z = Ay + pmy + vy, (i =1, 2,..9)
A=0,B=0,0=0

drei der Verhiiltnisse der y und eines der Verhilinisse % , %‘u elimi-
2 3

nirt. Die z erscheinen dann als rationale lineare homogene Functio-
nen zweier der %, deren Coefficienten selbst algebraische Functionen
einer Variabeln sind, deren Irrationalitiit gegeben ist durch die Glei-
chungen 4 =0, B=0, C=0. Der Curve auf F = 0 entspricht
also auf f= 0 eine aus geraden Linien gebildete Fliche, eine Regel-
fliche. Die in den Gleichungen 4 = 0, B =0, C =0 enthaltene
Irrationalitit kann man durch Einfiihren zweier neuen Variabeln s, 2
auf die in einer Gleichung ¥ (s, ) = O enthaltene zuriickfithren, die,
wenn sie von der m'» Ordnung wird, einen Kegel mtr Ordnung, also
eine Fliche m' Ordnung mit einem m fachen Knotenpunkte dar-
stellt. Mit Hiilfe des uuten folgenden Theorems, dessen Beweis den
Gegenstand des vorliegenden Aufsatzes bildet, ergiebt sich aus dieser
Bemerkung der wichtige Satz, dass die einer einfachen Curve auf
F =0 entsprechenden Regelflichen auf f=0 das Flichengeschlecht
0 haben. Nimmt man noch die leicht zu beweisende Bemerkung hinzu,
dass die Kegel sich im Allgemeinen nicht eindeutig auf einer Ebene
abbilden lassen, so findet man mittelst Erweiterung durch das Princip
der successiven Transformation den Satz:
Im Falle die Functionen ¢ lings einer einfachen Curve von F=0
simmtlich pfach verschwinden, entspricht jedem Punkte der Curve
eine Curve gt Ordnung auf f= 0, die sich rational durch einen
Parameter ausdriicken lisst. Die der Curve auf F entsprechende
Fliche auf f wird durch die Bewegung dieser veriinderlichen ratio-
nalen Curve p'r Ordnung erzengt und hat das Geschlecht 0, lisst
sich aber im Allgemeinen nicht rational durch zwei Parameter
ausdriicken.

Von den noch iibrigen Besonderheiten, welche bei Abbildungen
zweler co®* auf einander eintreten, will ich nur noch die folgenden
erwihnen. Wenn F =0 einen Knotenpunkt enthilt und die ¢ ver-
- schwinden in diesem Punkte, so 16st sich derselbe auf f= 0 im Allge-
meinen in eine Fliche auf, deren Irrationalitit mit derjenigen iiber-
einstimmt, welche die Gleichung F'= 0 in der Nihe des Knoten-
punktes besitzt. Eine vielfache Curve von F =0, lings deren die ¢
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verschwinden, Iost sich in ihrer Abbildung auf /=0 ebenfalls in eine
Fliche auf. Bel pfachem Verschwinden der ¢ lings dieser Curve von
F' entspricht jedem Punkte dieser vielfachen Curve eine Curve auf
f=0 (von hoherem Geschlecht im Allgemeinen), die auf einer Fliche
vom Grade w liegt, deren Coordinaten sich rational durch zwei Para-
meter ausdriicken lassen. Auch eine wfache Fliche von I =0 Iost
sich, wenn die ¢ in allen ihren Punkten verschwinden, in ihrer Ab-
bildung auf f=0 in eine Fliche auf, und jedem ihrer Punkte ent-
sprechen vPunkte auf [, die auf einer Curve vom Geschlecht O liegen.
Auch hier gilt die Bemerkung, dass sich alle weiteren Fille mit-
telst des Princips der successiven Transformation erledigen lassen. Man
fithrt mittelst desselben alle Kiille auf diejenigen des Entsprechens
zwischen Fliche und Punkt und zwischen Fliche und Curve zuriick.

§ 3.

Die algebraischen Differentialausdriicke und deren Integrale.

Ich hetrachte diejenigen Irrationalitéiten, welche mit der Gleichung
einer irreductibeln oo?:

(s, 2 ,2,...2)=70,

die s als algebraische Function von » complexen Variabeln z definirt,
verbunden sind. Zur symmetrischen Darstellung der Differentialaus-
driicke, welche sich auf f == 0 beziehen, denke ich mir diese Gleichung
in homogenen Variabeln geschrieben in der Form:

(1) (@, Zyy oo Brpa) =0,

und fithre hier » neue unabhingig Verinderliche derart ein, dass hier-
durch keine weitere Irrationalitit in die Gleichung eingeht. Man
erreicht dies dadurch, dass man als neue unabhingig Verinderliche
r rationale Funectionen, 4,, 4,, .. 4,, von s, 2;, ..# (identisch mit
homogenen rationalen Functionen Ot Ordnung von z,, #,, ... Zr4s2)
einfilhrt; denn diese Substitution geschieht durch Gleichungen von der
Form:

o +he =0, o449 =0,...90+4e =0,s=5,

die als die Formeln einer eindeutigen Transformation aufzufassen sind,
bei- der sich, mit Hiilfe von /=0, auch die x rational durch.
S b, dy, . 4

ausdriicken. Ich denke mir diese Formeln zur Definition der z als
algebraische Functionen der r complexen Variabeln 4 benutzt.

Es sei Gleichung (1) homogen von der nt Ordnung. Man hat
fiir alle Werthe der unabhingig Veréinderlichen 2 die r 4 1 Glei-
chungen:
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Hieraus folgt, dass sich die 5% verhalten wie die Unterdeterminanten

nach den ¢; der Determinante:

01 02 . N . Cr 42
Z Zy oo Zry2
o, oz, L ?-70,4_2
8}4 0, 0y
0% 0% . s’
f ols 0hy IR
| oz Om .o 0ygy
A, A, .
und somit ist der Ausdruck
0%y 0y 0,19
Zi ¢ @, 9_1—1 5—[2 e _é_ﬁ:_
of ’
5 . O
=~ €; aw ’

der in Bezug auf die x symmetrlsch ist, unabhingig von den ganz
willkiirlichen Grossen c.

Bezeichnet ferner © eine rationale homogene Funetion n —» — 2tr
Ordnung der z, so ist

8 Z3 a Xy awr—-l—-2

o 9'2_—_'—_61.%'25‘[‘ 572 "87:
% ou,

ein nach den 4 genommener Dlﬂ'erentlalausdruck, der, als homogene
Funetion Otr Ordnung, nur noch von den Verhiltnissen der x ab-
hingt, daher ein algebraischer Differentialausdruck in Bezug auf die
4, dessen Irrationalitét jedoch nur durch Gleichung (1) bedingt ist.
In der Theorie der Functionen einer Variabeln betrachtet man
allenthalben endliche einfache Integrale, genommen iiber Differential-
ausdriicke, die Q analog sind, und weist nach, dass bei einer ein-
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deutigen Transformation die Eigenschaft der Endlichkeit erhalten bleibt.
Um hier einen #hnlichen Gang einzuschlagen und Anhaltspunkte fiir
eine geeignete Bestimmung der Function © im Zéhler von Q zu ge-
winnen, wollen wir einen Blick auf die vielfachen Integrale von Q
werfen :

. dx; 0y 8mr+2
o. 2.—|—c, 281 7n e,
@ == - 7f L di; dhy .- dA,
E C: gx

Das Werthgebiet, iiber welches das rfache Integral ausgedehnt wer-
den soll, kann man sich dadurch festgelegt denken, dass man der
Reihe nach die 4 festbestimmte, einfach unendliche Werthreihen
durchlaufen lisst, von constanten Grenzen an bis zu einem Werth-
systeme 4, und zuglelch jedem Werthsysteme 4 bestimmte Werthe
der z zuertheilt, wodurch dann o eine bestimmte Function der 4 wird,
wenn innerhalb des Integrationsgebiets keine Unstetigkeiten vorkom—
men. Kine Aenderung der Integrationsweise innerhalb desselben In-
tegrationsgebiets, d. h. innerhalb einer gegebenen rfach unendlichen
Werthreihe der z, kann durch Einfiihrung anderer Functionen g statt
der 4 bewirkt werden, und geschieht dann durch eine eindeutige Trans-
formation, hat also auf die Irrationalitit, die sich in den Werthen
der Integrale w ausprigt, keinen Einfluss. Auch in Bezug auf Un-
stetigkeiten verhilt sich das Integral @ bei verfinderter Integrations-
weise, wie das Integral eines eindeutig transformirten Ausdrucks Q’,
den wir hier aber so bestimmen wollen, dass er ganz analoge Unste-
tigkeiten besitzen soll, wie Q selbst.

Einige einfache Betrachtungen iiber die Unstetigkeéiten der viel-
fachen Integrale ergeben nun Folgendes

Vor Allem wird @ unstetig 1n denjenigen Werthsystemen der A,
fiir welche der Nenner von © verschwindet. Um nur endliche Inte-
grale zu betrachten, setzen wir daher voraus, dass © eine ganze,
homogene Function (n — » — 2)ter Ordnung der z sei.

Dann sind die Unstetigkeiten von @ auf diejenigen Stellen be-
schriinkt, in denen

of
2 ¢ o,

verschwindet. Die Puukte, in welchen

of _
R
ohne dass die g@i simmtlich einzeln verschwinden, reprisentiren zu-

e

sammen das Verzweigungsgebilde von f= 0, das hier eine oo?¢—1 ist,
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Fiir Flichen fillt dieses Gebilde mit der Curve zusammen, in welcher
/=0 vom Tangentenkegel des Punktes ¢ beriihrt wird. Irgend ein
rfach unendliches Integrationsgebiet hat im Allgemeinen mit dem Ver-
zweigungsgebilde wenigstens eine oo’~? gemein, so dass man gend-
thigt ist, tiber diese Gebilde hinweg zu integriren. Indessen ergiebt
sich, dass die Unstetigkeit der Differentialansdriicke in den Verzwei-
gungsgebilden bei den Integralen wegfillt.

Den Punkten, in welchen die t%t simmdtlich verschwinden, ent-

sprechen die auf f= 0 liegenden vielfachen Mannigfaltigkeiten. Wir
werden hier nur diejenige Eigenschaft der Function © anfiihren,
welche man durch einfache Betrachtungen fiir die Endlichkeit der In-
tegrale als nothwendig erkennt, und von der wir im Folgenden allein
Gebrauch zu machen haben. Wir setzen dabei voraus, dass die viel-
fachen, auf /=0 liegenden Mannigfaltigkeiten nicht selbst wieder
specielle Singularitiiten enthalten, die denen analog wiren, welche bei
einer Fliche durch. das Zusammenfallen von Tangentenebenen lings
einer vielfachen Curve oder durch den Uebergang eines conischen
Knotenpunkts in einen planaren eintreten, und die sich in der, fir
die Punkte in der Nihe der betreffenden Singularitit modificirten Glei-
chung f==0 durch das Absondern von Factoren oder auch, bei viel-
fachen 00?¢—0 auf f = 0, durch das Zusammenfallen von Factoren
ausdriicken wiirden. Diese Singularititen erfordern jedesmal ganz
specielle Untersuchungen. Nur der Fall, dass lings einer doppelt zu
zéhlenden co?—" auf f5=0 die beiden linearen Factoren, in welche
f=20 in der Néhe jedes Punktes dieser co2¢—0 zerfiillt, zusammen-
fallen, also speciell der Fall einer Riickkehrcurve auf einer Fliche
f=20, ist hier noch mit beriicksichtigt."

Die Bedingung, dass die Integrale, genommen iiber allgemeine
Integrationsgebiete, die durch Werthsysteme von vielfachen oo? hin-
durchgehen, nicht unendlich werden sollen, erfordert, dass © lings
jeder ufach zihlenden oo auf f==0 (g — r + L)mal verschwinde,
d. h. diese co? selbst als eine (4 — » -}- h)mal zihlende besitze. Fiir
# -+ h Z r hat © keiner Bedingung zu geniigen.

Eine eingehende Untersuchung des Verhaltens der vielfachen Inte-
grale in allen hier méglichen Fillen in Bezug auf ihre Unstetigkeiten,
sowie die noch weitergehende Untersuchung in Bezug auf ihre Werthe
bei verschiedenen Integrationsgebieten , liegt unserm eigentlichen Gegen-
stande viel zu fern, als dass wir sie hier filhren kinnten. Beiliufig
bemerke ich, dass schon die Doppelintegrale die Eigenschaft haben,
bei stetig verdnderten Integrationsgebieten zwischen denselben Gremzen
im Allgemeinen sich stetig indernde Werthe zu geben®).

*) Diese Untersuchungen fithren unter andern interessanten Resultaten auch



Entsprechens algebraischer Gebilde. 30D

§ 4

Die eindeutigen Transformationen.

Wir benutzen die vorstehenden Betrachtungen dazu, die Differen-
tialausdriicke

oxy 0%y 0xri2
Q=62i01x2—51—1—a—1—2—... Fym

zu normiren. Wir legen der Function © die Figenschaften bei, erstens,

auf die Erweiterung des Abel’schen Theorems fiir vielfache Integrale, die schon
Jacobi nach verschiedenen, an mehreren Orten zerstreuten Bemerkungen fiir
speciellere Fille gekannt hat. Dasselbe spricht sich fiir unsere Differentialaus-
driicke, in denen O eine ganze Function ist, folgendermassen aus:

»Die Summe

35!73 0y axr_'_g
e . 2:—_}—— c] x2 m —a_‘x: » s e *ﬁ;“
E af ’
2 3w,

ausgedehnt iiber die n . mym, . . mr Schnittpunkte von f=0 mit
P+ Ao =0, gl =0,...9r + rgr' =0,

welche einem gegebenen Werthsysteme der 1 entsprechen, ist gleich Null.*

In speciellen Fillen, in denen f mit einigen der ¢ hohere Mannigfaltigkeiten
gemein hat, reducirt sich natiirlich die Anzahl der Glieder dieser Summe bedeutend.

Man beweist dieses Theorem entweder durch Betrachtungen, dic den von
Riemann iber das einfache Abel’sche Theorem angestellten analog sind, oder
rein algebraisch, indem man Zihler und Nenner des Ausdrucks Q mit der Deter-

minante , ,
Stk e+ e (@ 4, ‘}"_r)r+27
wo die k; Constanten und (p | 197 = g% 42 g%, multiplicirt und auf das
A ?

Product den von Jacobi herriihrenden, von Clebsch in C¥elle’s Journal Bd. 63,
p- 228 bewiesenen Satz anwendet,

Fiir die nicht homogene Form f(s, @,, @, .. Zr) = 0 lautet der Satz:

»Die Summe: 0

= oF &
78

wo @ eine ganze Function (n — r — 2)ter Ordnung der s und z, A die Fanctional-
determinante der 2 nach den A, ist, wenn ausgedehnt tiber die n.mym,..myr
Schuittpunkte von f = 0 mit den @, -+ 1; ¢;, welche cinem gegebenen Werthsysteme
der % entsprechen, gleich Null.“

Die Gesammtheit der so entstehenden, den verschiedenen Werthen von © ent-
sprechenden (Hleichungen bildet ein simultanes System partieller Difterentialglei-
chungen s%* Ordnung mit r unabhiingigen Variabeln, das eine particulire alge-
braische Integration zulisst,

Mathematische Annalen 1L, 20
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eine gange Function (n — r — 2)tr Ordnung zu sein, und zweitens,
jede pfach zihlende oo®-# auf f= 0 selbst als eine (u — r + Z)fach
zéhlende oo * zu besitzen. Dabei sollen die in dem vorhergehenden §.
fir die Singularititen der vielfachen oo?-* angenommenen Voraus-
setzungen gelten. Wenn O diesen Forderungen gemiiss bestimmt ist,
so nennen wir der Kiirze wegen das zugehdrige Q einen fiir f= 0 nor-
mirten Ausdruck Q.

Die Anzahl p der fiir f= 0 normirten Ausdriicke Q ist eine end-
liche und gleich der Anzahl von Coefficienten, die in © noch unbe-
stimmt bleiben, wenn © den obigen Bedingungen geniigt, nimlich
gleich der Anzahl solcher speciellen Functionen @', aus denen sich das
allgemeinste, den Bedingungen geniigende © linear zusammenselzt.
Giebt es keine Mannigfaltigkeiten © mit den geforderten Eigenschaf-
ten, so ist die Anzahl p = 0 zn setzen.

Um unsern Zweck zu erreichen, eine charakteristische Zahl fiir
die Irrationalitdt, die mit der Gleichung f= 0 verbunden ist, aufzu-
stellen, werden wir die fiir f = 0 normirten Ausdriicke Q in andere
Ausdriicke eindeutig transformiren, die sich auf eine neue Gleichung
F(y) = 0 beziehen, welche f(z) =0 eindeutig entspricht. Es seien
die rationalen Transformationsformeln:

n=qy), (t=1,2,..,r42),
in denen die ¢ ganze Functionen der s*» Orduung. Durch diese For-
meln geht f(z) = O tiber in:
M. Fy =0,
wobei sich ein Factor M nach § 1 absondern muss. Durch die gleiche

Transformation wird sodann der fiir f = 0 normirte Ausdruck Q iiber-
gehen in einen Ausdruck Q':

O-D.Z—f—kt Y g?}{a a’.’/a . 0Yr+42

. o 0
Q == Q == 2
s. M. L‘k, gF ’
wo
or, Oy ox
D=2Xx . D
S M TRRRS Traeg

oY
kh — 2 ¢ aw

Auf den Werth von Q’ blexben die Grossen %, ganz ohne Ein-
fluss, und diese lassen sich daher als willkiirliche Constanten, als die
Coordinaten eines beliebigen Punktes, betrachten.

Der neue Ausdruck Q' hat ganz die Form von Q. Wir werden
nun nachweisen, dass, wenn das Entsprechen von f (x) =0 und F(y)==0
ein eindeutiges ist, der Zihler 6D von Q’, der eine ganze Function
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der y ist, durch die gemeinschaftlichen Werthsysteme von M = 0 mit
F = () ebenso oft als M selbst hindurchgeht, woraus dann zu schliessen

ist, dass 9M£ mit Hillfe von F = 0 zu einer ganzen Function gemacht

. . . .. 0D
werden kann; wir werden ferner zeigen, dass diese ganze Function —r

in den vielfach zu ziihlenden Mannigfaltigkeiten von F = 0 diejenigen
Eigenschaften besitzt, welche Q' zu einem fiir ' = 0 normirten Aus-
drucke Q machen. Bei eindeutigem Entsprechen kann man daher aus
jedem fiir f==0 normirten Ausdrucke Q einen solchen in Bezug auf
F =0, und umgekehrt, ableiten, und die Anzahl p dieser Ausdriicke
ist folglich dieselbe in Bezug auf beide Gleichungen. Da sich diese
Zahl p aus dem Grade und den Singularititen jeder Gleichung zu-
sammensetzen ldsst, so kann man sie als eine fiir die Irrationalitit die-
ser Gleichung charakteristische Zahl aufstellen; ihre Gleichheit bei
zwei 2rfach unendlichen Mannigfaltigkeiten ist eine nothwendige Be-
dingung fiir die Moglichkeit des eindeutigen Entsprechens derselben.

Die erwithnten Beweise werde ich hier fiir drei unabhiingige Va-
riable fithren, aber in einer Form, die sich direct erweitern ldsst und
die Beweise allgemein giiltig macht. Ich schicke einige Hiilfssitze
iiber das Verhalten der Substitutionsdeterminante D, die ich im Fol-
genden anzuwenden habe, voraus,

§ b.

Untersuchung der Determinante der Substitution.

Durch die Transformationsformeln

Ti==0: (Y, Y, Y, %> ) , (G=1,2;..5),

wo die @ von der stn Ordnung, werde f(z,, #,, . . @) = 0 in
F(y,, y,, . .y;) =0 iibergefithrt. Wir werden das Verhalten der Sub-
stitutionsdeterminante der Reihe nach in den Fillen untersuchen, in
denen einer niedrigeren Mannigfaltigkeit auf f==0 eine hohere auf
F = 0, und umgekehrt, entspricht. Dabei konnen wir uns wieder auf
die einfachsten Arten der Transformation beschrinken, indem sich die
iibrigen Fille auf diese mittelst des Princips der successiven Transfor-
mation zuriickfiihren lassen.

1. Wenn einem Punkte auf / eine Fliche auf F' entspricht, so
kann man die Transformationsformeln in die Form setzen:

oz, = 4 . ¢,
oz, = 4 . P,
0z, = A . Y5
oz, = A . ¥,
Qs = Ps-

20%
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Die Determinante

DBk (A0 +wgy) - (A5 +nE) o

verschwindet im driffen Grade lings des Schnittes von 4 = 0 mit
F=20.

2. Wenn einem Punkte auf f eine Curve auf F' entspricht, so
werden die Transformationsformeln:

ox, = Ay, + By,

oz, = Ay, + By,
oxy, = Ay, + Byy
oz, = Ay, 4+ By,
0L; = @;.

Die Transformationsdeterminante D verschwindet hier im zweiten Grade
in dem Schnitt von 4 =0, B=0, F=0.

3. Wenn einer Curve auf / eine Fliche auf F entspricht, so kann
man in der Nihe jedes Punktes dieser Fliche den Transformationsfor-
meln die Gestalt 2. geben, und D verschwindet daher ebenfalls zwei-
mal lings der auf F' liegenden Fliche.

In den umgekehrten Fillen verschwinden die 5 lunctionen g;,
jedoch, wie wir annehmen nicht sémmtlich in hdherm, als dem ersten

Grade. 5
Es seien die Elemente von D bezeichnet mit g, = 5‘;"- und die
k

Unterdeterminanten von D) seien Dy == 9@4;% . Wir gehen aus von der
identischen Gleichung:
() D.-y1=8.zl“l])hl.q)h’

durch Differentiation nach y,, wo w von 4 verschieden, ergiebt sich:

oD oD,
oy = i3 D
oy, B = { 5y, O +

da aber identisch:

(YO q)h,u};

so folgt:
oD 231)
® 9, Y=3 T 09, P

4. Die Functionen ¢ sollen einen Punkt gemein haben. In diesem
Punkte verschwinden nach (o) und (8) die Determinante D und ihre
ersten Differentialquotienten, d. h. in einem gemeinsamen Schuittpunkte
der ¢ verschwindet D zweifach.
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Eine weitere Differentiation nach y,, wo » von g und 4 verschieden,

ergiebt:
2D 8D, *D,,

@) i TS Ty, e TS Gy, P

Aber aus der identischen Gleichung D, @, = 0 folgt die wiederum

h

identische Gleichung:

{aDkl a(ph'v
(9) fl_&ﬂ'¢hv+p"l’ﬂ:}*o’
daher:
, @D . ‘le . 0Dy
@Y oy, =TT Dy, TSy, P

5. Die Functionen g sollen eine Curm gemein haben. In diesem
Falle kann man immer in jedem Punkte dieser Curve einen Parameter
q so bestimmen, dass nicht nur:

pi=s.Zgs.5e=0 , (i=1,2,..5),

sondern auch in diesem Punkte:

By, %%’“:0 , (i=1,2,..5).

Aus dem System dieser Gleichungen folgt sogleich, dass in diesem
Punkte die simmtlichen ersten Unterdeterminanten D; von D ver-
schwinden. Daher verschwinden anch nach (y) die zweiten Differen-
tialquotienten von D, d. h. lings einer den ¢ gemeinsamen Curve
verschwindet die Determinante D dreifach.

Aus () folgt durch weitere Differentiation nach g, wo = von 4, u, v
verschieden:
D Dy, 0Dy, OPn 0* Dy
v, BT { sy, Pv Ty, o, Tononen, O

0" Dy,
+ 29,09, ‘p””}'

Die identische Gleichung (&) giebt aber:

"0 Dy, 0D, P9 , 0Dy 09 0" Ppy
b QP - - D, ot l =0,
3 {81/”81/,, Purt Yy Yz T 0z 0P + P 0Y0Yn

Benutzt man die Beziehung, die aus dieser durch Vertauschung von »
und 7z hervorgeht, so wird die vorhergehende Gleichung:

#D 631)“ BDM aq’h,
© sy TS Y {—“ay#ay, 09, P 0y, &
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6. Die Functionen ¢ sollen eine Fliche gemein haben. Nach 5.
ist o =0, Dj=0. Ferner kann man hier in jedem Punkte der
Fliche immer zwei Parameter ¢, » so bestimmen, dass zugleich:

'P«'==S;C’J¢ﬂc =0,
oYy
%“Pik 5?—

- oYy
f-' Qi Fr 0

(G=1,2,..5),

woraus folgt, dass die siimmtlichen ersten und jzweiten Unterdetermi-

0,

)

0D, .
nanten Dy und 3&711 von D verschwinden. Da
Ap

0Dy, 0D, 0 Pau

0Yn " Ton, Oy,

oD, .
so folgt auch, dass siimmtliche 75’5 verschwinden. Nach (&) ver-
n

schwinden also auch die dritten Differentialquotienten von D; d. h.

lings einer den ¢ gemeinsamen Fliche verschwindet die Determinante
D vierfach.

Hat man vier Functionen ¢ von gleichem Grade, welehe Flichen
bedeuten, so bezeichnet man die Functionaldeterminante dieser vier
Functionen als die Jacobi’sche Fliche der ¢, und die Sitze 4. und
5. bedeuten hier:

»In einem gemeinsamen Schnittpunkte der Flichen ¢; — O hat
dio Jacobi’sche Fliche derselben einen Doppelpunkt. Haben diese
vier Flichen gleichen Grads eine Curve gemein, so ist diese Curve
zugleich eine dreifache Curve der Jacobi’schen Fliche.«

§ 6.

Untersuchung der transformirten Ausdriicke Q.

Eine Untersuchung der Ausdriicke Q" ist nur fiir diejenigen Punkte
anzustellen, in denen M oder in denen die F'(y,) simmtlich ver-
schwinden. Fiir diese Punkte hat man die Gleichungen:

. of s
M.F(y,,)=-—0=iz’37£ e, (h=1,2,..5).

Mittelst dieser Gleichungen kann man schon in den einfacheren
Fillen, in denen niedrigeren Mannigfaltigkeiten auf f hohere auf F
entsprechen, zeigen, dass der Zahler © . D in Q' durch die M und
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F gemeinschaftlichen Werthsysteme wenigstens ebenso oft als M hin-
durchgeht.

1. Kinem ecinfachen Punkte auf [ entspreche eine Fliche auf F.
Nach den Transformationsformeln § 5. 1. wird sich M hier wie 4,

die Determinante D wie A® verhalten. % muss also lings der Fliche

sweimal verschwinden, und ebenso Q. Diesen Umstand werden wir
noch weiterhin zu benutzen haben.

2. Einem Doppelpunkt auf [ entspreche eine Fliche auf F. Nach

& 5. 1. verhiilt sich M wie 42, D wie 4%, d. h. % verschwindet ein-
mal Yings der Fliche.

3. Binem hohern Knotenpunkte auf f entspreche eine Fliche auf F.
Man hat hier, wie schon bei 2.:
of o of of _ o

P ’ o, 0 T dmy
O verschwindet dabei, wenn der Knotenpunkt ein gfacher ist, (u—3)mal,
M verhilt sich wie 4#, D wie 4% ©D verschwindet also ebenso oft
wie M.

4. Einer einfachen Curve auf [ entspreche eine Fliche auf F.
Nach § 5. 3. verschwindet D zweimal, withrend M einmal verschwin-
den kann, also D jedenfalls einmal mehr als M, lings der Fliche,
welchen Umstand wir ebenfalls noch zu benutzen haben werden.

5. Einer pfachen Curve auf f entspreche eine Fliche auf F. Hier
verschwindet © (u — 2)mal, D zweimal, M kann pmal verschwinden,
also ©D ebenso oft als M.

6. Einer ufachen Fliche entspreche eine Fliche auf F. Da die g ; _

(w — 1)mal verschwinden, muss nach der obigen Gleichung auch
M (u— 1)mal verschwinden; aber © verschwindet hier ebenso oft

als M.
Die Untersuchungen der umgekehrten Fille, in denen die ¢ simmt-

lich einfach, also die %’% und ebenso die M F'(ys) (n— 1)fach ver-

schwinden, erfordert eine nihere Betrachtung der Abbildungen der auf
f =0 liegenden vielfachen Mannigfaltigkeiten. Ich werde hierbei, mit
den entsprechenden Erweiterungen, den Weg verfolgen, der von Clebsch
und Gordan, Abel’sche Functionen, § 16., fiir Curven und von
Clebsch, diese Zeitschrift, Bd. I, p. 270, fiir die Abbildung der Dop-
pelcurven rationaler Flichen eingeschlagen worden ist.

Wenn y und ¢ zwei Werthsysteme sind, denen ein Werthsystem
der z entspricht, so hat man, um die Abbildung der auf f= 0 liegen-
den vielfachen Mannigfaltigkeiten zu finden, aus den Bedingungen:
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F(y) =0
die y" zu eliminiren. Um nicht auf identische Gleichungen zu kommen,
lisst man den Punkt 2" = ¢ (y') sich zuniichst dem Punkt z nur an-
nihern, indem man
2) vi=iy) = ¢:(y) + e
setzt, und eliminirt aus (2) und F(y) die y. Wenn man noch in der
Resultante dieser Gleichungen ¢ gegen Null convergiren lisst, schreibt
sich dieselbe in der Form:

(3) 0= E=2(p) + &f(p) + .. + & (g
Das Schuittsystem von R = 0, F(y) = O hiingt noch von den ganz
willkiirlichen Grossen z ab, die durch die Art der Elimination (2) ein-
gehen und in einem unwesentlicheu Factor herauszuschaffen sind. Die
Gleichungen (2) werden nun noch erfiillt, wenn sich die % von den y
nur um gewisse Grossen von der Ordnung & unterscheiden, wenn man
also setzt:
Yo =y + e,
und weiin zugleich die y einer weitern von den 2 abhiingigen Glei-
chung geniigen, die sich durch Elimination aus den Gleichungen er-
giebt, in die jetzt die (2) iibergehen:
29,) 0p,(y)

gy Mt g =
oF oF
7 i T I 9. 7 =0,
nidmlich:
I 2 W), 9/, o 9 (%), A
4) S=0=

W) s @), - - @ W), 5 ;
F@), Fop), - - F), 0

So lange die Coefficienten der 2 keinen gemeinschaftlichen Factor
haben, werden die auf /= O liegenden vielfachen Gebilde durch die
Gleichungen: '

R
B =0, Fpp=0

abgebildet. Da hier jedoch im Allgemeinen auch auf f=0 Funda-
mental - Punkte und -Curven liegen, so wird S in Factoren zerfallen,
von denen einige nicht in R enthalten sein miissen. Wir haben hier
diese Fille genauer zu discutiren.

R =0 geht, nach dem Ausdrucke (3), (# — 1)mal durch die Ab-
bildung jeder wfach zihlenden, auf f= 0 liegenden Mannigfaltigkeit
hindurch. Um das entsprechende Verhalten von S zu finden, kounte
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man die Coefficienten der z in (4) auf dem nimlichen Wege unter-
suchen, wie die Determinante D in § 5. behandelt wurde. Wir kénnen
indess auch aus dem Verhalten von D auf das von S schliessen. Man
hat niimlich, da die 2 beliebige Grossen sind:

_1_3_ — f'(py) s

s ZE 9 W) - - 05 W) F(Ys)
und gleich den analogen Quotienten. Aus den Gleichungen:

MF'(y) = %’ [(9:) - 9i(ys)

folgt aber, dass diese Quotienten auch gleich %, also:
B M

S D
D verschwindet lings einer Fliche auf F', welche einem einfachen und
einem Doppelpunkte auf / entspricht, resp. zweimal und einmal mehr
als M, und lings einer Fliche, welche einer einfachen Curve auf f
entspricht, einmal mehr als M. Die entsprechenden Factoren, welche
auch in S enthalten sein miissen, sind nicht in R enthalten. Mit

Hiilfe der am Anfang dieses § fiir % erhaltenen Resultate sieht man

iiberhaupt, dass, wenn einem Punkte oder einer Curve auf f eine Fliche
auf I entspricht, S den entsprechenden Factor resp. zweimal oder ein-
mal enthilt. Wir sondern nun von S diejenigen Factoren doppelt ab,
welche einfachen Punkten auf f, und diejenigen einfach ab, welche
Doppelpunkten und einfachen Fundamentaleurven auf f entsprechen,
und bezeichnen den Rest mit S’. Dieses S” ist in R mit Hiilfe von

F = 0 theilbar. 75,13 geht noch (p— 1)fach durch die Abbildung der

pfachen Kliche, (u — 2)fach durch die einer wfachen Curve, und
(w— 3)fach durch die eines pfachen Punktes hindurch. Die Function
© geht nun genau ebenso oft durch diese gemeinschaftlichen Werth-

systeme von —?— und F hindurch, folglich, da % ==~]—g—, auch ebenso

oft wie %i,, wo D’ aus D gerade so entsteht, wie S’ aus &S.
Hiermit ist bewiesen, dass © durch alle Punkte, in denen die ganze

Function %{ verschwindet, ebenso oft als %—,, also wenigstens ebenso

oft als —Jg— hindurchgeht.

7. Wir konnen jetzt mit wenigen Worten alle die Fille erledigen,
in denen hoheren Mannigfaltigkeiten auf f niedrigere auf F ent-
sprechen. Hier verschwinden die simmtlichen z einfach, daher ©, als
Function der (» — 5)*» Ordnung, im Allgemeinen (n — 5)mal. Aber
nach dem eben bewiesenen Satze tritt hier, vermdge der auf f=0
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liegenden singuliren Mannigfaltigkeiten, der besondere Umstand ein,
dass © in den einfachen Fundamentalgebilden von F = 0 in ebenso

hoher Ordnung als- -1—”— , also in hdherer Ordnung, als der (n — H)ten

verschwindet. So in einem Punkte, der einer Fliche auf f entspricht,
(w — 8)mal, in einer einfachen Fundamentalcurve (» — 4)mal, und
ebenso oft in einem Doppelpunkte, der einer Fliche auf f=0 ent-
spricht (da hier M (n — 2)mal, D zweimal verschwindet). Man sieht,
dass, wenn sich zwei Flichen eindeutig entsprechen, die Ausdriicke Q
lings derjenigen Mannigfaltigkeiten-auf der einen Fliche, welche ein-
fachen Fundamentalgebilden der andern Fliche entsprechen, immer
solche Singularitiiten zeigen miissen, wie sie unter 1. und 4. dieses §
erwithnt sind.

8. Wenn auf F ein pfacher Knotenpunkt entsteht, werden die
MF'(y;) Null in der (# — 1)t» Ordnung, also M in der (n — p)te
Ordnung. D verschwindet nach § 5. 4. zweifach; © verschwindet

(» — B)fach, also © S (u~—3) fach. Wenn auf F' eine gfache Curve
08 (u—2)fach
verschwindet, und wenn eine ufache Fliche entsteht, mlt Hiilie von
§ 5. 6., dass 2 T (u — 1)fach verschwindet.

Strenge genommen, haben wir sub 1. bis 7. nur nachgewiesen,
dass © D durch das ganze Schnittsystem von M = 0, F == 0 hindurch-
geht, und es miisste noch der in der Curven- und Flichentheorie fort-
wihrend gebrauchte Satz dargethan werden, dass ©D sich deshalb
nothwendiger Weise in die Form setzen lisst:

@D=A.M+B.F.

Es seien ©.D, M, F Functionen der s und %, F vom Grade m. Man
kann nun M immer mit einem solchen Factor 4 multipliciren, dass
aus M . 2 mit Hiilfe von F' = 0 alles s verschwindet, und hat dann:

Mi=b+yu.F,
wo & nur noch eine Function der ». Dividirt man nun 4 .00 durch
F, so lasst sich der Rest auf die (m— 1) Potenz in Bezug auf s er-
niedrigen, also:
@D.l='v.F+¢lSm"l+¢2.Sm“2+. --+¢m,

wo die ® Functionen der 2. Fir jedes Werthsystem der «, das ® zu
Null macht, lassen sich m Wurzeln fiir s angeben, fiir welche auch
F verschwindet. Fiir alle diese Werthsysteme verschwindet aber auch
M oder 4, also ©.D . 4, daher auch der Ausdruck:

O smt 4 Byst L L b,

entsteht, findet man ebenso mit Hiillfe von § 5. 5., dass —=
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Da nun dieser Ausdruck nur fiir (m — 1) Wurzeln zu 0 werden konnte,
miissen alle ®; entweder identisch verschwinden, oder ¢ zum Factor
haben, und man hat die Darstellung:

OD. A—=vF 4 o0 =w—op)F +oi.M,

oder:

0D = oM+ 2= . F.

Da ©D eine ganze Function ist, so muss, wenn F und 4 keinen ge-
meinschaftlichen Factor haben, 1 in v — gu theilbar sein. Kin gemein-
schaftlicher Tactor von 4 und ¥ konnte nach der Gleichung M1 =
® - g F nur von den z abhiingig sein, ein Fall, der durch eine vorher-
gehende lineare Transformation immer zu vermeiden ist. Die verlangte
Darstellung ist somit fiir jeden Fall bewiesen.

§ 1.
Das Geschlecht der algebraischen Gebilde.

Die bisher gefiihrten Untersuchungen liefern den Beweis, dass
den fiir f= 0 normirten Ausdriicken Q bei eindeutiger Transformation
wieder fiir F = O normirte Ausdriicke entsprechen, und dass also
deren Anzahl p die gleiche ist. Um das Gesammtgebiet der hier be-
handelten Fille zu iibersehen, braucht man nur wieder successive Trans-
formationen auf die speciell betrachteten Fille anzuwenden, um zu
dem Resultate zu kommen, dass alle Gleichungen, die oo?-* mit viel-
fachen oo?-* ausdriicken, welche nicht selbst wieder solche specielle
Singularititen besitzen, wie sie in § 3. bezeichnet sind, in die Be-
trachtung eingeschlossen sind. Wir bezeichnen die Zahl p als das
Geschlecht der oo®-7, f =0, und haben, um das ganze Gebiet der
algebraischen Gleichungen mit den eben erwihnten Beschrinkungen
nach dieser Zahl p in Classen einzutheilen, in diesem Umfange das
folgende Theorem bewiesen:

Das Geschlecht p der oo?-7, f=0, ist gleich der Anzahl der in

einer oo?-” vom Grade ® — r — 2, ©@ = 0, noch unbestimmt

bleibenden Constanten, wenn © = 0 gezwungen wird, durch jede
pfache auf f==0 liegende oo?-* (g — » -+ h)fach hindurchzu-
gehen. Fiir g 4 5 Z r hat © keiner Bedingung zu geniigen.

Die Zahl p hat die Eigenschaft, fiir zwei oo? 7, f=0 und F'=0,

welche sich im Allgemeinen Punkt fiir Punkt eindeutig ent-

sprechen, die gleiche zu sein, so dass p die Classenzahl ist fiir
die Classe, zu der f = 0 und ¥ = O gehoren. Die Gleichheit
der Zahl p ist das nothwendige Kriterium fiir die Moglichkeit
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einer eindeutigen rationalen Transformation zweier oo?-” in ein-

ander.

Die Frage mnach den weiteren und hinreichenden Bedingungen
des eindeutigen Entsprechens, die ich schon in meiner oben eitirten
Notiz behandelt habe, muss ferneren Untersuchungen vorbehalten
bleiben.

Gottingen, den 16. August 1869.



