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QUELQUES FORMULES GENERALES
RELATIVES AU CALCUL DES INTEGRALES DEFINIES;

par M. Michel Petroviteh, i Belgrade (Serbie).

Adunanza del 23 maggio 1897.

1. Soient F,(u), ®,(4), F,(u), ®,(u) fonctions de u, dévelop-
pables en séries de Taylor

Fwy=3 4,u
O, (u) = iam u”
nw:i&w

¢, (8) = i b, u™
convergentes pour 0 £ |4| £ 1. Désignons par

A (@, B) le coefficient de i dans F,(« + B+)
@) (2, B) le coeficient de i dans @, (a + 84)

A («, B) la partie réelle de F,(a 4+ 84)

¢, (2, B) la partie réelle de @,(« + B4)
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et nous aurons
—=[F. (%) — F, ()] = %, (cos 2, sinq)
— (A () + F(e9] = (cos 3, sin3)

(3)
7@ ) — @, () =, [cos (k — ), sin(k — )]
— [0, () + @, () = p, [cos (r — %), sin(z — 2]
Si ’on pose alors

€] fQR) =2 (cosz, sing) + %, (cosz, sing)

(5) () = p(cos g, sing) + p,(cosg, sing)

et si 'on y remplace A, },, p,, i, par leurs valeurs (3), on trouve

(6) fR= i (4, sinmz + B, cosmz)

) 9(R)= 2 (a,sinmz + b, cos mg).
Envisageons I’intégrale définie

g T = Duleosa, sin QA Geos , sin Ol [cos(z—), soGe—)]
+ pfcos(z—=), sinz—=x)]{dx

que ’on peut écrire sous la forme

I=_/:“f(<)<9(< — x)dz.
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En développant ¢(z — x) en série trigonométrique d’aprés la
formule (7), on aura

j=3 e [Tf@sinnc—niz+ Sh [ cosmic—)

ou encore
2] 27T
J=2a,cosmx| f(x)sinmz.dz
X [}
270
—iamsinmx f(x)cosmz.dx
(9) b (]

o 27T
+ D b,cosmx| f(z)cosmz.dzg

+ ibmsin mxf fR)sinmz.dz.
Mais en vertu de la formule (6) on a

(10) fmf(z)sinm{.dzzw/.lm

(11) f(R)cosmz.dz=r=B,
et par conséquent
(12) J= i(Pmsin mx 4+ Q,, cosmx)

ou

Pm :(bmAm —amBm)W
(13)
Qm = (au Am + b, Bm) .

On a ainsi Vintégrale définic (8) développée en série de Fou-
rier. Pour x=o0 on a

(14) J==3 (a, 4, + bnBa):

Rend. Cire. Matem., t. X1, parte 1%.—Stampato il 9 agosto 1897. 32
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Sib =o, B,==o0, on a

(Ij) ]: wia,,,Am.

La formule (8) devient alors

(16) f A, (cos 3, sinz)@, (cos g, sin ()d(:ﬂiam/!m.

Ces formules générales permettent de calculer un grand nombre
d’intégrales définies soit en terme fini, soit ert les développant en
série,

2. On peut tirer p. ex. de la formule (16) la conséquence sui-
vante. Soient

(17 F(u)= i ¥ (m) u™ Gi=1, 2)

des fonctions développables en série de Taylor convergentes pour
oLlul L1

soit en général A («, B) le coefficient de ¢ dans F;(« 4 1) et posons
pour abréger

(18) X(cosz, sing) = Q,;

d’aprés la formule (16) on aura

(19 [Teodi=31mnm.

En particulier si
F () =F,(»)

on aura

(20) .[ m(Ql)’d R=7= ;i [ (m)]
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En remplagant dans (17) # par x4, ol le module de x est plus
petit que le rayon de convergence de la série (17), en désignant
par A(«, B) le coefficient de ¢ dans F(x + Bi), et en posant pour
abréger

Q — A(x cos 7, xsing),

on aura

a1) [C@rai=nF pomyra
Si p. ex. on a

1
ml’

x(m) =

on aura

Fuy=1¢" —1,
A(xcos g, xsing) == &“%sin (xsin 7)

et en le remplagant dans (21) on trouve

mz P

22 e sin (xsin)J'dz ==

(22) [ etsinesin P dz =3 2w
S

ou, en changeant x en x?,

1

o 2 ooyt % : 2 & X"
(23) ./; ¢ % [sin (x* sin 3)] :i{:_—wz(f';!—)—,,.
3. Si dans la formule (16) on fait

xﬂl

')

.

4, =

on aura

F(u) = e — 1,
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d’ou

X (cos 7, sing) = e*“**sin (xsin g)
et la formule (16) deviendra

a

¥ ;
!

m ’

T o0
(24) f €% sin (xsin 7). p(cos 3, sing)dz="m)
ou w(x, B) est la partie réelle de @ (u).
Dz la formule (16) on peut déduire le résultat suivant:
Etant donnée une fonction ®(z), s’annulant avec 3 =0 et déve-
loppable en série de Taylor convergente pour (3| <1, si Pon désigne
par p.(x, B) le coefficient de i dans ®(x + Bi), Pintégrale définie

270 M
f £ome w(cosz, sing)dz

1 —2xcosg + x*

sera égale b = ®(x) pour |x| < 1.
Car si on fait

on aura

xsing
t—2xc0os7 4 x°

A(cos 7, sing) =

et en le remplagant dans (16), on aura

w xsing ) & .
(25)[, i (st sinQdr="72 4,5 = ()

formule valable pour |x] < 1.
Ainsi, lorsque

_Im—!xﬂl
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on aura
O (u) =log (1 + xu)

xsin

p-(cos z, sing) = arctg T——ro

et par conséjuent

” xsin g xsing
fo T awcosg T 8T F o A mog(x 1)

Si I’on avait

xm
am == ;l_!-
on aurait
O(w)=¢"—1

w (cos z, sin ) = £***sin (x sin 7)

et par conséquent

fﬂtx e‘”‘( sin Z' Sin (x Sin Z)d{ —_— ﬂ(e: - I)

1—2xcosg+ x°
Pour en faire d’autres applications immédiates, posons dans (20)

x(m)—_—_—(_—.ix ’

m

F(u) =log (1 + xu)

xsin g

A(cos, sing) = arctg =0
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et on aura

27 H 3 o (o 7)(m—1) ,3m
f (arctg-ﬂL)d(:wzuL x 3

I + xcos7 m

I’intégrale, donc, s’exprime par la transcendante
o, x™
Z(x) == ‘;Z ? .
Si dans (17) on fait

(__ l:)m—x x™
m

x(m) =

>
on aurait

Q— xsing .
T 1—axcoszg -+ x*’

et en le remplagant dans (20), on aura

"(___ xsing ’d{__ = x*
, \1 —2xcosg + x*/) r — x*’

formule valable pour |x| <{1.
Si l’on fait

A _ (___ I)m-xxu
m m 3

on trouve

”

Y xsing oon e (—=D)""a, X
]_‘[ arctgm.y(cosz, sm()__wz — ;
d’olt, la somme ia,, x™ étant égale A ®(x), l'on tire

(26) ]=_wfof,

x

Sformule générale, valable pour |x| < 1.
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Ainsi, lorsque

a, = x",
on aura
x
X)) =
W=7
. xsinzg
cos g, sing) = ;
p(cos 7, sin ) I —2%¢c0sy + x*°
donc
am xsin g arcte xsin g dz = — 5 xlog (x + 1)
, 1 —2xcosz + %" °1 4 xcosg = ° )

4. Supposons maintenant que les développements de F, et F,
soient de la forme

F(w)= i A,,6"
(27)
F,(w)=3 B,.u"

on aurait alors
(28) }‘(z)::i(Amsinzm{ 4+ B, cosimgz)

et pour D’intégrale J, définie par (8), on aurait ’expression

(29) J= i(Pm sinzmx 4 Q,, cos2mx)

avece
sz = (bzm Azm - 4, Bzm)w

(3 0) Qﬂ” = (azm Azm + bzm BZDI) T
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Pout x =~o, b, =0, B, =— o0, on aurait

am m

G1) J=x3a,,4,,

et des formules analogues A (16), (19), (20), (21), (25), (26).
On aurait aussi des formules analogues en suppesant que

F,(u) = 2 4, 4"

F,(uy= Y B, _ v
En faisant p. ex.
A:- - (2 m) i
on aura
F(#)=—cosxu — 1,
RS __ K5iNg A
Acosz, sin) = ——5——sin (x cos 7)
et par conséquent
27: xsin - XS o3 . < (——I)"'a,,,x“”
(32) f (¢ —e ¥ )sin(xc0s3). p(cosZ, Sm{)d{=—2"°ZW‘--
En faisant

(_ I)m—-l xim——l

An = (am— 1)!

3

on aura
F(4) = sinxu,

xsing __ gmxm

A(cos g, sing) = " Cos (x cosz)
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et par conséquent

o (_ I )m—: a, x2m—t

X$ing__ X5\ o oo f . _
(33) _[ (e ¢~ cos(xcosz). wcosz, sing)dz=2% > 0]

5. Je signalerai ici comment les formules précédentes permettent
de développer en séries les intégrales de la forme

J= omf(z)?(z—x)dz
et

J= omf(z)?(z)dz,

lorsque ¢ (%) est une fonction méromorphe doublement périodique,
ayant une période égale & 2=, ou une fonction auxiliaire, f()
étant une fonction développable en série de Fourier

fG)= Zm(Amsin mz + B, cosmz)

pour les valeurs de z comprises entre 0 et 2.

En remplagant successivement ¢(z) p. ex. par les fonctions
auxiliaires
2m—1\2
i) b
) cosmz

) =23 (— )"

.R)—1=2 ic“l cos mz

(ol X est une quantité imaginaire 4 partie réelle négative), on aura
les formules

==l

(34) A mf (()ex((“x)d{:2i(—I)"‘—’c(i’_ )zl(Am sinmz 4B, cos mg)

2m—I\2

(35) [ﬂf(z)", Rdz= 25(— )" ) "B,

Rend. Circ. Matem., t. XI, parte 1*,—Stampato il 6 dicembre 1897. 33
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(36) fmf(()[e,((—x)- I]d{_—_zieﬁ’l(/lmsinmx-{- B, cos mx)

(37) Q@ — 1]dx =123 B,
En remplagant ¢(z) par la fonction
2m).
© 1 _ e e .
DlogOICZ) —_ _Z-COt——Z— =2 Z I — ezm).s"]m{;

on aura les formules

69 [r@[puese—xn— T i i
amA

00 e .
= ZZI——-——e”"_l(A’" cosmx + B, sin mx),

(39) ff(()[Dloge ({)——-cot——]d{__zi MA{M

Soit maintenant F(3) une fonction méromorphe doublement
periodique 4 période 2 =, n’ayant que des poles simples «,, «,, ... «
On aura alors

FR)=H+ 2 K,Dlogh,(x — =)
ou H et les K, sont des constantes. Envisageons ’intégrale

1= [@|F0 - T EKeals].

On aura

Z f(z)Dlo (=) +H mf(z)dz.

Mais comme ’on 2

omf(z)d<=o
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(puisque le développement trigonométrique de f(g) ne contient pas
le terme absolu), on aura, d’aprés la formule (38),

ezml
,,,,l(A cosma, — B, sinma,)

1=25 %

iMi

et I’on aurait facilement des développements analogues dans les cas
ol F(z) aurait des poles multiples.

Je signale le principe des développements précédents, permettant
d’obtenir un grand nombre d’intégrales définies en termes finis ou
sous la forme des séries.

Belgrade, 6 avril 1897.

Micuer PETROVITCH.



