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QUELQUES FORMULES GflNflRALES 

RELATIVES AU CALCUL DES INTt~GRALES DI~FINIES; 

par M. I~! i o h e I P e t r o v i t o h, ~ Belgrade (Serbie). 

Adunanza dcl 2] magglo t897. 

I .  Soient" F,(u), ,l~,(u), F=(u), O~(u) fonctions de u, d~velop- 
pables en s6ries de T ~ y l o r  

F,('`) = 5-  A., '`" 
I 

(0 
F:(,) = V- B.,," 

| 

�9 ,(u) = ~ - b . :  
1 

convergentes pour o ~ lul ~ x. D/~signons par 

~.~(~, [~) le coefficient de i clans F, (~-t-tS i) 
(2) ~' (~' [~) le coefficient de i dans O, (~ + [~ i) 

X(~, ~) la partie r6elle de F:(~t + ~ 0 

~ (~ ,  ~) la partie r~elle de ~ ( ~  + ~/) 
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et nous aurons 

M, P E T R O V I T C H .  

i F - ~  [ , (e~') - C (e-~')] ---- ~, (cos ~, sin ~) 

~_ [p,(,<,) + F,(,-o)] = ~:(=os ~, sin <) 

(3 )  
~[~ , ,  (~"-'~')-- ,~, (~ ' - '~ ' ) ] - -  ~., [~os (<--  ~), sin (< - -  x)] 
2~ 

[0, ff '- '~') + 0~ (~"-'~')] = p., [~os (< - ~), sin (~ - x)] .  

Si I'on pose alors 

(4) f ( < )  - -  x, ffos ~, sin <) + L(cos  ~, sin <) 

(5) ~P(~)"--~-,(cosz, sinz) + ~-,(cosz, sinz) 

et si Yon y remplace ),,, ),~, ~.,, ~., par leurs valeurs (3), on trouve 

(6) f (z )  - -  ~_. ( d .  sin m Z + B., cos m Z) 
1 

: o  

(7) ? (Z) = ~Y" (am sin m ,~ + b., cos m <). 
1 

Envisageons l'int~grale d~finie 

(8) ] ' - -  [X,(cos <, sin Z.)+;q(cos ~:, sin z~)]l~.,[cos(.r.--x), sin(~:--x)] 

+ ~,[cos(~:--x), sin(~:--x)] I d~: 

que l 'on peut &rire sous la forme 
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En d~veloppant ~ ( ( -  x) en s~rie trigonom~trique d'apr~s la 

formule (7), on aura 

]---~a~, z ) s i n m ( z - - x ) d z  + b,. cos re (Z- -  x) 

ou encore 

(9) 

J - - ~ a , , , c o s m x j  
1 

1 

+ 
I 

+ ~'- b,, sin m x 
I 

f ( O  sin m Z. d ( 
4=1'C 

f ( z )  cos m Z. d (  
p.2'lT 

f ( r  0 cos mz. dz 
~'2TL" 

f ( O  sin m Z. d Z- 

Mais en vertu de la formule (6) on a 

0o) fo *~f(O sin m z. dz  = ~,4,. 

(IO fo =~f(~:) cos m <. d ~: - -  # B.  

et par cons6quent 

02) I =  ~ ( P .  su mx + Q. cos rex) 
I 

06 

P,,, - -  ( b . A .  ~ a,,,B,,,)~ 

f.?.,~ = (a..4,. + b,, B.),~. 

On a ainsi l'iut~grale d6finie (8) d~velopp~e en s~rie de Fou- 

r i e r .  Pour x----o on a 

eo 

( i4)  J - -  ~ ' (a , , ,A , , ,  + b,,,B,,,). 
I 

Ro~d. ~ir~. Mgtem., t. XI, parte z'.--St~mpato il 9 agosto x897. 32 
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Si b,~ "-- o, B m -~. o, on a 

co 

(i5) S = ~ Y ' a . a . .  
I 

La formule (8) devient alors 

( I6)  30 ,(cos47, sin 47)l~, (cos 47, sin z) d 47 - -  ~ )-" a., 

Ces formules g~n&ales permettent de r un grand nombre 
d'int~grales d~finies soit en terme ~ni, soit err les d6veloppant en 
s6rie. 

2. On peut tirer p. ex. de la formule ( I6)  la consequence sui- 
vante. Soient 

(i7) E ( . )  = Y z,(m) ."  (~= ,, --) 
! 

des fonctions d~veloppables en s&ie de T a y I o r convergentes pour 

o / l u l  / I; 

soit en g6n~ral )'i (~, [~) le coefficient de i dans Fi (~ + ~ i) et posons 
pour abr~ger 

( i8 )  ).~(cos 47, sin 47) --- f~, ; 

d'apr~s la formule ( i6)  on aura 

fo= (I9)  f l, f l, d47 = ~v Z, (m) Z, (m). 
1 

o n  a u r a  

(2o1 

En particulier si 

F, (u) --- F~ (u) 

s =(~, ) :  a < = := 5-  Iz, (m)]'. 
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En remplaqant dans 0 7 )  u par x u ,  o~ le module de x est plus 
petit que le rayon de convergence de la s~rie (17), en d~signant 
par X(~, [~) le coefficient de i dans F ( z  + ~i) ,  et en posant pour 
abr6ger 

o n  a u r a  

(21) 

S i p .  ex. on a 

on aura 

- -  ), (x cos Z~ x sin :0, 

f f( 2 O.)' d ;[ - - -  ~ [Z ( m ) ] '  x : " .  
l 

I 
z (m) = ~ ,  

F ( u )  = e "  - -  I ,  

), (x cos Z, x sin Z) - -  e ~~176 sin (x sin Z) 

et en le rempla~ant dans (2I)  on trouve 

fo 2~ X TM (:22) e ~ * ' ~  - -  ~, if" (m!5 i ,  

I 

ou, en changeant x en x 2, 

f o  2~ -'- , ~_  x m (23) ,*~ "'~ [sin (x T si~ 0 ] ' , ~  = = + (m ty" 

3. Si da~ns la formu!e ( t6 )  on fait 

X m 
A m  ~ - -  

m ! '  

on aura 

F ( , , )  = e ' - -  t ,  
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d'ofl 

M. P E T R O V I T C H .  

X (cos Z, sin Z) - "  e=~ sin (x sin r 0 

et la formule (t6) deviendra 

C24) 
f 2ff~ oo 

e =~ sin (xsin Z). F(r Z, sin z )dz  - -  = Y  a.z" 
�9 , o  , m[  

off V.(~, [3) est la partie r6elle de r  
De la formule 0 6 )  on peut d~duire le r6sultat suivant: 
Elant donn3e une fonction O(.O, s'annulant avec 2~--o et dlve- 

loppable en slrie de T a y l o r  convergente pour IZl ~ I ,  si l" on d~signe 
par V.(~, ~) le coeJfident de i dans ,I~(o~ + ~0,  l'int~grale d~finie 

f = '  F (cos Z, rO Z 
sin X Z $ila d 

i ~ 2 x c o s z  + x *  

sera ~gale h ~ * ( x )  pour Ix[ < x. 
Car si 1'on fait 

on aura 

XU 

F ( u )  = I - -  x . '  

d'o6 

), (cos Z, sin Z) - -  x sin Z 
I ~ 2 x c o s z  + x *  

et en le remplac;ant dans (r6), on aura 

fo  *~ x sin Z ~- (25) I - -  2 x c'osz + x ~F(c~ s inz)dz"-~:  , a . x ' =  ~ ( x )  

formule valable pour Ix I <~ 3. 
Ainsi, lorsque 

( -  i)'-" =" 
a m ~  
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on aura 

(u) --" log (r + x u) 

x sin Z 
~. (cos Z, sin Z) - -  arctg I + x cos Z 

et par consequent 

fo  ~ x sin arctg 
I ~ 2 x c o s z - l - x *  

x s i n z  d z - - - = l o g ( x +  I). 
x + xcos~" 

Si l 'on avait 

X tn 

a m - -  
m r  

on aurait 

~. (cos Z, sin Z) "-- e "~'~ sin (x sin X) 

et par cons6quent 

d'o~ 

fo '~'x d'*'~ sin Z. sin (x sin Z) 

Pour en fake d'autres applications imm6diates, posons dans (20) 

z(m) = ( -  ~)'-" ~" 
m 

F(u) = log0 + xu) 

X (cos Z, sin ~) --- arctg x sin Z . .  
z -I- x c o s ~  
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et l 'on aura 

M. P E T R O V I T C ~  

i 2 " (  x s i n z  ) '  
a rc tg ,  ~ x c o s z  dz- -w~[(- - t )2( ' - ' l x ' '  m 2 ; 

l ' int~grale, donc, s'exprime par la transcendante 

X m 

(,0 = 5 - - ~ .  
1 

Si darts ( I7)  on fair 

z (m)  ___ ( - -  I)m-'x" 
m 

on aurait 

~2--- x sin Z 
I - -  2 x c o s z  + x ~; 

et en le remplaqant dans (2o), on aura 

2 ,/~ X 2 
x sin Z "X" ,dz -~- - -  x" fo'~(, -:- ~:i X cos-~; + t ' 

formule valable pour [x I < I. 
Si l 'on fait 

I/,, = ( -  I)"- '.,e', 
m 

O n  t r o ~ v e  

J - -  fo  "arc tg  
x sin ~ .--~ 
~-~o~ ~. ~(~o~ ~, ~,, 0 = ~ 2_ ( -  

i'}m"7,: a m x  m 

, ni ; 

d'o~l, Ia somme ~.a,,,x" &ant ~gale /i ~ (x) ,  l 'on tire 
I 

(26) Y - - - -  .~o ~/ ' 

formule gtntrale, ~dat~le pour Ixl < x. 
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OH Rura 

Ainsi, lorsque 

am -- -  xm, 

X . 

. (x) = 'i • x 

donc 

~. (cos [, sin ~) - -  x sin ( 
l '  2Xr + x ' ;  

fo = xs inz  x2arctg xs inz  d z - - - - - - = x l o g ( x + I ) .  
i - - 2 x c o s z  + I + xcos z 

4- Supposons maintenant que les d~veloppements de F, et F~ 
soient de la forme 

(27) 

on aurait alors 

c o  

t:,(u) = ) - - . 4 , . . "  

(28) 
! 

et pour l'int6grale ], d6anie par (8), on aurait l'expression 

(zg) 

avec 

l --"  "~(P~.,sinzrax + Q~.,cos 2rex) 
1 

P,. ---- (b,. A~. -- a,. B~.) = 
(30) 

~L, = (a,..,a,, + t,,.. B,..)~. 
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Pour x - -  o, b~., --- o, B,,, - -  o, on aurait 

( 3 1 )  J-'-- rc ~'a~,,.A~,. 
1 

et des tbrmules analogues ~ (x6), ( tg) ,  (2o), (2 t ) ,  (2 0 ,  (26). 
On aurait aussi des formules analogues en suppesant que 

F,(u) - -  ~ A.._,  u ' "  
1 

2 ~ " "  t ~',(u) = Z B ~ . _ , , ,  . 
I 

En faisant p. ex. 

on aura 

,d~m (-((2 I )rA x*ra 
- -  m ) !  ' 

F(I 0 ---- cos X U - -  I, 

), (cos (, sin Z) - -  e " ' ~  - -  r 
2 

sin (x cos Z) 

et par consequent 

2'It . ~ �9 oo (3:)/" ( e ' ' ~ - : ~ ' "  )s,~(x~os~).~(r sin~:)a~:=-~=~ (-~)'a'x'" 
a#O ~ '~ 

En faisant 

A __. ( ~ O " - ' x  ~'- '  
m - -  I)I ' 

on aura 

F(u) = sia x u, 

X (cos Z, sin ~[) _ _ .  ~ cos (x cos 0 
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et par cons6quent 

( 3 3 )  ,,i.~ . . . . .  ~ : - -  I ) " - '  a , .  x~ �9 ,o (e --e  )cos~.xcos().~(cos(, z-- 7 ( 2 m - - i ) !  " 

5. Je signalerai ici comment les formules pr~c~dentes permettent 

de d~velopper en s&ies les int~grales de la forme 

et 

fo'}( 
lorsque q~(Z) est une fonction m&omorphe doublement p&iodique, 

ayant une p&iode ~gale ~. 2 n, ou une fonction auxiliaire, f ( z )  
~taut une fonction d6veloppable en s&ie de F o u r i e r 

f (z)  - -  2 ( , ' / , .  sin mz + B,, cosmz)  
X 

pour les valeurs de Z comprises entre o et 2 ~:. 

Eu remp!aqant successivement q>(Z) P- ex. 
auxiliaires 

par les fonctions 

0x ( 0  - -  2 2 ( - - I ) ' - I  e(~)~X COS m Z 
l 

03 (Z) - -  I --- 2 2 e''x cos m Z 
I 

(34) 

(35) 

Rend. Circ. Matem., t. XI, parte i~.--Stampato il 6 dicembre i897. 

(o~1), est une quantit~ imaginaire 3. pattie r~elle n~gative), on aura 
les formuies 

fo 2)(()O,((--x)dz=2~(--I)'-'e(L~-t-)2X(A,.sinmz-t-B,,cosm;O 

fo')(z) ~ (~)~ ~ = ~ 2 (- o'-' ,(~)~ B. 
I 

33 
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f o  2"/T ~ (3 6) f(z)[O3(Z--x) - I ] d z = 2  ~'e'~.(A,.sinmx + B.,cosmx) 
I 

(37)  Z)[ 0, ( 0  - -  I ] d ~  --" 2 Z 8"a~ Bin" 
�9 I 

En rempla~ant ?(Z) par la fonction 

~_ g2m2. 
cot ----< --" 2 e,,. z sin m Z, D log 0, (:0 2 u , x - -  

on aura les formules 

(38) fo%[ D log 0,( z - -  x) = - -  cot d Z 
2 

oo game. 
- " 2 ~  I __ e~,.z(A~,cosmx + B.,sinmx), 

(3 9) W log 0, (Z) ~ Cot d Z - -  2 Z e~,,;. " 
2, i I ~  

Soit maintenant F ( O  une fonction m~romorphe doublement 

periodique /t p~riode 2 ~:, n 'ayant  que des p61es simples ~ ,  ~:, ... ~.. 
On aura alors 

eo 
F ( O  = H + y ~:~ D log 0, (~ - -  ~) 

| 

06 H et les Kb sour des constantes. Envisageons l'int~grale 

] 
i -  ~hi  " 

Oil aura  

H f i ~  
s -  ~ / o % )  ~ 0, ~ < _ .  + jo f c<)~<, 

Mais comme Yon a 

fo ~f(rOd < - -  o 
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(puisque le dfveloppement trigonom6trique de f ( O  ne contient pas 
le terme absolu), on aura, d'apr~s la formule (38), 

rtu.,,~ e2ra~. 
J = ~ Z Y ~ _ .m(.,4o ~os m ~. - -  Bm sin m ~b) 

et l 'on aurait facilement des d~veloppements analogues dans les cas 
off F(Z) aurait des pbles multiples. 

Je signale le principe des d6veloppements pr6c~clents, permettant 
d'obtenir un grand nombre d'int~grales d6finies en termes finis ou 
sous la forme des s6ries. 

Belgrade, 6 avril x897. 

M I C H E L  P E T R O V I T C H .  


