
Zur Theorie der Abel'schen Differen~ialausdr/lcke und 
Functionen. II. 

Von 

]~. NOETHER in Erlangen. 
(S. den I. Theil in diesem Bands, p. 4t7). 

Zweiter Theft. 

Die XbeFschen Functionem 

Das Ziel, welches ich hier verfolge, ist: denjenigen T~heil des 
Jacobi'schen Umkehrproblems, welcher sich aus den 2)ifferent~a~formd,,~ 
selbst, d.  h. ohne u~d vet  ~ i ~ f i i h r ~ g  tier Perio~i~t~tseigensd~fte~ 
entwickeln l~isst, einmal auszuschsiden und flr sich durchzuftihren. 
Ich zeige im Folgenden, dass ~van so nicht nur das ganze System yon 
Relationen aufstellen ka~in~ auf welchen die Umkehrung ~beruht~ wle 
Abel'sches Theorem etc., sondern auch his zu derjenigen Aberschen 
Function 

AZ(r,,  r ~ , . . . ,  r , )  
und ihrer  ffir alle endtiche n~ Argumente.gLittigea PoJ;eazen~w.ie~ t.aug 
vordringen kann', ant wtlch  (we ga:te-s 
zuersb Herr  Weierst~a~< :die ~ ~ u n g . : ~ ~ ~ r ~ . ~ t i a ~ ,  ~'~te~d 
deren Entwzcklung iaeh p e r l ~ i  C i i l ! ; . ~ . ! ~ i s  Func t ion . t - -  
n~tiirhch dem w e ~ t e r e n . . o ~ b ~ ~ g ~  ~ . . . . . . . . . .  

($15~ war m dmsem Sinne w~gen der Mod~tcaho:nen nothig, die inch 

i~fferen~ial~Isichu~ii ~i!hutiln k~nn, also ~icht bi alen solchen 
~#en We~aU, ~ei~: dle-Summe der I~ttegr~le erster Gattung zu 
Null machen: De:an ~r~i~ :dem ~atze, weiche~ ~den bezugl. We~ers~ass- 
schen und Riemannschen Betrachtungen zu G~unde lieg~ dass~ ~ 
auf diesen selb~:Wegen~ genom~ien, die ~ i o  der Integr~Ie drifter .- 
Gat~ung sine algebraise~e Function der bdd~n'~P~rameter des i~tegrat~: L 
i s t - -~  muss ich deft vo]lst~ndig absehen~ weil er bei denselbe~u~ ~ 

Math~ t f s che  ann~len, XXXYII. 8~, 
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dem Nachweis beruht, dass eine eindeutige Function des Punktes ~ yon 
f--~ 0, deren Periodicit~tsmoduln verschwinden, eine zu / ~  0 geh~Srige 
algebraische Function yon ~ ist; dieser Satz l~sst sigh sogar auch aus 
w 15 nicht folgern~ sondern kSnnte bier nur erst aus der Darstellung 

der algebraischen Functionen dutch die T~s(cx) und dieser durch die 
Functionen Al(V) (w167 16--19) abgeleitet; werden. 

In Bezug auf den Weg zur Aufstellung der Function A l(V) 
sGhlage ieh im Wesentlichen dasjenige Verfahren ein, welches Herr 
Weierstrass in seiner Note in Cr. J. Bd. 47 ,,Zur Theorie der Abel'. 
schen Functionen" (1853) flit hyperelliptische Func~ionen skizzirt und 
ftlr den alIgemeinen Fall in seinen Vorlesungen ausgeftihrt hat: die 
Auffassung der Summe yon Integralen 3 ter Gattung als Function der 
Integralsummen erster Gattung. Dies bezieht sigh sowohl auf deren 
Zerlegung in zwei nut yon je p Argumenten abh~ingige Functionen (w 16), 
als auGh auf die MonodromieuntersuGhung der so hergestellten Func- 
tion AI(Y) (w 19)*). Dass diese Ableitung in w 16 bedeutend einfacher 

Zerlegung yon T~ (~) bei Clebsch-Gordan, welehe diesen ist, sis die 
Ausdruck zuerst auf Functionen yon je/~ + 1 Punkten yon f ~  0 
(s. die Andeutung bei Riemann, Abel'sche Functionen, Nr. 25, Formel 
fur d tog #tl~) zuriickffihren, zeig~ sich schon daraus, dass die letztere 
Zerlegung aus der ersteren sich unmittelbar ergiebt (w 18), wiihrend 
der umggkehrte Uebergang zur Weierstrass'schen Definition viel um- 
st~ndlicher w~irde. Die beiden Definitionen yon log A~(V) stehen so 
zu einander~ wie die beiden Jacobi'schen Definitionen der elliptischen 
O-Function, deren Erweiterungen sie in der That sind: derjenigen 

quotienten der O-Function nach ihrem Argument dutch ein Integral 
2 te~ Gattung (oWeierstrass), und derjenigen (ibid. Formel (7)) der O- 
Function selbst mittels eines Integrals 3 ter Gat~ung, dessen Argument 
dem Parameter gleich is~; (CIebsch-Gordan). 

Zum engern Anschluss an das Clebsch-Gordan'sche BuGh babe ich 
~ ~ 7 noch deren Constantenbestimmung durch besondere untere 
"~ ~ u ~ k t e  aufgenommen. D~e genaue Untersuchung der Ordnung 
c~b:~ ~se~zindens derA~-Fun~tibn ftlr den Fall, dass die zugehSrigen 

~ i * ~ ' -  "~ ~$ durGh Cuz~e~ 9 verknupft smd~ w~rd h~er mcht 
 ier u 

~ ~ g ~  ~'Weges (Cr. J,, Bd. 65) an emer anderen Stelle em- 
zugel 

*~Fii~ ~ e a  s ~. aueh Weiers~'aw ~ &bhandlungen at~s der Functionentehre: 
Einige autO, d.ie~<T~.~ a~y~,. FunoL mehrerer Ver~n~defl. sich beziehende S~ze, 
~{} 4, 5. ~ 
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Inhalt des II. Theils. 
Integralformeln. 
Die Differentialgleichungen des Abel'schen Theorems. 
Eindeutigkeit des Jacobi'schen Umkehrproblems. " 

(~z) und die Function o(v~, V~, . V~). Die Transcendente T~,/ e "" ' 

Die Function ~2(Vi, V ~ , . . . ,  V~). 
Die Function f~(V) als Function der I~ + 1 Punk~e ~, $~, ~ , . . . ,  ~$.  
l~ullpunkte and ~Ionodromie tier Function AI(V)-~-~-.~(r) 

w 13. 

Integralformeln. 

1. Als ~ormalintegra~e erstefGat~ung werden genommen (w 2, Nr. 4): 

f o  ' 
V 

zweiter Gattung erster, bez. v t~r Ordnung mlt dcm Parameter ~ (~ 7): 

t/ y !r 

drifter Ga~ung mit den Psrame~ern ~, ~ (w 6): 

Als l~anonisehe Integrale 
Nr. 4u. 5): 

~weiter Gattung mi~ 

* Y 

drifter Gattung/nit Parsmet6rii ' ~  ~" ~176 

dem Parameter ~ (w 9, 

f• tm~tt ~ 

f 

Diesen Ausdruck mSch~e iCh als ,doppeltes IntegraF{~ nleh~ sis ,,Do~p~l. 
integral", bezdo~Imen , ~ der ~.W~eg yore ~ -W~ bier unablm'ng/g 
bleiben soll, ~waa: dem ge~Shnlichen Begr~ des Doppelintegrales, ~ 
k~eine Function d er beiden .oberen Grenzen is~, widersprieht. 

Die~ ArL dr dieser Integrate is~ in ~ 6~ .Nr~ 4 
und w 7, ]~. 5 gegeben. Danacb wird d ~  Normal- und das kanQ~is~ 
Integral z~eit~ :Gat~ung #o~ Ordn~ng~a ~ ~ zu oo~ .wje 

St* 
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(v--  fo( ) (c,}f) (c~x)" ' 

das Normal- und das kanonische Integral drifter Gattung 

in x--~ 1~: - - log (c~x) ;  in x----.'~: log(c~/x). 

Die beiden Wege yon y nach x und yon ~ nach ~ sind willkttr- 
lich i nur wird man jenen diesen nieht schneiden lassen. 

2. 1)as kanon~sche Integral drigter Gattu~g ~gsst Vertauschung der 
beiden Gre~l~un~te mit den beiden Parameter$unkten, unter ~esthaltung 
der Drege, zu. 

Die 1%final und die kanonischen Integrate 2 '~ Gattung hgngen 
yore t)aramet~r ~ algebraisch ab, und zwar sind sie algebraische 
~ormen yon ~. o 

~Ersteres folgt aus B$(x) --~ B~($). Das Letztere aus derselben 
Gle}ichung (oder den entspreehenden aus w 9, Nr. 5), dutch Integration 
naeh x: 

y Y 

1 y {4 

y ~ Y  

. . . ,  

~f 

y 

y 

3. w 10 liefer~ durch Multiplication mit deo~ und Integration nach 
x die Reduction aller algebraischen Integrale auf die Normalformen; 
so (2) voriger Nummer die Zuriickfiihrung eines beliebige n Integrals 

~ n mi~ Parameter ~ auf eine in diesem Punkte und in p Gattu g �9 
:~-", ..... "--J-*,--, u~tendhch werdende algebra~sche l~unchoa vo 
~ : ~ u f  g ln%~raiB ~ ' ~  Gattung erster Ordnung, weI6he _je einen 
: d ~  Punl~e zum Parameter .h~ben. ~ Der In~egrahonsweg 1st xlabel 

~ : ~ l i e f e r ~  analo~ (tie~I~rstellung ~ des Logavi~hmus einer 
~ e ~ ~ ~ ~ h e n  Func~ion'wn ~ dnrch eme Summe yon Inte- 
gr~:en ~e~:~i~tib~ :mit der Grenz~ ~ :deren Parame~erl~..bkte die Un- 

Werth des Log~2 i~ l~  s yon dem In~g~r~ v6h ~ nach ~j" abe '  
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w 11, Nr. 2 und 3 liefern, indem man den Wer~h yon P§ 
bez..P~} (x~) aus Formel (2) dieses Paragraphen einsetzt~ unter Beriick- 
sichtigung der ftir die c~ c~,~ bestehenden Bedingungen: 

(~) ~ (,~) .%-.~ .%-.~ 
. , ,  ( t )  d o e ,  

also die Darstellung der allgemeinsten algebraischen Fsnction yon 
dutch eine Summe yon kanonischen Integralen zwei~er Gattung~ deren 
Parameter die Unendlichkeitspunkte der Function sind. Der Integrations- 
weg yon '2 nach ~ ist hierbei wieder beliebig. 

lo" z(~) und auf die In~egralformeln yon Auf die Darstellung yon s--~-~ 

w 12 komme ich in w 14, Nr. 6 und 7 zurtick. 

(i) 

wo die 

w 14. 

Die Difforentialgloiohungen des Abel'sohen Theorems. 

1. Nach w 11, Nr. 2 stellt sich die DiffereniialabJeitung D$ irgend 
einer algebraischen Function yon ~, 

~,(~) 
die in den Punk~en ~ == x,, x 2, . . . ,  x~ je zu oo t werden soll, durch 
die kanonisdmn oder Normal-Formen 2 tot Gattung erster Ordnung mi~ 
den Argumenten x~ und mit demselben Parameter $ so dar: 

r 
~ ( ~ )  /) .  

1 1 

V ] c, = L 
die p Gleichungen- effi i l len: 

(a) r ~ 
, e, 9 , .  ( , , )  . =  'o 

= 

Liiss~ man ferner die c~ die84n lo Gleichungen (3) gentigen, i~  
Ueb~,igen abet vb'ltig willkiirUeh, so bedeutet die re~Jl~ Seite yon (1) 
immer das D$ einer algebraischen Function yon ]~s die h~chstens in 
x ~ , , . . ,  x ,  zu je oo t wird. 

Sei jetzt #lgemelner g ~16r Wer~h, ~cien ein*'algebraische Func- 

tion 9(~) in ~ = ~ i r t , . . . ,  a~r annehme; so werd~n- die Relationen 

. . . . .  -~.(|)-" welche daselbsi~ (i)--(3),. angewendet.~ ~ an~ "die FunCtion ~.(1) - ~ ~(D' 
zu ~oo ~ werde: ~ "" 
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(r)- 

(39 

Pun~n, uppe (x, + dx,, . . . ,  ~,. + dx,.) auf f, 
We~h it + d~ annimmt; daftir wird 

r  - ~, z(x , )  - -  o ,  

ar  - x a z ( x , )  = zCx,) a x .  

Man daft also in (2') bei gegebener Function ~(~) setzen: 

r r 

1 1 

, [ ] 

2 c~ ~ .  (x~) - -  O. 

Aendert man fl um dt~ so erh~ilt man eine ( x ~ , . . . ,  Xr) benachbarte 

in welcher ~,(~) den z(~) 

(4) d = a~. ,  a~ ' 
d.h. 

~edeute~ die drop, diejenige~ zusammenh&ngenden Werthe der 
~)iffere~galform d ~  welche an den r Stdlen x~, 

die d ~ :  

wo eine algebraische 

irgend ebnen gegebene~ Wert~ ~ awMmmt, dutch Ae~- 
/ 

um dA entstehen, so bestehen die ~ Gleichungen flit 

1 

und man hat . 

1 1 

2. Aber dieser Satz lisst sich auch umkehren. Nahm man 
n.. l ict am ~_ ale algebrMschen Functionen yon ~ welohe in xt~ . . . .  x~ z~ 
~ ~ .  retire" Ordnung) werden = so erhielt man all i  m~glichen Werth- 

~ } e e r  c,, . . . ,  c6, wIlche die ~ Glezchungen (3) befne;d=gen 
" ~ ~ .  Dabel kann man a~r~h d~ noch emen wiil klfltchen feiten, 
~ n ~  "~lImen Werth g~en. Daher werden auch-die "aus"s]~ge= 
. ~ ~ ' : ~ F u ~ t i o n e n  berechngten da~, ~ c~dZ keinen '~zeiteren Be~ 
~ ~ " ~ ' ~ N ~ e g e n ,  Ms de~i Gieiehungen (5), u'nd "malx kmin somit 
de~[,Si~ ;susspre~en :,. 

'gend eva W~s?/s tem der D~gerentialform de o= = ... . . . . .  ,,~.., ~ m.=diese~. 
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r Punkten, fiir welches die ~ Gleichungen (5) bestehen, so existixt eine 

algebraisehe ~unction V(~)z(i) yon ~, welche hSchstens in jenen :Pun~te~ 

x t . . .  x~ einen beliebig gegebenen Werth ~t (je in I t~P Ordnu~g), in der~ 
Punkten x~ -{-- d x t , . . . ,  x~ -~- dx~ den dem ~t benachbarten, sonst be- 
liebig gegebenen Werth ~-~-d~ annimmt. 1)iese ~'unction ist dutch 
(6) gegeben, d. h. dutch 

(7) v ( + ) - ~ z ( ~ )  - -  v(~)-~z(~) ~.P~(x~) ~--V 

wo der Weg yon q nach ~ beliebig ist, wenn er 
nieht enthiilt. 

Mit anderen Worten: 
Die G~eichungen (5) stellen die nothwendigen 

Bedingungen dar, dass die _Punktgruppe 

tier t)unl~tgru2pe 

nur die Punkte x~ 

und hinreichende~ 

die vollstgndige Integration des 
eorresidua~ sei. 

3, Dutch den Satz yon Nr. '2 is~ 
Systems yon p 1)ifferentialg~eichungen 

geleistet. In diesem Sinne 13isst sich derselbe so fassen: 
Die allgemeinste L6sung des Systsms (5) ist gegcbe~ dutch ,&~jenigen 

~P~eaktgru~pen 
Xl~ ~2~ " " ' ~  ~r  

we!che ixgend einer gegebenen Punktgrup~e 

Y l ,  Y 2 ,  �9 �9 ", Y ,  

eorresigua~ sin& 
Als+ In~egrationsconstanten sind dabei, +wenn die willkiirlich ge-  

gebene Gruppe (Yl~ ." ', Yr) einer c~-Sehaar angehSrt, in der Yl, Y2,. ,'-+Y~ 
beweglich sind, die Werthe yon Yo+l, y e + ~ . . . ,  yr anzusehen. Es is~ 
@ ~ r - - , v - ~ - 6 )  wenn ~ die Bedeutung yon Nr. '2, w 11 hat ,  dass 
linear unabh~ingige Curven q0 durch die ,Gruppe ( Y l . . .  yr)~ also auch 
dureh ( x i , ,  . .3 xr), gehen. ++ o~ 
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Man kann natiirlich ftlr diese LSsung naeh (5) aueh sehreiben: 

( s )  (u ~-- 1, 2 , . . . , p )  ; 

aber in diesen Integralausdriicken sind die Integra~ionswege yon den 
y~ ~ach den x~ dutch (5) bes~imm~ d. h. derar~ dass die Integral- 
summen yon (8) bet gegebenen y~ und variablen x~ fortw~ihrend gleich 
0 bleiben sollen. Hierbei bleiben nur die Wege yon ~ der Variablen, 
et.wa die yon Yl ~ Y21 �9 �9 .~ Yq ausgehenden ~ willktirlich; die fibrigen 
~ - -~  Wege sind dureh diese (endlich vieldeutig) bestimmt: die Summen 
(8) sind fiber 1, eorresiduale Wegsysteme" genommen, wie ieh sagen 
will. 

Der Sa~z dieser Nummer spricht das Abd'sche 1)ifferentialtheorem 
~dr die 2'ormen erster Gattung aus. 

Es wird kaum nSihig sein~ bier darauf hinzuweisen, dass dieser 
Satz versehieden is~ yon der Umkehr des Abel'sehen Theorems fiir 
I~tegra~e erster Gattung; da die letztere aussagt, dass ein Gleiehungs- 
system der Ar~ (8), wo jedoch die Wege yon den y~ naeh den x~ nicht- 
eorresiduale sind, d. h. nicht der Bedingung unterworfen werden, bet 
festen y~ and variablen x~ die Ialegralsummen fortw~ihrend zu 0 zu 
maehen - -  wo also Gleichungen (5) nieht existirea - - ,  doeh nur auf 
eine Grappe (xl, . ..1 x~) fiihrt, die zar Gruppe (Yl,. �9 Y~) eorresidual 
is~. Dieses letztere Theorem ist bier als sioeeieIler Fall des sog. Um- 
kehrproblems zu behandeln (s. w 15, Nr. 4); in den Anwendungen 
jedoch ~ird nur das Differen~ial~heorem benu~z~ werden. 

Zu dem Vorigen ist noch zu bemerken, dass die Anwendung der 
Gleiehung (1), Nr. 1 verlang~e, dass die Punkee x I , x 2 , , . . ,  x~ endlich 
yon einander versehieden sind. Dies tritl in der Thai in der Formel 
(1") ein I d a  zu diesem Zwecke der Wer~h ~ nur geniigend allgemein 
zu nehmen ist. Wenn dann in der oberen Grenze yon (8) auch einige 
der x~ zusammenfallen soll~en, so bleiben die S~itze yon Nr. 2 und 
~ .  3 doeh bestehen, da dieselben bet bdiebigem Grenztibergange zu 

~ St~ellen exis~iren. 
~4. Dem Theorem yon Nr. 3 s~ell~ sieh das Abe~'sche 1)~fferentia~- 

~ h ~ m  f'cZr ~'ormen zweiter Gat~ung erster Ordtnung an die Seite, das, 
ma~er:~di~n Bedingungen (5), in den Gleichungen (6) ausgesprochen 
is~; ~ (o~]e~In~egralform, indem man (6) naeh ~.~ yon ;~ ~ ~o bis 

4~  wo~i 
r 

(~== 11 2 , . . ,  r), 
r  - = o 

"4 

integrirt: 
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(9) 
r x l  r ~ l  

i y~ i y; 

Die Integra~ionswege yon den y, naoh den x+ sollen daboi ein corre- 
siduales System bilden. 

Setzt man insbesondere ~o ~ c~  ~t,--~ O; wird also die Function 

z($) in den ~ ~ y~ zu 0, in den ~ ~ x~ zu w ,  so hat man 

r ~ l  r a~l 

+o+- f + ,  (+) +,+,,o 
t y~ i Yt 

(9') 

D~ lg z ($) :t Cfvz) 
V(~) ~(~) 

Das enbpreehende Theorem flit die ~ormen 8 ~ Gattung entsteht 
hieraus dureh Integration naeh ~ auf irgend einem die Wege yon den 
y~ naeh den x~ nicht sehneidenden Wege yon ~ naeh $. Set, wio 
in w 

/ A (10) .B,~(x) d,~,~ = .(,~) d~,~ = X~(x), 

so wird aus (9) 

(1I) 
r x l  r x~ 

f v,,+ (+) <+o+ +-- f x+,, (+ ,+;o 
t y+ t y+ 

we~in 
(~) - -  z z (~ )  - -  o ,  

odor aus (9'), ftir +o "'+ ~ ,  ~t "+ O, zu 

1 

1,, t }(z} --~to~(~) "V(+9 ++~ +h~(++J i 

w �9 ~ t J  

~, ~'--~l " ~o; 

(i+') 
3. 

~(~).v(~) ~" 

wo der fib den Logarithmus zu nehmende Worth noch yon dem Wege 
van ~/nach ~, d. h. yon ~t" ~ia6h ~; abh~ngt. 
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Endlich wird das (9') entsprechende Theorem fiir die ~'ormen 
2 for Gattung ~to~ Ordnung, aus (9'): 

r ~v~ r ~ l  

(12) ' A~ ')(x) d~ .  )(x) d~,  ~ ~ lg �9 
1 g j  I y~ , 

5. Um das Abel'sche Differential~heorem fiir eine beliebige alge- 
braische 2"orm 

M(~) 
N(~) 

zu erhalten~ welche die Punk~e x = ~,  ~ , . . . ,  ~o zu Unendliehkeits- 
punkten yon den bez. Ordnungen ~,l~ % , . . . ,  ~, habe~ wird man diese 
Form nach {}8 und {} 10 in Normalformen zerlegen, und erhgl~ dann 
nach Nr. 4 dieses Paragraphen eine Darstellung (ffir ~-0 = 0% 2,~ = 0): 

. ^ " - "  '(~ (18) , ~)) dco~---- 7~, ~ .D~lg ~,(~) 
I y; 1 t 

$ 

1 

WO 
8 

= o, 
1 

, wo ferner die Integra~ionswege yon den y~ nach den x~ ein corresiduales 
System bilden sollen und die Wer~he der einzelnen Logari~hmen yon 
den Wegen zwischen dem beliebig gew~hlten Punkte ~/und den Punk~en 
~ abhgngen~ Wege, die his auf die Bedingung~ die yon den y~ nach 
den x~ nicht zu seine/den, beliebig ~sind. 

Besonders einfach wird die rechte Seite der Gleichung (13) in dem 
ganz speciellen Falle, dass in dem Curvenbtischol 

~(~) -- Z Z(~) = O, 

eine Ourve exisfir~, welche zugleich durch die Parameterpunk~e 

~ . ~ / ~ , . . . ,  ~, hindurehgeht~ d. h. Wenn ~(~) in ~1 "~, denselben Z ( ~ )  ' " ' "~ 
" ~ h ~ '  annimmt. Alsdanno wr~chwindet n~mlioh, wegen (18'), die 
~Sum~ie~[de~ logari~hmischen G!ieder; aber auch die Summe der yon 
den versg~edenen Werthen dieser Logarit]~men herrtihrenden Unbe. 
st~immth~ ~ 'Urn dies letztere zu~sehen, braucht; man nur die Forme~." 
aus wet~h~er~ (!3) durch Int;egra~o~ ~ ~ach ~t ~si~and, also die C7) ~ 
analoge Formel fiir 
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ins Auge zu fassen~ in welcher Summe der bezfigliche Thoil zu 

J J 

wird~ wegen (13'). Hat die Curve ~ ( ~ ) - - Y ~ ( ~ ) = = 0  die weitere 
Eigenschaf~ in den Punk~en ~l~ ~2, �9 �9 ~a die Grundcurve bez. in den 
Ordnungen ~ q ~ 2 , . . . ,  v, zu treffen~ so wird zugleieh 

A ~  1~" .D~ z(~) __0 (i---~1,2, : - - 1 ) . .  , , ,  

Man hat also den Satz: 
Existirt in gem C~rvenbiischd 

- - - -  o ,  

dessen Curven die Grundcurve f in oo t Gru~en ,on j e r  ~Pun~en 
treffen, yon wdchen Grup_~e~ eine (far ~t ~ ~ )  aus de~ y~, eine aweite 
(fiir ~t ~ O) aus den r~ besteht, eine C~rve, welche ~ugZeieh dure~ d~e 
Parameter~unkte ~1, ~2, �9 �9 ~, hindurehgeht~ derart, dass (~1, . �9  ~) 
dnen Thei~ einer der oo t Grup~en bildet, so wird die Numme der Inte. 
gra~e (13) ~u einem algebraischen Ausdruck i~ den ~: 

1 1 

Trifft diese Curve di~ ~ru~deurve in de~ Punkten ~ ,  ~ , . . . ,  ~, be~. 
~ - ~ - , . . . ,  ~:$unktig, derart, dass , . . . ~  
der o~ t Gruppen bildet, so wird jene Integralsumme ~u Nu~.*) 

6. Die Formel (11') ffir 

lg z($) V(n) 
. ~ ( ~  �9 ~(~) 

fiihr~ mit H[ilfe yon Vertausehung. yon Parameber und Argufaent ~uf 
die Darstellung 

�9 ) Einen ~hnlichen a~gemeinen Satz finelet man~ sehon bei H. ttumbo~, Shr 
le th$or~me d'Abei e~o.:-Nr. 10--12, Journ. do Ma!~Mm~t~. SSr. IV, t. III, 1887; 
mi~ dem Untersehieder dass smh der~e~be meh~ ~ ] ~ e U n e ~ e h k e ~ t s l m n k t e  d~r 

Form~ - - ~ ,  sondem auf die Nullpunkto yon N($) bezieh~. In dieser niCh~- 

invarianten Gestalt l~ss~ er d.aher Ausnahmen ~ ,  ~ r e n d  unser Satz a~nahms~as ~ 
gfilfig ausgesproehen ist. 
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wo ,hath (2), w 13: 

(~) J ~--~, 
yl 

(nach (9') dieses Paragraphen). 

Dies ist die aus w 11, ~r. 1 dureh Integration nach ~ fiir den Fall 
~ ~ - ~ , ~  1 hervorgehende Darstellung. Dabei wurde aber das 
Abel'sche Theorem ffir Formen drifter, bez. zweiter Gattung doppel~ 
angewand~; und in Folge dessen liefer~ umgekehrt die Formel yon 
w 11~ Nr. 1 vermSge des Verr nicht schon die Formel 
(t1') dieses Paragraphen, auch nich~ unter Anwendnng des Abel'sehen 
Theorems flit in~egrale ers~er Gat~ung ((8) dieses Paragraphen). 

In der Tha~ schreibt sich jene Formel w 11, l~r. 1 nach (1) des 
w t3 und (8)~dieses Par agraphen so: 

(15) /)& Ig l(&) ~ f D  ~c~)- ~Pe(x;a,,...,%)a~ 

Die Iinke Seite yon (15), isl, nach w 7, Nr. 2, d) und (8) dieses Para- 
graphe~ i ~vo~ ~ ~ai,~..-r ar unabhiingig, und diese Gleichung sagt 
nut aus). da~s ihre linke Seite eine ganz beliebige e-Form sei~ ohne 
einen Sc.hluss auf das ident~sche Versehwinden dieser Form zu bie~en. 

7. Um die Formeln yon w 12~ Nr. ~ in Integralformeln umzusetzen, 
denke ich in den beiden corresidualen Gru~pen 

(~ x , , . . . ,  x~), 
(f~ ~,,.. . ,  ~) 

die ers~e aIs gegeben, yon der zwei~n ~ als beweglich; so class 
~ , . . ,  ~ Func~ionen ~;on-~ Werden, ftir welche nach dem Abel'scheii 

a h a  

Som1% ~:~ man_ als In~egra!gIeiehung yon (.6), w 19, wenn auc'Ja 
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07) d~o~ - -  - -  O ~ ( x ;  x ~ ,  . . . ,  ~ ,  

also auch, nachw 12, (8) und (8') 

(18) ~ f.B=, (~) d ~  -{--fB=,(~)dto~----- .P~,~ (x; x t , . . . ,  x~,),, 
I ~ 

in welch' le~z~erer Gleichung (nieht in (17)) die Ausdriicke B~(~) auch 
durch /)~P~(~; a ~ , . . . ,  a~) erse~z% werden dfiffen. 

Diese Darsr der algebraischen Function P~(x; x~, . . . ,  x~) 
yon ~ un~erscheide~ sich yon der in w 13, (3) gegebenen dadurch~ class" 
bier in 'allen Integralen 2 t~ Gattung ein und derselbe Unst;et;igkei~ 
punk~ al~ Parameter auf~rit~, daffir aber die Grenzpunkte versehi6i]e~ 
werden; wiihrend dor~ umgekehrt die Grenzpunk~e dieselben, di~ 
Parameter verschieden waren. 

w 15. 

gindoutigkoit dos Jaoobi'sohen Umkohrproblems. 

1. Das Jacobi'sche Umkehrproblem forder~, aus den ~ Gleichungen 

wo die ci, c 2 , . . . ,  c~ fes~e Punk~e sind, das System tier p Puuk~e 

yon. f~ 0 als Function der p unabhiingig.~eriinderlichen Arg~me~ 

ul, u2, �9 �9 .t ~F ~ 
deflniren ~ ~ ZU �9 ' ~  

Man gehe yore System :~. 
_ ( o , . . . ,  o), 

aus und anf einem bes~immten Wege ~o zum System {~l , . , . ,  w~) 
bin, so gelange man zu einem System (xl~ . . . ,  x~~ das mi% einem 
auf /rgend einem andern ~Wegeo U yon (0~. . . ,  0~ ~aaeh (~1, . ' - ,  u~) 
erlang%en Endwer~hsysr der. ( ~ , . . . ,  x~)~ zu ~rgl~ghen is~. 
~ Zu dem Zwe~ke se~ zunaeh~ angenqmm6!i~/4ass d~. gegebene 
Wer~hsys~em (c~, c~, . . . ,  c~) em nic~t-si~-~ a~iires~'sei, ' namlieh ein 

solches, fiir welches die De%ermiuan~ ~ " ~ . ~ t ( r  "'  ~p~(c,) d~ ~b 

Gleichungen 



4 ~  ~ .  ~os~a~.  

1 

:niche verschwindet; d. h. dass die/a Punkte e,~ e= , . . . ,  e, nicht durch 
eine Curve 90 verkntipft und yon einander endlich verschieden seien. 

Au~ den Gleichungen 

Wird maix dann die Coordinaten det: Punkte y~ (oder gegebene Func- 
ti6ne~ deroelben) nach ganzen positiven aufsleigenden Potenzen der 

"Vt~%,. . .~ v~, entwiokeln kiinnen, giilfig in einem Convergenzgebiet 
~,:fltr das die absolu~en Werthe der v~ unterha!b gewisser endlicher 
~rS~sen sin& Innerhatb dieses endliehen Oebiets d~ sind die y, ein- 
d~t ig  dutch die v~ bestimmt, unabhiingig yore Wege yon (0) nach 
de~ (vf)~ wenn derselbe nur ebenfalls innerhalb G F~II~. 

Nun bestimme man*) eine ganze positive Zahl r, so gross, dass 

q)~r __-- 

innerhalb 6~ fiill~, wRhrend u~ an irgend einer S*elle der beiden Wege 
~ '  ~oder am Endpunk~ ( u l , . . . ,  u~) sieh befinde~. So erh~il~ man 
z ~  W ege Jro, jr innerhalb (~; aber zum Endsys~em beider,.. (vl.. "v~), 
~ ' ~ i ~ g  aus (3) nur ~/~ Wer~hsystem ( g O . . . ~  y~o). Langs dieser 
"~r~ge ~rr tiberall,aus (2) und (3): ~ 

(4) 
1 .I. 

f ihd ' ,  

| 
0 

" . : t  0 /  

0 

D~e "~}ei~hungen (4)' sagenT~b~r~/' "" "~W~@nli" man-dleselbez~" "'~ ' " "-ers~ durch' 

~ S~.~o!ers~ras~, ~ ~ 4 seiner ~li~hi~:hi~/g ,~ Theg~ie~:d~r AbeFsehen l~un& 
fionen"~ Cr. J. Bd. ii~, - 
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z 1 

P P 

erseiz~, und das Abel'sche Differentialtheorem fiir Formen erster Gat~ung 
(w 14, Nr. 3) doppel~ anwendet, aus, dass ein oberes Grenzsystem der 
( x l , . .  ,x~)existirt,  und zwar~ dass sieh dasselbe aus dem Grenzsystem 
(ytO ...y, po) algebraisch ergiebi; n~mlich: zur r-fach geaahl~n Geru.p~e der 
(ytO...,y~ ~ nehme man als corresiduaZ die Gru~pe bestehend aus der 
(r--1).fach gezahlten ( c a , . . . ,  c~) und der Grcep2ae ( x l ~ . . . ,  xp). 

Die auf  dem Wege U gefundene G~ruppe ( x i , . . . ~  x~) kann sieh 
daher yon der auf  dem Wege Uo gefundenen G.rup~e' (xl ~ : .~.~ xp ~ 
h6chstens dadurch unterscheiden, dass jene dieser cor~esidua~ r "Bi~ 
insbesondere ( x l ~  x~, ~ dutch keine Curve q~ verbunden, so ist die 
Gru~pe (x 1 , . � 9  x~) eindeutig dutch die (~l , . . . , ~ )  bestimmt. ~eh6ren 
~u ( x ~ ~  x~ ~ cv ~ dieser 6~ruppe eorresidua~e Grup~en von~]e p 
t)unkten~ so ]~ann man dutch geeignele Wege yon ( 0 ~ . . . ~  O ) n ~ h  
( u ~ , . . . ,  u~) jedes dieser ~ ~ysleme erreichen. 

Die Gru~pe (x~ , . . . ~ x~) , oger vidmehr die ~ugeh6rige ~orresidual- 
schaar, hdngt yon dem System (u~, u ~ , . . . ,  u~) eindeutig ab, fib, alle 
endlichen Werthe der u~ , uz , �9 �9 �9 u~ . 

Dieser Beweis liefert also die analytische Fortsetzung der sym. 
metrischen Funciionen der p Punkr x l~ . . .~x~ yon u~ . . .~  u~ fiber 
das ganze endliche u-Gebie~ bin, 

2. Der beziigliche Beweis im w 52 der Aberschen Funetionen voz~ 
Clebsch und Gordan zeigt nur, dass dasjenige singul~e Gebiet r de~i 
u-Raums~ ffir dessen Punkie die symmetrisehen Functiozien d~  ~ . . ,  x~ 
un~eshmmt werden, mdem dae Determmante ~ : _ ~  ~!~i~] . . :  ~ ( ~ )  
�9 ,orsehwmdet. aus dem u.Raum d reh ~ Bedin u~a en us ~ctl~den~ 
wird; und dass ausserdem ~ ffir~ d~e~ ~ m e t H ' s c h ~ "  ~ t i S h e f i  ~der 
x t , . . . ,  x~ keme smgulare Stel!e e~stirt. Abet er ze~g~ meh~ o 
die Beschaffenheit yon [" erl~ubt~ durch ah~aiytische "F~rtse~u~g j~de 
Stelle (~ ,  . . .~ ~#) zu erreichen~ oder, wenn so~ ob d~e verschiec~ene~ 
Wege yon ( 0 , . . . ,  0) nach (~l, " . . ,  ~ )  zum selben Wer~he jener 
Functionen fiihren. 

Diese Lficke l~sst sich: nun wieder durch das ~ Differential- 
theorem fiir Formen erster Gat~ung unmiitelba'i: ausffillen. Denn sei 
(u~'~.. . ,  .u.~) eine S~elle yon F, ( ~ ' , . . . ,  x~) ir~end~ eine~ Gruppe. , aus 
der zugehorigen Corresidual-Schaar der (x~, .o.,~ ~ ) ;  ~ beshmme man~ 
p l~e!iebige feste Punkte al , . . . ,  a~ und p beweglich~ Punk~e y~, . . . ,  y$ 
s~o, dass die beiden Gruppen yon je 2~ Pun~en 



ap / 4 )  
(c,, . . . ,  Yi, . . . ,  yp) 

elnander eorresidual werden, und dass die Oruppe (Yl, ...~ Y~), welche 
~x~'~ .~, .~, x~) dabei zugeh~rt, nicht durch eine Curve ~ verkniipft ist. 

Dies geb~ ~ immer, da man yon beliebigen p Punk~en Y t ,  �9 � 9  Y~ aus.  

geh~c~und ~azu a l , . . . ,  ap bestimmen kbnnte. Man hat dann 

% 1 

".Dk. nu$~{i~a{e symmetrisehen Functionen der y~, . . . ,  yp die S~elle 
r ~ .:.~,u~). eme singulgre is~, so kann man den u-Weg diese 8telle 
beh'e~'g fibe~sehrei~en lasse~ ohne die Eindeutigkeit j~ner Functionen 
z~t. stb~rem ~, ~ron diesen hgn~en aber die symmetrischen Functionen 
~$r~x~\~. : , ~  algebraiseh und rational ab; so dass sich dieselben 
~L~ber.~die Sif~e~Lte u ,~ , . . ,  u~, hmweg analyhsch beheb~g fortsetzen lassen. 

3~2 Mgn l/Snnte tibrigens jene Lticke auch noch anders ausffillen~ 
indem s~eh m~ tgtilfe des Riemann-Roeh'schen Satzes naehweisen liesse~ 
(lass das'(~ebiet F in der Nghe jeder Stelle (u~', . . . ,  u~) desselben 
~ieh~' mehr~, als o~-s  benachbarte singuliire Stellen enthalten kann, 
~ ?  in de~ Tha~ nur ~ -  9 Dimensionen besitzt. Im ebenen Raum 

=vi/a ~ Dimensionen (ftir die u als com~lexe Variabeln), mi~ einem 
~ , u ~ e a a o ~ l e ~  g yon nur 2 ( / ) -  2) D~mensmnen, kann aber zwisehen 

' ~rg~w~e~d!le~,ausserhalb r eine [" nicht treffende Curve ezo en - % ~ : . ~  ~,v,~ -~ . .- . . g g 
w ~ r ~ t g a : V e t m d  zwe, Curven d~eser Art zwmchen denselben festen 
Endpugt~o~:~.unen., .o., .>~o..~ ohne Bertfhrung yon F in einander tibergeffihrt 
werden. ?~( ~, ._ 

Wghrend der Beweis yon Nr. 2 dem noch hinzufiigt, dass -F aueh 
durchsetzt werden daft ohne StSrung der Monodromie, zeigt diese 
Betrachtung yon Nr. 3 den eigentlichen Grund der Eindeutigkeit des 
,~cob~'seh~t~ Umkehrproblem~. Die Tha~saehe, dass das singul~re 
~ b z ~  iiRi, g~"Dim kleiner als das ganze ebene Gebiet, 'hSf~ _. ~ enslonerr 
~mti~h= ~ ,  . ..g~:s~ o.~ ~: ...)nan, start _(1). zu betrachten, em analoges Problem 
~ g ~  i C~ttun~. und p garmblen x, hat, ftir dg~; 

~ ~ ~  der Thatsac~e.'aakw die Gleichungen (].~ eme und n u t  
~ t e ~ e ~ a a r  yon LPsungen (xl, . . . ,  x~) zulassen, schliessf 

�9 ~ ~ ~ ~  ~ - 

. ~ ~ ~ "  r* -" 

eintri~t~ 
t 

ist. Man braucht zu diesem Zwecke nut ~ 
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Q - - p  der GrSssen xr willkfirlich anzunehmen; oder man w~rd 
Grbssen y aus 

(s) - 

1 a i 

bestimmen, und aus dem Abel'schen Theoreme~ wegen 

(8') 
Q P 

1 1 

Ferner muss dasselbe fiir Q < I~ ~ eintreten, wenn fiber- die x-Schaar. 
haup~ eine LSsung existirt; man wird dann enfweder p -  Q Integr~,le,.. 
je zwischen gleichen festen Grenzen, zu (7). zuf~gen, oder y~l~r  aus 
(sS~ [8'~ diese Schaar finden. Ist insbesondere ~ ~ 0 (~ -1~2 ,~ :~) ,  
og'en~g~ den Gleichungen (7) ftir jeden Wer~h v~ Q die LSsm~g ~ 

X i ~ c  i~ X$~f i~ . , .~X~==C~ 

also hat (7) keine anderen LSsungen, als die der Gruppe (e~,.. . ,  c~) 
corresiduale Schaar yon Gruppen yon je ~ Punkten. Dieses ]st ~ie 
in w 14, Nr. 3 erw~hnb Umkehr des Abe~'se~ ~eorem~ flit In~e~raJe 
erster Gattun#. 

w 16. 

Die Transeendente T~(c ~) und die Function m(v~, v2,...~vp). 

1. Definition der Transce~denten. Es seien wieder die GIe~chung~n 
des Jacobi'schen Umkehrproblems~ (I), w 15~ vorgelegt 

-und die zugehSrigen v ~ -  x~ g~g~benl ~od~r bestimm~~ g~daoht. 
D~nn definire ich T ~luroh �9 ~ ~ ~ 

v 

1 

wo die Summe fiber ~li~ t~an~nlschen In teg~:~r i~er  Gattung (w 13, Nr. 1) 
ersbeckt is~, und wo die Inbgrahonswe~ --~x, diejenigen yon ~1) 
sein solleu, der Weg ~ -  ~ die'Wege~:]~; m~ mclit s chne ide~J ;~  
im Uebrigen l~!ieb:~g'isb 

~ f ,  hema~isohe ~ e n .  XXXY~-L ~2 



M. Nos~a. 

, ~ ~Ferner (w Nr. 1): 

(~) D~T~,~ ~---1)~T~,~ ct, c~, ., e~, = 

z~jjs o 

(7) ~,,,, 

, , . , . ,  ~ (x~)~ 

~ . ~ @ ~ ( a . ;  x t ~ . . .  , xp)fB~,~(~)dr 
1 

(~ ~ 1 , 2 , . . . ,  p).  

2. -~eSergang ~u 1%nctionen yon p Variablen. Die Oleiohungen 
(~}i~verbunden mit  (]leiohung (17) yon w "fiihren dazu, aus dbm 

~ 1 .Va~dablen x ~ .  ~-*~, ~ ~~-Combinationen derselbea , , . . . ,  ~a ,  
~nalOges -m ~ez~g~.~f ~,. emzuftihren, mdem man anmmm~, dass 
"( i i~ i~:~t~pen yon je ~ - i -  ] Punkten 

(a,; ~t,  ~ ,  . . . ,  x~), 
(f; ~,,~, f , ~ , . . . ,  f , ~ ) ,  

(~ ;-*/,~ i*t~,~, �9 �9 �9 i ~ )  
zu e m a n ~  eor~rgmdual sind. $~- ~ ~ 

~) S. Format (,8~) de~r "Weierstrass'schen Note in Or, J. 47. 

P 

- - ~  x.,o, (~), 
1 

mii} dense]ben Wegen c~ ~ x~. 
o Man hat 

n~ct/~fngularen Werthen de~ u i , . . . ~  us sich eindeutig durch diese 
p ~ r i ~ n  :bes~imm~, als Fuliction der p + 2 GrSssen ut, . . . ,  u ~  ~, ~/ 
zu un~ersuclaen. Fitr die Abhiingigkeit yon den u t, . . . ,  u~ finder man: 

Abet aus (1) 

~,,---7=r o(~.(~))  x~, , . . . ,  , 
-WO 
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(8) ~ = - , ~ ,  Bo.(~) d ~ .  

we die Wege rechts durch das Abel'sehe Theorem bes~immt sind. 
Schreibt man das Abel'sche Theorem ffir die ersten beiden Oruppen 
in der Form 

d 
I e~ t~ 

~ ~ +J ~(~) d~ (i= ~,~,...,~), 
/ I  

ffir die erste und dritte Oruppe: 

(9') 

~X 

-- m -l-J~(~) a~ (h== 1,2,..., p), 

so sieht man, dass der Difl'erentialquotient (8) die Differenz zweier 
Fune~ionen wird, yon denen die sine nur yon den p Gr5ssen 

(lo) v~- u~ - / ~ ( x )  e~  ( h = 1 , 2 , . . . , ~ , ) ,  

die andere yon den p OrBssen 

Y 

h =  (io') w~ = u,, - -  (~) (~co~, ( ~ !~ . .  

c 

we ~ ein beliebiger fester Punkt ist~ abhgngr deim auch die Wege 
rechts in (8) setzen sich aus deft ~ e g 6 n  c ~ -  ~ und q ~ -  e~ yon 
(9) und (9') genau zusammen. Diese Zerlegung geht also Weiter sis 
die durch Gleichung (4) angezeigte. 

Aus (8) t'olgt: - 

Hier kommen die mit den u sich gndernden OrSssen nut in den oberea 
und unteren Orenzen der Integrate ~ r~  ~ nun zwei In~egral~ 

32* 



4 8 ~  1~.: No~zm~. 

eor deo~ 

bei derselhen oberen Grenze ~, aber mit verschiedenen unteren Grenzen 
~der auf verschiedenen Wegen genommen, sich nur am eine yon 
unab]h~nglge GriSsse unterscheiden kSnnen, so kann man, wenn man 
einfiihrt 

on ~(~) d~,  

~ 0~'(%,.,.,%) 

1 

.~-~ ~p~ ~,(~) = o. 
1 

Da man nun auch die v~,..., v~, ~ ats unabhgT"ngige Yari~ble betrachba 
daft, und 
wird 

da zwischen den ~i(~) keine lineare Relation besteht, so' 

~F(~,,...,~)_ ~Q~ 
~, -- a% ~ 0 ,  

E u ~ c ~ .  v ~  p Argumenten~ Die Gleichung 
~.in der Fo~m~ (14) schreibt, Anlass zur Ein- 

wo die as beliebige feste Punkt6 und die Wege beliebig sind, die 
Gleiehung (11) auch so schreiben: 
(13) . Q~ =:Q~, 
d. h. Q~ ist yon ~ unabhdingig: 
(i~;) ~ = o. 

Diese ~Glelch~ung ftih~ abet a~gh unmitte|bar zur Bestimmung de r 
Abh~ngigkeit yon Q~ von den ul~ . . . ,  us. Wegen (10) schreibt sich 
(12) zunRchst- 

(14) 
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bilde~. I eh  setze 
~v~ 

(16) 
1 a i 

(~ -~- 1, 2 , ' . . . ,  p) ,  

bei willkiirliehem fes~em Punk~e ~ yon (10), 
Punkten a+ und willktirlidaen Wegen a r  ~ .  
sag~ dann aus, dass ~ 

das vollst~indige Differential einer 2"unction 

~ ( ~ ,  . . . ,  v~) =__ ~(v) 
+ 

yon den p GrSssen 

willkttrlidaen festen 
Die Gleiehung (15) 

~1~ V2~ " " "~ ~ 

Die so zu erhaltende Function ~(v) hiing~ aber, ausser votx den 
19 Argumen~en v, aueh noch yon dem festen Punk~e ~ ab. Dena 
Iiiss~ man die v constant, 3indert aber ~, so muss man nach (10) en~- 
weder die x 1 ~ . . .~ x~ oder ~ ~indern, also jedenfalls die ~ und damit~ 
nada (16)~ die c~x(v). Die co~(v) h~ingen ferner yon den lessen Punkten 
~ ab~ aber  nach (16) nur je in einer additiven Cons~anten~ ~(~) also 

-in einem Gliede yon der Form 

~ ( ~ 1 ,  �9 �9 ", +~) ~ , '  

End]ida h~ng~ auch ~(v) yon den p fe~en P u n ~ e n ~  ~ ~+ 7 ~ / ~ ~  
h alb + r Argumente v ab. + 

Alle diese Vorkommnisse~]a~s ~n si~k ~nun~ wie ira fo!gende~a Para- 
graptien gezeig~ wird; hebe~ + weml man~diejdnige ~Tr~ormation~d~ 
Argiamente v vornimm~, w~l~Jae im ~bsch-C~ord~'~tezt We~ke em 
geftihr~ is~, und ~uoh ~lie~n~erea Grenzen.' ~+ in.+~t+~) en~sprechend 
~der~, also die c a ~  ur~+ ~ons~an~n,+ was+ ih+re ~+Ej'ge~s~haf~ a~ 
l:mr~i~!le Diff~rentialq~o~ieA~n +einer Function nioht s~Sr~r ~, 

Di~ dutch (8)+~d~@~ +az~geze~g e Zuraekf~ru~+ ~0n+ T~ 

-" " n  , dtese Func~m ( ode+rfa di'6 Un~,sudaung des Charal~ ~ 
dieser Function wird ers~ naehher ausgeffih~ werden. 



1 7 .  

Dio Function ~ ( ~ ,  V~, . . . ,  ~ ) .  

1. T r a n s f o r m a t i o ~  t ier  A r g u m e n ~ e  vx .  Der erste Gesich~spunk~ 
is~ der, dass man in Gleichungen (10) des w 16 die unteren Grenz- 
punkte cl der u~ so yon ~ abh~ngig~mach~, dass die v~, bei gegebenen 
~, x ~ , . . . ,  x$, yon ~ unabh~ngig werden+; d. h. dass 

wenn die c' so yon ~' abh~,ngen, wie die c+ von~. ttiernach soll sein: 
(~;" cl '~. . . ,  e~') tortes, zu (r e l , . . . ,  c~),"  

was auf die al]gemeifiste Weise geschehen kann,, indem man $ ~ 1 
willkfirliche Punk~e ~, O r , . . . ,  C~ yon f annimm~, die Geraden (y~) 
und ( ~ ' )  leg~ mit den bezfigl, wei~eren Schni~punk~en s l , . . .  ' sin-, 
und s l ' , . .  . s ~ _ ,  und dann die c, c' dadurch bestimmt, dass man die 
s ,  G ,  c durch eine zu f adjungir~e Curve ( ~ n -  2 )  ter Ordnung, die 
s', G, c' dutch eine zwei~e solche verbindeL Dann h~ngen bei ge- 
gebenen v die co, (v) nieh~ mehr yon ~ ab, wenn man die a, beliebig 
fes~ annimmt; wohl abet yon den Punkten y, O r , . . . ,  C~. 
.... +" l~an lasse ~ber y an ~ heranrticken, z~ehe also in ~ die Tangen~ 
~o~:f~ trod ~sfimme auch die O so als Fun+ctionen yon ~, dass die 
Pu~]rfe-c, "~ez. "~n-Puz~kten Ct benachbar~ werden; d .h .  man lege 

~'-~"~W'efteren Sehnit~pu~kfe tj. der Tangente in ~ eine zu 
f adjungir~e Curve (~n ~ ~)t~r Ordnung~ ~veiche f in noch ~v Punk~en 
bertihre. Solcl~er Curven gieb~ es ei~e eff~liche Anzahl, wenn die 

Punkte+ dutch keine Ct~fve 9~ verkntti~f~'sein::+sollen; es sei eine soIche 
..eigenfliche" Bertihrungscurve gew~thlt, bei'~der keiner der ~ Punkte 
mi~ ~ zusammenf~ll~, unr solche ~ besonderen Punkte e ~  seien mi~ 

b~zeichnek Diese Punk~e ~ , . . . ,  ~+, h~ngen nut yon ~ ab. Bes~imm~ 
je+~z~ die ~.~, "+-~t.~' so nach (,1), d~ss 

- c o r t e s .  . 

li~ti~n a dj,., Cu~,ve rm+, . ~  2;. ' )~.0 . . ~  . . . . . . . .  ,. - . - . - .  .,, . 
. ~ .  +,.+ + + k ~ - x u ~ u ~ - ~ . w e l c n e  n o c n  a u r o n  a l e  w e I  e r e ~  

:~ ;~  ~ p u n ~ $ e  t~ der ~h~en~e m {~" geh~; Pu,kte,  die also 
zwar ~ 6~de~ ":~us~ . . .  " s" -~ , . 
, , ~ . , ~ ~ , ~ . ~ , . + , ~ , , . , , ~ , ,  + ,~ , och yon ~ allem 
L w ~ J : a e ~ ' ~ ) ~ ~ ;  In r T]~a~' fo~g~ aus '(!) und aus 
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auch: 
, =_=?' 

[ Is  isl dabei yore invarianten Standpunkt aus selbstverstindlicl~ 
dass man auch, ohne Aenderung des Resultats, definiren k~nnte: 
man nehme irgend eine f in ~ beriihrende Chrve r durch deren 
21o - -  4 weitere Schnittpunkte ty eine eigentliche r welche f in noch 
10 Punkten ~ , . . . ,  g~ berlhre,  analog ffir ~'~ so gilt (1) ftir 

"- 

und alles Uebrige. Die Punkte (~, t~, ~) bilff6~ dann die 3 ( ~ -  1) 
Bertihrungspunkte einet' iberall berihrenden r Aus einer oo~  "s~ 
Schaar solcher Beriihrungsgruppen( die ein Systen~ bilte~, sind die 
bier vorkommenden.p Punkte ~ , . . . ~  $$ offenbar dadtfrch ausgezeichnet, 
dass sie sich mit oo~ -~ (start ~o~ -~) Gruppen yon je 210 - -  8 P t m ~  
zu Gruppen des Systems erginzen~ n~mlich mit den zu '(~ ft'~ . . . ,  t~#_~) 
corresidualen Oruppen~ d. i. mit den Oruppea, w~elche die d~ch  
gohenden r aus f ausschneiden*).. Man kann aueh sagen: ,~die.~o 
Punkte ~t,...~ ~ ~ doppelt geziihlt, bilden eineDruppe yon 2p Punkten, 
welche corresidual ist znr Gruppe (~lt~.. . . , /~--~)~ wo die ~ t , . . , , /~ -~  
der Schnitt yon f mit irgend einer ~p-Curve sind.] 

Wir  setzen nun, stat~ der ~ und v yon (1) und (10) des {} 16: 

(3) V~,==Zlep~,(x) deo~,--~q~,(x)de~ 9 ~(~) d~=~ 

(h = I~ 2, . . . ,  ~0), 

" �9 - ' " una ~ " ~ eworden. Die Dm Argamen~e ~V~s~d~jet~t yon ~ ~ ~ ~ n ~ g ~ g  .. . , 
�9 " ~ ' her ~eb~fatl~ yon" ~ unabhang~g hnke Selte yon (16)~.w 16~ ~lrd d a .  ,~ ~ . .  . . .  . 

in der Ve bi'  ung der ezn  ~ese~a~er, wze me ~ ,  =~u 

-. *) S. die Bemerkung yon Frobe~i~s:~.~(~t~k~.l~c~chr. yore 2 9 . . ~ z  ~8~.~8~.~_ 



die Enke Seite yon (16), w 16, iindern sich nicht, wenn man die x~, 
durch so]che p -~- 1 Punkte x~, ~' erse~zt, ffir welche 

(~'; X i , . . . ,  x~) corresidual zu (~; x i , . . . ,  x~'). 

2. ~infiihrung get ~ ( V )  und yon l ) (V) ,  Nach (10), w 16 hat 
~a~ au'eh: 

x au~ ' 

W e r ~ n  

also aueh 
/ 

(a~; x i x ~ , . .  ~, x~,) cortes, zu (~; $ ~ , . . . ,  ~,~), 
(a,; r  r , ,  ,, (~; a , ~ , . . . ,  a,~), 

(a~ ilia,..., ~) ,, ,, (~  a ,~ , . . . ,  a,~), 

i~o also die a ~ , . . . ,  ax~ nur yon a~ abh~ngen. (Die Wege a~--~x~ 
hiingen naoh dem Abel'schen Theorem ab yon den Wegen ~t--x,.). 
.~:an:sehafft; daher aus der linken~ Seite yon (16), w :16 die a l , . . . ,  % 
~eg  ~nd f '~rl  ~ sie in e/no ~unetio~ tier ~ V ~ , . . . ,  V~, und ausserdem 
m~r vo~ a,~, dadurch fiber, class man dort se~zt 

~ ~ a~," (i ~-- 1, 2, . . . ,  p). 

So ffihran wit 4ie fo!gende, yon eo~(v) um eine Constante verschiedene 
Function ein 

(5) Q , ( r , , . . . ,  r , )  - Q , ( r ) . .  

Diese Summe yon kanonischen Integralen zweiter'Gattung, mit 
'dem gemeinsamen Parameter a~ und )nit den Wegen yon (4), ist bei 
fiicht speeiellem ~ endlich, da ]~einer der Punkte a ~ , . . ,  a ~  wegen 
"get Annahme tiber die zu ~ gehSrige Beriihrungscurve mit a~ zu- 

~ "  ~ / ~  man ~ =  t~, 2~ . . . , /~ , .  so erhiilt man in (5) p Func~ionen 
~ ( ~ m n e n ~ e  F1,..., F. ~ -wetehe s~irs~ nur b '" 

~ ~ ~ ~ ] ~ s m d  ~, .d~e~ ~ch,~it Q~(V) bezeichne:, 

Dass diese F u ~ ) ~  Yon a , , . . . ~  a.  0berhauvt nicht abh~ngt, wird 
siclr i .  -N~,- 2~- '~I~e~/de~ Pa~ag~a~m~'~eigen, Q(V) ist durch (6) 
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his auf eine additive Constante bestimm~, welche man dazu benu~zen 
kann, Q ( 0 , . . ,  O) einen beliebigen numerischen Werth zu er~eilen: 

3. Die Q~ (V) sind ungerade Functionen der Argumente V~, ..., V~,: 

(7)' ~ ( - -  L ,  " '  ", - -  r~) = -- Q~(E,  ' " . ,  r~). 

Zum Beweise sei 

so wird, mitbls  (3) und (41: 
~ ~ ~' 

1 a~ ~ 1 a~ 
/ 

und da diese Gleichungen far aUe Wer~he der z~,. '.., ~$ g~l%en ~, s~ 
sieht man, dass 

�9 ') b') (z,, . . .~ x ~  x t~ . . . ,  z$ corres, zu , . . . ,  , 

~i,...~ ~i~, ~I,...~ ~ ~, ~, , " ~" 

Die x , , . . . ,  ~ en~sbhen also aus den x ~ , . . . ,  v~, indem man 
die Tangenb f i n  ~ zieht und durch deren m - - 2  weibre 8chni~punk~e 
und durch die x i , . . . ,  v~ eine adjungirb Curve (m_~)t~r Ord~ung 
leg~, welche dann f noeh in den xt', �9 �9 ", x_~ schneidek Ick will sagen: 

. . . ,  

Ebenso ist 

Bildet man nun die 8umme' 

so wira dieselbe zun~ickst, nach dem hbel'sche~"Tli4'orei~, (9), w 14; 
~ine algebraische Fuzmfi~n ~r6n a~. Aber nach" :de~'~a~e yon Nr. 5 

~, z ~ ~I �9 . ~ ~ ' ~  5 ~  ~ ~ "  ' des w 14 verschwmde~ diese Function lden~s~,  ~enn in der Gesammb 
heir der beziiglich u~ einander zugeordnebn 6buppenp 'aare~ yon 21o 
Punkbn enth~lt jedes ~aa r ,  das ~einen P ~ n  a~ setbst hat, noch 
einen~ zwe~%en in, a~, indem es aus (a,~, ~l,~- t ~-, /~--~) b e s ~ h ~ = ~  
l~, ...~, l~ ,~  ~d~ -Sr ~ " ~ ~ '~ve  ist. -- ~- 



Man h~itte auch direct yon der Forderung ausgehen kSnnen, s~att 
der ~ ( v )  ungerade Funetdonen aufzustellen~ und wiire dann ohne 
Weiteres ~ auf die in Nr.. 2 gegebene Bes~immung der a~ und die in 
Nr. 1 enr Transformation der Argume~ate v~ geffihrg worden.. 

4. Zuriic~fiihrung der T auf die ~. Man ]asse ~ auf gegebenem 
Wege in y iiber~ehen, und nehme 

' (~; ~,~,~,,,., ,~.~),~" cortes,  zu (y; ~ / , l , . . . ,  ~/*r); 

so erh~ilt ,nan auch eih Wegsystem~von den ~,l, . . . ,  ~,~ zu den 
~**,. �9 ~,~, das identisch isr mit dem in Nr. 2 des {} 16 ber 
and damit sei: 

(7) w . - v . _ 4 f  ,,(x) , . . ,  
1 az~ 

2J (8) ~ ( w ~ , . .  ,, w~,) ~:  ~ ( , W ) ~  - 2% (~) ~ .  

] ) a n n  ~ r d  (8) ,  w 16 zu 

(:)= 
(9) 

~ k  

~T,~, ( :)  
. .  ~ , , .  - =  ~. ( r )  - ~.(w). 

Seien~ forner die Werthe yon U**~ V~, .W,  'ffir xi-"~--~ci~...,x~c, 

~72, r2, W~ ~ 

q~~,~) ~- ~ ( ~ ) ~ ~ ( , w )  - ~-(?o) + ~(wo).  

{} 18. 

Die  Function 9(V)  als Function der ~ ~-~ Punkte' ~, x~, x ~ , . . . , ~ .  

1. ~ie s~eciellen und die adjungir~" Tra~cendenten T. In d~n 
i~bel'schen Functionen yon Clebsch-Gordan, Abschnitt VII, werden 

tz~ Zerlegung~de~anscenden~en T. (x~ Functionen 

9er" v~, . . . .  , V~, s~dern Fundi~nen de~ p -~- 1 Punkte ~, x l , . . .  , x~ 
b~ ~?eh .~:  die so s " '  "~ -" " �9 ,, 

M r  ~erd~en s~ch hmr al~ dm D~fferen~ialableitun en nser~ r 
~n~Iq~i(~yj~ bez. naca g, ~ , . . .  herauss 1 ~ - ~  ~ : ~ o ~ : _  1 . ~x~ telen. 

welche~ aa~-:~2 ;~u~k~e~ ~, ~ ~O~i f ~dadurch en~sfehen, dass ma~ die 
Gerade ~ t e f f # ~ d u r c h  derea miite~ m~-e=2 S~hnit~punkte eiae z~ 
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[ adjungirte Curve ( m -  2) t+' Ordnung, welche f in jenen 2~ Punkten 
trifft, will ich als , , ~  zugeordnet" bezeichnen. Einfacher: die 2p 
Punkte sind corresidusl zu 

(~, ~, h ,  �9 �9 -, ~-~), 
wo die 1 der Schnitt yon f m i t  einer ~-Curve sind. Theilt man die 
2p Punkb irgendwie in zwei Gruppen yon je ~v: 

(~,,..., ~,), (x(,..., ~,'), 
so nenne ich die beiden Gruppen ,,einander beziiglich ~ zugeordnet". 
Es wird dann 

, , (~ (~, x~ , . . . ,  X~, x~, . . . ,  x~) cortes, zu , ~ t , . . . ,  ~ ,  ~ , . . . ,  ~), 
wo die ~ , . . . ,  ~ die in w 17, Nr. 1 eingeftihrbn yon ~ sllein ab- 
h~ngigen Punkte sind; d. h. : 

(~) 

(~) 

so dass 

i "++ 
Die .specielle Transcendente T~c(x)" sei nun definir~ durch:: 

[x,, i . ., x,,') i 
T-- T+c(x) ~ T+r +) = E \x/, ., 

T~(x') = -  T~(x).  

Um dieselbe durch Q-Functionen auszudriicken, hat man in (10), 
w 17 zu setzen 

= ~ - /c?h(x)  d~,+,+ 

wonach 
(3) 
Also auch 

Zugleieh zeig~ (10), dass 

(4') T ~ ( ~ )  = T~ (~) T~(c), 

wie such atls tier Definition (2) direct zu erschliessen ist. 
Unter ,,ein.em ;Sys+t-em adjungirbr Trsnscendenten T (~)" werde~u 

"die speciellen, T~ans~endenten 

(5) T (~ ~ T , , d ~ : : , . . ' . ,  ~ ' ; * - - ~ ,  ~ ,  ~ ' , ~ ,  " " "' ~ ' ~ ) '  

(~ = L 2 , .  �9 .; p)~ 
verstanden, wo 



, t  ~ ~ ~ . �9 

, + - - -  m,,~, X.,, (K 1, 2 , . . . ,  ~ - - 1 ,  

~i~ ~ b  + -  1) Schnittpunkte einer ~-Curve 
f ~  0 sin& Die unteren Grenzpunkte 

vau _T(m mind dies dben f i r  alle + ~ 1 , 2 , . . . ,  p ,  
Pank~,  fiir writhe 

~i~i~+r g~, x~ . x~) corresidual zu ($, ~ i , . .  ,,.,+.,+ +. + , .  ., . , ~ ) ;  

~e~.# die X.+ zugeordnebn 2p Punkte 

. " + ~ ' z 3 ,  ~ + + , ! } ~  " . "  "~ ~ x , x - - 1 )  . �9 " + �9 �9 

s~+3~,+,coSremdual zu x~, ~, verbunden mit dem Sehnitt 
al~o zu 
(X~, ~; x~, ~, . . . ,  x~, ~_~, x~. ~ + ~ ) . .  ., x~,~; 

Somit~ ist a~qh 
(5') T(') ~ - -  T+,+r (+,, +. ,, +l+). 
+--~. Na~,!(~,) wird 

wo 

also 

W O  

r  x ~ , . . . ,  x~) m: 

und zwar diejenige 

einer 9 

xl, �9 �9 x,-1, x,+i, ..., x,i 

T(~) = _ fi (]r(~)) J r  fi (U(~)), 

, 

- +  U~ --f~+(x) deo~ ~- r+; 
f 

a~ x 

V+ (') ~ V+ -- J ~  (x) d,~. 

ist. 
, . ~ r h ( x )  d,(6) liar-man,+:da U~ von+~, yon x.  una! 

+ 

+/)~ T~ (x~,, . . . ,  x~) = / ) ~  T, 

"r(.) = Q ( v )  - -  Q ( r ( + ) ) ,  

r ) -  

~ie 2 ! ~ g e n  unserer ~unr ~(Y)+ ~,aeh.~ und den x, sir+ 
Tra~scendenten T, T< ~) beziiglich nae ~ie AbZ~g~+,der  specid~en 



Abel'sche Differentialausdriicke und Functionen. II. Ag~ 

Es ist dabei zu beachten, dass die Ableitung /)sT nach a~lem 
gemeint ist~ sowohl nach dem Parameter ~ als nach dem in,den 
unteren Grenzpunkten yon T implicit enthalten.en ~. 

Daher stimmt die Function ~ ( V )  genau iiberein mit tier .yon. 
Olebsch-Gordan (w 49) dutch U(xl, . . .~ x~; ~). bezeichneten und da- 
selbst noch weiter ausgerechneten Funct~ion. 

Aus dem Umstande, dass ~ (V) such  dnrch die xechten Seiten 
yon (7) definirt werden kann~ diese aber  yon den Punkten a i , . . . ,  a~ 
ganz unabhiingig sind, schliesst man noch  (s. w 17, 1Nr. 2): 

~(V)  ist eine vo~ de~ J~iilfsssm~te~ a ~ , . . . ,  a~ ~ a b -  
h~ngige _Function. 

3. l~ormeM fi~ die s~ecidle Transcendent e: ~'Dio Formeln : q )  
schreiben sich: 

, ~x~ 

(8') - - / )~ ,  T~r (~) = 
4~ 

aJr V~ 

Wit entnehmen zaniichst der Gleiohung (8)) dass ~)~T~r ob- 
wohl die unteren Grenzen yon T~r yon ~ abh~ingen~ selbst nic~ht 

, mehr yon ~ abhiingig ist; was such aus (4) zu schliessen ist. 
Aus (8) folgt ferner~ indem man ~ ,= , ~ setzt~ wodureh ~ ~ x~ 

wird: 

Da hier beide Seiten ausser yon ~x~, ~. , .~ x ~ , ~ a u r ~ n < d a u ~ i ~ ~ h a a  
Punkte a~ abhiingen, s e t z e . m a m ~ s ~ a t ~ ,  e ~ e ~  ~ d ~ i ~ i ~ h ~ "  - ~  

.diejenigen in w 17, Nr. 1 e i d e r S )  ~ o n ~ I ! e ~ a a b ! d i ~ e z i - P a ~  
~,  fiir welche 

 orr sid. zu . . . ,  b); 
so wird: - 

(lO) 

(mir den dur~h 

vorgeschriebenen Wegen, wenn auc]i (~7)" gel~en soll). 



Dies ist dne neue Aus~rucbswe~s~ des D~ einer s~ecielle~ Tra~scen. 
~t~tt#' mit Pa~'ameter ~; undes hat ein Interesse, dieselbe ohne dec 
Durch~ . ~ang durch, die Functionen ~ direct abzuleiten. Zu dem Zweeke 

�9 ~s~and nehme dabei filr die c~ ein gewisses System yon p Punkten 

~ j  na hch zrgenct "era solches, das, doppdt gez~ihlt, 2p den ~ ~ zu- 
~ ~ e  Punkte vorStellt, f~ir welches also: " 

~s  maa die Wdge auf einer der beiden Seiten yon (4') beliebig w~ihlen 
Fgfi~, wzrd n/an dann se~en k~nnen 

= o ,  
und 6rhliI~ - 

.~ Dies ist e/he neue Darstdlun9 der specielle~ Transcendente T~r 
: ~ W ~ e g e  der beiden Seitea yon (12) h~ngen nach dem Abel'schen 
Theorem yon ein~nder ab. 

~ U m auf (.10)~zu kommen , hat man zun~ichst aus (1.2): 

 i3) = 

Hier mache man zwei Specialisirungen. Erstens lasse man rechts das 
~l~kiirliche ~ an ~ heranrficken; wobei die G~ 2 zu 2p Punkten werden, 

~die"~ ~ zugeordnet sin& Das zweite Glied der rechten-Seite ver- 
~h~i~det  dabei. Zweitens abet kann man f~ir die Ct ein besonderes 
Punktsystem gewihlt denken, fiir das, start (11): 

~t~ts~geht, wenn ~ an ~ ruc]rt, r m das frtihere zu 
~ ~ e  System ~ l , - . . ,  ~ fiber�9 Somit geht dann (13)in (10) iiber. 

-~s (8) u~d (10) ergiebt sich noch: 

oder -{~ ~ ' ~ " 
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04,) /)~T~:(x) = ~ ~(~) z)o. z:.~(~,,..., ~ )  
1 

1 

wo die ~, a,~, ~,~, in w 17, Nr. 1 und 2, die x' in w 18, Nr. 'l  Wus 
den ~, x l , . . . ,  x~ definirt sind. Diese t~elation ~wiseher~. p + ~1 
specidle~ Tra~cscendenten, ~i. h. die Relation (14), liesse sic]~ .zWar 
ebenfalls aus Relationen wie (2), w 13, .lind dem Abr Theo#em 
.direct herleiten, aber nur dutch weitl~ufige Rechnungeh. Indess mtirde 
diese directe He rleitung dann nSthig, wenn man yon der Clebseli- 
Gordan'schen Definition der Function 

u(x~, . . . ,  ~ ,  ~) ~ ~ ( r , , . . . ,  r~)~ 
dutch die Differentialquotienten nach den ~vl,..., ~ ,  ~ ausgqhen ~u~l 
zur Weiersti-ass'schen Definihon durch die Differ.entia!guo:~!n!~e~, ~agch 
den Vl, . . . ,  V~ gelangen wollte. 

w 19=. 

Nullpunkte und Monodromie der Funo~on 
AI(V)  - - e  -~(v). 

1. Es soll sigh zun~ichst um die Unendlichkeitspunkte der Fnnc~gn~ 
~(r) -~ u(~,,..., x~; ~) 

als Function der Variablen xi~ .:., x~, ~ handeln. Und zwar gen~ 
es dabei, Q(V) als Function yon ~ zu behandeln; denn da Y nur=~n 
- -  V tibergeht, Q(V) also unverii~adert b le ib~r  
~rgend emen Punkt ~? und x~,..., x~ durch&9 b e z i i g l ~ k ~ ~ r ~ :  
Gruppe ersetzt, so braucht man nut ~ m,f x. i ~ o ~ _  ~_~:~) 

erset~,en, welche ,-it diesen dur~l~ ~i~e . 'wr imtf l~  ~r ~ { ~ ,  

-leitung nach ~ in (10), w 18 ~lehrt~ "fiur dann~u~end~i~ii~~~ ~n 
mit einem der Punkte xl,...~ ~$ zusammenf~l|~,~bR~k~t+~"~ 

ohne dass X,---' x + ( i ~  ~), so verhiilt sich ~ls6~ r,~.. ~l~t; N~,.+I, 
D~ T,r wie 

i'o(~.) 

daher ~(V) wie ~ 

, . s  C~, , , : )  - J @'~,,-~) - ~  - -  
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Fallen aber zu gleicher Zei~ q - - 1  weitere der Punkte x~ in x~, so 
dass im Gunmen 0 der Punkte x~ . . . ,  x$ mit ~ zusammenrficken~ so 
verhiilt sich, nach (10) w 18~ /)~ T~r wie 

also ~(Y) wie 
- -  q log ( c x ~ ) ;  

~ . h .  ~( 'V)  ~'~d fiir ~ = x~ unena~ich wie - -  q maZ dem Zogarithmus 
: ~ ;  .'emfaeh ~exsohwindende~ Gr~sse, wo q e~e ~ositive ganae ZahL 

~ �9 ~usser&em kann • ( F )  nut unabh~ingig yon ~ zu unendlich werden. 
E~ieskann, naeh (8), w 18, nur geschehen, wenn einer der Punkte 
~1,  � 9  ~ p  mit ax zusammenf~U~; d. h. wenn entw.eder ~ ~ x,, was 
der vorhergehende Fall ist, oder wen~ xl ,  x , , . . . ,  x~ dutch eine Cur~e 

varlcniipft sind, wobei zugleich einige dieser Punkte mit ~ zusammen- 
~r~l~ken k~n~en.  
~ Das Verhalten yon ~ ( V )  in diesem allgemeinen FaUe l~iss~ sich 
mit Htilfe yon Gleichung (10) des w 17 auf den ersteren Fall reduciren. 
Durch x i , . . . ,  x# mSgen oo a-x Curven ~ gehen. Sei ferner mit will- 

�9 p ktirlichen Punkten ~, ~, ~" 

(Xi, . . . ,  x~, ~) cortes, zu (Yi, . . . ,  Yp, ~); 

' ' 0  Cy/, �9 ,, ,, ( X t , . . . ,  x~, und . . . ,  y~,~ ; 

4 

So wird durch successive Verbindung dieser Beziehungen: 

, . �9 , � 9  ~(a)) corres, zu ), . . . ,  ~ ~, ~'~ . . ,  ~(a-x). 

~Durch die p ~  a Punkte der ersten Gruppe geht~ wegen der Wil!- 
kiirlichkeit der ~ ~), &e/he Curve r mehr; diese Gruppe gehSrt daher 

~ e r  ~aTSchaar a~ (in welcher die Punkte ~ (0 lest werden). In der 
~:~.~. ;eite~:~enannt~ ~r~ppe ~dieser Schaar sind die a Punkte ~. ~q' ..... ~(~-~) 
(~e~l~s-...w~ltk~tr~!~k,~ dn  ig bes~immt und , ~ ae Gruppe ist ~daher ~viill 

" ~)~..~r g e h S r ~  kgiaer.Sqhaar an, d ~ .  diese p Pun~te si~d 

~NWa ~s~i 

~.~ 
dann ist a u ~ "  
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V;=~ --~. ,~.(~) d~,= ---- . ,~,(~;) d ,~= -  ,,,(~) d~:,  

~el~ler 

v,,.. = + , . _ #  +o+ = (+> ,+o+ 
,: +;,+. 

~/' +,, 

+-~-- ~ j t  dr --/r d~., 

~(a--l) 

und nach (10) des w 17: 

.(~) Q(V).  = Q ( F ' )  + Tr e 

f~(V') ~ f~(V") + "1"~,r c 
�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

+ O, 
* 

P 

+ 0 ,  

(V("-~)) = ~ (V(')) + Tr ,l("-:) k c ] + 

wo die (7, C', . . .~  C (~-1) yon den x ~ , . . . ,  x~ unabh]ingdg sine]. ~ 
Somit 

(:) (:) ~(V)  = ~(V(~)) + T~  +T~ , r  + . . .  

+ ~,o-,,,,o-,, (~T') §  
In dieser Reduction bezieh,t sioh nun Q(V("') auf ~ Punk,e x~i-)j~ 

die auf keiner Ourve qo llegen; ~, ~'~..., q(~-1) kann man naoh dem 
Obigen wegen ihrer Willkarlichkeit so annehmen~ dass sic bez. mit 
keinem der Punkte x~ x'~.., x(~'-~) zusammenfallen. Daher folgt 
nach w 13," Nr. 1 : r 

Q(V) wird ~ur dam, unendlich, wedge in 

mit ei~em der Punkte, x~ ~usammenfallt, oder unabhangig yonder= 
Mathemattsohe Annalen. ~X~rVII. 3a 
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wenn ndm~vh dutch x ~ , . . . ,  x~ eine oder unendlich vide Curven 
geher~. 21ueh k a ~  Beides ~ugleich "eintreten. In  jedem l~alle wird 
dann Q ( V )  ~ d l ~ h  wie eine end~iche ~umme yon negativ genommenen 
Zogari thmen yon einfach verschwi~enden Gr6ssen. 

Directer ergiebt sich dieses Verhalten in allen F~illen aus dem im 
Clebsch-Gordan'schen Werke en~zibkelten Ausdruck yon 

~(V) - -  U@,,..., ~ ;  ~) 
~(s. w 50 dieses Werkes; es ist dabei nur dl'f~,~(x) durch X~(x) dco~ 
zu e~seCz~n))~f  nut Integrale drltter Gattung und ein Glied 

-- log Z +-- ~ (x~), �9 �9 ~ (x~). 
enth~-l~. 

2 .  

"(!) 
AUS Q(_V) werde definirt: 

. _~A~(V) e - ~ c v )  " - �9 

) o 

" Aus dem in :Nr. 1 Bewlesenen ergeben sich ftir diese Function 
~folgende :Eigensehaften: 

A Z ( V )  ist eine fiir alte end~ichen Werthsysteme der " VI, �9 �9 V~ 
ena~iche Function. Dieselbe verschwindet, und zwar immer in endlicher 
ganz~ahliger Ordnung, nut f~r diejenigen Werthsysteme V 1 , . . . ,  V~, 
flit  welche, ~enn man 

v o 

1 

set~$., ~. ~ i t  q i~m tier l~un~te x, ~usam~nenfti~lt, oder x ~ , . . . ,  x~ dutch 

A l ( V )  als .~uncti~ yon ~identisch; wenn nicht, als ~unction yon 
in de~ ~ _Punlcten x,,  . . . ,  x~ je einfach, bez. o-fach an einer Stelle " 

~ x' ,  mit  tier 0 der l~un~te xt, . . . ,  xv ~usammenfa~len. 
3. ~onodromie. Bewegt sich das Werthsystem der V , , . . . ,  Vv 

yon (0,  . . . ,  O) nach (V~, . . . ,  V~) hin auf einem bestimmten Wege, 
so-Rndd~ 'siot{ such die ( x t , . . . ,  x$) aus (2), d.h. aus 

-~i~c~[ ~ - l ~ . v o n  den dort beha~de!ten, singuliiren Stellen abgesehen,. 
~emd~i" ..... ~i~" ~ffnetg).~ .. ebonso, nach dem Abel'schen. Theorem, die ~ ,  also 
die Q ~ ( ~ r ~ h ~ w  I7, und dam!t.auch t2(V) und _4l(V);  und diese 
"aenderizli~R~'sind'~durchaus-- ~.~L o ~ste~ig~e. Betruchtet man zwei Wege der 
(V~i  weI6~:~.~m selben Endsystem flihren und ohne Ueberschreitung 
jene~ sxn~ - ~ ~ e t h m  in emander,ttberfiihrbar sind~ so gelangt nia~ 
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nicht nur zum selben Endsystem der (x), also der ~+, sondern nach 
der Definition yon (5), w 17 -auch zu denselben Endwerthen der ~x(V), 
und somit yon Al (V) .  Von den in w 15 angegebenen ftir die (x) 
singul~iren Stellen (V) kommen ftir die Function A I ( V ) ,  da sie ausser- 
dem sicher endlich und stetig ist, nur diejenigen Stellen (V) in Be- 
trach~, flit welche Q(V) unstetig ist. Abet gerade diese Stellen --  
x+-~-~, oder x l , . . . ,  xp durch Curven ~0 ~/erkntipft- sind in Nr. 1, 2 
untersueht: in ihnen verschw/ndet A1 (V) ,  abet nut in endlicher posi- 
hirer ganzzahliger Ordnung, is~ also daselbst ebenfalls endlich und 
stetig (ohne unbestimmt zu werdea, wie die (x), wenn sie eine Special- 
gruppe bilden). Daher bleibt A/(V),  wenn man die Wege der (V) 
fiber jene speciellen Werthsysteme (V) ftihr~, doch eindeutig, d.h.  
A ~ (V)  hat fiir kein endliches Werthsystem der (V) eine singulgre Stdle. 
+ Somit lgsst sich, nach bekann~en S~tzen, A l ( V )  i~ eine t~oten~ - 
reihe nach ganzen positiven aufsteigenden Potenzen der V t , V 2, ..., V~ 
entwickeln, die fi~r alle endlichen Werthsysteme dcr (V)  convergirt. 

Mi~ diesem Satze ist auch das Ziel unaerer bier anzustellenden 
Be~rachtungen erreicht. Wie man die Fornlel (10) des w 17 benUtze~ 
kann, um die kanonischen Integrale 3 ter und 2 ter Gattung auf die 
Functionen A ] (Jr) zurfickzuffihren oder ~ mit Httlfe des Abel'schen 
Theorems, die symmetrisehen rational6n Functionen der p oberen 
Grenzpunkte und beliebige rationale Fune~ionen der Coordinaten eines 
Punk~es der Grundcurve dureh Quotienten yon Producten yon Func- 
tionen Al(F)auszudrficken, Jst im Clebsch-Gordan'schen Werke tiber 
Abel'sche Functionen so ausf<ihrlieh dargestellt, dass es nich~ nSthig+ 
wird, yon unserem S~andpunkte aus darauf einzugehen. 

E r l a n g e n ,  Juli 1890. 


