Zur Theorie der Abel'schen Differentialausdriicke und
Functionen. IL '

Von

M. Noereer in Erlangen.
(S. den I Theil in diesem Bande, p. 417).

Zweiter Theil.

Die Abel’schen Functionen.

Das Ziel, welches ich hier verfolge, ist: denjemigen Theil des
Jacobi’'schen Umkehrproblems, welcher sich aus den Differentialformein
selbst, d. h. ohme und vor Einfihrung der Periodicitiitseigenschaften,
enthckeln ldsst, einmal auszuscheiden und fir sich durchzuftihren.
Ich zeige im Folgenden, dass man so nicht nur das ganze System von
Relationen aufstellen katn, auf welchen die Umkehrung -bernht, wie
Abel'sches Theorem etc, sondern auch bis zu derjenigen Abel’schen
Function

AUTy, Var e os ) |
und ibrer fiir alle endlichen Argumente giiltlgen Potenzentwisklang
vordringen kann, auf welche . (wenigstens im hyperelliptischen,, Falle). |
zuerst Herr Weierstrass - ‘die U;mkehm 2&11‘“& ckgoftihrt dat, Awihrend
deren Entwicklung hach pﬁrwxi; i& éﬁ ézg&% “"als Funetion & —
natiirlich dem weiteren:. ehiete .

Die Aufnahuie ,der! ] ni:ersmhun son “{tber .das Abel'sche Theorem
(§ 14) und tber die ﬁ‘n&éﬁi@k&% Jes Jacobi'schen Umkehrproblems
(8 15) war in dlesem Siutie wegen der Modificationen noth:g, die sich
daraus ei"geben, dass ok “das Abel’sche Thecrein dabei nur in seinen
Dlﬁ'erentxalglewhungﬁn f)eﬁlﬂfz@n kann, also micht bei allen solchen
beliebigen Wegen, Weiéhe die- Summe der Integrale erster Gattung zu
Null machen. Denn von ‘demr Satze, welcher .den beztigl. Weierstrass™ .
schen und Riemann’schen Betmchtungen zu Giunde liegt — dassy”
uf diesen selben Wegen genomiien, die Summme der Integrale dritter
Gattung eine algebraische Funétion der beiden-Parameter des Inbegrald® .
ist — , muss ich dorb vollstindig absehen; weil er bei denselben- suf’
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466 M. Norraes.

dem Nachweis beruht, dass eine eindeutige Function des Punktes 2 von
f =0, deren Periodicititsmoduln verschwinden, eine zu f=0 gehorige
algebraische Function von x ist; dieser Satz lisst sich sogar auch aus
§ 15 nicht folgern, sondern kdnnte hier nur erst aus der Darstellung

der algebraischen Functionen durch die T, (f) und dieser durch die

Functionen 41(V) (§§ 16—19) abgeleitet werden.

In Bezug auf den Weg zur Aufstellng der Function AI(V)
schlage ieh im Wesentlichen dasjenige Verfahren ein, welches Herr
Weierstrass in seiner Note in Cr. J. Bd. 47 ,,Zur Theorie der Abel’-
schen Functionen* (1853) fiir hyperelliptische Functionen skizzirt und
fir den allgemeinen Fall in seinen Vorlesungen ausgefiihrt hat: die
Auffassung der Summe von Integralen 3t Gattung als Funetion der
Integralsummen erster Gattung. Dies bezieht sich sowohl auf deren
Zerlegung in zwei nur von je p Argumenten abhingige Functionen (§ 16),
als auch auf die Monodromieuntersuchung der so hergestellten Fune-
tion AI(V) (§ 19)*). Dass diese Ableitung in § 16 bedeutend einfacher

ist, als die Zerlegung von Ty, (f) bei Clebsch-Gordan, welche diesen

Ausdruck zuerst auf Functionen von je p -+~ 1 Punkten von f=0
(s. die Andeutung bei Riemann, Abel'sche Functionen, Nr. 25, Formel
fir d log #0) zuriickfithren, zeigt sich schon daraus, dass die letztere
Zerlegung aus der ersteren sich unmittelbar ergiebt (§ 18), wihrend
der umgekehrte Uebergang zur Weierstrass'schen Definition viel um-
stindlicher wiirde. Die beiden Definitionen von log A¥(¥) stehen so
zu einander, wie die beiden Jacobi’schen Definitionen der elliptischen
©-Function, dereh Erweiterungen sie in der That sind: derjenigen

(Eundamenta , Nr. 52, Formel (6)) fir den logarithmischen Differential-
quotienten der ©-Function nach ihrem Argument durch ein Integral
2t Gattung (Weierstrass), und derjenigen (ibid. Formel (7)) der ©-

Function selbst mittels eines Integrals 3t Gattung, dessen Argument
dem Parameter gleich ist (Clebsch-Gordan),

Zum engern Amschluss an das Clebsch-Gordan’sche Buch habe ich
in § 17 noch deren Constantenbestimmung durch besondere untere
”@ﬁéﬁzﬁw@e aufgenommen. Die genaue Untersuchung der Ordnung
des Verschwindens der 41-Funetion ftir den Fall, dass die zugehdrigen
Mﬁ@%%ﬂi .., @& durch Curveh @ verkntipft sind, wird hier nicht
ﬁgﬁfﬁéﬁ%i‘%ﬁ@ﬁ” edenke aber auf ejne Modification des von Riemann hierzu
eingeschidgeneh ‘Weges (Cr. J,, Bd. 65) an einer anderen Stelle ein-
zugshen, .,

*. itk ﬁe"i&eg s auch Weierstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre:
Einige auf di¢xBh.\der analyt, Funet. mehrerer Veranderl. sich beziehende Satze,

§§ 4, 5.
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§ 13,
Integralformeln.
1. Als Normalintegrale erster Gattung werden genommen (§2, Nr.4):

fcb,,(x) do, (x=1,2,...,p);
Y

aweiter Gattung erster, bez. vter Ordnung mit dem Parsmeter £ (§ 7):

@ 2 ®
[DePy(@) da. = [442) a0, ber. [ 4f (@) da;
y Yy v

dritter Gattung mit den Parametern £,  (§ 6):

ng,,(x) ado,.

Als kanonische Integrale zweiter Gattung mit dem Parameter & (§ 9,
Nr. 4 u. 5):

J B0 400 = X @), e ’zfﬁé’*’ (@) By
y A} -

dritter G‘ra,ttung mit Parametérr @é“’; e

JfBg(w) Ao, deog = wa(g) d oo ==fX;.g(m)onm

Diesen Ausdruck mbchte ich als ,,doppeltes Integra.l‘ nicht als ,,Doppél-

integral, bezeichnen, da der E-Weg vom. #-Weg hier unabhiingig

bleiben soll, . was: dem gewohnlichen Begriff des Deppelintegrales, das
keine Function dg-n' beiden obeten Grenzen ist, mders_pncht

Die Art. deg; Unendlichwerdens dieser Integrale ist in § 6, Nr, 4

und § 7, Nr. 5 gggeben Danach wird das. Normal- und das kanomsghﬁ
Integral zweiter Gattung ot Ordnung-in #==§ zu oo” wie
81%
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(1,____ 1)! fc(g) (cng)y_z“. (Cﬂx)v

(cta)’
das Normal- und das kanonische Integral dritter Gattung

in &===§: — log(ckwx); inz=="n: log {cnz).

Die beiden Wege von y nach « und von % nach § sind willkiir-
lich; nur wird man jenen diesen nicht schneiden lassen.
2. Das kanonische Integral dritter Gattung ldsst Vertauschung der
beiden Grenspunkte mit den beiden Parameterpunkten, unter Festhaltung
der- Wege, zu.
" - Die Normal- und die kanonischen Integrale 2 Gattung himgen
vom Parameter & algebraisch ab, und swar sind sie algebraische
Forimen von E. ;
" Ersteres folgt aus Be(x) = By (£). Das Letstere aus derselben

Gleichung (oder den entsprechenden aus § 9, Nr.5), durch Integration
nach #:

1) . mA()d" o == zDP (%5 @y, ,...,a)doa;r—-P (3 0yy0ee p)
()J«S”@w Jé&'n @qy Qo D :y 1 D
4 Dxld, (§) | Ee(2) Aoy — Ex(E) | P () dodgi,
Fieef Jo-e
,(2) fBg(w) Ao, -.-.—.-.»ng(w) dco,,+23ax(§)f¢,,(x) de,
] -y * Y

— Pl thy -+ 00) 2 0u(®) [ B (0) do.
* ¥

3. §10 liefert durch Multiplication mit de, und Integration nach
z die Reduction aller algebraischen Integrale auf die N.ormalformen;
so (2) voriger Nummer die Zuriickfiibrung ei'nes beliebigen Integ:rals
Yter, Gattung mit Parameter £ auf eine in diesem Punkte .und in p
Lﬁgfﬁleren Punkten gj:éendlich werdende algebraische Function von %

3

st wof p Integrale 2¥° Gaftung erster Ordnung, welché _je einen

8?%@@ Punkte zum Parameter haben, - Der Integrationsweg ist dabei

'g’”‘“ = >, ) - . o7 o Py he M
\' &mgﬂ‘ggﬁi,ﬁgﬂﬁk liefert analog die” Darstellung. des Logarithmus einer
ﬁéﬁé@ig‘éﬂ‘ﬁlfg*‘éb‘iaﬁeh&n Function von & durch eine Summe von Inte-
slen StGiatiing mit der Grenze £; *deren Parameterptinkte die Un-

endlichkeits= Evfid - Nullpunkte der Function sind, sowie- durch eine
Qumuie vor-ifateigralon: erster Gatbing' dach £ Hierbéi “hingt der

Werth des Tiogatithinds von dem Tutegrationsweg von % hach & ab.
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§ 11, Nr.2 und 3 liefern, indem man den Werth von Pz, (21),

bez. Py (x,) aus Formel (2) dieses Paragraphen einsetzt, unter Beriick-
sichtigung der fiir die ¢;, ¢;; bestehenden Bedingungen:

&
2® _ 2t __ 27 Z’ , )
) P (§) P (1) -/ c‘*‘J Bz, (§) do,

also die Darstellung der allgemeinsten algebraischen Function von &
durch eine Summe von kanonischen Integralen zweiter Gattung, deren
Parameter die Unendlichkeitspunkte der Function sind. Der Integrations-
weg von 4 nach £ ist hierbei wieder beliebig.

Auf die Darstellung von log Z((g und auf die Integralformeln von

8§ 12 komme ich in § 14, Nr. 6 und 7 zuriick,

§ 14.
Die Differentialgleichungen des Abel'schen Theorems.

1. Nach § 11, Nr. 2 stellt sich die Differentialableitung D; irgend
einer algebraischen Function von §,
26)
(&)’
die in den Punkten § = x,, %;, .. ., & je zu oot werden soll, durch
die kanonischen oder Normal-Formen 2ter Gattung erster Ordnung mit
den Argumenten z; und mit demselben Parameter £ so dar:

) D2 — St By = S}uDePi (e,
wo die P
w
@) = 1(#) [ v ® }&m
die p Gleichungen. erfiillen:
(3) Z Ci Px (x;) =0 k (%===1,J2,y. . ,‘%“)):

1

Lasst man ferner die ¢ diesen p Gleichungen (8) gentigen, im
Uebiigen aber vollig willkiirlich, so bedeutet die reehte Seite von (1)
immer das Dg einer algebralschen Function von E, ; die hochstens in
Ty 5+, % 20 jo 00! wird,

Sei jotzt allgememer ! der Werth den eine algebraische Fune-

tion -2 ((g in &=z, ey annehme, go werdén- die Relationen

g ® -
(1)———(3), angewendet auf “die Fune’bwn K gg)z )z. PTOL welche daselbst
zu ool werde:. :
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Xy - D ,.,,(g)ﬁg},x(g) = = se; By(w)) = 1 i¢; Dg Py (),
do

, ' g

) 4= 2@ [or¢<s>—1dz<§)]s=z,’

3) D dipe(m) = 0.

H
Aendert man A um d4, so erhilt man eine (z,, . . ., Zr) benachbarte
PunEfgruppe @, 4+ a2, ..., %, + da,) auf f, in welcher l:%— den
Werth 4 4+ d4 annimmt; dafir wird
(@) — 4 gm) =0,
(X)) — Ady (%) = x(x;) dA.

Man darf also in (2') bei gegebener Function —'—:% setzen:

@ b= it
d. h.

Bedeuten die dw,, digjenigen zusammenhingenden Werthe der
Differentialform de,, welche an den r Stellen z;, wo eine algebraische

M@%ﬁm -"—:% wgend cinen gegebenen Werth A ammimmt, durch Aen-

derung “von A& wm dA entsichen, so bestehen die » Gleichungen fiir
die @ @y :

®) Digi@)dog =0  (x=12,..,p),
1
und man hat

r da, T do,
® Dt "‘236@0711 =ZD$P€’J(“‘>“ET"

2. Aber dieser Satz lisst sich auch umkehren. Nahm man
nimlick alle algebraischen Functionen von &, welche in Zyy oo &y 20
- “%Ge. i _1%r Ordnung) werden, so erhielt man alle’ moglichen Werth-

Wystethe dor ¢, . 7., ¢, welcke die p Gleichungen (3') befriedigen
| “REHHER* Dabei kann man- auth di nocheinen willkiirlichen festen,
tneftligh “kleinen Werth geben. Daher werden auch-die aus “alge:
zisehén “Fusictionen berechnsten dw,, == ¢, d4 keinen -Weiteren Be
ditfgungen tintefliegen, als deri Gleichungen (5), und ‘man karn somit
den-Satz ‘ausipreckien:.

St 1 Puidte 24, @y, .. ., von f gegeben und bedeutet Aoz, ..y Aoy,

irgend ein thﬁsystem der Dz’ﬁ’ere;atz‘alform oo, = iﬁ;.?;}“) in.diesgn-
‘ A et
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r Punkten, fiir welches die p Gleichungen (D) bestehen, so existirt eine
algebraische Function ”’Eg von &, welche hichstens in jenen Punkten

®y ... 2 einen beliebig gegebenen Werth A (je in 1'r Ordnung), in den
Punkten z, + dz,. .., # -} dx, den dem 1 benachbarien, sonst be-
liebig gegebemen Werth A 4 dA annimmi. Diese Function ist durch

(6) gegeben, d. h. durch

2 (&) 1) r oy,
1) Y@ —iz(®  vm)—az(m) 1211’5,,(90,) da

" — do,
= | dog [2113&(00;) -;ﬁi:l,
1

1

wo der Weg von % nach £ beliebig ist, wenn er nur die Punkte w;
nicht enthilt,

Mit anderen Worten:

Die Qleichungen (B) stellen die nothwendigen umd hinreichenden

Bedingungen dar, dass die Punktgruppe

@y~ A%y, Ty + Ay, o .y 2y + ATy
der Punktgruppe
‘ Zyy Ly oo ey Lp
corresidual se,
3. Durch den Satz von Nr. 2 ist die wvollstindige Integration des

Systems von p Differentialgleichungen

r

®) Digu@)dos, =0 (x=1,2..,p)
1
geleistet. In diesem Sinne lisst sich derselbe so fassen:
Die allgemeinste Losung des Systems (5) ist gegebew durch diejenigen

Punktgruppen
Lyy Ty e ooy “’ri

welche wgend einer gegebenen Punkigruppe

Yi5Yzs -+ 2 Yr
corresidual sind,
Als Integratmnscunstanten sind dabei, wenn die willkiirlich ge—

gebene Gruppe (y;, .. Yr) einer cot-Schaar angehdrt, in der ¥, ¥,, . <y,
beweglich sind, die Werthe von Yot+1, Yo+2s » « +» Yr anzusehen, Hs ist
o=r—p-+ @“; wenn ¢ die Bedeutung von Nr. 2, § 11 hat, dass ¢
linear unabhiingige Curven ¢ durch die Gruppe (y1 e Yr)s also auch
durch (#,,, .., %), gehen, L
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Man kann natiirlich fur diese Losung nach (5) auch schreiben:

r 2y
(8) sz (@) Aoy =0  (x=1,2,...p);
1 )

aber in diesen Integralausdriicken sind die Integrationswege von den
: nach den z; durch (5) bestimmt, & h. derart, dass die Integral-
summen von (8) bei gegebenen y, und variablen 2; fortwihrend gleich
O bleiben sollen. Hierbei bleiben nur die Wege von ¢ der Variablen,
etwa die von y,, y,, ..., y, ausgehenden, willkiirlich; die tibrigen
r— 0 Wege sind durch diese (endlich vieldeutig) bestimmt: die Summen
(8) sind iiber ,,corresiduale Wegsysteme* genommen, wie ich sagen
will.

Der Satz dieser Nummer spricht das Abel’sche Differentialtheorem
fiir die Formen erster Gattung aus.

Es wird kaum nothig sein, hier darauf hinzuweisen, dass dieser
Satz verschieden ist von der Umkehr des Abel'schen Theorems fiir
Integrale erster Gattung; da die letztere aussagt, dass ein Gleichungs-
system der Art (8), wo jedoch die Wege von den y; nach den 2; nicht-
corresiduale sind, d. h. nicht der Bedingung unterworfen werden, bei
festen y; und variablen x; die Integralsummen fortwihrend zu 0 zu
machen — wo also Gleichungen (5) nicht existiren —, doch nur auf
eine Gruppe (#,, . .., 2,) fihrt, die zur Gruppe (y,, . . ., %) corresidual
ist. Dieses letztere Theorem ist hier als specieller Fall des sog. Unn-
kehrproblems zu behandeln (s. § 15, Nr. 4); in den Anwendungen
jedoch wird nur das Differentialtheorem benutzt werden.

Zu dem Vorigen ist noch zu bemerken, dass die Anwendung der
Gleichung (1), Nr, 1 verlangte, dass die Punkte #,, #,, , . ., %, endlich
von einander verschieden sind, Dies tritt in der That in der Formel
(1) ein, da zu diesem Zwecke der Werth 4 nur genfigend allgemein
zu nehmen ist. Wenn dann in der oberen Grenze von (8) auch einige
_der z; znsammenfallen sollten, so bleiben die Sitze von Nr. 2 und
Nr. 3 doch bestehen, da dieselben bei belichigem Grenziibergange zu
“diesen Stellen existiren. L

“4. Dem Theorem von Nr. 3 stellt sich das Abel sche Differential-
théorem fiir Formen sweiter Gattung erster Ordnung an die Seite, das,
unteir *dén Bedingungen (5), in den Gleichungen (6) ausgesprochen
ist; oder- i Integralform, indem man (6) mach A; von 4==1, bis
Js== By Wobei -

YY) — A x(y) =0

- 1=1,2,...,7),
Ylw) — Ayg(a) =0 =1, ”)

integi*irt?
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r *q r y
©) S f D; Pey(0) dop = ) f Bg () do,
1 73 1 K74

P& —hoy®) _ 1, (Fo gt _
=Dilg ya—ie =7 M prTi el e =5

Die Integrationswege von den y; nach den x; sollen dabei ein ecorre-
siduales System bilden.
Setzt man insbesondere 4, == oo, 4, = 0; wird also die Function

172((55 in den & =1¢; zu O, in den & = #; zu o, so hat man

r xp r %y
@) 3} [DePole)do.= 3] f B (¢) do,
1 4y 1
2® 1 _(Fer)
=Delg v =7 91

Das entsprechende Theorem fiir die Formen 3% Gatiung entsteht
hieraus durch Integration nach § auf irgend einem die Wege von den
" y; nach den x; nicht schneidenden Wege von 7 nach & Sei, wie
in § 13:

§ :
(10) JBe@) dog = [B.(®) dos = Xer(a),
ki N

so wird aus (9)

r zy r ¥y .
1) 3 [Pa@do. =3} (X do,
1y 1y

— 1 {2 =l A0 et 1) }
PE —ag®  w= Lozl |-

b 1—1
@z~h P

¢(§) —~ 4 yE)=0
() — 23 ()=0;
" oder aus (9), fir 4y =00, 4; =0,

wenn

L — %(E) "” ’7)
(11 2 g voTm Ig —-,—,

wo der fiir den Loga,nthmus zu nehmende Werth noch von dem Wege
von 7 nach §, d. b, von 4" nsch A’ abhingt,
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Endlich wird das (%) entsprechende Theorem fiir die Formen
2ter Gattung v Ordnung, aus (9):

(12 2’ jA(”)(w)doax==2 f BY (2) dw, = AP~ D 1g 2E). ;‘fé’)

5. Um das Abel’sche Dlﬁerentlaltheorem fiir eine beliebige alge-
braische Form
M(x)
N (x)
zu erhalten, welche die Punkte # = §,, §,, .. ., £ zu Unendlichkeits-
punkten von den bez, Ordnungen »,, »,, . .., v, habe, wird man diese
Form nach §3 und § 10 in Normalformen zerlegen, und erhilt dann
nach Nr. 4 dieses Paragraphen eine Darstellung (fiir g = 0o, 4, =0):

s %1

1) wa) By == 2’2” 057 Dy lgx(ég

2(§)
+ 12 ?ilg B

(13) D=0,

-1

WO

+wo ferner die Integrationswege von den y; nach den z; ein corresiduales
System bilden sollen und die Werthe der einzelnen Logarithmen von
den Wegen zwischen dem beliebig gew#hlten Punkte  und den Punkten
g; abhiingen, Wege, die bis auf die Bedingung, die von den y; nach
den 2; nicht zu schneiden, beliebig sind.
Besonders einfach wird die rechte Seite der Gleichung (13) in dem
ganz speciellen Falle, dass in dem Curvenbiischel

p(§) —Ax(6) =0,
eine Curve existirt, welche zugleich durch die Parameterpunkte

rs},%, .5 €& hindurchgeht, d. h. wenn 2@ 55 £, ..., & denselben
% 2(&)

Weri:h 4 annimmt. Alsdann ‘vergchwmdet nimlich, wegen (18", die
‘Sumiiie, ‘der logarithmischen Glieder; aber auch die Summe der von
den- vérschiedenen Werthen dieser Logarithmen herrithrenden Unbe-
stimmtheitén: "Um dies letatere zu, sehen, braucht man nur die Formel, .
aus welcher. (13) durch Integratron mach A emtstand, also die (7)

analoge Formel fiir
M)
21 N(a) 2
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ins Auge zu fassen; in welcher Summe der beziigliche Theil zu

Zyszi”(x')dm"l=d’l(zéz - z"-l-a,)zw""o
J j

wird, wegen (13'). Hat die Curve ¢ (§) — A'1(§) =0 die weitere
Eigenschaft, in den Punkten £, &,, . . ., & die Grundcurve bez. in den
Ordnungen v,,v,, . . ., ¥, zu treffen, so wird zugleich

) =12 ..., 7,—1
A(v-l)D 2 (& —0 ( ) 4 s Vs )
¥ 9 E) j=12...5
Man hat also den Satz:
Eaxistirt in dem Curvenbiischel

Y(€) — 436 =0,
dessen. Curven die Grundcurve f in ool Gruppen von je r Punkien
treffen, von welchen Gruppen eine (fir A == co) aus den i, eine 2weite
(fiir & = 0) aus den x; besteht, eine Curve, welche sugleich durch die
Parameterpunkte &, &y, . . ., & hindurchgeht, derart, dass (Byye vy &)
einen Theil einer der oot Gruppen bildet, so wird die Summe der Inte-
grale (13) zu einem algebraischen Ausdruck in den &:

s %=1 _ £
ESZEW?”Dlgﬁ£

Trift diese Cwrve die Grumdeurve in den Pumkten &, &, . . ., & bee.

iy Vomy o + o, Vy-pnilitig, derart, dass ( ey B ‘) einen Theil einer

der oot Gruppen bildet, so wird jene Integralsumme su Null.™)
6. Die Formel (11') fiir

z(&)  w(n
2 TR

filhrt mit Hiilfe von Vertauschung von Parameter und Argument guf -
die Darstellung s

- 28 -v@m) —
44 Byeam (&) - 2(n) Z j Xy 9y do0g 2 ff Bg(w)am;dw,

179y

ﬂZij;w(g?aH ’“P) +Z’a‘i‘/¢‘(g)dmh

% Einen #hulichen allgemeinen Satz findet man schon bei H. Humbert, Sur
le théordme d'Abel eto.; Nr. 10—12, Journ. de Ma.ﬁhéma,t 8ér. IV, +. III, 1887;
mit dem Unterschiede, dass sich derselbe” nicht; ‘aufidie- Unendhehkeﬁspunkte der
M(@)
N(z N@) ’
mva.na.nten Gestalt lisst er daher Ausnahmen z‘u whbrend unser Satz ausnalmslas .
giiltig ansgesprochen ist,

~

Form sondern auf die Nullpunkte von N(x) bezieht. In dieser nichbt- |
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wo nach (2), § 13:

2 jBa,(x)dmw [Délg ﬁg]

(nach (9) dieses Paragraphen).

Dies ist die aug § 11, Nr. 1 dureh Integration nach & fiir den Fall
v =y =1 hervorgehende Darstellung. Dabei wurde aber das
Abel’sche Theorem fiir Formen dritter, bez zweiter Gattung doppelt
angewandt; und in Folge dessen liefert umgekehrt die Formel von
§ 11, Nr. 1 vermdge des Vertauschungssatzes nicht schon die Formel
(11) dieses Paragraphen, auch nicht unter Anwendung des Abel’schen

Theorems fiir Integrale erster Gattung ((8) dieses Paragraphen)

In der That schreibt sich jene Formel § 11, Nr.1 nach (1) des
§ 13 und (8) &leses Paragraphen so:

(15) Dglg %—ZngPﬂ(x;a“...,ap) doy
¢ yl N

»
= 2o {puts 109 - Z’ jE () dans}

Die linke Seite von (15), ist, nach § 7, Nr. 2, d) und (8) dieses Para-
graphert, voit den @, ..., a, unabhingig, und diese Gleichung sagt
nur aus;. dass ihre linke Seite eine ganz beliebige @-Form sei, ohne
einen Schluss auf das identische Verschwinden dieser Form zu bieten.

7. Um die Formeln von § 12, Nr, 2 in Integralformeln umzusetzen,
denke ich in den beiden corresidualen Gruppen

(5 @15 0y Zp)s

(&5 &, . )
die erste als gegeben, von der zweiten £ als beweglich; so dass
&.,..., & Functionen von £ werden, fiir welche nach dem Abel'schen

Theorem (5): -

e £ " -
(16, St dwg, ¥ s (8) dw =0,
also . !
o ﬁm;.{
(&6‘,) ?—é'ﬁ .ngg;:-:r—-—c d);(g gl? .oy gp)

w Som:ﬁ kaﬁ mam als Integralgleichung von (6), § 12, wenn auch
CHE YERRY’ ﬁﬁ%@l‘tﬁ&lﬁﬂ&l 20 (%5 @y - ey Tp)s
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» §i P §
(17) Zifo(g) dog — — De0u(w3 a1, -, %) [ Bu®)dt,
1 7 1 L

also auch, nach § 12, (8) und (8)

» §i 3
(18) Z‘fo(g) dog —}—fo(E)dwg = Py (32, . « +, Xp) s
1y 7

in welch’ letzberer Gleichung (nicht in (17)) die Ausdriicke B () auch
durch Dy Poy (&5 @y, ..., ap) ersetzt werden diirfen.

Diese Darstellung der algebraischen Function Pey (%; &y, - - ) Zp)
von & unterscheidet sich von der in § 13, (3) gegebenen dadurch, dass
hier in ‘allen Integralen 2tr Gattung ein und derselbe Unstetigkeits-
punkt als Parameter auftritt, dafiir aber die Grenzpunkte verschigdent

werden; wihrend dort umgekehrt die Grenzpunkte dieselben, die
Parameter verschieden waren.

§ 15.
Eindeutigkeit des Jacobi'schen Umkehrproblems.
1. Das Jacobi'sche Umkehrproblem fordert, aus den p Gleichungen

r %

(1) > f 0 (@) A0y = the (£=1,2,.. D)
1§

wo die ¢, Ca,y - - ., Cp feste Punkte sind, das System der p Punkte

Lyy Tpyov s Ty, :
von' f=0 als Function der p unabhingig-verinderlichen Argumenté -

Uy, Ugy + + +g Up
zu definiren. CE
Man gehe vom System o

(W65 0+ o thp) = (Os 00 s 0,

(g o vy &) = (C1y o s Cp)
aus und anf einem bestimmten Wege U, zum Systent (4, PR Whp)
hin, so gelange man Zu cinem System (2% ... %", das mit emnem
auf irgend einem andern Wege U von (07. .« 0)» vn?.eh (thyy -+ o Up)
erlangten Endwerthsystem der (Zy, ... %p). 20 ;‘%P{Slﬁlphﬁn ist.
© " Zu dem Zwecke gei zundchst angenommen, ffgias‘s daﬁ gc.agebexfne
* Werthsystem (C3y G20« ¢,) ein Wic t-singuliires 8el, namlich ein

solches, fiix welches die Determinante Efi‘ﬁi (o) « - - Po(cp) dex P
Gleichungen
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2
(2) Py (w,) dw,,,. = dty (le, 2) ey p)
2

nicht verschwindet; d, h. dass die p Punkte ¢, ¢,, . . ., ¢, nicht durch
eine Curve @ verkntipft und von einander endlich verschieden seien,
Aug den Gleichungen

» Vi
® > fou@an. =v (x=1,2,...p)

wird mah dann die Coordinaten der Punkte y; (oder gegebene Fune-
t%éngn derselben) nach ganzen positiven aufsteigenden Potenzen der
"PysWys .4y Up entwickeln konnen, giiltig in einem Convergenzgebiet
G, ftir das die absoluten Werthe der v, unterhalb gewisser endlicher
Grogsen sind. Innerhalb dieses endlichen Gebiets G sind di¢ y; ein-
dgutig durch die v, bestimmt, unabhéingig vom Wege von (0) nach
den (v.), wenn derselbe nur ebenfalls innerhalb G fillt.

Nun bestimme man*) eine ganze positive Zahl r, 80 gross, dass

Uy

?)”:"'_

iqnerhq.lb G fillt, wihrend u, an irgend einer Stelle der beiden Wege
B U oder am Endpunkt (u,,. .., u,) sich befindet. So erhilt man
zwei Wege 7, ¥ innerhalb @; aber zum Endsystem beider, (v, ...v,),
Zugehbrig, ans (3) nur ein Werthsystem (y,%, ..., %%. Lings dieser
Wege Wwird ttberall. aus (2) und @3):

- i‘wg\, 7 A
4) ) 5’: P (2:) & 0, — "'Z’f (%) day, =0,
; 1 1
und" -
4 0

LR L

(5) E if Ox(z) dod, — 2 f Px(%) dw, = 0. (lings V,, U,),
s ] Cp 1\ .3 g‘:

s ) Pi ‘ti» .. : ”ng;éo
©) 2 fou @) dms = r D [0,0) 40, =0 (lings 7, 1),
TE L ke . ) ” xﬁ{%{;“f@‘%‘;”

. (%&:’:%g‘zg’% . :‘in, p),.

_ Di“e *@Efefdhungen (4) sagen™nber; ‘wenh man -diéseéibenerst durch
die beiddn Systeriie
W 13 grideiatl. e

# 5'Weterstrasi in §4 seiner Ablanfitng ,, Theokietdér Abelischen Fimé-
tionen®, Cr. J, Bd, 52 - !
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r ¥4

r Dlou(y) day, + Dlgu(s) do, = 0,
i 1

? .
Z“Px(xz') d o, -+ Eiqox(z)dm,———-() (x=1,2,...,9)
1 1 -

ersetzt, und das Abel'sche Differentialtheorem fiir Formen erster Gattung
(§ 14, Nr. 3) doppelt anwendet, aus, dass ein oberes Grenzsystem der
(®,, . - »%p) existirt, und zwar, dass sich dasselbe aus dem Grenzsystem
¥, .. .yp°) algebraisch ergiebt; nimlich: sur r-fach gesihlien Gruppe der
(¢,% .., Yp®) nehme man als corresidual die Gruppe besichend aus der
(r —1)-fach gezéhlten (cyy . . ., ¢p) und der Gruppe (%, ..., Zp)-

Die auf dem Wege U gefundene Gruppe (%y, ..., %p) kann sich
daher von der auf dem Wege U, gefundenen Gruppe' (%% . .., %)
hichstens dadurch unterscheiden, dass jeme dieser corvesidual ist. - 'Sind
insbesondere (,% . .., %,°) durch keine Curve @ verbunden, so ist die
Gruppe (y , . . ., %p) eindeutig durch die (4, ...,uy) bestimmt. Gehdren
su (2,0, . .., 5,0 oo dieser Gruppe corresiduale Gruppen von'je p
Punkien, so kann man durch geeignete Wege von (05 ..., 0) nack
(%yy . - ., Up) jedes dieser oo® Systeme erreichen.

Die Gruppe (4, . . ., %), oder vielmehr die sugehorige Corresidual-
schaar, hingt von dem System (u, gy . . ., Up) eindeutty ab, fir alle
endlichen Werthe der wu,, %y, . . ., Up.

Dieser Beweis liefert also die analytische Fortsetzung der sym-
metrischen Functionen der p Punkte z,,..., %, von u, ..., 4, Uber
das ganze endliche u-Gebiet hin,

2. Der beziigliche Beweis im § 52 der Abel’schen Functionen vox
Clebsch und Gordan zeigt nur, dass dasjenige singulire Gebiet-I' des
u-Raums, fiir dessen Punkte d1e symmetrischen Functionen der wi gooey xp

unbestimmt werden, indem die Determinanteé 24— Py (xi) . .tpp )
verschwindet, aus dem o-Raum durch 2 Be&:mgungen puﬁg&ehm&en
wird; und dass ausserdem fir die-s mmetr:seken Elm;eﬁmnen der
Zy, ... %p keine singulire Stelle existitt. ~Aber er zeigh ‘nicht, ob
die Beschaffenheit von I erlaubt, durch analytische Fortsetzua:g jede
Stelle (%,, . . ., up) zu erreichen, oder, wenn 80, ob die verschiedenen
Wege von (O vy 0) na.ch (s + ..y Up) ZUM selben Werthe jener
Functionen fiihren. 7

Diese Lilcke lisst sich nun wieder durch das Abel'sche Differential-
theorem fiir Formen erster Gattung unmittelbat’ ausfiillen. Denn sei
(', . . ., uy) eine Stelle von T, (#,,...,%y) irgend eine Gruppe aus
der zugehdrigen Corresxdual-Schaa.r der (@, <. 3y %p); §b bestimme man.
p beliebige feste Punkte a,, ..., ap und p bewegliche Punkte ,,..., %
o0, dass die beiden Grruppen von je 2p Punkien
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(@15« -y Opy 24500y Zp)s
(01,.‘.’ Cp’ yt, oto’ yp)

einander eorresidual werden, und dass die Gruppe (y;, ..., ¥,), welche
(&' o vy x;) dabei zugehtrt, nicht durch eine Curve @ verkniipft ist.

Dies geht immer, da man von beliebigen p Punkten y, , . . ., y, aus-
gehon und ‘dazu ay, . . ., @, bestimmen kénnte. Man hat dann

W

R A e &
6y Z:; i (§;) Aoy, = E'w,,(m,-) Aoy, =du, (x=1,2,...,p).
‘z;**% S A n

k. %
R

1
e

*ii%:}.é aghy, L . . .

*Da, ntip filr é:le symmetrischen Functionen der y,, ..., y, die Stelle
G’y 'ty 863) keine singulire ist, so kann man den u-Weg diese Stelle

. belie‘fgig iiberschreiten lassen, ohne die Eindeutigkeit jener Functionen
zu . stbren. s, VYon diesen hingen aber die symmetrischen Functionen
der v, ... ., %y algebraisch und rational ab; so dass sich dieselben
iih"efgdfe“ Si?gﬂe Wy ..., Uy, hinweg analytisch beliebig fortsetzen lassen.
© 8. Man Jdnnte tibrigens jene Liicke auch noch anders ausfiillen,
indem sich jﬂiflﬂﬁlfe des Riemann-Roch’schen Satzes nachweisen liesse,
dass das Gebiet ' in der Nihe jeder Stelle (u, .. ., #y) desselben
picht mehr, als ooP—8 benachbarte singulire Stellen enthalten kann,
fﬁg in der, That nur p — 2 Dimensionen besitzt. Im ebenen Raum

gﬁgﬂ‘%p Dimensionen (fiir die u als complexe Variabeln), mit einem
sngg@%g@n\@%bmt F von nur 2(p —2) Dimensionen, kann aber zwischen

© irgand.swei. Stellen ausserhalb T eine I' nicht treffende Curve gezogen
wsrti@%&,:agﬁ“frgfem& zwel Curven dieser Art zwischen denselben festen
Endp{iggisenf kéonen. ohne Berithrung von ' in einander {ibergefiihrt

[ 2w el

werden. -, .

Wihrend der Beweis von Nr. 2 dem noch hinzofiigt, dass I auch
durchsetzt werden darf ohne Storung der Monodromie, zeigt diese
]%etrachtung‘ von Nr. 3 den eigentlichen Grund der Eindeutigkeit des
Jacobi’'schen Umkehrproblems. Die Thatsache, dass das singuliire
Gebist: 1ifii-"4 Dimensionen kleiner als das ganze ebene Gebiet, hort
nigmlich guf,"sobald man, statt (1) zu betrachten , ein analoges Problem
BHfE: Jrnbepiatin e Gattune und p Variablen ; hat, fiir das’

B Res der Thatsache, daks die Gleichungen (1) eine und ‘nur -

- . -k
ituale. Schaar von Lpsungen (z,, ..., x,) zulassen, schliesst

ma alha. fiir
S 7 s T4 .
(T g f%;}/"q;,;(x)dw{;ﬂ—-‘- e (x=1,2,...,p)

eintritt, XW%%%> p ist. Man braucht zu diesem Zwecke nur
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Q —p der Grossen #; willkiirlich anzunehmen; oder man wird p
Grossen y aus

v

»
(3) Zif%(m)dwx=ux (x=1,2,...,p)
1 a;
bestimmen, und aus dem Abel'schen Theoreme, wegen
Q »
&) 2 P (%) d 0, —2 P (¥:) oy, = 0,
1 1

die z-Schaar. Ferner muss dasselbe fiir @ < p eintreten, wenn fiber-
haupt eine Losung existirt; man wird dann entweder p — @ Integrale,
jo zwischen gleichen festen Grenzen, zu (7) zuftigen, oder wieder aus
8), (8) diese Schaar finden. Ist insbesondere 4y =0 (¥=1,2,.. ,p),
so geniigt den Gleichungen (7) fiir jeden Werth von @ die Losung ™
Xy == Cyy Ly == Cgy « » +y g = Cqj

also hat (7) keine anderen Losungen, als die der Gruppe (¢y,. .., ¢e)
corresiduale Schaar von Gruppen von je ¢ Punkten. Dieses ist die

in § 14, Nr. 8 erwihnte Umkehr des Abel'schen Theorems fir Integrale
erster Gattung.

§ 16.
Die Transcendente T, (f) und die Function (v, vg;...;%)-

1. Definition der Transcendenten. Es seien wieder die Gleichungén
des Jacobi'schen Umkehrproblems, (1), § 15, vorgelegt

% o
1) S fo@an = GZ55 0
T S é:i:*;r%w;-}s X )
~und die zugehdrigen Wege. & — xz; gégeben, oder bestimmi gedacht.
Dann definire ich T ngirc?; o gt

4 "‘i% w, AT N
Ko@) die

: »
() S ]
) . Tg?’(c) T“I%;L%mﬁmn R A e ARR

(]
» é .
= 2;’;* Kaye,(§) do0z
i 7 *

wo die Summe tiber dié kanonischen Intqg;a}égirﬁter Gattung (§ 13, Nr. 1)

erstreckt ist, und wo die Integrationswege & — 7, diejenigen von [¢))

sein sollen, der Weg 4 — & die Wege' ‘¢; — &; nicht schneiden:”soll;

im Uebrigen beliebig ist: o
Mathematische Annalen. XXXVIL 82
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.« :Permer (§13, Nr. 1):
2 %

® DT (0)=D:Ta (3 %22 %) = S [Be(o) do,
1 Oi

=Zp: szv % (g) ’

mit denselben Wegen ¢; — z;.
Man hat '

. (x x z
@ To () =T (7) — (%)
, béi_ geeigneter Wahl der Wege ¢ — &, £ — 7.
Die ‘Transcendente Ten <§) ist, da das System (2, ..., z,) bei

‘ﬁfcﬁbéfngqlﬁi'qn Werthen det wy, ..., u, sich eindentig durch diese
p Grbssén béstimmt, als Function der p -+ 2 Grossen Ugy oo oy Upy 4
zu untersuchen. Fiir die Abhiingigkeit von den u,, .. ., u, findet man:

T ‘ g

’ aTe,z (w) b4 aw“’i ¥4 aw‘”z‘
5)- ,_W‘L=Z}x;,, (w;)-—%;EZ S f B, (&) do.
~ 7
Aber aus (1)

v A am‘”i 1 od
(é)w - m=$‘m=¢f(aﬂ; Byy LyyeoesZp),

w0
ﬂ{%ﬁi%@)m o Pp(@)i Pu(@n) =1, @an) =0 fiir j= 7.
Also - ‘ s
T Ty (Y ?
(D a;fc) ==2!-(bi(a,,; Ziyarey mp)fB%.(g) dog
1 7

(xe=1,2,...,p).

!‘§2ﬁg~U?bérgang su Punctionen von p Variablen. Die Gleichungen
€%}; verbunden mit Gleichung (17) von § 14, fithren dazu, aus den
W1 Variablen @)% . gyar,, & "pCombinationen derselben &4, .. ., Evpy -

ﬁ"iﬁlﬁ%ﬁn&lé&e‘é in Bezhg.auf 7, einzufuhren, indem man annimmt, dass
"dig:-8,: Gruppen von je p - 1 Punkten

(@5 @1 @55 - - <, %),

(&; gxl, Exgy oo oy gxp);

(0529w 5 o -+ +5 3p)
fu_eitiafle Gorkesidual sind. $b wird®)

- tef 5 ’.ﬁ}i‘\;«

B I

*) 8. Formél (32) der “Weierstrass’schen Note in Cr, J. 47,
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© bxi
®) aTE”( ) __ 2’ j B, (§) do;.

L T

wo die Wege rechts durch das Abel'sche Theorem bestimmt sind.
Schreibt man das Abel'sche Theorem fiir die ersten beiden Gruppen
in der Form

Gy

p Em
9) J 1 (2) A0y = u) — f (%) doy + [ s (@) do

Gy

= -+ q)h($)dmx (‘hmi,?,...,p),

fiir die erste und dritte Gruppe:

Nxd

(&) Zf%(w) d oy = up — qon(x)dwz +J¢a(x)dwe

= wy -+ | pa(w) d ey (h==1,21° v D)y

so sieht man, dass der Differentialquotient (8) die Differenz zweier
Functionen wird, von denen die eine nur von den p Grdssen

(]O) Up == Up '—prh(w)dww (h:.—.-—-..l,2,“.,p)’
¢
die andere von den p Grossen :
) ”

(10) Wy = Up — %;\(,g&) dﬁ?gr (b = 1,2, ey D),

wo §{ ein beliebiger fester Punks ist, abhingt; dehm auch die Wege
rechts in (8) setzen sich aus dex Wegén ¢ — € und % — ¢ von
(9) und (9) genau zusammen. Diese Zerlegung geht also weiter als
die durch Gleichung (4) angezeigte.

Aus (8) folgt: -

;; Sy i G
) i‘“"Z’ fB«x@d@sem—Z jéah(ﬁ)dws
v hi

Hier kommen die mit den w sich &ndernden Grossen nur in den oberen
und unteten Grenzen der Integrale wor; ‘da min zwei Integrale
32%
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jzp(’s’)df‘ﬂs, ’f*ﬁ(ﬁ) doog

bei derselben oberen Grenze 2, aber mit verschiedenen unteren Grenzen
oder auf verschiedenen Wegen genommen, sich nur um eine von #
unabbanglge Grosse unterscheiden kbnnen, so kann man, wenn man

einfiibrt
‘shz § »i

(12) Q= szaﬂ(E)dws—mzf < () dag,

1 e«

wo die a; beliebige feste Punkte und die Wege beliebig sind, die
Gleichung (11) auch so sehreibern:

(13) - Qp= Q’l:
d. b. @ ist von & unabhingig: ’
(13) . Ds Qs =0.

Diese Glelchung fithet aber auch unmittelbar zur Bestimmung dey
Abhéngigkeit von Q: von den u,, ...,u,. Wegen (10) schreibt sich
(12) zunéchst:

5);1-

(14) Qg-——-;,—;;—z [Ba® dwg-——»—-z f By, (£)dog=F (v, .., )3

1.d

also aus (13)und (10):
aF /TP, /) 3F ’I) ’
Z’f (: ,,) Dgv; .—:.._Z' (%;v %(g) =0,
1

Da man nun auch die v,,...,9,, & als unabhingige Variable betrachten
darf, und da zwischen den @:(E) keine lineare Relation besteht, so -
wxrd

0Q:

0v;

" 317'(’01, Ceay ’Up)
87};

i

==‘0’

&, Q:; zsf auc?i wn den m 1 g‘iso den Uiy unabhangzq Setzt man

so zez it szch &ass
‘%fa%%i‘ st \g; e ST e

(15) %%Qf

o "%@M@hrmg der Fwnct@m von p Argumenten. Die Gleichung
(15} giebf; wenn man ¢; in der . Form (14) schreibt, Anlass zur Ein-
fuhﬁmng e}g%v%@chgn Fﬁmﬁwﬁ ‘zen By £as Upy welche einen Theil
der. in N#. ¥ g’e:na,ﬁhtena Zszﬁleguigr dés -Differentia]quotienten (8), also
a.ucﬁ Vol

“«: E&} am»

*)é Welaritragg, in Cr. J. Bd. 43, Bormel: 38):
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0Ty (f)

?
dv,

bildet. Ich setze

P ém‘
16)  — St [Boy (@) ders = 0x(vy, 00, -, 0) = 02 0),
1 a,- -

(¢=1,2,...,p),

bei willkiirlichem festem Punkte ¢ von (10), willkiirlichen festen
Punkten o; und willkiirlichen Wegen o; — &4, Die Gleichung (15)
sagt dann aus, dass ~ " |

@y (v) dvy + 0, (V) dvy + - -« - @y (v) vy
das vollstéindige Differential einer Function

. @V, + ..y Vp) = 0 (V)
von den p Grossen
) VyyVgyev ey Up
8¢, h

Die so zu erhaltende Function (v) hiingt aber, ausser von den

p Argumenten v, auch noch von dem festen Punkte { ab. Denn
lisst man die v constant, indert aber ¢, so muss man nach (10) ent-
weder die z,, ..., #, oder £ dndern, also jedenfalls die £w und damit,
nach (16), die w,(v). Die w.(v) hiingen ferner von den festen Punkten
a; ab, aber nach (16) nur je in einer additiven Constanten; w(v) also

-in einem Gliede von der Form ’

2; Ve (&g, o oy Bp) Vs
- : ,

Endlich hiingt auch w(v) von den p festen Punkten @y, . . ; 0y 89sSer:
halb der p Argumente v ab. L SRR '
Alle diese Vorkommnisse Jassen sigk nun, wie im folgenden Para-
graphen gezeigt wird, heben; went man:diejenige Transformation - det
Argomente v vornimmt, welehe im Clébschi-Gordan’schen Werke -&ink
gefilhrt ist, und auch gie.pnteren Grenzen oy in (18) entsprechend
sndert, also die .(v) ums Constanten, was ibre Eigenschaft als
partielle Differentialquotienten einer Function nicht stdrts )
Die durch (8) diréet -angezeigte Zurtckfithruig- von- Tgy (f) auf

17

diese Function (odebi';aiuf;;@? (u)) , und dié Untersuchung des Charakters
dieser Function wird erst nachher ausgefiihrt werden.
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-§ 17.
Die Function Q(7;, V,,..., Vy).

1. Transformation der Arqumente v,. Der erste Gesichtspunkt
ist der, dass man in Gleichungen (10) des § 16 die unteren Grenz-
punkte ¢; der w; so von { abhingig macht, dass die v;, bei gegebenen
§, @y, ... %y, von { unabhingig werden; d. h. dass

2 ¥ &
) > o@ do. — [ u(o) do, —o,
1 g [

wenn die ¢’ 5o von §’ abhiéingen, wie die ¢; von'f. Hiernach soll sein:
(&5 ¢y .. 6) corres. zu (8 ¢,y...¢,),

was auf die allgemeinste Weise geschehen kann, indem man p1
willkiirliche Pankte 7, C,, ..., G, von f annimmt, die Geraden (98
und (n§") legt mit den beziigl. weiteren Schnittpunkten s, .. ., Sm—s
und s, ... 8,3 und dann die ¢, ¢’ dadurch bestimmt, dass man die
s, C, ¢ durch eine zu f adjungirte Curve (m — 2) Ordnung, die
$’y O, ¢’ durch eine zweite solche verbindet. Dann héingen bei ge-
gebenen v die o, (v) nicht mehr von ¢ ab, wenn man die o; beliebig
fest annimmt; wohl aber von denm Punkten 7, Oy .0y G

""" Man lagse aber % an ¢ heranrticken, ziehe also in ¢ die Tangente
VOI'f, tind bestimme auch die ¢ so als Functionen von ¢, dass die
Punkte - ¢; "Bez, “den - Punkten C+ benachbart werden; d, h. man legé
dureh die %*23 Vreteren Schnitbpunkee % der Tangente in ¢ eine zu
f adjungirte Curve (m — 2)tr Ordnung;* telche f in noch p Punkten
beriihre. Solcher Curven giebt es eine efdtiche Anzahl, wenn die
» Punkte. durch keine Curve ¢ verkniipft” seinsollen; es sei eine solche
peigentliche” Bertihrungscurve gewshlt, bei der keiner der » Punkte
mit ¢ zusammenfillt, und solche p besonderen Punkte ¢;=(C; seien mit

N } Eis s ooy G
bezeichnet, Diese Punkte §5.. . & hingen nur von ¢ ab. Bestimmi
man jetzt die &), wep§p 80 nach (1), dass '

B ey 8) corres. zn (SR TR AN

86 wetden: mith &ié &, . ..; £/ die Bertihrungspunkte einer eigent:
Iféﬁen adj. Curve (my <= 2)‘e*f@r&uﬁgﬁ, “welche noch durch die weiterea
5 & Seiiftpunkte # der Tangente in ¢’ gehi; Punkte, die also
zwars Sfndediip- aug ¢ s 815« + - Ep sich ergeben, aber doch von ¢ allein
(vieldettig)¥4bkgnger: In der Thiat' folgt aus (1) und ams

2

E i
ok m—2
2 (o) do,+ ) "fepz,(w) deo, = 0
i 9 . 1 % ~ R
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e

auch:

m—2

& tf
o 4
22’@‘.! @ () dmz-l—zgfq)h(x) doy = 0.
1 i 1 {i

[Es ist dabei vom invarianten Standpunkt aus selbstverstindlich,
dags man auch, ohne Aenderung des Resultats, definiren kdnnte:
man nehme irgend eine [ in § berithrende Curve ¢; durch deren
2p — 4 weitere Schnittpunkte 4 eine eigentliche ®®),*welche f in noch
p Punkten &, ... § bertihre, analog fiir {’; so gilt (1) fiir

Ci=§&, & =

und alles Uebrige. Die Punkte (£, #, &) bilden dann die 3(p — 1)
Bertihrungspunkte einer iberall beriihrenden @®). Aus einer oo®#—%
Schaar solcher Berithrungsgruppen, die éin System' bilden, sind die
hier vorkommenden .p Punkte &, ..., & offenbar dadurch ausgezeichnet,
dass sie sich mit oo?~2? (statt co?~3) Gruppen von je 2p — 3 Punkten
zu Gruppen des Systems ergéinzen, niimlich mit den zu (¢, 4, .. ., tap—a)
corresidualen Gruppen, d. i. mit den Gruppem, welche die durch £
gehenden ¢ aus [ ausschneiden®).. Man kann gueh sagen: -die p
Punkte &,. .+, &, doppelt gezihlt, bilden eine Gruppe von 2p Punkten,
welche corresidual ist zur Gruppe (§&1y. . . lap—s), Wo die lj,. .0 lap—s
der Schnitt von f mit irgend einer ¢-Curve sind.]

Wir setzen nun, statt der % und v von (1) und (10) des § 16:

: s B
@ U= [ o0 do.,
1 §i
» ' & i
@ 7=21 [ 0w d0.~ [ 510 dun = T [ ou(e dae
b A 1 ;i{%

% 284
p S
bW} . fi6 s
= ’f%(@ dy)
1 g

(h t-:-=E1:, 2, o9 D), }

wenn (§; i, + - o &) corres. zu (§ £y, -y Ep)-

- Die Argumente Vy,sind. jetzt von ¢ .unabhiingig  geworden. Die
linke Seite von (16), § 16; wird daher ;ebenfalls; von ¢ unabhiingig
und eine Function der Vi, ..., Vpj Igié,ngt“a}bgr% immer noch von den
o) ..., & und ded @;,..., @ ab. Die 2 and ' dagegen treten nur
in der Vetbifung der Vy, ... Vp ein; diese .aber, wie die &xs, alsg ’

Foi
E .ok Y

* 8. die Bemerkung von Frob e;xigs,gﬁﬁtb.}ﬁmhr. vom 29, Mirz 1888
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die linke Seite von (16), § 16, &ndern sich nicht, wenn man die 2, £
durch solche p - 1 Punkte z;, " ersetzt, fiir welche

(8% @1y . @) corresidual zu (§; 2, ..., 2,).

2. Einfiilrung der Q,,(V) und von Q(V), Nach (10), § 16 hat
nian auch:

» £
@ sz‘f“?z!'f%(w) dor; — [ 91(2) do,
M 1 G
» sxi
=2f<;>,,(x) do,,
b Gy
wenn , .
: (qx; ﬁlxz, * s o wp) COI'I'GS. Zu (g; gxi’ LYY gxp)’
. (s &6y -n o) . (65 Gy o Oxp),
also auech

(@x; &85y .. &) ” w (B Geyy o u Axp)s

wo also die @1, ... Gy nUr von a, abhingen. (Die Wege Ui = £y
liingen nach dem Abel'schen Theorem ab von den Wegen & — z,).
Manschafft daher aus der linken: Seite von (16), § 16 die ;,.. ., a,
weg und fuhrt sie in eine Function der Viseow Vo, und ausserdem
mur von a,, dadurch iiber, dass man dort setzt

O =Gxsy (te=1,2,... p)
So ftihten wir die folgende, von o, (v) um eine Constante verschiedene
Function ein .
» Em‘
B U(Tiyen V=% = — S [ B, ¢ doy.
1 Gy

%3

Diese Sumnie von kanonischen Integralen zweiter *Gattung, mit

dem gemeinsamen Parameter a, und mit den Wegen von (4), ist bei
ticht speciellem & endlich, da Keiner der Punkte g, 13+ o Oxp Wegen
der Annahme tiher die zu ¢ gehorige Berithrungscurve mit a, zu-
sammentallt,
%*“‘S%Zfr man %-e=1,2,... p, so erhilt man in (3) p Functionen
der-Apgumente 7, ..., Vy, welehe sonst nur beztighich von ay, ..., a, .
abhinj shitid: welche did partielen Differentialquotienten esner Function
WF’%@%@A ‘sind, -die-ick Hit Q(F) bezeichne: -

“a,

) ST R AV, 3 5t () aT, = dR(T, ... Ty
o s =AY

Dass diese Fug:g:éibg YO @, .. .; ap tberhaupt nicht abhingt, wird

sich in N+ 2desfolgenden Paragiaphen ‘zeigen, Q(¥) ist durch (6)
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bis auf eine additive Constante bestimmt, welche man dazu benutzen
kann, Q(0, ..., 0) einen beliebigen numerischen Werth zu ertheilen.
8. Die Qu (V) sind ungerade Functionen der Argumente Vi,...,Vp:
Ty Qe (— Viy oo — V)= — Qu(Vy, -~ V)
Zum Beweise sel {
Evi

. p
~7i= 2 J o2(e) de = D} [ ooy do,

so wird, mittels (3) und (4):

¢ 1

sxi Em‘

S 2
le‘if‘ph(w) d ey -+ thpz,(w) doy = 0;

Gy Y]

und da diese érleichungen fiir alle Werthe der x,,.. . %, gélten, 80
sieht man, dass

By ooe Tpy &y ooy #p) corres. zu (83 ... £,
(gul; I ] gxp) 23:17 L) g:;p) »n -~ » (@31, T a,ﬁ,,).

Die @, ..., @, entstehen also aus den ,... %p, indem man
die Tangente f in & zieht und durch deven m—2 weitere Schnittpunkte
und durch die ,,... @, eine adjungirte Curve (m—2)* Ordnung
legt, welche dann f noch in den #/, ..., #; schneidet. Ich will sagen:

Gruppe (&, . .., @) ist beziiglich §* sugeordnet au
Gruppe (%(, « + » Zp)-
Ebenso ist .
| Groppe (Eiiy .+ o bar)heatiglich, e czaggoringt 20
Gruppe (Ee1y + -+ &up)
Bildet man nun dié Suinine’

y{' €xs 3 Eut
AT =Ty 2 S B dor— S Ba® 2

L ey Loy
0 wird dieselbe zunichst, nach dem ‘Abel'schen Théoreni, (9), § 14,
dine algebraische Fuuction von ax. Aberhnaveh'fdexﬁ,éafzef von Nr.5
des § 14 verschwindét-diese' Function identisth s "dent in der Gesammit~
_heit der beziiglich '@, einander zugeordneten Gruppenpaare’ von 2p
Punkten enthilt jedes Paar, das-einen Pumkbin a, selbst hat, noch
einen zweiten in: @, indemn es aus (Ga® byt lops) besbeht:wo
Ly, . . -5 lapeg ~der-Sehuitt von f mit einer ‘Cuvve @ ist, — , izrit
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Man hitte auch direct vonr der Forderung ausgehen kénnen, stat
der ®.(v) ungerade Functionen aufzustellen, und wire dann ohpe
Weiteres auf die in Nr. 2 gegebene Bestimmung der «; und die in
Nr. 1 enthaltene Transformation der Argumente v; gefithrt worden.

4. Zuriickfiihrung der T auf die Q. Man lasse & auf gegebenem
Wege in 7 iibergehen, und nehme ¢

. (g; gnlxmé} vy g}xp): corres. Z}l ('}]; Nals o ooy n%p);
so erhdlt man auch ein Wegsystem von den &, ... &, zu den
Uely « + + Mups das identisch ist mit dem in Nr. 2 des § 16 betrachteten;

und damit sei:
Ns

7 p_
M W=T— J o @) dws = D} [ oa(0) o,
1 .

Qg

Mxe
- g p (]

®)  U(Wyy..n W) =) =— S [ B, &) da
Dann wird (8), § 16 zu \ P

Mea(e) _ e (o)
(@) i = = (V) — ().
Seien: forner die Werthe von Uy, Vs, W, fiir oy =ocy,..., 2y =0,

mit
US, Vb WO
bezeichnet, so liefert (9):. .

(10 T (== e(my — a7y + (W,

§ 18
Die Function Q(7) als Function der p -+ 1" Punkte g, 2,2, ... %.

. L. Die speciellen und die adjungirten Transcendenten T. In dén
;S}’bel’schen Funectionen von Clebsch-Gordan, Abschnitt VII, werden
zur Zerlegung demﬁranscgndenten Tey (’;c) #undichst nicht Functionen
. viﬂ‘“&' - N - v\t\ It PN N .

,@e{%?“ v s Vp, S6tidern Functionen der p - 1 Punkte §&, Zyy oo ey Bp
b&é@c&ig@zgle Sog. ,,speciellent und sadjungirten® Transcendenten T.
ﬁle@ﬁn‘g?{g g;gg@enj sich hier als' die Differentialableitungen umsersr
?upqﬁégg;ﬁ%@?),bez. nach §, @, ..., %, herausstellen. '

2 O P

'2p Punkte,von £
L BIEe l Foyl Byy ooy By, o,
welche: aus¥2 Punkten £, £ von f .dadureh entstehen, dass man: -die

Gerade £¢ legbamipdurch deren wéitere m-—:2 Sehnittpunkte eine zu
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{ adjungirte Curve (m — 2)ter Ordnung, welche f in jenen 2p Punkten
triftt, will ich als ¢ zugeordnet bezeichnen. Einfacher: die 2p
Punkte sind corresidual zu

(gi g) Zp D AR} Z2p—2);
wo die ! der Schnitt von f mit einer @-Curve sind. Theilt man die
2p Punkte irgendwie in zwei Gruppen von je p:
@ry e @)y (@500 @),
g0 nenne ich die beiden Gruppen ,einander beziiglich £§ zugeordnet®.,
Es wird dann

(€, gy vy @py By ooy Tp) COITES. 20 (B, &y vy Coy Eipeoes Eoh
wo die &, -+ & die in §17, Nr. 1 eingefithrien von § allein ab-
hingigen Punkte sind; d. h.:

p & 2.
) 2! 91 (2) dos — J P@) doy = — J 2 (0) dos.
T L /i

Die ,,specielle Transcendente Tg¢(2)* sel nun definirt durch:

1 x ...\ﬁ
@ T=Ta@=Tu@m. .a=1T(o )
wl’:.',wp

¥

so dass
Tee() = — Tee (@)
Um dieselbe durch Q-Functionen auszudrticken, hat man in (10),
§ 17 zu setzen
£

D } |
U, = Z!%(@ da,, :Vh = U, "Jq’h(w) d“?i:

Wi=Us, Vid=—1Us Wid=— :Vlu (nach (1)),

wonach o e b a ~
(3) T = Tee(2) = V) — Q).
Also auch )

4) Te(w),= Tz (%) — Tur(@).
Zugleich zeigt (10), dass #

@) Tee (%) = Tee(@) — Te (@),

wie auch ads der Definition (2) direct zu erschliessen ist,

Unter ,einém System adjungirter Transcehdenten T werden
‘die speciellen. Transcendenten
®) T® = Ta, t(@x,1) » + ) Trya—1s §, @na1y -+ o Bup)s

x=1,2,..59
verstanden, wo
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@

,\:}%"ﬁ 7@,3’; mx’, (”'=1,2’--.’%"""1, ”+1’o.o,_p)

1&

L,

&}i%g sﬁé(}f) — 1) Schnittpunkte einer ¢-Curve O (z; 2,,..., 2, m
f==0 sind. Die unteren Grenzpunkte

3, z . lgl’ zz, LI ZP

oY g -
3:emﬁ Pt

. Yon T® sind dieselben fir alle o = 1 »2, ..., p, und zwar diejenige

Py

Puankte, fiir welche é
el (85 #15..0 %) corresidual zu (§, 2, ..., &);
denn die w%C zugeordneten 2p Punkte

PN

’1’:5;%@ ,;, ) (mx’ z} »,0 vy wx’”-—l) wg,z-’.l, v xx’p, g, 51, LT z.p)

sﬁdyrja}:,wrresldual Zu Zx, §, verbunden mit dem Schnitt einer ¢
also zu . :

! (wﬂ’ g; xz’i, LI wxix._l, wx’”-*-i, ¢ o w@;’p; xi’ s 0y wx-]., wx+1, .oy wp'

Somit ist aueh
®) TO = — Tp, 2 (215 « + » 2p)-
-+. Nach.:(3) wird
TW = — Q(V®) + Q(T™),

wo
(”)==Z'fq)h(x) Ao, = U, —-qu)h(w) d o,
An
== U}; — qz;,(w) dCO;;J== V;,;
715”) == Vh —J%(@ d @,
also
(6) T = Q(¥7) — Q(¥V™),
@ T =V — J (%) dess
?z"*{;“;:;;‘

sl Bnglg vom 2 ist,
2 Aus (3) und«(6) hat man,-.da U, von &, Vi von 2, unal

t ~‘Q

D¢ ',Iieg (xi‘, C oy Zp) 51)5 T,
Q(V) —'D“’xT‘”;J(zU LY 511) ED@T(")‘

Die Ab&e&t@mgen unserer Function Q(V'Y nach-§ und den x, sin
die Able%mnge% der speciellen Tronscendenten T, T® beziiglich nac
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By

Bs ist dabei zu beachten, dass die Ableitung DgT nach allem &
gemeint ist, sowohl nach dem Parameter g, als nach dem in:den
unteren G‘rrenzpunkten von T implicit enthaltenen £.

Daher stimmt die Function Q(¥) genau iberein mit der von
Clebsch-Gordan (§ 49) durch U(z,, . - -» Z»; £). bezeichneten und da-
selbst noch weiter ausgerechneten Functlon

Aus dem Umstande, dass Q(7) auch durch die rechten Seiten
von (7) definirt werden kann, diese aber von den Punkten a,.. ., a,
ganz unabhingig sind, schliesst man noch (s. § 17, Nr. 2):

Q(V) ist eine von den Hiilfspunkien ay, . .., ap, unab-
héngige Function. '

3. Formeln fir die specielle Trwnscendente‘” "Die Formeln (j)
schreiben swh

®) DeTee(o) = Zexm

Sxi

¢ f (@) di,

B
(.‘Z‘;,) dmm
Gxi
Wir entnehmen zaniichst der Glelchung (8) , dass DeTee(d), ob-
wohl die unteren Grenzen von Tgz(x) von { abhingen, selbst nicht
‘mehr von § abhingig ist; was auch aus (4) zu schliessen ist,

Aus (8) folgt ferner, indem man & == @, setzt, wodurch £,; == ;
wird:

©@ Do, Tapt (@15 « o oy @) = 2] (@) doog. w

3«:05

(8) —

z5

Da hier beide Seiten ausser von 2, : & wpanur&mxrdamwr%ﬁfhﬁhm
Punkhe a, abhingen, setze.man:&.statta,, enydtze. also dipra,ss »dm'ﬁh

diejenigen in § 17, Nr. 1 eingefiihaten, s:monﬁﬁll&ﬂ abhaug&gﬁﬁ Punicte
§;, fir welche

&y & -0 &) @orrggid. zu (g, %{3, o Ep)s

o
(10 DiTi@ = [ e do.,
v <N}

(mit den durch

so wird:

@4
Vi= Z;[%(x) 620?,
- %

vorgeschriebenen Wegen, wenn auch (7) gelten éolt). s5bo
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Dies ist eine neue Ausdrucksweise des D einer speciellen Transcen.
dente’ mit Porameter &; und es hat ein Interesse, dieselbe ohne den
Durchgang durch die Functionen Q direct abzuleiten. Zu dem Zwecke

geheich von (4)
&) Ter(@) = Tee () + Tee)
- aps.und nehme dabei fiir die ¢; ein gewisses System von p Punkten
‘ OI, 021 s 010

“#n ; vimlich irgend ‘ein solches, das, doppeli gezéhlt, 2p den £, ¢ zu-
posstnete Punkte vorstellt, fiir welches also:

» o :
“a\ : ‘?“‘3;-,9 p
‘f%‘l)ﬁ‘“ 2 Z‘f P4(2) do, ~,2f on(@) da, =.0.
T %

iﬁa man die Yfége auf einer der beiden Seiten von (4') beliebig wihlen

kenif, Wird man dann setzen kénuen :
Tez () =0,

und erhilt:

5o 1 z z

(12) Ter(®) =5 Tee (x) =Tes (0) ‘

»g.  Dies ist eine neue Darstellung der speciellen Tramscendente Tgy(x).

BioWege der beiden Seiten von (12) héngen nach dem Abel’schen

Theorem von einander ab.
& == Um anf (10) zu kommen, hat man zunsichst aus (12):

dog

. 2 o . Vi ]
1) DiToy@) = D [ Beta) dos — DI Xes(0) o

1

Hier mache man zwei Specialisirungen. Erstens lasse man rechts das
willkiirliche ¢ an £ heranrticken; wobei die 0;2 zu 2 p Punkten werden,
‘die§? zugeordnet sind. Das zweite ‘Glied der rechten Seite ver-
-gechwihdet dabei. Zweitens aber kann man fiir die C; ein besonderes
Punktsystem gewshlt denken, fiir das, statt (11): .

: 6. .. .
;%g}%m ) 2'5/‘%@) day -—'—21“! 91 (%) dog = 0.
$ Ty |
3% g

&N

%‘&%@@%&h wenn éraﬁmﬁggrﬁei‘ti: continuirlich in das frithere zu %
gehiorige System £,,.. ., £, tber. Sowmit geht dann (18) in (10) tber.
Aus (8) und (10) ergiebt sich noch:

&y \i . éxi
B DR o g - ’
19 3 [B@ 0= 9§ [, o,
L N * Ty
oder {
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»
(14) DeTee (@) = 7 9u(€) Day Tayt (Busy « 2oy Finp)

»p
= r ¢”(§) D“x T“xC(x,)a

1
wo die &, aui, Exe, in §17, Nr. 1 und 2, die o/ in § 18, Nr.'1 &us
den &, @, ... %p definirt sind. Diese Relation swischen p 4+ 1
speciellen. Tramscendenten d. h. die Relation (14), liesse ‘sich war
ebenfalls aus Relationen wie (2), § 13, und dem Abel’schen Theorem
direct herleiten, aber nur durch weitliufige Rechnungen. Indess Awiirde
diese directe Herleitung dann nothig, wenn man von der Clebsch-
Gordan’schen Definition der Function

U@y, py =2Vyy .+ Vo).
durch die Differentialquotienten nach den %, .. ., &n) 3 aug'gghep pd

zur Weierstrass’schen Definition durch die Diﬁerenti@gug;tjignggné‘ nach
den 7y, ... Vp gelangen wollte. )

8 19

Nullpunkte und Monodromie der Function
AUT) = e 2D,

1. Es soll sich zuntichst um die Unendlichkeitspunkte der Function

. QY= Ul - . - %p3 £)
als Function der Variablen 2, . . ., %p, ¢ handeln. Und zwar gentigle
es dabei, Q(V) als Function von & zu behandeln; denn da Y pur in
— V iibergeht, Q(V) also unveriindert bleibh, s wenn:mgip. Hidunsh
irgend einen Punkt # und ..., %, durch.die beztiglich £ Zhgeotdneie
Gruppe ersetzt, so braucht man nur § ‘mif 4, %%3 Verfuselon,
Tyy Ly ooy Ty—iy Txtly « v oy Tp aHEL dﬂrﬁh’di@iﬁi—-ﬁl&’ﬁﬁmﬁ%&
ersetzen, welche mit diesen durch eine ¢ ‘verknilpft Sindy &zddguiiz

Als Function von & kann Q(7); wie die Dm%eiﬁgg“*ﬁérm&%
-leitang nach £ in (10), § 18 lehrt; nur dann*uﬁen’dﬁeﬁfzw@é?ﬁ%%ﬁﬁ
& mit einem der Punkte =, ..., & zusammenfallb.ciRilcké ledin-dg,
ohne dass ;= 2, (i 2 u) , so verhilt sich also; %ﬁ'{%@*}s; Nt. 1,
DiTer(z) wie ’

S }"

To(%x)
. (ckem,)’
daher Q(V) wie -
& £
fo(2,) (cx, dE)

el 0= ey TR
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Fallen aber zu gleicher Zeit ¢ — 1 weitere der Punkte ; in z,, so
dass im Gangen ¢ der Punkte 2,, ..., 2, mit £ zusammenriicken, so
verhilt sich, nach (10) § 18, D Ter(x) wie

To (%)

9 Tekz,) *

also Q(V) wie
o — @ log (cz. £);
A.b. V) wird fiir & = z, unendlich wie — ¢ mal dem Logarithmus
einer. einfach verschwindenden Grisse, wo o eine positive ganse Zahl,
-+ . sAusserdem kann Q(V') nur unabhingig von £ zu unendlich werden.
Dies kann, nach (8), § 18, nur geschehen, wenn einer der Punkte
Exty o+ 1y Exp mit g, zusammenfillt; d. h. wenn entweder & — %;, Was
der vorhergehende Fall ist, oder wenn z,, «,, ..., %y durch eine Curve
@ verkwiipft sind, wobei zugleich einige dieser Punkte mit £ zusammen-
tlicken kdhnten.

Das Verhalten von Q(V) in diesem allgemeinen Falle lisst sich
mit Hilfe von Gleichung (10) des § 17 auf den ersteren Fall reduciren.
Durch #, ..., #, mdgen oo®—! Curven ¢ gehen. Sei ferner mit will-
kiirlichen Punkten ¢, &', £”,...,£@, g, o, ..., ge—1:

@, +.n %, £ corres. zu Wiy «+ o Yoy 1);
W5 - Yo, &) » o @, . 2, §) und (v, ... %, 7q);
) «v0 o) & ") ” w @, w?”; & » W' Yo s 7);

L L3 « T g

2

@{M), e yzf)u '?’15)” g(a)) » ' o» (xg,“):’ v wlg@’ £).

So wird durch successive Verbindung dieser Beziehungen :
@500 0 2py £, 8", ..., E@) corres. zu (2, ..., 28y 1,15 . .., neY),

Durch die p - « Punkte der ersten Gruppe geht, wegen der Will-
kiirlichkeit der £®), keine Curve ¢ mehr; diese Gruppe gehdrt daher
-giner co*-Sehaar an (in welcher die Punkte £® fest werden)., In der
JWeiten-genannten Gruppe dieser Schaar sind die & Punkte z,1,..., g1
ge,ggalk willkirlich,, diese Gryppe ist daher vollig béestimmt und
" 8% .o ™ gehiren keiner.Schasr an, d.h. diese p Punkte sind
‘durch: keine ¢ verkniipfs. ’

Nuh sei
] g ) "
Vs =2?[ oa(@) do, — | @x (@) doryy, Vi =V — ﬁ" #) d w,,
’ ; i ¢

¥
dann ist auch?
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Ye = &
V]’, == f(ph(x) d(i‘)m =2J¢h(x)dwx ~f¢h($) dmw,
S ¥ G 4

t

ferner

ﬂ' ‘Vg"
Vi =Wy —f‘i’h(x) d o, =2J‘Pk(“’) doy
3 t

= g
==2]‘Ph(~’°) doy — | @u(@) do,,
[ Ci

-

,!(a--l) z@) £(@) )
V0= V=D — J on(2) dory = J o1 (%) dogy — [ oa(x) deoy;
£(e—1) ¢ :
und nach (10) des § 17:
, %
QP =7) + T () +0,
o) =) +Teq(d) +0,

(@~1)
QV V)= QFV@) 4+ Tyay p(@—1) (x p )—l— Cle—1),

wo die C, C, ... C@Y vyon den z,,... %, unabhingig sind.-

Somit ’
(V) =7 + Ty (2) +Tew () +-

m(a—l) N Y .
+ Teta—1) ya-1) ( ¢ ) -+ 2 C.

In dieser Reduction beziehf sich nun Q(V@) auf p Punkte a:;fa);g

die auf keiner Curve @ liegen; 7, 7, ..., 7(®~) kann man nach dem

Obigen wegen ihrer Willktrlichkeit so annehmen, dass sie bez, mit
keinem der Punkte #, 2,-.. ., Y zusammenfallen. Daher folgt

nach § 13, Nr. 1:
Q(V) wird nur dann unendlich, wenn in

] §
Z,sz%(w)dmx -—ftp;.(_w) do,
‘ ti [

¢ mit einem der Punkie x; susammenfillt, oder unabhdngig vom:&;
Mathematische Annalen, XXXVII, 33
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wenn  ndmlich durch x,, ... %, eme oder zmendlz‘cig viele O’erm' )
gehen.  Auch Fkoamm Beides sugleich eimbreten. In jede‘m Falle wird
dann Q( V) unendlich wie eine endliche Summe von NEJaty. genommenen
Logarithmen von einfach verschwindenden Grossen.

Directer ergiebt sich dieses Verhalten in allen Fillen aus dem im
Olebsch - Gordan’schen Werke entiwickelten Ausdruck von

QV) = Uz, . - - %» &)

(s. § 50 dieses Werkes; es ist dabei nur dTTy (%) d‘fmh ?(En(x) d o,
zu ersetzen), der nur Integrale dritter Gattung und ein Glied

* ""1032:1"_%(971):-~; ‘Pp(‘vg)
enthilt,

2. Aus Q(V) werde definirt:

‘m AUV, .. V)= AUT) = e~ 2.

Aus dem in Nr. 1 Bewiesenen ergeben sich fiir diese Function
folgende Higenschaften:

AI(V) ist eine fiir alle endlichen Werthsysteme der - Vy, ..., Vyp
endliche Fumction. Dieselbe verschwindet, und zwar tmmer in endlicher
gonzzahliger Ordnung, nur fir diejenigen Werthsysteme Ve Vp
fir welche, wenn man

o = :
@) V,,=Z’.[q>,.(x)dm, -—le;.(w)dww, h=1,2,...,p)
S

setet, & mit eimem der Punkle z; susammenfillt, oder x, . . ., 2, durch
éine Cuwve p verkniipft sind. Tritt der letetere Fall ein, so verschwindet,
AI(V) als Function von & identisch; wenn nicht, als Function von &
in den p Punkten %, ..., zp je einfach, bes. o-fach an einer Stelle
£ = o', mit der ¢ der Punkie x,, ..., %, susammenfallen.

8. Monodromie. Bewegt sich das Werthsystem der V,,... 7,
von (O, ..., 0) nach (V,,..., V,) hin auf einem bestimmten Wege,
36 dndern sich auch die (#;, . . ., %) aus (2), d. h. aus

T G
; Vz;--egz e 9 (@) dow, (h=1,2,... p)
2

iach §-15; . von den dort behandelten singuliren Stellen abgesehen,.
eihdettig iund ebenso, nach dem Abel'schen Theorem, die £, also
die Q (V) von § 17, und damit auch Q(¥7) und AI1(V); und diese -
Aenderunigen. sind durchaus stetige. Betrachtet man zwei Wege der
(V) welche:zum selben Endsystem fihren und ohne Ueberschreitung

jener singulizéih:Bfellen in einander: #berfihrbar sind, so gelangt man-
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nicht nur zum selben Endsystem der (), also der £.;, sondern nach
der Definition von (5), § 17 -auch zu denselben Endwerthen der Q.(V'),
und somit von AI(V). Von den in § 15 angegebenen fiir die (z)
singuldren Stellen (V') kommen fiir die Function AI(V), da sie ausser-
dem sicher endlich und stetig ist, nur diejenigen Stellen (¥7) in Be-
tracht, fiir welche Q(7V) unstetig ist. Aber gerade diese Stellen —
z; = &, oder #,, ..., x, durch Curven ¢ verkniipft — sind in Nr. 1, 2
untersucht: in ihnen verschwindet 41(¥), aber nur in endlicher posi-
tiver ganzzahliger Ordnung, ist also daselbst ebenfalls endlich und
stetig (obne unbestimmt zu werden, wie die (), wenn sie eine Special-
gruppe bilden). Daher bleibt AI(¥), wenn man die Wege der (V)
iiber jeme speciellen Werthsysteme (V) fiihrt, doch eindeutig, d. h.
AU(Y) hat fiir kein endliches Werthsystem der (V) eine singuldre Stelle.
Somit lgsst sich, nach bekannten Sitzen, AU(V) in eine Potens-
reihe nach ganzen positiven aufsteigenden Potenszen der Vi, Vyy...y Vp
entwickeln, die fir alle endlichen Werthsysteme der (V') convergirt.

Mit diesem Satze ist auch das Ziel unserer hier anzustellenden
Betrachtungen errveicht. Wie man die Formel (10) des § 17 benutzen
kann, um die kanonischen Integrale 3ter und 2tr Gattung auf die
Functionen AI(V) zuriickzufiihren oder, mit Hulfe des Abel'schen
Theorems, die symmetrischen rationalén Functionen der p oberen
Grenzpunkte und beliebige rationale Functionen der Coordinaten eines
Punktes der Grundcurve durch Quotienten von Producten von Func-
tionen A1(V) auszudriicken, ist im Clebsch - Gordan’schen Werke iiber
Abel'sche Functionen so ausfiihrlich dargestellt, dass es nicht nothig.
wird, von unserem Standpunkte aus darauf einzugehen.

Erlangen, Juli 1890.




