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MEi}IOIRE
SUR LA THiWRlE GEOMETRIQUE DES SURFACES DU SECOND ORDRE,

PAR .lll". CU. MERAY

Docteur-es-Sciences.

AVERTlSSEllfENT.

Ce memoire contient l'application des principes exposes par M. Chasles, dans son

Traite de qeometrie superieure, a la theorie des surfaces du second ordre. Je l'ai di

vise en huit paragraphes qui renferment, le premier : les proprietes des figures cor
relatives SUi' les quelles s'appuyent mes raisonnements; le second: Ia generation des

surfaces du second ordre, leur classification et la theorie des cones j Ies trois sui

vants : les proprietes des poles, plans polaires, centre, axes, genera trices rectilignes,

Ie sixieme . un second mode de generation des memes surfaces et les consequences

qui en resultent; les deux derniers enfin, la theorie des lignes focales et des sur
faces homofocaIes.

§. I. Exposition de quelques proprietes des figures correlatives planes.

1. Je vais rappeler quelques proprietes des figures correlatives, dont je ferai sou

vent usage. On consultera pour plus de details la Geometl'ie superieure de M. Chasles.

Deux figures planes F, F' sont dites correlatives, si, la premiere etant composee

de points m, m I etc., et la seconde de droites ~f, M'I etc., it un quelconque m, des

points de la premiere figure, correspond une droite M' de la seconde , et de telle

sorte que Ie point m venant a decrire une droite quelconque M, Ia droite M' tourne

autour d'un point fixe m' et forme ainsi un faisceau homographique a Ia division
tracee par Ie point m sur la droite M. On pourra encore dire, si on veut donner

un sens moins restreint it une expression employee par M. ChasIes (Principe de cor
respondence entre deux objets variables, Comptes rendus Tome XLI), que Ie point

m correspond anharmoniquement it la droite 1W et reciproquement . On verra sans
peine d'apres la definition precedente, que Ies elements m' et M se correspondent

anharmoniquement.

Comme exemple de figures correlatives, on peut citer deux figures contenues dans
le meme plan, et dont l'une est forrnee par les polaires des points de I'autre, par

rapport it une meme section conique, mais on se trouve alors dans un cas particulier.

2. Pour construire deux figures correlati ves F, F', it suffit generalement de con-
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naitre quatre points a, b, c, d, de Ia premiere, correspondents a quatre droites AI,

B' C' D' donnees dans Ia seconde., , ,
Ces points et ces droites peuvent etre pris u volonte, et dans tous les cas, la

construction des figures dont ils doivent Iaire partie, n'offrira aucune difficulte; il faudra

seulement, ce qui est evident, que des droites concourantes correspondent toujours 3

des points donnes en ligne droite.

3. La definition des figures correlatives, entraine immediatement les deux pro

positions suivantes :
Deux figures correlatives a une troisieme, sont homographiques.
Deux figures respectiuement homographiques a deux figures correlatives, sont

egalement correlatives.
4. Je nommerai points associes, deux points tels que m et m l

, faisant partie de

deux figures correlatives et dont chacun est situee sur la droite correlative de l'au

tre; et droites associees des droites M, M' dont chacune contient Ie point qui cor

respond u l'autre. Un point quelconque de l'une des figures, a une infinite d'asso

cies en ligne droite; une droite quelconque a de meme une infinite d'associees con

courant au point qui lui correspond.

Nous pouvons faire des a present une remarque qui nous sera utile: si des points
n, n' correspondent anharmoniqucment it des droites associees M, M', ou meme a
des points associes, (c'est-a-uire s'ils sont homologues de ces points dans des figures

homographiques), ils seront eux-mernes associes; on fait aisement une remarque ana
logue, sur les lignes droites.

5. II est facile d'ecrire l'equation qui existe entre les coordonnees rectilignes des

deux points associes m, m'; si on designe en effet pal' x, y , les coordonnees du

premier point, rapporte it deux axes pris it volonte dans la figure dont it fait partie;

pal' x', y', les coordonnees du second obtenues de la meme maniere , et enfin par

«.~, Y j r), p', y' j a lf
, pH, ,I', neuf constantes convenablement choisies, on aura l'equa

tion connue:

(ax + ~y + I')x'+ (a'x + p'y + y')y'+ {(XIfX + ~"y + 1'1f) = 0 (1)

Ilne equation toute semblahle pourrait etre obtenue entre les coordonnees tangentielles
des deux droi.es associees.

6. Nous avons suppose [nsqu'a present, que les plans F, F' etaient situes d'une

maniere quelconquo, s'ils viennent a se confondre, certains points pourront etre si

tues sur leurs droites correlatives ; ces points qui se confondent ainsi avec un de

leurs points associes seront nommes points doubles, On etablit faciIement SU!' les points
doubles les propositions suivantes :

Le lieu des points associes doubles est une certaine section conique.
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I'aide de la leure s cette conique qui se presentera souvent dans

32
Nous designerons a

nos raisonnements.

L'enneloppe des droites associees doubles, que ron definim comme les points
doubles, est eqalement une certaine section conique [,.

Les deux combes e et [, ne coincident generalemcnt pas et peuvent d'ailleurs
etre reelles on imaginaires.

Pour avoir l'equation de Ia courbe s en coordonnees rectilignes , il suffira de
supposeI' que Ies deux systemes d'axes coordonnes du N? 5 se confondent, et de poser
alors dans l'equation (1)

x=x' , IY = y,

On remarquera que Ies neuf coefficients de cette equation se reduisent a huit. On
ohtiendra de la meme maniere l'equation de la courbe [, rapportee it des coordonnees
tangentielles, et on en deduira si on veut, l'equation en coordonnees rectilignes.

7. On trouve au N? 600 de la Geometric superieure de M. Chasles la demons
tration du theorerne suivant :

Etant donne dans usi meme plan deux figures correlatives, it y a trois points
et trois droites (deux des trois peuvent etre imaginaires) dont les elements corre
latifs pris successivement dans les deux figures se confotulent.

II peut arriver qu'un point quelconque du plan ait meme droite correlative dans
les deux figures; Ies courbes e et [, cessent alors d'etre distinctes, et Ies figures pro
posees sont nommees polaires reciproques, par rapport ala conique e ou [,; Ies points
que nous sommes convenus de nommer associes, deviennent ceux qu'on nomme con
jugues, dans la theorie des polaires reciproqnes,

Pour quc cette circonstance se presents il est necessaire et suffisant, que Ie nombre
des points dont les droites correlatives prises dans Ies deux figures coincident, soit
superieur a trois.

8. Nous avons dit au N? 2, que quatre couples d'elements correspondants suffi
sent pour construire completement deux figures correlatives; mais les figures que nous
aurons it considerer dans Ia suite, ne nous seront pas toujours donnees de cette rna
niere : nous devrons en construire, connaissant seulement un certain nombre de cou
ples de points associes on de droites associees. 11 importe done de resoudre les pro
hlemes suivants .

1? Combien [aut-il cotuuutre de couples de points associes pour pouooir con
struire deux figures correlatives?

2? Effectuer la construction it i'aide d'un nombre su/fisant de donnees.
L'equation (1) du N? 5 fournit immediatement la reponse it la premiere ques

tion; ceue equation renfermant en effet neuf coefficients qui se reduisent ahuit par



PURA ED APPLICAT A. 33
la division, le nombre eherche est huit. La solution de la seconde question est loin
d'etre aussi simple, quand on la considere dans toute sa generalite, mais nous n'an
rons besoin de la connaitre que dans Ie cas on, les figures etant dans Ie meme plan,
les points associes que 1'0n donne, sont tons relatifs a un memo point A (nous nom
mons ainsi deux points associes en ligne droite avec ce point A). On voit alors ai
sement que dans ces conditions, sept couples de points associes sufflseut pour con
struire, non pas les figul'cS correlatives entieres, mais settlement taus les couples de
points associes relatifs au point A, et en paniculier la eourbe e lieu des points dou
bles. Nous avons en effet remarque au N? 6, que l'equation de la courbe 0 cou
tient seulement huit coefficients distincts reducibles a sept par la division, d'ou il
resulte que sept systemes de valeurs simultanees des variables x, y, x', y', suffisent
pour calculer ces parametres. Nous verrons dans un autre paragraphe comment on
peut construire geometriquement ceue courbe , contentons nous pour le moment de
voir ce qu'il faut faire, ceue courbe une fois connue, pour construire tous les cou
ples de points associes relatifs au point A,

II faut commencer par chercher les deux droites correlatives L, L' du point A
considers comme appartenant a l'une et a l'autre des figures; designons pour cela par
(a, a'), (ax, a'l) , deux des couples de points associes donnes, et par (ep, X), ('PI' Xl)'
les intersections de Ia conique e, que l'on suppose connue, avec les droites a a', a l a!-I'

Les points assoeies situes sur la droite ad, y tracent evidemment deux divisions
homographiqnes, dont ep et X sont les points doubles, et ces divisions homographi
ques sont cornpletement determinees, puisqu'on en connait les points doubles ep, X,

ainsi que deux points homologues a, a'; on pent done trouvcr les homologues I, l' du
du point A considers comme appartenant a l'une et :i l'autre de ccs divisions; on
construira de meme les deux homologucs lx, I'l' du point Aeonsidere comme faisant
partie des divisions qui existent de la meme maniere sur la droitc a l a'I ; et on voit
sans peine que les droites cherchees ne sont autre chose que les droites IT

I
, l'l'I'

Maintenant que les droites designees par L, L' nous sont connnes, rien n'est plus
facile que de construire taus les points associes conienus sur une meme droite quel
conque A, passant par le point A; il suffit pour celu, de construire les deux divi
sions homographiql1es dont lcs points doubles sont Ae (In notation A; designant les
intersections des lignes A et e), et dans les quelles, Act AL' forment un couple de
points homologues.

La construction complete des figures correlatives exigera, cornme il est aise de le
reconnaitre, que I'on se donne, outre les sept couples de points tels que (a, a'), la
droite correlative de l'un de ces points; on pourra d'ailleurs la prendre arbitraire
ment pourvu qu'elle contienne l'associe de ce point, et la construction des Ilzures

• , • r,:)

S operera de SUite avec la plus grande Iacilite. Le mouvemcnL de ccue droite autour
Tom. lIf. l\io 1. rsee. 5
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du point par lequel elle est assujetie it passel', influe seulement sur In forme et la gran
deur de In conique designee precedemment par ["

II est a remarquer que lorsque lcs droites L, L', cessent detre distinctes , le
points associes deviennent conjugues par rapport a la conique €. les figures ne son
pas pour eela polaires reciproques, rnuis elle pourront le devenir si on choisit can
venablement la droite arbitraire, dont la connaissance complete, comme on vient d
Ie voir, la determination des figures.

.Tout ee qui vient d'etre dit sur les points associes relatifs a un memo point
se reproduit sans modifications pour Ies droites assoeiees relatives a nne meme droite
c'est-a-dire, doni les points de concours se trouvent sur cette droite.

9. Si on joint par des ligncs droites, un point fixe 0 a tous les points d'une f

gure plane F, et si 0 n fait passel' des plans par un autre point fixe 0', et par toute
los droitcs d'une figUl'e F I correlative a la premiere, on obtiendra deux faisceaux
run de droites, I'autre de plans, qui traceront sur un plan quelconque deux figure
correlati ves; nous nommerous correlatifs, deux semblahles faisceaux, et nous diron
que les droites du premier correspondent anharmoniquement aux plans du second.

Ces Iaisccaux, de meme que les figures correlatives, peuvent donner lieu encor
a un tres grand nombre de propositions analogues :\ cellcs que I'on demontre sur le
~aisceaux et les divisions homographiques, ces developpernents , malgre leur impor
tance, ne peuvent trou vel' place ici, ou on se propose simplement de donner un
idee des services que la geometric peut encore rcndre, it. la theorie des surfaces dl
second ordre.

§. II. Generation et classificasion des surfaces du second ordre.

10. Concevons deux faisccaux correlatifs dont les centres 0, 0', different j um
droite X du premier Iaisccaux coupe le plan ;s,' qui lui correspond dans l'autre, er
un point m doni In position varie avec la direction de la droite X, le lieu du poin
m est une certaine surface r; dont il est facile de determiner la nature.

Cette surface est du deuxieme degre, cal' pour obtenir les points ou elle coup,
une secante quelconque S, il faudra supposeI' que la droite X s'appuye eonstammen
sur ceue secante en un point mobile x, chercher Ie point d'iutersection x' de la menu
secanto avec Ie plan X', et enfin cons truire les points doubles des divisions homo
graphiqnes que tracent evidemrnent les points x, x' sur la droite S j Ie nombre dt
ces points doubles ne peu vant etl'e superieur it deux sans etre indetermine , on et

conclut que la surface r; est du deuxicme dcgre comme on l'avait annonce (*).

(.) Pour arriver 11 Ia uieme conclusion, on cherchcra encore, si on Ie vcut, l'equation en coordonnees
rcctilignes du lieu decrit par Ie point m, recherche qui n'offre aucune difflculte.
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Un plan quelconque s coupera done cette surface suivant une section conique,

qui ne sera pas autre chose, que la courbe E relative nux deux figures correlatives

determinees sur Ie plan spar les faisceaux 0, 0',

On reconnaitl'a sans peine, que la surface ~ contient les points 0, 0', et que
les plans tangents en ces points sont: au point 0, le plan 1; qui correspond a la
droite 00' rayon du faisceau O'j et au point 0', le plan 1;' qui 'correspond a In meme
droite consideree comme appartenant a l'autre faisceau.

11. On peut se demander si toutes les surfaces, qui rapportees a des coordon

nees rectilignes, offrent des equations du second degre, peuvent erre engendrees de
la meme maniere que la surface ~, Nous allons repondre affirmativement acette qu~s

tion, en prouvant, comme il suffit evidemment de Ie faire, que les faisceaux 0, 0' du
n~ precedent etant convenablement choisis, donnent naissance it une surface contenant

neuf points arbitraires.
Si on prend en effet deux points quelconques 0, 0', parmi les neuf points donnes,

et si on les joint par des lignes droites aux sept autres, les quatorze droites ainsi
obtenues, couperont un plan quelconque s, en des points qui seront deux a deux
en ligne droite, avec le point d'intersection A du plan s, pal' la droite OO'j on pourra
done (n~ 8) eonsiderer ces sept couples de points, comme associes relativement au
point A dans deux figures correlatives; et les faisceaux correlatifs formes par les droites
qui joignent Ie point 0 aux differents points de l'une de ces figures, et par les plans
qui contiennent outre Ie point 0', les droites de l'autre figure, engendreront pal' les
intersections mutuelles de leurs elements correspondants, une surface du second ordre
contenant les neuf points donnes,

II me reste maintenant a indiquer la construction de la courbe E, sur Iaquelle
ou a fait reposer au n~ 8, celle des figures correlatives que doivent tracer dans Ie
plan s les faisceaux generateurs 0, O'j cette courbe, on le remarquera, est I'intersection
du plan spar la surface qui contient les neuf points donnes.

On supposera, ce qui est permis, que lc plan s contient trois des points donnes

que nons designerons par p, q, r; ces points appartiendront necessairernent ala sec
tion conique E, Pour achever la construction de ceue courbe, on peut employer sim
plement le precede donne par Mr. Chasles, pour trouver l'intersection d'une surfaee
du second ordre dont on donne neuf points, avec le plan qui eontient trois de ces points
(Principes de correspondence entre deux objets variables); mais on peut aussi en mo
difiant legerement cette methode, ramener toutes les constructions dans un rneme plan,
chose importante pour la solution du second probleme pose au n~ 8. Voici en effet
comment on y parviendra.

Designons par (c, all)' (e, a'2) , (a3 aT3) , (a4 a'4) les intersections du plan S pal'·

les droites qui joigncnt les centres 0, 0', aux quatre points donnes C1:
1

, C1:2 , C1:3' GX4'
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autres que les points p, q, 1'j ces huit points ct les points Pi q, r suffirent pour
determiner completement la courbe s ; si donc on prend a volonte deux points Q, Qr

en ligne droite avec Ie point A, la surface du second ordre qui passe par Ies neuf

/'"points P» q, r, Q, Q', QaI Q'a' I , ••• etc, contient ainsi la courbe c. On voit aussi
immediatement que pour amener dans Ie plan $ route les figmes aconstruire, il suffit
d'y meure les points Q, f:l', en cherchant en memo temps, ce que deviennent dans
cette hypothese les points GIl' Gl2, aJ , C(4 et Ies intersections mutuelles des trois
plans s, Q Q'a I , a 2 C(3 C(4' qu'il est necessaire de conunltre dans In construction de
M. Chasles. CeLLe rccherohe n'offre aueune difficultej les deux premiers plans se coupent
suivant In droite a I ar

I ; l'intersection du premier, et du troisieme sera connue quand
on en aura deux points; je vais donc montrer comment on pent en obtenir un, et
on fera Ies memes constructions pour l'intersection du second et du troisieme plan.
Le point que je vcux avoir est l'interscclion de Ia droite C(2 C(3 et du plan s, j'ob
serve POUl' cela que Ie point cherche etant 13 trace de a 2 a3 sur Ie plan S, est I'inter
section des traces -a2 a3 , a r

2 a'3' des plans Q a2 IX3' Q' a2 (Z3 qui rcnfermont la droitc
(%2 "3' Quantl on aura trouve de In sorte deux points de chaque intersection, on operera
comme l'indique M. Chasles dans Ie Memoil'e cite, toutes les figures it construire seront
dans le plan s,

La conique e une fois obtcnue, fcra connaitre Ics droites L, L' du n? 8, puis Ies
figures correlatives cherehees , lorsqu'on se sera donne arbitrairement la droite qui
correspond it un point pris a volonte dans l'une ou l' autre figure; ccs figures cor
relatives serviront ensuite it eoustruire autant de points qu'on lc desircra de In sur
face cherchee, On obtiendrait egalemcnt lout les points de ccue surface, par lcs in
terseetions des couples de droites qui joignent les points 0, 0' .1 tous les couples de
points associes relatils an point A,

11. his POUl' trouver deux Iuisceaux correlatifs, dont Ies elements correspondents se
coupent SUI' une surface donnee du second ordre , on pourra employer un moyen
plus simple que celui qui vicnt d'etre indique. On prendra en effet sur ceue sur
face deux points queleonque 0, o, ct on Iera passer un plan quelconque spar l'in
tersection des plans langents en ces points, Ie plan s coupe Ia surface suivant une
certaine conique e tclle , que los deux fuisceaux dont Ie premier a POUl' centre Ie
point 0, et pour rayons Ies droites mcneos de co point aux differents points a, b, ... etc.
du plan s , et dont Ie second a pour centre Ie point 0', et se compose des plans
qui eontiennent les polaires A, B, ... etc. des points a, b, ... etc. prises dans la co
nique e, repoudent a la question.

12. Les considerations preccdentes, permettent d'enoncer Ie theorerne suivant, qui
exprime Ia condition que doivent remplir dix points donnas pour se trouver sur une
meme surface du second ordre.
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Pour que di» points appartiennent a une meme surface du second ordre, il
est necessaire et suffisant que les seize points, traces des droites qui joignent deux
quelconques 0, 0' des points donnes aux huit autres, scient deux a deux associees

dans deux figures correlatives relativement au point d'intersection de ce plan par
Ia droite oo;~

13. Avant de poursuivre l'etude generale des surfaces du second ordre , il est
indispensable de s'arreter un instant aux cones. Si les points 0, 0' des faisceaux cor
relatifs precedemment consideres , viennent it se confondre en un memo point "'I, la
surface r; qu'ils engendrent se reduit it un cone de sommet "'I, dont la base est la
conique s (n? 6) relative aux deux figures F, F', tracees sur un plan quelconque
pal' les Iaisceaux generateurs du cone. Quand on remplace les figures F, F', par deux
figures polaires reciproques relativement a la conique e, les faisceaux correlatifs qui
ont pour sommet le point "'I, se trouvent aussi remplaces par d'autres faisceaux cor
relatifs qui out toujours cependant, le cone "'I pour lieu de leurs points doubles, et
nous dirons que les elements correspondants de ces derniers faisceaux sont conjugues

dans le cone /'
Les theoremes suivant sont des consequences tres simples, de ceue definition : Un

plan quelconque G passant par le sommet "'I' est le lieu des conjugues harmoniques
d'un point fixe e siui« a volonte sur sa droite conjuguee T ~ par rapport atous les
couples de points d'intersection du cone avec une secante mobile pivotant auteur
du point e.

La droite T ~ est le lieu des pOles d'une droite fixe e appartenant au plan G~

pris part rapport aux sections du cone par les plans qui passent par la droite e.
Si on prend Ii l'infini le point- e et la droite e, les theoremes precedents s'enon

cent comme il suit:
Le lieu des milieux des cordes paralleles a la droite T est le plan conjugue G

de cette droite.

Le lieu des centres des sections [aites dans le cone par des plans poralieles au
plan G, est la droite conjuguee T de ce plan.

14. Nous allons etablir maintenant une proposition importante qui peut etre enon
eee comme il suit.

Dans tout cone du second ordre, il y a au mains trois droites reelles, perpen
diculaires d leurs plans COl1jugues.

Les plans conjugues de ces droites nommees axes du cone, sont, en vertu du n~

precedent, des plans de symetrl« de ceue surface. Pour dernontrar eette proposition,
prenons une droite quelconque T passant pal' le sommet du cone, son plan conjugue
to; et Ie plan G' mene perpendiculairement it ceue droite par le point "'I'

La droite G et le plan s' vcnanl it changer arbitraircment , traeeront sur un
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plan fixe I) pris it volonte , un point et une droite , appurtenant respecrivemem a
deux figures polaires reeiproques , puisque le point en question pout etre eonsidere
comme etant Ie pole de la droite correspondante, clans Ie cercle imaginaires e', qui a
pour centre la projection orthogonale du sommet "I SUI' Ie plan S, et pour module
de son rayon, la hauteur du meme point y au " dessus du plan s , t Geom. Sup.
n; 784); les figures formees par les traces des plans G, s' sur Ie plan S etant correla
tives it une meme figure, sont par cela meme homogra phiques , et possedent trois
droites, sur chacune des quelles, coincident deux droites homologues; et comme une de
ces droites est necessairernent reelle, on pourra dire que Ie cone a au moins nn axe
reel. Pour demontrer que les deux autres existent toujours aussi, nommons aI' Ie
pied de l'axe deja obtenu, a2 , a3 ceux des deux autres; les trois points a

I
, c, , a3

sont ceux qui ont memes polaires dans la conique ~ et Ie cercle e' , et les points
a2 , a, divisent harmoniquement chacun des deux segments interceptes pal' les cour
bes e, e', sur la polairc du point aI ; ceue dcrniere remarque prouve que Ie points
en question sont necessairement reels, puisqu'ils divisent harmoniquernent a la fois,
deux segments dont l'un au moins (celni qui correspond :\ e' ) est imaginaire, (Geom.

Sup. n~ 255).
II peut arriver que le cone ait plus de trois axes et cela seulement dans les

deux cas suivants : I? toutes les droites, qui passent pat' Ie sommet du cone, sont des
axes; la base du cone se confond alors avec s'; 2? il existe uno infinite d' axes tous
perpendiculaires it I'un d'eux; la base du cone est alors un cercle concentrique it e',
et Ie cone est de revolution,

On remarquera Ie premier cas; le cone est coupe en effet par un plan quelconque,
suivant un cercle imaginairc dont Ie centre est la projection du sornmet, et dont Ie
rayon a pour module la hauteur de ce meme sommet au dessus du plan secant.

15. Les sections faites dans Ie cone "'I , pal' des plans de directions diverses,
sont des courbes variees dont nous aIIOl1s deterrniner la nature. On observera it eel.
effet que des plans paralleles donnent des coniques ayant meme points a l'infini, et
par consequent homothetiques; si done on veut connaitre it quelle espece appartient
la section faite par un certain plan, on menera par Ie sommet y un plan parallele
au plan propose, et sui vant que les genel'atrices du cone contenues dans ce plan
parallele seront reelles et distinctes, confondues en une seule, on imaginaires, on aura
SUI' Ie plan secant propose une hyperbole, une parabole ou une ellipse.

II resulte dcccoi , que sur un cone reel ,on peut placer toutes les hyperboles
dont les asymptotes forrnent un angle inferieur a l'angle maximum de deux generatri
ces, routes les paraboles et toutes les ellipses dont les exeentricites sont inferieures it
une certaine limite; nous verrons plus loin qui ceue limite est zero.

Si Ie cone se reduit Ii deux plans reels, on pourra y placer toutes les hyperboles
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qui se reduisenL i1 des systcmes de deux droites, si le cone n'a de reel qu'une droite,

inlersection des deux plans imaginaires qui le cornposent, on n'y pourru placer que
des ellipses formees de droites imaginaires se coupant en un point reel, et nous ver

rons, que plusieurs de ces ellipses peuvent etre considerees eomme des cercles; dans ces
deux derniers cas d'ailleurs, les plans paralleles a l'axe principal donueront des cas

particuliers de In parabole.
Quand enfin le cone n'a de reel que son sommet, des plans quelconques ne don

neront que des ellipses imaginaires, dont quelques unes pourront etre des cercles ima

ginaires.
Pour reconnaitre que l' excentricite de la section plane peut s' evanouir, on cher

chera it couper le cone suivant un cercle soil reel soit imaginairc; on observera dans
ce but que les plans des sections circulaires, nommes plans cycliques par IVI. Chasles,
sont paralleles aux plans qui contiennent, outre le sommet du cone, nne des cordes
communes aux courbes 0, 0' du n? 14; comme deux seules de ces six cordes sont
toujours reelles (lif), on trouvera toujours deux directions reelles de plans cyeliques.

Ccs plans dont Ies directions peuvent se confondre, sont tous paralleles a un rnerne
axe, car sur chacun d'eux, un des points qui a meme polaire dans les courbes E, E'

relatiyes a ce plan, est it l'infini.
16. Revenons maintenant aux surfaces du second ordre distinctes des cones; on

peut les classer tres facilement par la consideration de leurs points it l'infini. Ces
, points appartiennent en effet au couc y auquel sc reduit la surface, quand on trans

porte parallelement a eux memes les faisceaux 0, 0
1 du n~ 10, de maniere it faire

coincider leurs centres; il en resulte, que les sections d'une meme surface du second

ordre par des plans parolleles, sont homothetiques entre elles, ainsi qu'cua: sections

du cone y par ces memes plans; et que par suite, de la forme de ce cone, de

pendra celle des sections de la surface par des plans de diverses directions.
Ce cone y etant obtenu, quatre cas peuvent se presenter . (n~ 15).
1. ~ II est reel et a pour base une conique autre que i'ensemble de deux droi

tes; Ia surface proposee contient alors des hyperboles, des para boles et des ellipses,
on a un hyperbololde.·

2~ Il est reel mais se reduit a deux plans; les seules courbes que peut contenir
Ia surface sont alors des paraholes et des hyperboles, cette surface est alors un pa
raboloide hyperbolique.

3~ Il se reduit aune droite on mieux adeux plans imaginaires ctmtetuint cette

droite, on a alors un paruboloide elliptique qui ne peut avoir d'autres sections planes
que des ellipses et des paraboles, .

C") II es.t aise de s'en assurer en prenant Ie plan S perpendiculaire a J'un des axes du cone, ce qui
rend la comque e concentrique au cercle s'.
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4-? Son sommet seul est reel; ce cas correspond a l' ellipsozde sur lequel On ne

peut placer que des ellipses.
On conclura du precedent n", que toutes les surfaces autres que Ie paraboloids

hyperbolique, possedent deux directions de plans cycliques, qui se confondcnt quand
.le cone y est de revolution, cas auquel, comme on Ie verra plus loin, la surface pro
posee est elle merne de revolution; et si ce cone, etant imaginaire, ne pouvait etre
coupe par des plans quelconques que suivant des cercles (n? 15), on en dirait autant
de la surface qui serait une sphere.

§. III. Des pOles et de leurs plans polaires.

1'7, Soit une surface du second ordre r;' determines par les faisceaux correla
tit's 0, dj soient encore un point fixe p pris 3. volonte , et une secante mobile II
passant en ce point; le conjugue harmonique t;j" du point p, par rapport aux points
d'intersection de la surface et de la secaute IT , decrit au certain lieu geometrique
quand ceue secante pivote autour du point p j c'est ce lieu qui va nous occuper,

Concevons SUl' la secante II, les deux divisions homographiques deja considerees
au n? 10, ct dont les points doubles appartiennent 3. la surface; le conjugue harmo
uique du point p par rapport ,3. ces points doubles, ne change pas, quand on rem
place 'ces points doubles par les homologues p', PI du point p considere comme ap
partcnant succcssivement aux deux divisions (Geom. Sup. n? 267). Or Ie lieu des
points pi, PI se compose des deux plans qui dans les faisceaux generateurs corres
pondent :lUX droites op, O'Pj le lieu cherche est donc un certain plan ~.

On nomme ce plan Ie plan polaire du point p qu'on nomme lui-meme pOle du

plan ~.

18. Nous pouvons determiner des 3. present, In classedes surfaces du second ordre;
ceue classe en effet, est egaIe au nombre des plans tangents (reels ou imaginaires)
qu'on pout mener par nne merne droite 3. l'une de ces surfaces, ou ce qui revient
au meme, au cone circonscrit qui a POUl' somrnet un point quelconque p de la droite
proposee. Ce cone ayant evidemment pour base, la section de Ia surface pat' le plan
polaire ~ de son sommet, est du second ordre, ce qui permetde dire que toutes les
surfaces dlt second ordre sont aussi de la deuxieme classe.

19. La definition dn plan polaire entraine les theoremes suivant :
Le plan polaire d'un point quelconque p, contient le pOle de tout plan qui con

tient lui-meme le point-ip,
Le lieu des pOles d'une droite quelconque (j?, par rapport aux sections de La

surface [aites par des plans contenant ceue droite, est une autre ligne droite, qui
est en outre La corde de contact des plans tangents mencs a la surface par la
droite <J!.
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Ces deux droites qui sont dans une parfaite reciprocite, sont celles que M. Pon

celet nomme polaires reciproques.
La premiere des propositions precedentes, fournit un moyen pour construire Ie pole

d'un plan donne; ce pole s'obtiendra en effet, en prenant l'intersection des plans po
laires de trois points quelconques situes sur Ie plan donne.

II resulte egalement de la merne proposition, q~le les points de i'espace et leurs
plans polaires forment deux figures correlatives; on voit aisement en effet que Ie
rapport anhal'monique de quatre plans qui passent par un meme droite quelconque,
est egal a celui de leurs poles.

Voici encore un theorerne utile qui est une consequence des precedents:
Quand une droite P tourne autour d'un point fixe p , sans quitter un meme

plan ~' sa polaire reciproque P' pivote dans le plan polaire (2 du point p, autour
d'un point fixe Q" , pOle de l'intersection mutuelle des plans ~ et Cl', par rapport
li la section faite dans la surface par le plan Cl' ; et les deux [cisceaux formes
par les droites P, P' sont homoqraphiquee.

20. Si par un certain point p on mene un plan et la droite qui va au pole de
ce plan, ces deux elements traccront sur le plan polaire du point p deux flgur es po
laires reciproques dont lcs points doubles sent sur la surface du second ordre que
l'on considere.

Ce point et cette droite qui sont conjugues dans Ie cone de sommct p circons
crit a la surface (n~ 1.3), sont dits egalement conjugues dans la surface, relativement
au point p.

D'apres ceue definition, si par une des droites qui passent par le point p, on
mene deux plans dont chacun a son pOle sur I'autre, ils couperont le plan con
jugue de la droite en question, suivant deux droites conjugwJes dans la conique qui
resulte de l'intersectioii de ce dernier plan et de la surface.

Le theoreme qu'on a dernontre au n~ 1.4 entraine Ie suivant :
Dans toute surface du second ordre, il y a relativement aun point quelconque,

trois droites reelles perpendiculaires a leurs plans conjugues.
On examinera plus loin Ie cas ou Ie nombre de ces droites est superieur a trois.

§. IV. Ini centre, des diametres et des axes.

21. Les divers theoremes qui viennent d'etre etablis, comprennent, comme cas
particuliers, toutes les propositions qui concernent les centres, les diametres et les axes
des surfaces du second ordre.

Si Ie point p du n~ 1.'7 s'eloigne a l'infini , les seeantes qui y passent devien
nent paralleles, et Ie plan ~ coupe en leurs milieux toute les cordes paralleles ala
direction dans laquelle Ie point p s'est enfui; il en resulte que toutes les surfaces

Tom. III. N~ t. 1860. 6
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diametrales d'une surface du second ordre se reduisent a des plans; il y a plus.
comme tous les plans diametraux contiennent necessairement Ie pole (,) du plan de
l'infini, et qu'ils sont respectivement paralleles aux plans diametraux du cone,,/ (n? 13),
qui correspondent a des cordes de meme direction, on pourra dire, que dans les el
lipsoides et les hypel'bolozdes, les plans diametraua: passent tous.par un meme point
(,) non a l'infini, centre de la surface, et que dans les paroboloides, les plans dia
metraux sont tous parolleles a une meme droite. On voit done que les ellipsoides et
les hyperboloides sont doues de centre, et que relativement aux paraboloides, le plan
de I'infini ayant son pole to egalement a l'infini, doit etre considere comme tangent a
la surface, puisque les plans tangents sont generalement les seuls qui contiennent leurs
poles.

Du §. IlIon conclut encore, que le lieu des centres des sections parolleles d'une
surface du second ordre, est une liqne droite passantpar le point co et qu'on nomme
diametre de la surface; et que les cylindres circonscrits ont tous pour bases des sec
tions coniques concentriques avec la surface.

22. On peut enoncer de lu maniere suivante, les proprietes reconnues dans Ie
n? 20 aux droites et plans conjugues relatifs au point (,):

II y a dans chaque surface a centre, trois axes reels et trois plans de syme
trie, tous paralleles a ceux du cone ,,/j cette surfaceest de revolution en metne temps
que le cbne r

La consideration de ce meme cone, fait reconnaitre qu~ les paraboloidcs ont seu
lement deux plans de symetrie, excepte quand ils en ont une infinite et qu'ils sont
par suite de revolution.

Si, eumt donne un plan diametral, on prend sa droite conjllguee et deux dia
metres conjugues de la section qu/il determine dans la surface, on a trois droites
telles, que le plan conjuqu» de chacune d'elles est celui qui passe par les deux au
tres (11? 20) .

QuantI on a transports Ie cone "/ parallelcmcnt a lui-meme jusqu'a ce que son
sommet coincide avec Ie centre de la surface, on pout Ie considerer comme circons
crit, car il coupe Ie plan de l'infini, qui eSL Ie plan polaire de son sornmet, sui
vant In meme courbe que la surface. On Ie nomme alors cone asymptote, et il a
memes axes ct plus generalement, memes plans diametraux ct diametres conjugues ,
que la surface a laquelle il appartient.

23. Avant de passel' a d'autres considerations, il est bon de rernarquer un moyen
simple d'engendrer uno surface du second ordre, par l'intersection des elements cor
respondants de deux Iaiseeaux correlatifs. II suffit ell effet de supposcr, que les points
0,0' du n? 11 />is, sont Ics extrernites d'un meme axe (ricn ne s'opposant a que l'une
de ees extremites se trouve it I'inflni); que Ie plan s est perpendiculaire :i cet axe,
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et que les faisceaux 0, 0' tracent sur Ie plan 3, deux figures polaires reciproques,
par rapport a la section reelle 011 imaginaire de la surface coupee PaJ' Ie plan a.
La discussion du lieu sera de la sorte oxtrernement facile, et si Ie plan 3 passe par
le centre on ecrira de suite I'equation de la surface rapportee a ses axes.

§. V, Des generatrices rectiliqnes.

24. Nous avons vu que Ie nombre des points d'intersection d'une surface du se
cond ordre par une droite quelconque , ne peut surpasser deux, sans etre indeter
mine; ce dernier cas correspond ades surfaces sur lesquelles on peut placer des droites,

et par 'suite des sections coniques se reduisant it deux droites; voyons maintenant com

ment cette .particularite peut se presenter,
Si un plan secant vient it se mouvoir purallelement a une direction donnee, la

section conserve les memes point a l'infini, et son centre deceit une ligne droite qui
passe par les .points de contact des plans tangents rt la surface menes parallelement a
la direction donnee. Chaeun de ces plans tangents coupe done la surface suivant une
conique qui contient son centre, c'est-a-rlire suivant une systerne de deux droites et

on peut enoncer le theoreme suivant.
Tout plan tangent' a une surface du second ordre, la coupe suivant deux droites,

reelles quand le cone r de cette surface (n~ 16) coupe le plan tangent suiuant une
hyperbole ou une parabole, et imaginaires quand ce meme cone y trace une ellipse.

Les droites ainsi obtenues sont les asymptotes de la section du cone asymptote

par Ie plan qui les contient.
Ce theoreme et .la . remarque qui Ie suit permettent de construire Ics genera trices

.rectilignes en un point quelconque d'une surface qui en possede, et de decider si une
surface donnee est reglee on 110n. Elfectivement, les ellipsoides et les paraboloides el
liptiques ne pouvant coutenir aucune hyperbole, n'auront pas de generatrices rectili
gnes, tandis que les paraboloides hyperboliques en auront toujours, qui seront toutes
paraIlCles, les unes it l'un des plans auxquels sc reduit Ie cone asymptote (n? 16),
les auues a I'autre plan. Ces deux plans sont les plans directeurs du paraboloide.

Quant a l'hyperboloide, on observers que les plans menes par Ie centre d' une
semblable surface, parallelement a ses plans tangents, coupent Ie cone asymptote sui
vant des systemes de deux droites qui sont toutes it la fois, soit reelles, soit imagi
naires (.); on aura dans Ie premier cas deux generatrices rectilignes en chaque point
de la surface, tandis qu'on n'en aura jamais dans Ie second.

(') Pour s'en convaincre on fera ce raisonnement: il est impossible qu'un hyperboloide ait un point
commun avec son cone asymptote, car si cela etait, l'arete du cone menee 11 ce point qui a deja deux
points a I'infini sur I'hyperholoide, aurait trois points eommuns avec Iasurface, chose qui ne peut arriver;
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On trouve ainsi deux sortes d'hyperholoidesj ceux qui sont regles, nommes aussi

hyperboloides a une nappe, et ceux qui ne le sont pas, on hyperboloides a deux

nappes.
25. Si on coupe nne merne surface reglee du second ordre par des plans tan

gents menes en deux points differcnts, on ohtiendra deux: couples de droites eoncou
rantcs, qui se rcncontrent ,deux a deux SUI' l'interseetion des plans tangents; il en
resulte, que les generatrices d'une meme surface reglee, se pal'tagent en deux sy
stemes tels, que les generatrices de l'u» rencontrent toutes celles de l'iuure, sans
rencontrer celles de leur systeme. Les deux generatrices d'un meme point appartien
nent par suite it des systemes differents.

26. Lcs genel'atrices d'une surface reglee du second ordre presentent une pro
priete remarquable decouverte par 1\'1. Chasles (Memoire sur les surfaces enqendrees
par une ligne droite) et qui consiste en ce que :

Les generatrices d'un meme systeme divisent homographiquement deux gene
ratrices quelconques appartenant a l'autre.

Celte proposition est evidente dans Ie cas du paraboloide hyperbolique (Il~ 23);
les divisions sont merne semblables, puisqu'elles sont traeees par des droites paralleles
a un memo plan.

Pour dernontrer Ie theoreme sur I'hyperboloide, je nommcrai I'I' C", les gene
ratrices fixes faisant partie d'un meme systeme;

r la generatl'ice mobile de l'autre systeme; GI , G2 , G Ies aretes du cone asymp
tote paralleles it ces trois droites;

Les plans G1 G , G~ G, forment evidcmment deux faisceaux homographiques ,
lorsque la genera trice G vient a se mouvoir sur le cone asymptote, done, les plans
r I r , I'2 r qui leur sont respectivemcnt paralleles, appartiennent aussi it deux fai
sceaux homographiques, ce qui entraine la proposition enoneee,

La reciproque de cette proposition, evideute Iorsqu'on adopte pour les surfaces
du second ordre la definition que nons en avons donnee au §. II, conduit aux thCo
remes qui concernent la generation de I'hyperboloide aune nappe, ou du paraboloide

hyperbolique, par uno generatrice rectiligne s'appuyant sur des directrices egalement
rectilignes,

2'7. On a omis pour simplifier quelques cas particuliers qui peuvent se presenter,
mais leur discussion n'offre aucune difficulte. La surface t; du n? 10 peut se reduire
it un cone, it un cylindre ou it l'ensemble de deux plans, ct on voit alors comment
doivent etre modifies les theorcmes qui ont ele demontres jusqu'a present.

les rayons vecteurs mcnes du centrc 11I1X differenrs points de la surfacc sont donc, soit tons a j'cxle
rieur, soit tous a I' interieur du cone, de sorte que les paralleles aux plans tangents, qui sont dans Ie
cone aussi bien que- dans la surface, Ies plans diamctraux conjugues dc ces rayons vectcurs , couperout
Ie cone suivant deux generatrices, reelles dans Ie premier cas. et imaginaires dans Ie second.
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§. VI. Autre mode de generation des surfaces du second ordre.

28. Les surfaces du secondrordre out ete considerees jusqu'a present, comme
lieux des points d'intersection des elements correspondants de deux faisceaux corre

latifs, ces memes surfaces peuvent encore etre envisagees sous un autre point de vue
non moins avantageux, mais dont nous ne developperons pas les consequences.

Concevons deux figures correlatives F, F' dont les plans sont distincts; le plan
qui passe pal' un point m de la premiere, et par la droite correlative M' de ce point,
varie quand Ie point m se deplace, et il enveloppe une surface que nous allons 1'0

connnitre appartenir au second ordre.
On verra par des raisonnements que nous ne pouvons pas Iaire ici, mais qui sont

tout-a-fait semblables a ceux du n? 10, que la surface enveloppee est de la deuxierne
classe , et on construira sans peine les plans tangents menes pal' une droite quel
conque, ou Ie cone circonscrit ayant pour sommet un point donne a volonte. La sur
face est tangente aux plans F, F' en des points qu'on apercoit de suite.

Au theoreme du n? 17 correspond celui-ci: Une droite mobile euuu prise avo

lonte dans dans un plan fixe (jJ, le conjugue barmonioue du plan (jJ pal' rapport
aux plans tangents issus de la droite en question, passe par un point fixe p qui
est le pOle du plan 1'.

D'ou il resulte par un raisonnement analogue a eelui du n? 18, que la surface-,
enveloppee paf le plan mM est du second ordre.

On en derluit encore le theoreme suivant :
Le plan conjugue d'une droite fixe dans un cone circonscrit qui a son sommet

sur cette droite, contient la polaire reciproque de la droite consideree.

29. La surface enveloppee par Ie plan mM' du precedent n'', est du second ordre
comme on vient de s'en assurer; mais on peut affirmer de plus, que les plans tan

gents a une surface quelconque du second 01'dTe, tracent sur deux plans tangents fixes
de cette surface, deu:~ droites associees dans deux figures correlatives (n? 4-).

Nommons en effet:

Q, 0
1 les centres des faisceaux correlatifs qui donnent naissance aune surface

du second ordre,
G, G' les plans tangents menes en ces points,
k un point quelconque de Ia vsurface,
~ le plan tangent mene en ce point,
M, M' les traces du plan X Sill' les plans G, G',

Xl ,X;a les traces des droites O'k , Ok sur les plans G, s',
le point $1 correspond anharmoniquement a la droite M', car la droite d'x I etant
13 polaire reciproque de la droite M!, le point Xl decrit une droite quand M' enve-



46 ANNALI DI MATEMATICA
loppe un point, et trace sur cette droite , un faisceau homographique au faisceau
engendre par la droite M' (n? 19)j Ie point X 2 correspond de Ia memo maniere a
la droite M, et ·par suite, les droites M, M' sont associees puisque les points XI' X 2

Ie sont eux-memes (n? 4).
30. Une methode sembIable a celle du n? 11, permet de resoudre Ie problema

qui eonsiste, a construire la surface du second ordre tangente Ii neuf plans donnes,
on enoncera comme il suit la relation qui existe entre dix plans tangents d'une meme .
surface du second ordre: huit de ces plans tracent sur les deux autres, huit cou
ples de droites associees dans deux figures correlatives.

Les principes contenus dans ce paragraphe seront, ainsi que les autres, employes
avantageusement dans les diverses questions relatives aux surfaces du second ordre.

§. VII. Proprietes relatives aux systemes de plusieurs surfaces
du second ordre.

31. Les points eommuns a deux surfaces du second ordre sont situes sur une
courbe qui est ordinairement a double courbure, et qu'un plan queleonque ne peut
generalement couper en plus de quatre points; ceue courbe est determines quand on
en connait huit points, cal' avec deux autres points pris a volonte on determinera
deux surfaces du second ordre passant par ces huit points, et leur intersection sera
la courbe e.

L'enveloppe des plans tangents communs a ces deux memes surfaces, est une
surface developpable 9, a laquelle on ne pent mener plus de quatre plans tangents
par un meme point; huit plans suffisent pour determiner ceue surface developpable.

Cela pose, on demontre aisernent les deux propositions suivantcs :
Une systeme de surfaces du second ordre ayant en commun huit points (ou ce

qui revient au meme une courbe (}),determine sur une transversale rectiligne quelcon
que, deux divisions homographiques en involution.

Les plans tangents menes par une meme droite Ii des surfaces du second ordre
inscrites dans la meme surface 9, forment deux [aisceauo: homographiques en in
volution.

32. Ces theoremes conduisent auxsolutions des questions suivantes qui se pre
sentent quelquefois :

1? Construire une surface du second ordre contenant une courbe (J et tangente
a un plan donne,

2? Construire une surface du second ordre circonscrite Ii une surface 9 et pas
sant pal' un point donne.

On trouvera comme iI suit dans Ie premier probleme, Ie point de contact de la
surface demandee avec Ie plan qu'elle doit toucher; par la courbe B, on fera passer
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deux surfaces rlu second ordre qui traceront sur lc plan donne deux certaines sections
coniqucs, et l'un quelcouque des trois points qui ont meme polaire dans ces deux
combes, pourra servir de point de contact. II y a ainsi trois solutions dont l'une au
moins donne toujours nne surface reelle. II est bon d'observer que les diagonales du
quauri13tcl'e inscrit aux sections coniques sont des generatrices rectilignes des trois sur

faces.
La seconde question, qui trouvera plus loin nne application importante , a ega-

lement trois solutions que l'on obtiendra en suivant nne marche semblable,

33. Les surfaces du second ordre qui ont en commun une courbe (), ou une
surface E), jouissent encore de ceue pl'opl'iete extremement remarquable .

Il y a quatre points doni chacun a meme plan polaire relativement it unites

les surfaces.
Le 1 cr theoreme du n? 31 permet de horner Ia demonstration au cas on les sur-

faces. proposees sont seulemcnt au nombre de deux; c'est dans cette hypothese que
nous nous placerons pour demontrer ceue proposition decouverte par M. Poncelet

(Voir la fin du Traite des proprietes projectives des fi!Jures). Considerons done deux
surfaces quelconques du second ordre, ct les plans polaires d'un meme point pal' rap
port it rune ct a I'autre; Ie point venant a se deplacer, ces plans forment deux fi
gUl'cs homographiques, puisque d'apres le n? 19 ils sont Ies elements correlatifs d'un

meme point; le theoreme de M. Poncelet entraine done celui-ci et reciproquement.
Dans deux figures homograpbiques, il y a quatre plans sur chacun des quels, deux

.points homologues sc confondent. Pour demonu-er ceue derniere proposition, prenons
dans les deux figures, deux droites homologues M, M'; les plans homologues qui con
tiennent respectivement ces droites, se coupent suivant les generarrices rectilignes d'un
hyperboloide a une nappe, dont chaque point a jouit evidcmment de Ia propriete
d'avoir son homologue 0'.', sur le plan aM'; prenons encore deux droites homologues
N, N', rcncontrant - respcctivcment Ies prernieres , et construisons l'hyperboloide en
gendre par l'intersection de deux plans homologues variables , mais ne cessant ja
mais de passer par les droites N, N'; deux droites homologues P, P' rencontrant
respeotiverncnt les premieres, donuent encore naissance it un troisierne hyperboloide
dont les points ainsi que ceux du second jouissent de la propriete reconnue a ceux
du premier. Ces trois surfaces qui jouissent evidemment de la propriete deeontenir
tout point qui est lui memo 13::>11 homologue, se coupent en huit points; deux de
ces points se trouvent SUi' l'intersection -des plans MN, M'N', deux autres sur l'in
terseetion des plans MP, M'P' et cbacun des quatre points qui restent , coincide
avec son homologue; Cal' si a est un de- ces points, son homologue se trouve con
tenu a la fuis sur chacun des plans a:M', aN', «P', c'cst-a-dire en " meme. Les
quatre points mis de coLe IlC eonviennent evidemment pas, et ceux qui- ont ete con
serves pris trois a trois determinent les quatre plans jouissant des proprietes annoncees.
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34. Ce theoreme est l'un des plus utiles que ron commaisse sur les surfaces du

second ordre, les exemples suivants font apprecier son importance.

Concevons deux surfaces du second ordre et la courbe e qui leur est commune;

si par un point 0: qui a meme plan polaire, et par la courbe e, nous faisons passer

une troisieme surface, nous ohtiendrons un cone ayant 0: pour sommet; car Ie plan

polaire du point a par rapport a ceue troisieme surface etant le memo que par rap

port aux proposees, ne passe pas par ce point, ce qui aurait necessairement lieu si

cette troisieme surface n'etait pas un cone de sommet O:j on a done cette proposition:

Par toute courbe e on peut faire passer quatre cones du second degre, et par

suite les suivantes:

Si deux surfaces du second ordre ont un plan diometral commun, la projection
de leur intersection faite sur ce plan, par des parollele« aux cordes qu'il divise en
deux parties egales, est une section conique.

Si deux surfaces du second ordre se coupent suivant une courbe plane, elles con
tiennent chacune encore une autre courbe plane; car alors, l'un des cones qui pas

sent par la courbe e contenant tous les points d'un plan, contient necessail'ement

aussi taus ceux d'un autre.

On deduira encore du theoreme de M. Poncelet les propositions suivantes:

Etant donne deux surfaces du second ordre , quatre sections coniques peuvent
etre placeee sur la surface e qui les circonscrit toutes deux.

Si deux surfaces du second ordre sont circonscrites a un meme cone, elles le
sant encore a un autre cone.

On remarquera combien les propositions contenues dans ce paragraphe, presentent

d'analogie avec celles qu'on peut etablir, sur les quadrilateres inscrits et circonscrits

aux sections coniques.

§. VIII. Des lignes (ocales et des surfaces homofocales.

34.bl ... L'exposition des principales proprietes des lignes focales terminera ce tra

vail; . on va voir qu'elles sont toutes des consequences tres simples des principes pre

,~demment etablis.

Concevons une surface du second ordre 5 circonscrite it une des surfaces deve

loppables designee par e dans Ie paragraphe precedent, et d'un point arbitraire m
pris pour sommet, menons Ie cone circonscrit a la surface 5 et ceux qui ont pour

base les 4 sections coniques 51' 53' 8 3 , 8 4 , qui peuvent d'apres Ie n? 34 etre
placees sur la surface e. Les cinq cones ainsi obtenus ayant quatre plans circonscrits

communs (-), on peut trouver une droite E dont Ies plans conjugues dans tous les

(') 0:1 entend ici par plans cireonscrits iJ. un cone, ceux qui lui sont tangents tout le long d'une
gcneralricc; Ie nom de plan tangent pouvant etre applique indistinctement a tous les plans qui passent
par Ie sommet.
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cones et meme dans Ia surface se confondent; Ia droite E et son plan conjugue que
nous designerons it l'aide de la lettre 0 tracent sur un quelconque des plans SI' S.2'
S3' S4 , un point et une droite faisant partie de deux figures polaires reciproques. Sur
Ie plan SI' par exemple, on a une droite qui est Ia polairc du point correspondant,
par rapport a Ia conique SI; une des coniques SI , S2 , 53' S4' jointe it la sur
face, suffit d'ailleurs pour determiner en chaque point de l'espace, los elements E 0,
nous sommes done conduits au theoreme suivant :

Si relativement a chaque point de l' espace, il existe une droite E et un plan
&, conjugues par rapport a la surface S, et qui tracent sur un plan fixe deux fi
gures polaires reciprcques, ils determineron: encore de semblables figures sur trois
certains plans fixes distincts du premier.

Ces plans sont aussi ceux, qui passant par Ie pole du plan fixe donne, sont con
jugues deux a deux relativement a Ia surface S, et tracent sur le plan fixe, trois
droites egalement conjuguees deux a deux par rapport a Ia section coniqne SI' lieu
des points doubles des figures correlatives qui existent sur ce plan.

. 35. Rien n'empeche d'appliquer ce theoreme aux droites E, et aux plans 0, qui
en chaque point de l'espace, sont perpendiculaires et conjugues (n? 20); car ces plans
et ces droites tracent sur Ie plan de l'infini, deux figures polaires reciproques , qui
ont leurs points doubles sur le cercle imaginaire qu'une sphere quelconque determine
sur le plan de l'infini; Ies plans 82 , S3' S4' se confondent alors avec les plans
principaux de Ia surface, d'ou le theoreme suivant :

Si par chaque point de t'espace, on mene un plan et une droite rectanqulaires
et conjugues par rapport a 'I.tne meme surface du second ordre, ce plan et cette
droite tracent sur chacun des plans principaux de la surface deux figures polaires
reciproques,

Les coniques Iieux des points doubles de ces figures, ont recu Ie nom de lignes
focales; iI y en a une sur chaque plan principal.

Les Iignes focales peuvent etre considerees comme etant Ies sections coniques que
l'on peut placer sur Ia surface e cireonscrite a Ia fois, it la surface proposee et au
cercIe imaginaire.

36. On peut maintenant resoudre Ia question suivante :
Etant donne un plan 1', trouner une droite qui lui soitperpendiculaire et conjugwie.
On .cherchera l'intersection II du plan donne avec un des plans principaux , et

du pole de cette droite, pal' rapport a la focale, on abaissera une perpendiculaire sur
Ie plan 1'; cette perpendiculaire est precisement la droite cherchee,

Si la droite II venait a etre tangente a la focale, Ia droite cherchee passcrait ,
queIque soit Ie plan donne, par Ie point de contact et on aurait une infinite de so
lutions; d'oll. Ie theoreme suivant:

Tom. III. N~ 1. 1860. 7
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En chaque point d'une (ocale, il y a une infinite de plans perpendiculaires II

leurs droites conjuguees; tous ces plans contiennent la tangente a la [ocole.
II revient encore au merne de dire, que les [ocales d'u[le surface du second ordre,

constituent le lieu des sommets des cones de revolution circonscrits a cette surface
et I'enueloppe des axes principaux de ces cones.

Quand un plan secant :t est normal a une (ocale en un point m, la section de
La surface par ce plan a le point m pour (oyer; cela results de ce que les couples
de plans qui passent par la tangentc it la focale menee au point m, et dont chacun
contient le pole de l'autre, tracent SUI' Ie plan :t deux droites Q, Q', conjuguees par
rapport it la courhe d'intersection (n? 20), et rectangulaires (n? 36).

37. On pout maintenant construire les foeales; chacune de ees courbes a visi
blement meme centre et memes axes que la section principale eontenue dans son
plan; elle a POUl' sornmets les foyers des sections principales dont les plans sont per
pendiculaires au sicn, et pour foyers les sommets des deux autres focales,

On reoonnaitra ainsi que les surfaces a centre ont deux focales reelles, l'une el
liptique, l'autre hyperbolique, qui dans les cones se reduisent au sornmet et it deux
droites; les focales reelles des parobolordes sont d'ailleurs deux parabolas.

38. Les proprietes des surfaces homofocales, c'est-a-dire ayant memes lignes fo
cales, se tirent des considerations exposees aux n? 3'1 et suivants; ces surfaces sont
en effet circonscrites a une meme surface developpable e.

Ainsi:
Les surfaces homofocales ont memes axes et memes plans principaux (33).
Les plans tangents menes a des surfaces homofocales par une meme droite, (or-

ment deux [eisceaux homoqraphiques en involution (3'1).
Les cones de meme sommet circonscrits a des surfaces homoiocales , peuvent

etre consideres comme circonscrits en .meme temps a quatre memes plans (*).
Le probleme qui cousiste aconstruire une surface homofocale aune surface donn~e

et passant par un point donne m, n'offre pas de difflculte; la surface donnee et la
surface cherchee peuvent en effet etre considerees, comme circonscrites a nne meme
surface developpable e contenant le eerIe irnaginaire it l'infini (n? 35). II faut des
lors, concevoir au point: m comme sommet, Ie cone circonscrit ala surface proposee
et celui qui a pour base Ie cerele imaginaire, puis prendre les trois plans dont les
droitcs conjuguees prises dans ces cones de eonfoudent; ces plans, qui sont evidern
ment les plans principaux du cone circonscrit, sont tangents auxsurfaces qui repon
dent a la question et qui sont maintenant Iaciles a construire. II y a ainsi trois so-

n Cos plaas sont i.naginaires et tracent sur Ie plan de I'inflni , des tangentes au cerele i.naginaire
du n? 3~.
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lutions correspondant a trois surfaces, qui ont pour normales au point m, les axes du

cone circonscrit a la surface proposee,
Les surfaces homofocales se coupent donc orthoqonalement, lorsqu/elles ont des

points communs.
Les intersections mutuellesde ces surfaces sont, comme on le suit, leurs ligncs

de courbure, et comme les points qui ont meme plan polaire dans toutes les surfaces,
sont ici leur centre commun, et les points situes it l'infini sur leurs trois axes com
muns, on pourra dire (n? 34) : que les lignes de courbure d'un nombre quelconque
de surfaces homofocales, sont situees sur des cones du second ordre ayant pour
sommet commun le centre de ces surfaces, et que les projections orthogonales de
ces lignes de courbure sur les plans principaux des surfaces que les contiennent ,
sont des sections coniques.

39. On vient de voir que les cones de meme sommet a, circonscrits 11 des sur
faces homofocales, sont tous inscrits dans quatre memes plans, on pent dire, qu' ils
ont aussi meme lignes focales et par suite memes axes. Ces quatre plans dans lesquels
ils sont inscrits, constituent en effet commc on l'a vu, une surface developpable e
circonscrite au cercle imaginaire a l'infini du n? 35. Les lignes focales que nos cones
ont en commun, sont en outre les generatrices rectiligncs des trois surfaces homofo
cales aux surfaces proposees, qu'on peut faire passer par Ie point aj on s'en assure
en observant, qU? ces lignes focales sont les trois couples d'intersection des quatre
plans imaginaires dont on vient dc parler, et que ces plans etant tangents aux trois
surfaces qui passent par Ie point a, se coupent deux adeux suivant des generatrices
rectilignes de ces surfaces.

Les cones de meme sommet circonscrits a des surfaces homofocales, etant homo
focaux ainsi que ceux qui ont pour bases les Iocales des surfaces proposees, se cou
pent orthogonalement; on pent enoncer ceue propriete en disant, que les contours ap
parents de plusieurs surfaces homofocales vues d'un meme point, paraissent se cou
per a angle droit, ainsi que leurs [eccles communes.
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