
tlber niehthomogene lineare Differential gleichungen. 
Von 

Oskar Perron in Heidelberg. 

In der vorausgehenden Note fiber divergente R~ihen babe ich einen 
Beweis und eine Anwendung des folgenden Satz,es gegeben: 

Wenn co (x) der linearen Differentialgleiehung~geniigt: 

~ '  (~) + ~ (~) = ~ (~), 

and wenn ~ (;v) fiir x --~ co einem endlichen Grenzwert zustrebt, so strebt 
w (x) demselben Grenzwert zu. 

Dieser Satz ]iiBt sich auf lineare Differentialgleichungen beliebigex 
Ordnu~  ausdehnen, was ~ night ohne Intaresse zu sein scheint. 

w 

Sa, tz 1. Die t~oe/~izSenten a, der linearen Di]'/erentialgleichung 

(~ ) y ~  + a , v  ~-" + ' . "  § a . v  = ~ (z) 

seien konstant, und die Wurzeln der Gleichung 

(2) ~o n 2 7 a~o '*-~ + . . .  + a,, ---~ 0 

seien sdmtlich reell und yon Null verschieden (so daft auch alle a, reell 
sind, und a~ O= 0 ist). Wenn dann die Eunktion 9 (x) /i~r x ~_ x o stetig 
iet und liar x--~ ~ einem endliehen Grenzwert b zustrebt, so hat die 

Di//erentialgieichung ein Integral y, welches/ar x --~ cx~ dem Grenzwext b 
a~ 

zustrebt, wdhrend die Ableitungen y', y", . . . ,  y (~) gegen Null konverg~eren. 
Sind die n Wurzeln der oSi~en Gleichung aUe negativ, so hat sogar 

]edes Integral y diese Eigensvha/t. 
Be.weis. Offenbar geniigt es, deaSatz flit reelle ~ (x )  zu b~weisen, 

weft man andernialls den reelleu und imagin~en Tell der Gleichung (1) 
gesondert betrachten l~ann. Sind el, .--, ~ die Wurzeln der Gleichung (2), 
so I~l]t sich ~e  Differentlalgleichung (1) ersetzea dutch das System 
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F 

Y l  - 01 Y~ --=- Y.a , 

( s )  . . . . . . . . . . . . .  

] 

Y ; ~ - I -  ~ . - l y . - 1  == y . ,  

[ v " -  = v 
und zwar ist dana y -  y~. 

Aus der letzten der Gleichungen (3) folgt: 

Y~ (~) d~ 
d 

Wenn nun .~. ~o0, 'so 'wgcl~st d e r  blenner ~in ,(4) fiir x -* oc tiber 
alle Grenzen, ~ dal]~ man den Grenzwert des Quotie~en berechnen kann, 
indem man Z~hler und Nenner di~erenzierlb (Sa~ yon Sto lz ;  vgl. das 
Zitaf in der vorausgehenden Arbeit). 'So erhglt man: 

(5) lira y.  = lira -f-e:~22~ ( ~ ) d ~  = lira e -~  ( ~  = -- b .  

Wenn abet ~. > 0, so ist bei dam Integral in (~) die untere Grenze oo 
zulgssig. Dann haben Ziihler und Nenner ftir z ~ o0 beide den Grenz- 
wart Null, so dal3 man den Grenzwert des Quotienten ebenso berechnen 
kaiin, wie oben. 

Die Formal (5) gilt also in allen Fiillen, und aus ihr folgt waiter 
mit HiIfe der letzten der Gleiehungen (3): 

( 6 )  = o .  

kus der vorletzten der Gleichungen (3) ergibt sleh nun, naehdem 
der Grenzwert der reeh~en Seite aus~(5) bexei~s bekannt ist, ,ebenso: 

(7) lira Yn-1 b lira ' 0. 
= ........ Yr~-I == 

Wettest erh~lt man. durch Differentiation der vorletzten Gleichung (3): 

und' hieraus waged (6) und (7): 

lim " y . - I  ---- O. 
a$~oo 

Nunmehr ergibt sieh auI die gleiche Weise aus der d~i.ttletz~en der 
(~leictiungen (3)~ sowieraus den dureh e i n - u n d  zweimalige Differentiation 
aus  ilir hervorgehenden Gleiehungen: 

l ~ m y . _ ~ =  b llrn ' O, lira " 
. . . . . .  Y ~ - - 2  ~ y//-~ 0, l i ra- '~  - Y n - ~  ~ O .  
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In  dieser Weise kann man Iortfahren,. und erh~lt schlieBlich a ~  d er 
ersten der Gleichungen (3) ,  sowie aus denen, die daraus dutch ein> 
zwei-, . . . ,  (n --  1)-malige Differentiation hervorgehen: 

b b 

lira y; = 0, lira y~' = 0, . . . ,  Iim y~l =_. 0. 

Damit  ist die Existenz eines Integrals y ~ y~ bewiesen, das die in 
Satz 1 behauptete Eigenschaft hat. Von diesem partikulgred Integral 
unterscheidet sich das allgemeine nut durch addi t ive  Glieder der Form 
G e~ ~ x ;', und diese haben, wenn alle ~, negativ sind, den Grenzwert Null; 
ebenso ihre /kbleitungen, womit Satz 1 vollsti~ndig bewiesen ist. 

Der Satz gilt nieht mehr, wenn flit die Wurzeln ~,, aueh imaginiire 
Werte  zugelassen werden. Beispielsweise hat die Gleiehung 

y " +  y ----~--~. 

das allgemeine Integral 

y .~: sin x \Cl ~ - - e o s x  
a 

cos~ fiir x - - .  cc dem Grenzwert daher ist, obwohl die Funktion ~ ( x ) = - u  

NuLl zustrebt, doch fiir jedes Integral y: 

lira sup y == co, iim inf y ....... ec. 

w 

Der Satz 1 l~tBt sich mit gewissen Einschriinkungen auf den Fall 
ausdehnen, dab an Stelle der konstanten Koeffizienten a,  Funktionen yon x 
treten, die fiir x - ~  ~ gegen endliehe Grenzwerte k0nvergieren. 

Sa tz  2. Die Koe/fiziente~ der Dif/erent~lgleichq~ng 

y(') ~- f~ (x) y("-l) -~. . . + f~(x) y ~ ~ (x) 

mdgen /i~r x ~ x o reell und stetig se~n und deu Bedingungen geniigen; 

l imf, , (x)  ~ . a ,  (~ ~,. 1, 2 . . . .  , n), 
~ a O  

lira f (x) = b. 

Die Wurzel~, der ,,charal~teristischen Gleichung" 

e" § a~e "-~ + . . . +  a. = 0 

sMen ree~l, ~nglei~ Nqd~l, u n d  vone ina~der  versch ieden .  Dann 
11. 
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hat die Di//erentialgleichung ein Integral y, liir welches die Beziehungen 
gelten: 

b lira y',=O . . . .  , l imy(")  ...... 0. 

Sinai die Wurzeln der charakteristischen Glei~hung alte negativ, so hat 
]ecl es Integral diese Eigenscha/t. 

B e w e i s .  Nach einem friiher yon mir  bewiesenen Sara hat  die 
homogene Differentialgleichung 

ein Yandamental~ystem yon Integralen y,,  y ~ , . . . ,  y , ,  flit welches 

y~) 
;.(8) lira y'~ == ~,,, lira . y',o~ = e ; , . . . ,  lira "= e: 

~ ) .  Ein Integral der inhomogenen Differentialgleichung des Satzes 2 
hat dann bekanntlich die Form 

(9) y= 
wobei 'die Funktionen u,  dem folge'nden Gleichungssys~em genfigen: 

y~ u~ = O, 

 zo) l ............. N". ,~. -~)  ~,.' ,,~ O, 

~,:= J. 

Hieraus folgt d a ~  mi~ Riieksich~ imf~(8), daft die G~enzwerte 

(11) lira y , ~ '  : 7. 

existieren, und zwa~ 'ist 

z) SaCz 5 meiner Arbei~: ~ber itnearo Differen~ialgleiohungen~ be~ denen die 
unabh~ngig Variable reell is~; erste Mi~eiiuug.~ Jourr~a~ flit die re/he und ange- 
~a~d~e ~themat~k, 1~2,~ S. 254~70~ ~ 
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fl  

Z 7 ,  = 0, 

. ~ ,  0,, 7,, = O, 

~t 

oder dutch Aufl6sung n~oh 7., wenn 

gesetz~ wkd: 

12) 

Set~ man nun 
yr 

3) = e,. + 

so ist na~h (8) und (11) 

(14) lira e,(x) = O, 

-----0, 

=b; 

e" + a~ e --~ +..- + a,, = ie (e) 

b 

y , u '  = 7, + a, (~), 

lira & (x) : O. 

( ~ ' =  i ,  2, . . . ,  n). 

A~ (18) iolg~: 
y,, = e~, ,~ + .f ,,,(,~) ~ ~, 

{ 1 5 )  
u~ = 0', + '~; (x)) YT~ =" 0'~ + a, (x)) e -r174 $ 'c ' )~ ' ,  

'and daher dutch Integration: 

Sohliei31ioh ist also 

Welm ~,, < 0, so wlichs~ der 5Tennez in (16) flit x ~ oe iiber atle 
Grenzen, and man erhglt den Grenzwert des Bruches, indem man Ziihler 
~nd ~Tenner di~erenziert, ,un4 zwax ergibt sich: 

Wean abet O, > 0, so ist bei dem Ziihlerintegral in (16) die un~ere 
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Grenze c~ zul~ssig. Dann haben Z~hler und Nenner tiir x - ~  co den 
Grenzwert Null, und daher gilt wiederum die Formal (17). Daraus folgt 
dann waiter: 

�9 = ~  , = |  , = ~  o , f ( ~ , )  = i : "  

Aus (9) und (10) erh~lt man dufch sukzessive Differentiation: 
n 

y '=  + 

f t  ~, 

~ Y y  - ,  

n 

+ 

n 

~=I ~-~I 

Daher mit Riieksicht auf (8) ~md (17) fiir Z-----l, 2, . . . ,  n - - l :  

lira y(X)_ lira Zy(X)u,  =l i ra  ~l-~y,,u, 
x-i 

,~=i  e,,i' ( ~ , ) '  , = l  F (e,) 

mad aul3erdem: 

lim y(~)~lim ( k  y~n) )) 

---- -- b/X'7 F--r---__ + b . =  0. 

Die Formeln (18) , (19), (20) zeigen, da~ es in der Tat ein Integral y 
yon der in Satz 2 behaupteten Art gibt. Von diesem unterscheidet sich 
abet das allgemeine Integral nut dutch a4ditive Glieder der Form G, y,; 
wenn die~ Wurzeln ~, negativ sind, so 'konvergieren diese Zusatzglieder 
naeh (15) fii~ x--* co gegen Null, uhd wegen (8) gilt dann das gleiehe 
auch yon ihren Ableitungen bis zur n-ten einsekliel31ich. Damit ist Satz 2 
vollst~indig bewiesen. 

(Eingegangen am 26. Juti 191~9.) 


