Uber nichthomogene lineare Differentialgleichungen.
Von
Oskar Perron in Heidelberg.

In der vorausgehenden Note iiber divergente Reihen habe ich einen
Beweis und eine Anwendung des folgenden Satzes gegeben:
Wenn o (%) der linearen Differentialgleichung . geniigt:

o'(z)+ o (2) = (),
und wenn ¢(2) fiir # — co einem endlichen Grenzwert zustrebt, so strebt
w (#) demselben Grenzwert zu.

Dieser Satz 1t sich auf lineare Dlﬂerentlalglelchungen beliebiger
Ordnung ausdehnen, was mir nicht ohne TInteresse zu sein scheint.

§ 1.
Satz 1. Die Koeffizienten a, der linearen Differentialgleichung
(1) y» +ayn -t ay =g (2)
seten konstant, und die Wurzeln der Gleichung
(2) en+a0r 4 +a,=0

seien samtlich reell und von Null verschieden (so daf auch alle a, reell
sind, und a, <=0 ist). Wenn dann die Funktion @ (z) fir x > x, stelig
ist und fir x--oc einem endlichen Grenzwert b zustrebl, so hat dw
szferentmlglewhung ein Integral y, welches fiir ¢ — oo dem Grenzwert -a:
zustrebt, wihrend die Ablestungen y', y", ..., y™ gegen Null konvergieren.

Sind die n Wurzeln der obigen Gleichung alle megativ, so hat sogar
jedes Integral y diese Eigenschaft.

Beweis. Offenbar genfigt es, den Satz fiir reelle ¢ (») zu beweisen,
weil man andernfalls den reellen und imagindren Teil der Gleichung (1)
gesondert betrachten kann. Sind g,, ..., o, die Wurzeln der Gleichung (2),
so 138t sich die Differentialgleichung (1) ersetzen durch das System
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1/1' — 0 Y =Y,
Yo Q¥ = Ys,

(3) C
Yn-1"" On—1Yn-1=Y,,
Yn =Y =(2),
und zwar ist dann y=y,.
Aus der letzten der Gleichungen (8) folgt:

(4) y, == j e w(w)dw—i" @y (@) de

_ez

Wenn nun o, <0, 'so ‘wichst 'der Nenner in (4) fir @ — co iiber
alle Grenzen, so daB. man den Grenzwert des Quotienten berechnen kann,
indem man Zihler und Nenner differenziert (Satz won Stolz; vgl. das
Zitat in der vorausgehenden Arbeit). 'So erhilt man:

(3)  lim g, —lim ffue" LACILL TN ‘"e"”wﬂmé-—-dwﬁ.
z=w z=w e Cn® z=®m o g &n

Wenn aber g, > 0, so ist bei dem Integral in (4) die untere Grenze co
zuléissig. Dann haben Zihler und Nenner fiir # — oo beide den Grenz-
wert Null, so dall man den Grenzwert des Quotienten ebenso berechnen
kann -wie oben.

Die Formel (5) gilt also in allen Fillen, und aus ihr folgt weiter
mit Hilfe der letzten der Gleichungen (3):
(6) lim g, =

Z = on

Aus der vorletzten der Gleichungen (3) ergibt sich nun, nachdem
der Grenzwert der rechten Seite aus'(5) bereits bekannt ist, .ebenso:

™ i oo =z I vha =0
Weiter erhilt man durch Differentiation der vorletaten Gleichung (8):
Yn1 = Qn-1Yn—1 = Yn,
und" hieraus wegen (6) und (7):
lim Yn-1=0.

Nunmehr ergibt sich auf die gleiche Weise aus der drittletzten der
Glemhuugen (8), sowie aus den durch ein- und aweimalige Differentiation
aus. ihr hervorgehenden Gleichungen:

Hm gy = — b Clm gy, =0, limy, =0, hm Ynig=0.

e —
g enEn-=10n—2 "y o X=wm
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In dieser Weise kann man fortfahren, und erhslt schlieflich aus der
ersten der Gleichungen (8), sowie aus denen, die daraus durch eins,
zwei-, ..., (n — 1)-malige Differentiation hervorgehen:

. b b
1 = (e 1) b 2
o 1 (=1) non~1...0, G’
lim ¢ =0, lmy{=0, ..., lm y® = (.

Damit ist die Existenz eines Integrals y = y, bewiesen, das die in
Satz 1 behauptete Eigenschaft hat. Von diesem partikuliren Integral
unterscheidet sich das allgemeine nur durch "additive Glieder der Form
C e®% 2, und diese haben, wenn alle p, negativ sind, den Grenzwert Null;
ebenso ihre Ableitungen, womit Satz 1 vollstindig bewiesen ist.

Der Satz gilt nicht mehr, wenn fiir die Wurzeln ¢» auch ilmagindre
Werte zugelassen werden. Beispielsweise hat die Gleichung

y'+y

— GOS x
das allgemeine Integral

R smx +J‘395~—dm mcosx(0a+f5%~z£ dm),
&

daher ist, obwohl die Funktion ¢ (z)= 9923 fiir ¢ -~ 0o dem Grenzwert
Null zustrebt, doch fiir jedes Integral y:

limsup y == oo, liminf y = — co.
Tz =00
§ 2.

Der Satz 1 148t sich mit gewissen Einschrinkungen auf den Fall
ausdehnen, dafl an Stelle der konstanten Koeffizienten a, Funktionen von «
treten, die fiir # — 0o gegen endliche Grenzwerte konvergieren.

Satz 2. Die Koeffizienten der Differentialgleichung
YO £, (2) YD - f (@) == p ()

mogen fir x 2= x, reell und stetig sein wnd den Bedingungen gewiigen:
1im f,‘, (w) mar ('V e 1’ 2, ey W'),

@& w

lim @ (&) = b.

2 '

Die Wurzeln der ,,charakteristischen Qleichung*

o"+aon o ta, =0

seten reell, unmgleich Null, und voneinander verschieden. Dann
11*
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hat die Differentialgleichung ein Integral y, fir welches die Beziehungen
gelten:

lim Y = }lIL, lim y’ vz (), ceey Lim, ?/(n) e (),
&

& w00 " e w

Sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung alle negativ, so hat
jedes Integral diese Eigenschaft.

Beweis. Nach einem frither von mir bewiesenen Satz hat die
homogene Differentialgleichung

YO (@)Y o f 1)y = 0

ein Fundamentalsystem von Integralen y,, #,,...,¥,, fiir welches

) y; y” lErl,)
{(8) lim ===, lim-™s=pg),...,lim =i = gn
T=w Jv s=0n Yy gmwn Iy

st'). Ein Integral der inhomogenen Differentialgleichung des Satzes 2
hat dann bekanntlich die Form

(9) y= 2y u,

y=1

wobei ‘die Funktionen w, dem folgéilden Gleichungssystem geniigen:

n
Zyvuimo,
2 wu =0,

yasl

(1) ] e

n
2yl =g ().

wael

Hieraus folgt dann mit Riicksicht auf,(8), daB die Grenawerte
(11) lim g, %, = 7,

&L=
existieren, und zwar ist

) Satz 5 meiner Arbeit: Uber lineare Differentialgleichungen, bei demen die
unabhingig Variable reell ist; erste Mitteilung. Journal fiir die reine und ange-
wandie Mathematik, 142, §. 254270, .
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n
Z}"u:O:

=1

n
ZQ'V?"V =0,

vaal

.

L 293~17’v=b;

puzl
oder durch Auflésung nach y,, wenn

evetzt wird ertaerit e =Fle)
gesetz :

(12) Yo T e (v»==1,2,...,n).

BSetzt man nun

(13) Cmota(@),  gul=7+ (),

g0 ist nach (8) und (11)
(14) limg,(2)==0, limd,(z)=0.
Aus (18) folgh: :

(15)

gy = eg,w+js,,(m)dz,

= (y, + 8, (2)) g7t = (s + 8y (@) €™,
und daher durch Integration:

= [t o (@) e~ 52,

SchlieBlich ist also
(30 (@) ™= @37 g,
‘(16) y,"‘u.v Mgy st o

eug,w‘-:fx,,,(z)dm

Wenn o, << 0, so wihichst der Nenner in (16) fiir & — oo iiber alle
Grenzen, und man erhélt den Grenzwert des Bruches, indem man Zidhler
und Nenner differenziert, und zwar ergibt sich:
{pu ot 8 (@)e~@=~fods o, b
pe~era[aiida & o F (on)

(17)  limy,u, = lim

o= B0 (e oy o gy (T

Wenn aber o, >0, so ist bei dem Zihlerintegral in (16) die untere
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Grenze oo zuldssig. Dann haben Zihler und Nenner fiir 2z — co den
Grenzwert Null, und daher gilt wiederum die Formel (17). Daraus folgt
dann weiter:
b
b5 = lim y Uy 7= — -
(18)  [my=jn wgy gg,,m@v) 707~

Aus (9) und (10) erhdlt man dutch sukzessive Differentiation:

n n
Y 22(y5“v+ Yo thy) m‘273/5'14,,,

r==l 230
n n

v = 2glut )=y,
ye=l vyl

........

n

n
y = (g Vu, 4 yi-du) = 3 yo-va,

ye=1 y=}

n n
gy = (yMu, + gy w) = S ymu, + ¢ (z).

=l pe=]

Daher mit Riicksicht auf (8) und (17) fiir 1=1,2,..., n —1:

(l)
lim y® = ]1m Zy By, == lim ZM Yy Uy

(19) B0 " F 1" P
T YL N 5 Sy
ra=1 ”Q’F(Q) valF(Q”)

und aulBerdem:
B am

hm y® ==lim (ZZ

o ymv-fﬂm(m))
z = Fm® oy Iy
(20)

-1

z—bZ;" = +b=0.

Die Formeln (18), (19), (20) zeigen, daB es in der Tat ein Integral ¥
von der in Satz 2 behaupteten Art gibt. Von diesem unterscheidet sich
aber das allgemeine Integral nur durch additive Glieder der Form C, y,;
wenn die, Wurzeln g, negativ sind, so konvergieren diese Zusatzglieder
nach (15) fiir & — oo gegen Null, und wegen (8) gilt dann das gleiche
auch von ihren Ableitungen bis zur n-ten einschlieBlich. Damit ist Satz 2
vollstandig bewiesen.

(Eingegangen am 26.. Juli 191‘§.)



