
Z u m  Problem des Apollonius. 

Von S'rOLL in BE~SHEm an der Bergstrasse. 

Die Anregung zu der folgenden Arbeit empfing ich yon Herrn 
Professor Dr. S t u r m ,  welcher mich darauf aufmerksam machte, dass 
bei dem allgemeinen Problem des Apollonius die zwei conjugirten Be- 
riihrungskreise nicht immer~ wie man gewShnlich anzunehmen scheine~ 
ungleichartige Bertihrungen eingingen, sondern hilufig auch gleich- 
artige, und dass ferner merkwfirdigerweise die Zahl der LSsungen 
immer entweder 8 oder 4 oder 0 sei. Er forderte reich auf, den Grund 
un'd die Gesetze dieser Erscheinungen zu untersuchen und gab mir 
aueh bei tier Ausfithrung manchen Wink, weleher der Arbeit zu gute 
kam und wofiir ieh demselben dankbar bin. 

Bekanntlieh sollen bei dem Problem des Apollo nius in seiner all- 
gemeinsten Form 3 gegebene Kreise yon einem vierten zugleieh be- 
riihrt werden. Um die Aufgabe zu 15sen, d. h. Radius und Mittel- 
punktscoordinatrn dieses 4 t~ Kreises zu finden, nehme man den Mittel- 
punkt des ersten der gegebenen Kreise zum Anfangspunkte der Coor- 
dinaten i die Gleiehtmgen der gegebenen Kreise werden dann sein: 

(1)  x r ={_ y2 _~ r12,  

(2)  (x  - -  ~ ) ~  + (y - ~ ) ~  = ~ ,  

(3)  (x - -  ~3) ~ + (y - -  t~3) ~ ----- r ~ ,  

und die des gesuehten: 

(4 )  (x  - -  ~)~ + (y - -  ~)~ = :  r~. 

Der letzte Kreis soil nun vorerst die drei ersten entweder alle 
ausschtiessend beriihren, d. h. so~ dass die Fl~che des beriihrenden Krei- 
ses ausserhalb der Fl~che der berithrten liegt, oder alle einscIdiessend, 
d. h. so, dass die Fliiche des berilhrehden Kreises in die Fliiehe der 
berfihrten hineinfiillt oder umgekehrt. Damit die eine oder die andere 
Art der Bertlhrung stattfinde, miissen folgende Bedingungen erftlllt 
sein, wobei da, wo doppelte Zeichen stehen, bier und im Folgenden 
alas obere ftir die ausschliessende, das unCere fiir die einschliessende 
Berilhrung gilt: 
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(,~) '/" + Y" = (" : ! -  , , ) " ,  

(6)  (,, - ~,.:)-' -t- (/~ - [~,)-' = 0 ~  r . , ) - ' ,  

(7) (,~ - -  <~)~ + (~  - &)~ = (,'-4_:- r:~) ? . 

Um bieraus - ,  [:~ und .r zu bestimmen, ziehe man die Gleichungen 
({:~) und (7) nach einander yon (5) ab und erhSl{ so: 

'.,, ,~.~ + 2 t~#~ ~ 2 (,-~ - - , . ~ )  ,- = < ?  + M + (,', + ":,) (" ,  - " ~ ) ,  

oder 

(7:') { ~ ~%-}- ~(~'~" -~- 2 (r ' - ' ' ' ' )  ('' 7-P ''') = a~'~-l-[L'~-(r' - ''e)'' 
'~3 + 2 ~ & 7t: .9 ( , .  __  ~'a) (r : ~  r~) = , q  + 0~ ~ - -  (,', ~'~)'*. 

Wmm man nun zur Abk~irzung 

(8)  ,-q-' §  2 - -  (,-, - ,.~)~ = ~,,, 

(9)  c~a" + ~:? - -  ( , ' ~ - -  ,'::)'-' = , / ,  

(IO) , - b  ,', = ~t, 

( t l )  r - - '  ~'~ ~-= ~' 

setzt, so erhi~lt man aus diesea .,') bez[iglieh d I~}eichuugen fiir die 
ausschliessende Berahrm~g 

2 r~ ~ q~-~ - -  :~,,o~ + ~ :I [~ ,  (,', - ,:~) -::. 0', ( ! ,  : - Y , 2 ]  

und fiir die einschliessende Bertihrung 

1.111121 Y',"~Il l l  1128~11 wiederum zur Abkiirzung setzt~ 

0 2 )  ~,,~3 - ,t~.., = . 4 ,  0 4 )  ~,  ( , ,  - - , . , )  - -  ~.. (,., - ,-~) = e l '  
~ , - 7 ,  

0 3 )  r -~ , ,~ .~  = B 0 , %  ~.., ( , ,  - ,~) - -  fl:, (,-, - -  ,..,) = B '  

(16)  ,~.,~.. __ ~.:~:, = i ) ,  

ftir die aussehliessende Beriihrung 

(17) .2~ B +  '2 B 'z  A +  eA '~  
. . . . . . . . . .  : / ) - - - ,  2 / t  . . . . .  D . . . .  , 

und fiir die einschliessende Bertihrtn)g 

(1.% 2 ~ ---- ~_-_ ?_~. :v  2 ~ - =  "~ --  ,a . - i ' :  
�9 ' D ~ D 
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Die S~bs~i~ution dieser Werthe in die Gleichung (5) giebt fiir die 
e~usschliessende Bertihrung 

(13 + 2 ~ ' y ) :  + (-4. + 2 A'y)~ = 4 9~-y 2 , 
,:,aer 
(19) 4 y: (A '2 + / 3  ,2 - -  19'~) + 4 y (AA" + 1313") + A 2 + /3'~ ~_ O, 

l_lnd fiir die einschliessende Beriihrung 

(20) 4 z 2 (A '2 %./3,2 _ D 2) _ 4 z ( A A '  + B B ' )  + ,;l'-' +t32 = O. 

Dutch diese beiden Gleichungen ist die Aufgabe gelSst, indem y 
trod z~ d. h. r %. r 1 und r ~ rl~ also auch r durch lauter bekannte 
(_h'Sssen ausgedriickt sind und man mit H~i]fe der Werthe yogi y und 

aueh die betreffenden a und fl aus (17) und (18) finden kann. Da- 
be t  wohl zu bemerken, dass, wenn ftir r e i n  reeller Werth gethnden 
i s t ,  auch a und fl reell sein miissen, wie ein Blick auf die (kleichungen 
(17) und (18) lehrt. Nun haben abet die Gleiehungen (19) und (20) 
(_]ieselbe Discriminante, d. h. sic h~ben zu gleieher Zeit entweder rcelle 
coder complexe Wurzeln, und iiberdies sind die Wurzeln der Gleichung 
(20)  entgegengese~zt gleich denen der Gleichung (19); ergiebt sich ~Llso 
~lus (19) ftir r %- r I ein Werth m, d. h. fiir . re in  Werth m ~ .rl, so 
is~ der-aus  (20) gefundene Werth yon r - - r  I gleich ..... m, wor~ms 
,r ~ - -  (m ~ rl) folgt,  so (lass auch die Werthe yon r,  die roll dic- 
~ell beiden Gleichungen geliefert werden, entgegengesetzt gleich .~ind. 
Gicbt  also die Gleichung (19) unter der Voraussetzung reeller Wur- 
zela  2 positive Werthe fiir ~'~ so giebt Gleichung (20) 2 negative v(m 
~_lerselben absoluten GrSsse; giebt die erste eta positives und ein ne- 
~'atives r~ so giebt die zweite ein negatives und eiri positives r rOlL 
derselben GrSsse, und liefert endlich die erste Gleiehung 2 negative r, 
~o liefert die zweitc 2 positive r. D~ aber r seh~er Natur linch tremor 
1)ositiv sein muss (eine Ausnahme, die sich durch das Lagenverhiiltniss 
l.echtfertigt, werden wir welter untell kennen lernen), so folgt~ dass 
~mter der Voraussetzung, die Wurzeln obiger Gleichungen seien reel], 
entweder 2 ausschliessende Bcriihrungen mSglich sind~ oder eine aus- 
sehliessende und eine einsehliessende oder 2 einsehliessende. Manche 
~ehriftsteller scheinen angenommen zu haben, es kSnne nur der mitt- 
]ere Fall stattfinden~ d. h. ether ausschliessenden Beriihrung set immer 
cine einschliessende conjugirt; class dies nieht so ist, kann man sehon 
an dem einen Beispiel sehen~ wena zwei der gegebenen Kreise inner- 
halb des dritten liegen, ohne sich selbst zu schneiden, denn bier sind 
2 Kreise mSglich~ welche die 3 gegebenen zugleich einschliessend it~ 
dem bier gebrauchten Sinne beriihren. Genau die n~imlichen Schluss- 
folgerungen ergeben sich~ wenn man die Aufgabe von vornherein so 
stellt, dass der gesuchte Kreis den ersten gegebencn einschliessend 
und die beiden andern ausschliessead oder den ersfen aussehliessend 
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und die beiden andern einsehliessend ber[ihre; man hat dann nur in 
den GleJchungen (5), (6), (7) ~-~ negativ und r~, r:~ positiv, oder ~'~ 
positiv und r._,, r:~ negativ zu setzen und die l{echnung in derselben 
Weise wie obeu dm'chzuf[ihrea. Setz~ mau ~-2 neg,~tiv und r t ,  r~ po- 
sitiv oder umgekehr~, so erhiilt man das dritte Paar conjugirter Kreise, 
und wenn man ~':~ negativ und r~, ~'2 positiv macht oder umgekehr~, 
das vierte Pant. Jedesmal ergeben sic]l 2 Gleiehungen~ 5hnlich den 
(10) und (20), yon derselben Determinante and entgegengesetzL glei- 
chen Wurzeln, und jedesmal kSnnen die Kreise eines Paares nicht blos 
ungleichar~ig, sondern sie kSnnen aueh beide gleichartig die gegebe- 
hen Kreise berfihren. 

Um die Bedingungen zu finden, unter denen die Kreise eines 
Paares mit den gegebenen gleiehartige oder ung]eieharfige Ber[ihrangen 
eingehen, beach~e man,  dass in der Gleichung (19) 

4 v ~ (n'~ + B '~ -- ])~) + 4 v (AA' + ]313') + A~ + B~ = 0 

die GrSsse _A_*~ - B 'z hie negativ werden kann,  dams daher naeh der 
Zeichenregel des Car~esius die Gleichung eine positive and eine nega- 
tive Wurze] trot, wenn A '~ nt- _B '2 - -  /D~ neg~tiv, 2 positive oder 
2 negative, wenn A ''~ -t- B ' 2  - -  1 )2  p o s i t i v i s t ,  nattirlieh vor~us- 
gesetzt, dass die Gle{ehung iiberhaupt reelle Wurzeln hat;  fin ] t~'' 
Fal |e ber~ihren die eonjugirten Beriihrungskreise die gegebenen Kreise 
ungleiehar~ig, im 2 ~~ Falle in gleieher Art. Es kommt jetzt  nut dar- 
auf an, den Ausdruek A "~ - t - /3 '2  - - / ) ~  so umzuformen, dass er einer 
geometrischen Deutung f:&hig ist. Es ist aber, Weml wir ~us (16) und 
(15) die Wert.he yon A '  und ]3' substituiren 

~-]3' 2~-(a~:+/3~2) ( r , -  < 0 " +  @.~'+fl:;~ ')(r~--r . , )2--2( t%ch-{- f l2  fl:0 (.r~--r..)(r~--r:~) 

----(%~+~:?)(n--r~) ~ 6r%~+ Crl--r~)- + 
(~ ~ + fl~ 6~I i . . . . .  

oder~ wenn mall die GrSsse in der eekigen I(lammer mit F bezeichnet~ 

A'  2 + B '  2 1) '~ ~', -- -r~? 
= W-~)) +}'~. 

Daraus folgt: 

(21) A '2 --~ ]3 '~ - -  D" : ~."-' - -  D" �9 - - ~  ...... 

:Nun sind die Gleichungen der 2 :,;usseren gemeinschaftliehen Tan- 
genten an den ersten und zweitea Kreis in der Normalform 
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Dureh Substitution der Mitt.elpunktseoordinaten % und fla des 
dritfen gegebenen Kreises gehen die linken Seiten dieser Gleiehungen 
in  die negativ genommenen L:~tngen Pa und ]):( der 8enkreehten iiber, 
-,~,elehe man yore Mittelpuukte des dritten Kreises auf die gemein- 
sehaft]iehen 'ausseren Tangenten tier '2 ersten gefitllt hat~ vorausgosetzt, 

r l  O '  dass dieser Mflbtelpunk~ auf derselben Seite der ilusseren ]an~,eneen 
l iegt ,  wie der hnfangspunkt, der Coordinaten. Addi,'t man dann noeh 
zu  jeder dieser 8enkreehten den I{adius *'a, so ha~ man 

- -  P a  q-~ 'a  . . . . .  
~d -I- M 

-,r + ~," . . . . .  , 

oder  mifi unserer obigen Bezeiehmmg 

- 1~, - k  r:, ~,' I " ( ~ Z ~ - ~ * - -  2) I '),  
. . . . . .  -d -t- M . . . . . .  ( ~ a )  

__ 1>, 1; l/FaT-q--)~. :' + .z)1/ ~, 
3 -Jl'-- )'3 = = ' ~  . . . .  ' . . . . .  u~* q- l~= * 

Dureh Mulfiplim~tion dieser Gleiehungen erh':tlt, man endlid, 

( , ~  + p,':) (/~, - -  ,',,) (1" _ _  ,-:,) = 1,'~ _ _  ] 0 , . .  ~ ' .  
- , q '  -f- W ' 

s o  dass folgt: 

(24) A"~ q- - B'2 - -  D~ = (/~'a - -  "a) (I'a' - -  r:,) (%" q - / ~ ) .  

Ganz ebenso is{ mttiirlieh aueh 

- ~  ( :," + ~.?') /1  '~ + J~'~ - I ) '  ( 1 ;  - -  ,'=,) ( i y  - -  ,':,) . "  

n n d  

A ' ~  + ZY'  - -  2)"- = ( P ,  - -  , , )  (;P," - -  r , )  [i(~,, - -  < , ) '  + (~:, - -  fl:,F_l, 

w,o ~ , ,  P~', JPt, l~" die 8enkreehten bedeuten, welehe ma~, v,,m Mit- 
~:elpunkte des zweiten oder ersten Kreises auf die gemeinschaftliehen 
~tusseren Tangenten des ersten und dritten oder de.~ zweiten uud drit- 
gen gefgllt hat. Bezeichnet nmn die Migtelpunktsenffernu,igen beztig- 
l i eh  mi{ cz.,, eta , c.,a, so ergiebt sieh die merkwih'dige lleziehung 

(~5) (P~--q)  (P,'--,'t)c.,.,"-~(1"`--,'.,)(l'.,'--,r.,)c..("~-(l'.,--,'a)(l':,'--ra)q./~. 

Die -P haben wir seither immer positiv angenommeti, abet dabei 
vorausgesetzt~ dass der Miitelpunkt des Kreises, yon dem aus sie ge- 
zogen  siud~ auf derse[ben Seite der betreffenden ilussertul Tangenten 
l iege wie der Anfangspunkt der Ooordinaten; liegg er nun aber auf 
t ier  entgegengesetzten 8eite wie dieser, so muss man sie negat, ivneh-  
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I l lOll .  Die Gleichung (21) lehrt tll18 jetzt, W a l l l I  . ' t  ''2 .Af_ 1 3 ' 2  . _ _  I)'* 1)o- 
sitiv uml warm es negativ ist. Positiv ist es 

1) wenn P:~ und /~..( zugleieh positiv und zugleiell > oder < ~5~ 

sind, 
2) wenn ein P negativ und das andere positiv, abet < r:~ ist, 
3) wenn beide 1 ) negativ sin& 

Finder einer dieser 3 Fiille statt, so muss nach Oleiehung (25) 
einer dieser Frdle aueh bei den 1)2 und -Pl eintreten. 

Negativ ist A ' 2 q  - B ' 2 -  D '~ dann, wenn 
1) beide xP positiv sind, aber das eine > ,  das andere < r:~ ist, 
2) das eine P negativ und das andere positiv, abet > r:~ ist. 

Einer dieser J}i~lle muss dann gleiehzeitig aueh bei den /).~ und 
Pl stattfinden. 

Nach diesen Auseinandersetzungen is~ es leieht, sich ein Bild yon 
,ler Lage zu maehen, welehe die gegebenen Kreise haben miissen, um 
yea dem ersten Paar conjugirter Kreise gleiehartig berfihrt zu werden. 
Nehmen wir vorers~ a , ,  es ski mSglich, an 2 der.gegebenen Kreise 
itussere gemeinsehaftliehe Tangenten zu legen; man denke sieh dann 
den Mittelpunkt eines yon ihnen als Anfangspmd(t der Coordinaten. 
Liegt nun der Mittelpunkt des dritten Kreises in dem Winkelraum 
zwisehen den 5usseren Tangenten und liegt der Kreis selbst entweder 
ganz in diesem Winkelraume oder schneider er beide Tangenten zu- 
gleich, so hat mini den ersten Fall, we A '-~ n t- B "~" ~ D ~ positivist. 
Der zweite I,'all tlndet~ start, wenn der Mittellmnkt des dritten Kreises 
sowoh] ausserhalb des Winkelraumes der 5ussercn Tangenten~ als aueh 
ausserhalb des Winkelraumes ]iegt, weleher von den Verl~ngerungen 
derselben ~il)er ihren 1)urehsehnittst)unkt hinaus gebildet wird, der 
Kreis selbst aber diejenige Tangente oder ihre Verl'Xngerung schneider, 
welche yon seinem Mittelpunkte nael, derselbelt Seite bin liegt, wie 
yon den Mitteli)unkten der 2 ersten Kreise. ha  dritten Falle liegt der 
Mittelpunkt des dritten Kreises in dem Winkelraume, weleher yon den 
VerlSngerungen dcr Tangenten gebildet wird; der gadius desselben 
ist beliebig, der dritte Kreis kann also entweder ganz in diesem Win- 
kelraume liegen oder eine der Tangenten oder beide sehneiden. In 
allen tibrigen Lagen hat man ungleiehartige Bertihrungen. 

Wit wollen jetzt einmal annehmen~ A ''~ --1- 11 "'~ - -  D ~ sei positiv> 
daml h:d die Gleiehung (19) 2 negative Wurzeln, wenn A A ' q - B B '  
1)ositiv, 2 positive, wenn es negativ isL Im ersten Falle hat man 2 
einsehliessende Bertihrungen, im andern 2 aussehliessende. Um diese 
Bedingung geometriseh zu interpre~iren, mtissen wit den Ausdruck 
A d ' q - B I d '  umformen. Dutch Substitution der Werthe yon A ,  A ' )  
B ,  B '  aus den Gleiehungen (12) his (15) erh~ilt man naeh Ausfiihrung 
der angezeigten Ot)eratimJen: 
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Ebenso ist 

y ~ ? ~ : - ~  = ~.~ + ~ ;  - 2 ,..~, 

Damit wird aus obiger Gleicbung 

8 I )  ~ 
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oder, anders geordnet, 

Setzt man nun, ithnlich wie oben~ 

- -  ( ~ - + / ~ . , )  (,, -., .:,) .P I/~U:4- [~,~, 
(26) 

(~,~:~ + f~., f~ ) ( , . , - r~ )  - ( ,C  + ,sT)  ( , - , -  ,,.~) = ~" t..'.:;~)- ~ ~, 
so erh';s m a n  

~ "  1" /c~ ~ - -" A A" + A ~ Z '  ~--- - -  1) 1," ~/c~ + 3:, '~ - -  q - I .., + 3~- .  

Aus den Oleichungen (23) erg'iebt sich aber durch Addition und 
Subtraction 

4 ,jl)~l __ (p:, _ p.z,)~" 
i,~ ~ + ~?? 

L(P:~-v:,'7 (P.,+ P.,'-- 2 r~) (,C 4 -&  ~)+( P.~ - ~.;!~ ( P~ + P:; - 2 ,.:~) (~r + ~/ 

Da der Factor auf der linken Seite vor der Klammer posit,iv ist, 
so hat man nur uSthig~ das Zeiehen des Ausdrueks iJi der Klammer 
zu berfioksiehtigen. Im Allgemeinen ]st es nothwelJdig, den Werth 
dieses Ausdrueks ~uLszurechnen. Dooh giebL es einige Fiille, ill deuen 
man vermittels~ desselben sofort, an dot Figur erkennen kann, welche 
Art yon Bert'~hrtm.ger, start h a l  Nimmt m ~  n:~hnlich fiir (tie 1' in 
der Klammer solche Werthe ~m, welche deJl Ausdrucl( A ' " +  I ) " '~ - -D ~ 
positiv machen~ so wie sic oben angegeben worden silid, so sind ent- 
weder 

1) 1).,I und P (  zugleich positiv unt| zugleich > r:~, dann muss auch 
entweder 

a) P.~ und P~' zugleich posi~iv und zugleich > r, 2 sein und dann 
ist _ / 1 A ' +  B B '  I)ositiv~ odor 

b) I~ und 1),2 ' sind zugleieh 1)ositiv uud zugleicl, < r : ,  oder 
ein ~ ist negativ mid das andere positiv abel" < r2, oder 
beide 1�89 sind negativ, dann wird der erste Posten in der 
Klammer nega~iv und tier zweit.c positiv~ und es komm~ dann 
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auf die absoluten Werthe beider Posten an bei Entscheidung 
der Frage, ob AA'  + BB '  positiv oder negativ sei; 

2) oder /P:~ und ~ '  sind zugleich ioositiv und zugleich < r~, oder 
ein 1~ ist negativ and das andere positiv aber <: ra, oder beide 
~ sind negativ, d a n n i s t  der zweite Posten immer negativ; ist 
null 

Q P~ und xP 2' zugleich positiv und zugleich > r~, so komm~s 
es auf die absoluten Werthe beider Posten an; sind aber 

b) /~2 und -P2' zugleich positiv und zugleieh < r~, oder ist ein 
.P., negativ and das andere positiv, abet < r.2~ oder sind 
beide P., negativ, so ist aueh der zweite Posten negativ und 
deshalb auch A A ' +  BB" negativ. 

In ~hnlieher Weise~ wie wir im Vorstehenden die Reehnung dureh- 
geNhrt haben far das erste Paar eonjugirter Bertihrungskreise, liiss~ 
sie sieh fiihren, wenn man finden will, ob die eonjugirten Kreise des 
zweiten Paares die gegebenen Kreise gleiehartig berifl~ren oder nieht. 
Man hat dann nut  tiber~ll sLatt r I zu setzen - -~1 ,  wodureh die Glei- 
chungen (22) ttbergehen in die Gleichungen der zwei inneren gemein- 
schaftlichen Tangenten, und mau finder endlieh, dass die Beriihrungen 
gleichartig oder ungleichartig sind, je nachdem der Ausdruck 

positiv oder nega t iv i s t ,  wo abet hier 1)~ und P.( die Senkreehten 
yon dem Mittelpunkte des drit~en Kreises auf die gemeinschaftliehen 
inneren Tangenten des ersten und zweiten Kreises bedeuten. Das 
N~imliche bedeuten die P far das dritte Paar eonjugirter Kreise in 
dem ftir diese gel~enden Ausdruck (P.~ --  r:~) (P:( - -  r:~) (%'~ + #22), 
wShrend in dem Ausdrucke (Pu + r~) (lZu" + r:~) (%~ + fl.,~-), welcher 
far das "vierte Paar gefunden wird, die P wieder die Senkreehten auf 
die gemeinsehaftlichen rmsseren Tangenten sind. Dass man in diesen 
3 Fiillen Beziehungen finden kann~ iihnlieh der oben (25) aufgestell- 
ten, ist klar, ebenso, d~ss, wenn gleiehartige Beriihrungen sieh erge- 
ben, man wieder, gerade wie obe,,  mit Hf;lfe des Ausdrueks A A ' + . B B '  
bestimmen kann, ob dieselbelt beide einsehliessende oder beide aus- 
schliessende siad. 

Bemerkenswerth ist es, dass die ":iusseren oder inneren gemein- 
schaftlichen Tangenten auch imagin';~r werden kSnnen, und zwar ge- 
schieht~ das erste, wenn %2 -{- f122 -- (r I - -  r..,) z negativist,  d. h. wean 
der erste and zweite Kreis ineinander llegen, das zweite, wenn a~ ~ + fl.,~- 

(.rt @ r2) ~ negativ i~t, d. h. wenn sie sic]l schneiden oder ineinander 
]iegen. In diesen Filllen sind auch die Senkrechten vom Mittelpunkte 
des dritten I(rcises imaginSr~ aber wie aus den Gleichungen (23) her- 
vorgeht~ sind dann/4.~ +___ r~ und P j  +_ r~ conjugirte complexe GrSssen, 
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das Pro&lot derselben und ill Folge davoa auch A"-' -~- I3 '2 - -  1)" ist  
also tram(u" positiv, odor in "~Vorten ausgedriiekt: Wenn der cr,~te und 
zweite Kreis ineinander liegen, so geht, falls die Beriihrungskrcise 
iiberhaupt mSglieh stud, was spSter untersuch~ werden soll~ sowohl 
das erste als das vierte Paar derselben jedes zwci gleichartige Bcriih- 
rungen mit den gegebenen Kreisen ein, und wenn der erste and zweite 
Kreis einander schneiden odor ineinander liegen, so gilt das Gleiche 
fiir dus zweite und dritte Paar. Es ist nat~.irlich beliebig~ wclclac der 
drei gegebenea Kreise man als ersten mid zweiten wiihlen will. 

Eine Ausnahme erleiden die you uns aufgestdltcn l~.egeln tlaun, 
wenn alle drei gegebenen Kreise sich gegenseitig schneidcn trod dabei 
ether der Durchschnittspunkte der zwei ersfen iancrha]b des (Iritten 
licgt. In diesem Falle zeigt die geometrische Betrachtung an dcr 
Figur,  dass ungleichartige Beriihrungen stattfinden, wenn das ltach 
unseren Regeln gefundene A '~ -~ I)  '~ -- D ~ posifiiv, glcichartigc, wcnu 
es nega t iv i s t ;  beim zweiten und dritten P~mre, wo man wege~l dcr 
imagin'iren inneren Tangenten lauter gleiehartige Berfihrungen er- 
warte~ h~tte, stud dann die Ber(ihrungcu immer ungleicharfig, beim 
ersten und vierten Paar entweder gleichartig odor unglciehartig, .je 
nachdem das betreffende naeh unseren Regeln bestimmte A "'2-~-.H''-' ~ 1 )  ~ 
negativ oder positiv ist. Einc Erklitrung dicses I'aradoxons ergicbt 
sich in tblgender Weise. Offenbar ist es ein Grenzfall, welcher den 
Uebergang yon der l~egetmiissigkeit zu den Auswthmcn bezeictmet, 
wenn die drei Kreise sich in einem und demselben Punkto schneidclL 
In diesem Grenzfall ist uber ftir allo vier Paare yon Beriihrungskrei- 
sen der eine Kreis dues Paares zn einem Punkte zusammcngeschrumtd't , 
d. h. sein Radius ist Null, was sich geometrisch leicht einselten 15sst, 
unaly~i~'eh aber folgendermassen bewiesen wird. 8ieht nmn in dmt 
Gleiehungml (1), (2) and (3) die x uud y als dcmselben l'tmk{o ge- 
hSrig an, so finder man dutch Elimination dersclbeu die Bedingung, 
welche stattfinden muss, damit der Grenzfall eintrctc. Zieht; man des- 
halb yon (2) und (:") naeh einander (1) ab~ so erhSlt lllalt 

2 ~e.,.x - k  21~.ey = r(" - r.," q-  a=2" q- t:~.;", 

'2 tq x -k 2 ~,j ~y = ~',"- - -  ~':f 4-  aa" 4- &"; 

daraus finder nla11,  w e l l n  n l a l l  

setzt, 

2 x . . . . . .  ~/Y " , 1 )  ' 

und wmm man diese Wcrt.he in (t) ~ubst.ituirt~ 
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(~t~  - ~/~'a): + ('~":~ - -  ~7'~.,): =:  4 D ' q : ,  
oOer 

~'~ (<,~" + &'D + ~ (~'i + &~) - -  ~ ' ~  (%<~ + ~'.'&) . . . .  ! 1)':"J ~'" 

Nun ist wbcr nad~ Gleichung (8) 

d. h. 

nnd ebcnso 
~ ---- ~ + ~ r I (q  - -  ~.,). 

Die Substi[ution dieser Winthe in ob[~e~ (.,]e~chung' " . giel.)fi 

[4,','~ ( q  - , ' ~  7" + 4 ,.~ (,., - ,..,) ~, + v"l (<c ~ + &-3 + 
+[4r , ' - ( . ; ' , - - , ' .~ )"qc4v , ( ' r , - - - r ; )q-~V' -"_ j  (rr.,- + ft ._," ~) --- 

-e{.~ , . j  ( , , - - , . : ) ( . , . , -  ,:,) + ~,-, [?, (,'c--,:,) + v (,', -,..,~ 1 + v ~} (%,::+/3,&) =-- 4 O'.,.?, 
oder, wmm man immer je die ers[en, zweifen trod drit, ten Glieder dries 
jeden Postens addirt 

4r," I (r, - r~) ~ (<(-' + A-) + ('~', - ,  ;~, (%'~ + U") - ~ (", - r ~ )  ( r , -  ,':~) (%r, ~+/L&/] + 

4rl  {l~(r~--'r.,.)icq~" q-// :])+ ~ (;',--r;,} (g.?-l-/~._,2)--[ ,, (r ,--r . .}+v(r , --- r~)] (%%+['L.,fl)} 47 

[;,-~ (%' + / t , : )  + v ~ (~,._,: + [~?) - 2~, ~ (% ~,~ + & &)l = 41)-',.,~. 

Die in de~ eekigeu Kiammern st.el,emlen Ausdr{icke h~be~ wit 
abet alle sehon oben kennen gelernt;  mff uusm:er abgekiivzten Bezeid> 
ntmgsweise wird daber die let.zte Gleiehnng 

4 ,',~- (A 'e -b-1)'":) -[- 4 r, ( A A '  @ 1/111") q -  A"  + B"- - ~  4 I )bh 'e  , 

oder, was dasselbe ist, 

(~8) 4r~'- (A": + B '~ - -  1);) q- 4r,  ( A A '  + B B ' )  q -  et~--[-_13'~= O. 

" o Yergleieht man diese {,lmebung mit: unserer (lh~iehlmg (19) 

4 y'-' (./t', + B "~ - D") + 4 :~ (A A' + BIr + A-' + ~ ,  = o ,  

so ergiebt sich, dass derselben fib' don .~renzfatl dureh y--= r~ genfigt 
wird; da nuu y = ," -1- r~, so ist. r = 0. Die Mittelpunktscoordim> 
ten, welche hier (lie Coordinaten de~ gemeinse.haflliehm~ l)m.eh,~ehuit,[s- 

�9 , . ?, punktes stud, ergeben sieh aus &m (,]r (17), wmm man in 
denselben ~I-~ rl setzt, zn 

.B + '2 1~'~'~ ,) A + '2 A'~'~ 
2 t~ . . . . . . . . . . .  iJ . . . . . .  ' - fl ~= 1) " " 

l)ivhlir~ man die (lleiehung (I9) din'oh y -  r~, so bleibt der Rest 

4 ,.,'-' (..t', + L'"-' -- v-') + 4 ,-, (AA" + ~n') + a'- + ~,,,, 

weleher abet naeh (28) gleieh Null ist, und der Quogient~ gleieh Null 
g'esetzt, ergiebt die Gleichung 
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y ( A  '~ + 1~"~ ~ .I) ~ + A A "  + B B '  + r, (A ' "  + B '2 ~ I)") ------ O,  

aus welcher man den Radius des dem eben gefundenen conjug'irten 
Kreises und dann mit HNfe der Gleiehungen (17) die Coordiml(en 
seines Miitelpunk~es finden kann. Aelmlich verfiihrt man bei den 
drei iibrigen Paaren conjugirter Kreise. 

Denken wir uns nun den dritten Kreis in einer solchen Lage, 
dass seine Durchschnittspunk~e mi~ der Chordalen der behlen ersten 
sich schneidenden Kreise beide zwischen den Endpunkten dieser C h e f  
dale ]iegen, mid schieben wir ihn stetig ~o,,'o,r den einea I)m'ch- 
schnittspunkt der zwei ersteil Kreise vor, so nimmt der ]~adlus des 
einen tier beiden eonjugir~en Ber[ihrungskreise immer mehr ab und 
wird zu Null, sobald tier drit% Kreis den l)urehsehnittspunkt der bei- 
den ersten erreicht hat. FSllrt man mit der stetigen Verschiebung 
des dritten Kreises fort~ so dass er jetzt den Durchsclmittspunkt der 
beiden ersten einschliesst, so muss nach einem analytischen (h'und- 
satze der Radius des einen Beriihrungskreises, der vorher einen posi- 
tiveu und dann den Werth Null halle, numnehr eiuen negativen 
Werth annehmen, ohne dass sich deswegen die Gri'~sse ./1 '~ q-- ]J'~ - -  1) ~ 
~indert% d. h. mit anderen Worten: flier haben wir den einzigen Fall~ 
we der Radius des einen der beiden conjugirten Kreise aus der Glei- 
ehung (19)~ der andere ans der Gleielmng (20) gew,)nncn wird, sell)st 
wean der letz~ere negativ gefunden werden sollt% 7,,,d umgekchrt. 
Ist also z. B .  A ' 2 q  - B ' 2 - / ) 2  positiv, so massten nach der allge- 
meinen gegel beide gadien entweder aus der Gleichung (19) oder aus 
der Gleiehung (20) bestimmt werden, in unserem Ausnahmgfalle a])er 
wird der eine aus (19), der andere aus (90) bestimmt. Dies hat, abet 
geometrisch die Wirkung, dass wir jetzt zwei ungleichar~ige Beriih- 
rungen h.~ben, we zwei gleichartige erwartet worden w~a'ell. In der 
That hat auch nach dem Uebergange zu dem Ausnahmefalle der lht- 
dius des einen Bertihrungskreises zu den Peripherien der drei gegebe- 
nen Kreise die entgegengesetzte Lage wie vorher. Es kann aud~ vor- 
kommen, dass der dritte Kreis (lie beiden Durehsehnit~spunl;te der 2 
ersten einsehliesst; da hier der Ausnahmefall in derselben Weise um- 
gekehrt wird~ wie er selbs~ dureh Umkehrung aus dec ILegelmiissigkeit 
entstanden ist, so tritt die lLegelnfi~ssigkeiL wieder ein. Iiaben eml- 
lieh die 3 gegebenen Kreisc dieselbe Potenzlinie, so reduciren sieh die 
4 Paare yon Ber(ihrungshreisen auf 2 Punkte, nihnlieh ,lie gen,ein- 
sehaftliehen Durchsehnittspunkte der 3 greise; dieselbell sind reell 
oder imaginKr~ je naehdem die gemeinsehaftllehe l'o~e~,zlini(' ,lie 3 Kreise 
schneider oder ldcht. Wir werden jedoeh diesen Fall noeh einmal wel- 
ter unten in einem a,dern Znsalnmenhange betraehten. 

Es bleibt uns jetzt noeh ~il)rig zu untersuehen, unter welehen Be- 
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dingungen jedes der vler Paare yon Berfihrungskreisen iiberhaupt 
mSg]ich sei. Beschr~nken wir die Untersuehung vorerst auf das erste 
Paar. Wit haben dann die gemeinschaftliche Discriminante der Glei- 
chungen (19) und (20) zu suchen; ist dieselbe positiv, dann existirt 
dieses Kreispaar, ist sie negativ, nicht. Wird dieselbe mi~ A l bezeieh- 
net~ so ist 

a-t = ( A A '  + B B ' )  2 - -  ( A  '~ + B 2) ( A  '2 + B '2 - -  D 2) 

oder nach der Entwickelung 

A ,  .~..D" ( A  2 + I3 ~) - ( A B "  + A ' B )  2. 

Dutch Einsetzung der Werthe yon A, A' ,  /1, B '  aus (12)bis  (15) 
und Benut;zung yon (16) erh~ilt man nach gehSriger Reduction 

X2 + B 2 --__1,2 (u:2 + 03'2) + q2 (a22 + ft.,z) _ 2 p q  (a.za:, -+ # ~ 2 ) ,  

und 
A B "  - -  A ' B  = [p ( r  I - -  r~) - -  q (r t - -  r,,)] ]9. 

Dami~ wird 

- r ~- ( r , -  r3) ~ -  q~ ( n -  r~)2 + 2p  q ( ~ t - ~ )  " , -~3) ] ,  
= 1)2 {/92 q + p q2 _ _  2 p q [u 2 a:,-~- f12 f13 - -  (rt - -  r2) (r ,  - -  r3) (r ,  - -  r2) ] },  

= D21)q [t) + q - -  2 aza  3 - -  2 ~2fla + 2 (r I - - r2 )  (r 1 - -  r:~)] . 

Wenn man die Werthe yon p und q aus (8) und (9) in die eckige 
Klammer einsetzt, so bekommt man nach der Reduction 

oder endlich 

(29) A t =  D '2 E~*2 2 "71- ~2 ? - -  ( r l  - -  $'2) 2] [6~32 + ~3 2 -  (~'l - -  ~'3) 2] 

[(a2--a~)2 + (fl,,-- j6a)2-- (r2--r~)2 ] . 

Bezeichnet man die Entfernungen der Miitelpunkte der gegebenen 
Kreise wie oben mit ct2 , c13 , c23, so nimmt diese Gleichung die Form an: 

a, = 1)2 [ct~ _ (r, - ~.)2] [c ,~  - (n  - r ~ ) ~ ]  ~c~3 - ~ -  0 " ~ -  r~)~] 
oder 

(3o) a ,  = D2 Ec,~ + (n  - -  r2)J [c,~ + (r, - r~)] [~,,:, + (,-~ - r~)] 

Der erste Factor D z auf der rechten Seite kann nie negativ, wohl 
aber Null werden, ein Fall, den wir wetter unten betrachten werden; 
er hat also keinen Einfluss auf das Zeichen. Nimmt man an, dass 
r t > r 2 > ra, so sind die folgenden 3 Factoren atd der rechten Seite 
immer positiv und kSnnen nie Null werden; sie sind deshalb unter 
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dleser Voraussetzung unwesentlich zur Bes~immung des Zeichens yon 
A I u n d  man kann sie kurzweg mit el 2 bezeichnen. Demnaeh is~ jetz~ 

( 3 1 )  A ,  = D ~ q , ~  [c,~ - -  (~ ,  - r2) ]  [c,3 - (~ ,  - ~ ) ]  Ec,3 - (r~ - -  r 3 ) ] .  

Das Zeichen diesar GrSsse giebt mir Aufschluss, ob das erste 
Paar conjugirter Kreise mSglich ist; will ich eine iihnliche Probe- 
grSsse fiir das zweite Paar haben, so muss ich in (30) r I negativ 
setzen, far das dritte Paar r2, ~ r  das vierte r3~ so dass man hat:  

( 3 3 )  h 3 = D ~ q 3  ~ [c,~ - -  (r, + ~)] Ec~3-- (~ --r3)] [c~ - -  (r~ + r3)~. 
(34) A ,  = D2 0,2 [ci~ - -  ( r  I - -  r , ) ]  [c13 - -  ( r  i -[- r~)] [c23 - -  ( ~  -l- r s ) ] .  

Die GrSssen O2r~ p32, 04 ~ in diesen 3 letzten Gleichungen sind der 
GrSsse pl ~ in (31) analog. 

Es lassen sich nun im Ganzen 125 F~lle unterscheiden~ je nach- 
dem eines der c grSsser als die Summe der betreffenden Radien oder 
gleich derselben oder kle~ner als die Summe, aber grSsser als die Diffe- 
renz oder gleich der Differenz oder kleiner als diese ist, d. h. je 
nacbdem die beiden Kreise auseinander liegen oder sich aussch]iessend 
bertthren oder sich schneiden oder sich einschliessend berilhren oder 
ineinander liegen. Von diesen F'~llen sind 44 unmSglich, weil bei 
ihnen unter der gemachten Voraussetzung~ dass r I > r~ > r3, die 
Mittelpunktsentfernungen der drei gegebenen Kreise kein reelles Drei- 
eel[ bilden, indem n~mlich dann nicht mehr~ wie es bei einem reeUen 
Mit~elpunkt~dreieok der Fall sein muss~ c,~-~ c~3 ]> c~, c~ ~ c~a 2> c~a , 
c~ ~- c2a > cl~ ist; nimmt man also r~  r~  r~ als reell an~ so mtissen 
in diesen 44 Fi~llen die Mittelpunktscoordinaten des zweiten oder drit- 
ten der gegebenen Kreise oder die Mittelpunktscoordinaten beider 
complexe GrSssen sein~ und ebenso eins oder mehrere de rc .  Nimmt 
man z. B. ci~ > r I -~- r~  r~ - -  r 3 < cla < r I ~ ra, c2a < r~ - -  rs~ so 
kann kein Mittelpunktsdreieck existiren.; denn aus den beiden letzten 
Ungleichheiten folgt c~s -]- c~.~ < ri -~- r~, was, mit der ersten verbun- 
den, giebt c~3 -{- c~.~ < c,~. Trotzdem ergiebt sich fttr diese 44 FRlle 
immer eine gewisse Zahl reeller Berithrungskreise; so ist far das 
obige Beispiel A~ und A~ negativ, abet A2 und A~ positiv, so class 
4 reelle LSsungen existiren; -die Berflhrungspunk~ sind dann nattlr- 
lich auch imagin~r. Aber auch die 81 flbrigen F~lle reduciren sich 
auf eine geringere Anzahl, weil mehrere derselben wesenfdich iden, 
tisch sind, indem sie sich nur durch die GrSsse der Radien der dabei 
gegebenen Kreise unterscheiden. Lilsst ma~ ferner die F~lle suds1, 
lea, in denen einer oder zwei der gegebeaen Kreise mi~ dem dtitten 
odor unter sich eine Be~4ttmmg haben, so blefben nut  noeh 12 Fitlte 
tlbrig, die ich in folgeader Tabelle zusammengesteUt harm. 

~thom~lsohe Annale~a. YL ~)  
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Z ahl Zeichen yon derLi/. 
A 1 A2 A 3 /k t sungen 

4 

10) c~<r~- -r~ ,  e~<r~- -r~ ,  c~a>r:+r,~ + + --[- + 8 
11) c~: <: r~--r2, c~a ~ r~ --r.~, rz-- r~< c~,<:r:+r. ~ --~ -{- 4 

12) e~<r~- -r~ ,  c~.~<~r~--r~ e.~.~<~r~--r.~ 0 

1) c~2>r~+r~, e~3>rl+r3, c23>r2+r3 + + + § 8 
2) e~2 :> r~ + r2, c~,~ > r~ + r3, r2~  r3<: e2,~ < r2-l-r,~ + -k- 4 
3) cj2>rl +r2, c13>rl-~r3, c23<rz--% 0 
4) c~2>rl+r2, r l - -ra<cla <rl-}-ra, 

5) r l - - r : < c l e < r l  ~-r~, c13~rl~-r.~, e2.~r.~--r.~ - -  -~- -}- - -  4 

6) r l - - r z  ~ cj2 <rl-~-r2, r~--5~ < e,3 ~ r~ Q-r3, 

8) r l - -r~<c,e<rt -} -r : ,  cl.~<rt~r~, c.~<r~--r~ -~ --  - -  -}- 4 

Merkwfirdig ist, class die Zah] der LSsm~gen immer entweder 8 
oder 4 oder 0 ist. Dies riihrt daher, dass yon den 4 Discriminanten 
(3l) bis (34) je 2 abgesehen you 1)2 einen Factor gemeinsehaftlich 
haben, der in den 2 andern nicht vorkommt, so dass mit dem u 
schwinden dieses Factors immer 2 Discriminanten Null werden und 
mit ihm zugleich das Zeichen ~ndern. Nun k(innen, wie obige Ta- 
belle ]ehrt, a]le 4 Discriminaaten zugleich negativ sein (Fall 3 und 
12). Wechseln zwei yon ihnen bei dem gemeinsehaftlichen Uebergang 
dutch N~fll zugleich ihr Zeichen und werden positiv~ so muss auch~ 
da jeder Discriminante 2 AuflSsungen entsprechen, die Anzahl der 
]etzteren um 4 zunehmen. Wenn fernerhin 2 Discriminanten, welehe 
dasselbe Zeichen haben, dasselbe wechseIn, so muss die Zahl der Auf- 
lSsungen um 4 zu- oder abnehmen. Wechseln dagegen fernerhin 2 
Discriminanten, welehe ungleiehe Zeichen haben~ die Zeichen, so blei- 
ben die beiden anderen, die dann auch ungleiehe Zeichen haben, ent- 
weder unver~ndert oder wechseln auch ihre Zeichen; was nun aber 
auch geschehen mag, die Zahl der L5sungen muss dann unver~ndert 
bleiben. Die F~ille, wo die gegebenen Kreise Beriihrungen unter sich 
haben~ bilden gewissermassen den Uebergang; denn jedesmal, wenn 
dies stattfindet, verschwindet ein gemeinschaftlicher Factor zweier 
Discriminanten. Well dann ftir jede der beiden Null werdeuden Dis- 
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criminanten 2 AuflSsungen in eine zusammenfallen, so hal man wenig- 
stens 2 Lbsungen. Die 2 iibrigen Discriminanten kSnnen nun ent- 
weder beide positiv seth, wo 6 LSsungen, oder beide negatir, wo 2 
LSsungen mbglich sind, oder sie kSanen einzeln oder zusammen ver- 
schwinden. Verschwlndet eine und ist die andere positiv, so hat man 
5 LSsungen, ist die andere negativ, 3 LSsungen, verschwinden beide, 
4: LSsungen; wenn nur die eine verschwind&, so berahrt einer der 
gegebenen Kreise die zwei andern, ohne dass diese eine Ber~ihrung 
haben, wenn aber beide verschwinden, so berfihren sic sich alle drei. 
Aus dieser Darstellung ersieht man, (lass, wena unter den gegebenen 
Kreisen Bertihrungen vorkommen, als Zahl der Aufl~stmgen nie 1 
oder 7, wohl aber a]le Zahlen yon 2 - 6  auftreten kSnnen. Jedoch 
kann es geschehen, dass ether der gefimdenen Ber~ihrungskreise iden- 
tisch is~ mi~ einem der gegebenen Kreise, wodurch die Zahl der Auf- 
15sungen um eine vermindert wird. 

Zum Schlusse verdient noch der Fall eine besondere Betrachtung, 
wo der allen 4 DiscriminanLen gemeiuschaftliche Factor D 2 Null ist, 
wo also, geometrisch interpretirt, tier Fli~cheninhalt des Mittelpunkts- 
dreiecks Null ist oder, was dasselbe ist, die Mittelpunkte der gegebe- 
nen Kreise auf einer geraden Linic liegen; es ist dies derselbe Fall, 
in welehem auck die Gergonne ' sche  Construction illusorisch wird. 
Ist aber 1) gleich Null, so verschwinden alle 4 Discriminanten und 
man erh~ilt also unter allen Umst~nden 4 reelle Werthe oder genauer 
4 Paare gleicher reeller Werthe f i i r r .  Damit ist jedoch nicht gesagt, 
class es aueh immer 4, beziiglich 8 reelle LSsungen der Aufgabe geben 
m~isse; denn die Mittelpunktscoordinaten a und fl des Ber[ihrungskrei- 
ses kSnnen hier nicht wie oben dutch die lineSren Gleichungen (17) 
und (18), sondern miissen durch die quadratischen Gleiehungen (5), 
(6) und (7) direct bestimmt werden, wodurch sich allerdings unter 
Umst~nden auch complexe Werihe ffir a und fl ergeben kSnnen. Um 
nun zu erkennen, warm dies stattfinde, setze man in den Gleichungen 

a2 was nichts anderes ist als ] ) ~  0; dann (13) ~,d 05) ~, = ~ . . ,  

gehen dieselben fiber in 

Ct 3 C~3 

oder, wenn man die Oleichungen (12) und (14) in Vergleich zicht, in 

(35)  2 = - -  ~--~ �9 A ,  
if3 

(36) B ' ~ -  P_2_.~. A'.  
~8 

Setzt man diese Werthe in Gleichung (19) und macht darin auch 
40 �9 
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D--.~ O , . s o  erh~ilt man nach Weghebung des dalm in allen Gliedern 

erscheineuden Factors Y3~ + ~''~ 
~'3 ~ 

(37) 4 y ~ A  "~ + 4 y A A '  --[- A 2 ~ O .  

H~tte man in ~hnlicher Weise die Gleichung (20) behandelt, so 
wiirde man gefunden haben 

(38) 4 z2A  "2 - -  4 z A A '  + A 2 ~ O. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich sowohl ffir y als ffir z je ein 
Paar gleicher reeller Werth% niimlich 

A A y ~ u ~-; und z ~ ~ -~-  

Man muss dasjenige Paar w:,ihlen, welches ftir r zwei gleiche po- 
sitive Werthe giebt. Daraus ergiebt sich~ dass die eonjugirten Be- 
rtihrtmgskreise nicht nur gleichen I~adius haben, son(tern auch die 
gegebenen Kreise ~leichartig bedihren. Wir haben jetzt  noch die 
Mittelpunktscoordinaten dieser Kreise zu finden. Die zweite Gleichung 
(7 ") heisst mit den in (8), (9) und (10) angegebenen Bezeichnungen 

und, wenn man den eben gefundenen Werth  yon y substituirt, 

2 aa.~ + 2 ~ f l ~  ---- qA' -- (~.~ -- ~)  a 

Die Gleichungen (12) und (14) geben dann 

= q ( r , -  r~) - -  p (~, - -  r~) 
- - A  ~ " ~3 

_ _  e f t 3  

wenn man niimlich zur Abkiirzung 

(39) q (rj - -  r2) - - ~  (r I - -  r3) ~_ C 

setzt. Man entwickele aus dieser Gleiehung a und setze es in (5) ein; 
dann erh~lt man naeh einigen Reductionen fiir fl die Gleichung 

(40)  4 3 ~ A ' ~ ( ~ + ~ 3 ~  ) - 4 ~A'C,~:~33 + (C ~ ~ A~) , ~ / =  O. 

Dieselbe Gleichung wtirde man erhalten haben,  wenn man in 
die Gleiehung 

2 a %  + 2/~3,~ ---- 2 (r~ - r3) z + 
A 

den Werth z == ~ A'- substituirt h~tte. Nimmt man jetzt  die Gerade, 

worauf die Mittelpunkte liegen, zur Abscissenaxe~ d. h. macht man 
fl~ = fl~ ~ 0, so liefert diese Gleiehung 
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2A' 

w~hrend a gegeben ist durch die Gleichung 
C 

Daraus geht hervo b dass die 2 Ber[ihrungskreise symmetrisch zur 
gemeinscbaftlichen Centralen der gegebenen Kreise liegen. Um nun 
noch zu finden, wann cs m5glich ist, unter der Voraussetzung .D ~ -0 ,  
die Beriihrungskreise zu construiren, bihleJl wir die Discriminante der 
Gleichung (40); dieselbe ist 

~=A,2 C 2.~35_(1+.~]  ff3'~ 2 ) 

oder nach der En~wickelung 

~32 

Durch Wiederelnffihrung der Werthe yon A und C aus (12) und 
(39) wird 

~,_  _a: ~ 0,2 E./(%~.+ ~:~)_.2(,.  _~.:,).:~ + q.~ E.?(. ~+/~/ )_. :~ (r,-r~)2] l - -  ~32 

- 2~ q I:-~ ~.,, (-:?' + tJ:,9 - -,,? ( , ' , - @  (~ , - rP ]  } ,  

und wenn man in jedem Term der grossen Klammer a:~ ~ als Factor 
ausscheidet und die Relation D ~---0 beachtet, 

Aq2 
a~=-~7-~ { _ ~  2 E~ ~ + ~,,~ --  (r, - ~'~)~] + qr~@ E@ + ~? - -  ( r l - -~")  ~] 

- -  2.~'q~? ["2"~ + ~ P ~ - -  ( " - - @  ('1 - - '~) ]  } '  
oder 

~, = A'~ { ~  q + ~  q2_  2p q ~ .~ + ~ & --  (~, - -  r~) 01 - -  r~).~ } 

und endlich ebenso wie oben bei A l 

#1 --~ A'2~vq [(u2 - -  ~3) 2 + (f12 - -  fl~)2 __ (r 2 __ r~)2], 

Nach dell n~imlicheu Voraussetzungeu und Folgerungen wie oben 
bei A 1 erh':ilt man hieraus 

(41) #l--~A'29( 2 [cl~--(r~--r2)] [ct3--(rt--r3)] [c~a--(r'~--ra)J" 

In iihnlieher Weise wie oben finder man, dass auch das zweit% 
dritte und vierte Paar conjugirter Kreise aus gleichen, gleichartig be- 
ruhrenden und symmetrisch zur Centralen liegenden Kreisen besteht~ 
und dash die zugehSrigen Discriminanten ~2~ ds, ~ bis auf den Factor 
A '~ identisch sind mit den oben erhaltenen A~ /Xs, A4, gerade wie 
auch 61 bis auf den Factor A' ~ identisch ist mi~ A 1. Die Bedingungen 
der MSgliehkeit in dem Specialfalle D = 0 sind also die nlimlichen 
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wie in dem allgemeinen Falle und es gelten auch hier die n'Smlichen 
Schl[isse wie dor~. 

Der Fall / )  ~ 0 schliesst auch noch den Fall in sich ein, wo die 
drei gegebenen Kreise die~elbe Potenzlinie haben, l)it Gleiehungen 

2 . 2 x  + 2 ~?/ = r,; - -  r,:~ + a,/  + ~ . /  -~-  2 rt ("t - -  r..) + p ,  

2 %x + 2 / % y  = rt ~ - -  r ~  + %+~ + / ~  = 2 r, (r~ - -  r~) + q .  

welche man erh'~lt, indem man yon Gleichung (1) nach einander die 
Gleichungen (2) und (3) abzieht und dann die Gleichungen (8) und 
(9) beriicksichtigt, sind die Gleichungen der Potenzlinien des ersten 
und zweitea und des ersteu und dritten Kreises. Sollen dieselben in 
eine Gerade zusammenfhllen, so mfissen folgende Bedingungeu erffill+ 
se in  : 

#_A'~ ~_ ~As oder I ) ~ - - 0  
C~2 ~3 

und 
i ,  (r, - -  ~'2~ + p 2 r, (r, - -  h )  + 

~2 ~3 
oder 

2 r~ [% (rl -- r~)  -- % (rl -- "DJ ---- -- [%P -- ~'-'q], 
d. h. nach (12) und (14) 

2 r l A ' ~  - A .  

Die Gleichung (37) nimm~ nach Einfiihrung dieser Relation die 
Gesta]~ an 

y~- - -  2 r ty  + ,'1 ~- ---~ I) 

und man erh~l~ also f(ir y zwei gleiehe Werthe, derenjeder ~ r 1 ist; 
ebenso wfirde man ffir z aus Gleichung (38) zwei gleiche Werthe er- 
halten haben, deren jeder ~ - -  r~ ist. Daraus folgt aber ftir r jedes. 
real der Werth Null, d. h. die zwei Bertihrnngskreise des ersten Paares 

- reduch'eu s[ch fiir diesen Fall auf zwei Puukte, deren Coordinaten ge- 
fanden werden, indem man obige Relation in (40) einsetzt. Nimmt~ 
man auch jetzt die gemeinschaftliehe Centrale zur Abseissenaxe, so 
folg~ 

/~ = --+- V4 ~,'~A'~-: r 
2A ~ -  

und 
C 

Dutch dieselbe Voraussetzung fiber die Abscissenaxe wird abet 
die Gleichung der gemeinschaftlichen Potenzlinie der drei Kreise 

2 % x - - -  2 r I (r I - -  r~) + y .  

Multiplieir~ man diese Gleiehung mit .4' und berticksiehtigt die 
oben geftmdene Rel~.tion 2 r i A ' = -  A, so erh~ilt man 
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2 ~ 2 A ' x  ~ - -  A ( r  1 - -  r~) + p A ' ,  

oder ,  wenn man die Werthe yon A und A '  aus (12) und (14) sub- 
sti tuirt ,  

2 a 2 A '  x ---~ - -  2~ a a ( r  t - -  r2) -{- q a 2 ( r  t - -  r2)  + p % ( r  1 - -  r 2) _ p u2 ( r  t _ _  r2 ) 
---~ q a 2 (r, -- r2) - -  zv ~2 (rt - -  ra) 

nvoraus, wie oben fiir a, 
C 

X--2A, 
folgt ;  setzt man diesen Werth yon x in die Gleichung (1) ein, so er- 
la~ilt man, ebenfalls wie oben ffir fl, 

_____ ~ / 4 ~ . t ' ~ A ' 2  - -  C 2 

g - ' ~ - "  2 A '  

Die zu 2 Punkten zusammengeschrumpftun Beriihrungskreise sind 
also identisch mit den 2 Schnittpunkten der gegebenen 3 Kreise. 
:Ebenso beweist man,  dass die Beriihrungskreise der 3 iibrigen Paare 
in  je  2 Punkte sich verwandeln, die mit den eben gefundenen iden- 
t isch sind. 

Wit  habeu gesehen, dass die Diseriminanten ~ noch einen Factor 
~A '2 bei sich h~tten; derselbe ist fiir jedes ~ verschieden, er ist 

fiir (~1: [% (rl - - r : )  - -  a s ( r  1 - -  r3)] ~ , 

fiir o~2: [ - -  % (r I + r2) + a2 (r~ + ra)] 2, 

fiir 63: [% (r 1 -[- r2) + u 2 (r t - -  r 3 ) ]  2 , 

fiir d a: [e3 (rl - -  r.~) - -  u2 (rt + r3)]2. 

Fiir jedes 6 kann nun das zugehSrige A '2 gleich Null werden; 
dies geschieht fiir dl~ wenn 

ua  _ _  ~ r t  ~ r 2 

d. h. wenn die drei Kreise so liegen~ dass der ilussere Aehnlichkeits- 
1)unkt des ersten und zweiten auch der des zweiten und dritten ist. 
:In diesem Falle ist y~ also auch r unendlich gross und die Mittel- 
punktscoordinaten ebenfalls~ und zwar hat a das positive~ fl das posi- 
five und negative Zeichen. In der That kann man dann an die drei 
Kreise zwei gemeinschaftliche geradlinige Eussere Tangenten legen, 
die hier als Kreise mit unendlich grossem Radius anzusehen sind. 
Man daft  abet nicht glauben, dass jetzt auch die iibrigen d Null 
seien; denn, wie oben bemerkt, ist der Factol- A "2 ftir die .versehiede- 
hen d verschieden. Man hal deshatb ausser den zwei geradlinigen 
Tangenten im Allgemeinen noch 6 AuflSsungen. Ebenso verhiilt es 
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sich~ were1 das A "~, welches zu 82, 83 oder ~4 gehSr~, gleich Null 
wird. Das erste geschieht, wenn die drei Kreise so liegen, dass der 
innere Aehnlichkeitspunkt des ersten uad zweiten zugleich der ~ussere 
des zweiten und dritten ist, das zweite, wenn der inhere Aehnlichkeits- 
punkt des zweiten und drit ten zugleich der 5ussere des drit~en und 
ersten ist, das dritte, wean der innere Aehnlichkeitspunkt des dri~en 
und ersten zugleich der gussere des ers~en und zweiten ist. In allen 
diesen Fgllen kSnnen an die drei Kreise zwei gemeinschaftliche Tan- 
genten geleg~ werden und exis{ireu ausserdem im Allgemeinen sechs 
LSsungen. 

B e n s h e i m  a. d. Bergstrasse. 


