Zum Problem des Apollonius.

Von SrtorL in BexsaemM an der Bergstrasse.

Die Anregung zu der folgenden Arbeit empfing ich von Herrn
Professor Dr. Sturm, welcher mich daranf aufmerksam machte, dass
bei dem allgemeinen Problem des Apollonius die zwel conjugirten Be-
rithrungskreise nicht immer, wie man gewdhnlich anzunehmen scheine,
ungleichartige Beriihrungen eingingen, sondern hiufig auch gleich-
artige, und dass ferner merkwiirdigerweise die Zahl der Lésungen
immer entweder 8 oder 4 oder 0 sei. Er forderte mich auf, den Grund
und die Gesetze dieser Erscheinungen zu untersuchen und gab mir
auch bei der Ausfithrung manchen Wink, welcher der Arbeit zu gute
kam und wofiir ich demselben dankbar bin.

Bekanntlich sollen bei dem Problem des Apollonius in seiner all-
gemeinsten Form 3 gegebene Kreise von einem vierten zugleich be-
riihrt werden. Um die Aufgabe zu lésen, d. h. Radius und Mittel-
punktscoordinatrn dieses 4" Kreises zu finden, nehme man den Mittel-
punkt des ersten der gegebenen Kreise zum Anfangspunkte der Coor-
dinaten; die Gleichungen der gegebenen Kreise werden dann sein:

(1) z? + yr=r?,
@) (@ — @)+ (y — B) =12?,
@) @ — @)+ (y — B3)* =1?,
und die des gesuchten: ‘

4) (#—a) 4 (y — By =12

Der letzte Kreis soll nun vorerst die drei ersten entweder alle
ausschliessend beriihren, d. h. so/ dass die Fliche des berithrenden Krei-
ses ausserhalb der Fliche der berithrten liegt, oder alle einschliessend,
d. h. so, dass die Flache des berithrenden Kreises in die Fliche der
berithrten hineinféllt oder umgekehrt. Damit die eine oder die andere
Art der Berithrung stattfinde, miissen folgende Bedingungen erfiillt
sein, wobei da, wo doppelte Zeichen stehen, hier und im Folgenden
das obere flir die ausschliessende, das untere fiir die einschliessende
Berithrung gilt:
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) @b = ()
©) (€ — @) + (B — 67 =0
(1) (@ — )+ (f— B = (r 4.

Um hieraus «, § und » zu bestimmen, ziehe man die Gleichungen
(6) und (7) nach cinander von (B) ab und erhilt so:

2ty 4266, TF 2 — 1) P =tk B () ()
2“f43+25ﬁ3+2(’1“"3)"—“3 + B+ () A ) =),

oder

(1) [‘)«cz —{-)‘ﬂﬁ F 20—y (r F-9) =« + B2 — (1, — 1)’

19““‘3‘!’2{3{334‘“(’1“‘73}(’ 1) =t — (1) —1y)*.

Wenn man nun zur Abklirzung

(8) w1 =,
9) et = ¢ — =) =g,
{10) rtor =y,
(1) Yoy =g

setub, so erhilt man aus diesen 2, hesliglich 4 Gleichungen fir die
aunsschliessende Berithrung
D = qBe — PPy + 2y [Ba (rg — 1) ﬁs();j-fg)]
“zﬁz . “zﬁx
2= Py = qeg 42y ‘“1("1*"2)'“‘2('»”'*”
a3y — ey ffy
uad fir die einschliessende Beriilhrung
Do P P8y - 22 1B, (1) — 1) — By (1 — )]
“tﬁz — e fls 7
2P = Pag—qag — 22 [a (1) — 1) — aty (- 73) |

“3ﬁz - “eﬁs

und wenn man wiederum zur Abkiivzung setut

12) pey —qge, =4, ‘ (M) w, () — 1) — . (1) — 1) =4,
(18) 9B, ~pBy=B,  (5) Bolr, — 1) — fo (ry — 1) = B,
(16) By — a,fy =D,

fir die ausschliessende Berithrung

(17) 3a=B+DJL 2§ +DAJ

und fiir die einschliessende Beriihrung

. ¢ . ‘ZBQ/ ¢ _-‘_/1——2.11'2

(s ga_.___l) , 2p =" n
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Die Substitution dieser Werthe in die Gleichuug (5) giebt fiir die
- . g g ir die
awsschliessende Berithrung

B+ 2By + (442 A’y = 4 D2y
oder ’
Q9) 432 (A + B2 —DY) 44y (AdA" 4+ BB )+ A - B2 =0,

und fiir die einschliessende Berithrung
(20) 422 (A 4+ B — DY) —4dg (A4 +BB')y+ A2 =10,
Durch diese beiden Gleichungen ist die Aufgabe gelost, indem ¥
uuq 2z, d. h. » 4~ », und » — r, also auch » durch lauter bekannt'c
Grossen ausgedriickt sind und man mit Hiilfe der Werthe von # und
z auch die betreffenden ¢ und f aus (17) und (18) finden kann. Da-
1.oe1' wohl zu bemerken, dass, wenn fiir » ein reeller Werth gefunden
ist, auch « und B reell sein miissen, wie ein Blick auf die Gleichungen
(17) und (18) lehrt. Nun haben aber die Gleichungen (19) und (20)
dieselbe Discriminante, d. h. sic haben zu gleicher Zeit entweder reelle
oder complexe Wurzeln, und iiberdies sind die Wurzeln der Gleichung
(20) entgegengesetzt gleich denen der Gleichung (19); ergiebt sich also
aus (19) fir » 4 7, ein Werth m, d. h. fir » ein Werth m — »,, so
ist der-aus (20) gefundenc Werth von » — », gleich -—m, woraus
> = — (m — v|) folgt, so dass auch die Werthe von #, die von die-
ssen beiden Gleichungen geliefert werden, entgegengesetzt gleich sind.
Giebt also die Gleichung (19) unter der Voraussetzung reeller Wur-
veln 2 positive Werthe fiir #, so giebt Gleichung (20) 2 negative von
derselben absoluten Grosse; giebt die erste ein positives und ein ne-
gatives r, so giebt die zweite ein negatives und cin positives » vou
derselben Grosse, und liefert endlich die erste Gleichung 2 negative 7,
so liefert die zweite 2 positive 7. Da aber ¢ seiner Natur nach immer
positiv sein muss (eine Ausnahine, die sich durch das Lagenverhiiltuiss
yechtfertigt, werden wir weiter unten kennen lernen), so folgt, dass
unter der Voraussetzung, dic Wurzeln obiger Gleichungen seien reell,
entweder 2 ausschliessende Berithrungen moglich sind, oder eme aus-
schliessende und eine einschliessende oder 2 einschliessende. Manche
Schriftsteller scheinen angenommen zu haben, es konne nur der muitt-
Jere Fall stattfinden, d. h. einer ausschliessenden Berithrung sel lmmer
¢ine einschliessende conjugirt; dass dies nicht so ist, kann mun schon
an dem einen Beispiel sehen, wenn zwei der gegebenen Kreise inner-
halb des dritten liegen, ohne sich selbst zu schneiden, denn hier sind
2 Kreise moglich, welche die 3 gegebenen zugleich einschliessend in
dem hier gebrauchten Sinue berithren. Genau die nimlichen Schluss-
folgerungen ergeben sich, wenn man die Aufgabe von vornherein so
stellt, dass der gesuchte Kreis den ersten gegebenen  einschliessend
und die beiden andern ausschliessend oder den ersten ausschliessend
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und die beiden andern einschliessend berithre; man hat dann nur in
den Gleichungen (5), (6), (T) », negativ und »,, », positiv, oder 7,
positiv und #,, #, negativ zu setzen und die Rechnung in derselben
Weise wie obeu durchzufithren. Setzt man #, negativ uwnd »,, #, po-
sitiv oder umgekehrt, so crhiilt man das dritte Paar conjugirter Kreise,
und wenn man 7, negativ und r,, 7, positiv macht oder umgekehrt,
das vierte Paar. Jedesmal ergeben sich 2 Gleichungen, iihnlich den
(10) und (20), von derselben Determinante und entgegengesetzt glei-
chen Wurzeln, und jedesmal kdnnen die Kreise eines Paares nicht blos
ungleichartig, sondern sie konnen auch beide gleichartig die gegebe-
nen Kreise beriihren.

Um die Bedingungen zu finden, unter denen die Kreise eines
Paares mit den gegebenen gleichartige oder ungleichartige Beriihrungen
eingehen, beachte man, dass in der Gleichung (19)

4 (A4 B* DY+ 4y (A4 -+ DBYF A2 Bt =0
die Grosse A® -4 B? nie negativ werden kann, dass daher nach der
Zeichenregel des Cartesius die Gleichung eine positive und eine nega-
tive Wurzel hat, wenn A4'* 4 B'?* — D? negativ, 2 positive oder
2 negative, wenn A’* 4+ B’?2 — D? positiv ist, natiirlich voraus-
gesetzt, dass die Gleichung Gberhaupt reelle Wurzeln hat; im 1ten
Falle beriihren die copjugirten Berilhrungskreise die gegebenen Kreise
ungleichartig, im 2t Falle in gleicher Art. Es kommt jetzt nur dar-
auf an, den Ausdruck 42 4 B'? — D? so umzuformen, dass er einer
geometrischen Dentung fihig ist. Es ist aber, wenn wir aus (16) und
(l")) die Werthe von A’ und D’ substituiren

+ B 2= (a2 8,%) (ry— 7))+ (e)? +8,°) (N“r‘z) 2—2(ayeey 1B, ) (ry—ra) (ry—ry)
— (o B (L BB ey

2+ﬁ 3
O 13— 2 b BBy — 1) 1) (o B b —

G (e o Fel O R L RN

a2
Qa3 2, .l 1 B2 !
+ [gl/;?—f—?ﬁ@gs (ry—=r) — Ve B, - () — 7"3)] ’

oder, wenn man die Grosse in der eckigen Klammer mit F bezeichnet,

Ji,’—'*— .l),l ])‘Y;’Ii}“—ﬁlf + Iﬂ)
Daraus folgt:

21 Alz B/g__ '—,FY)—.D) 5
( J + X + P’z

Nun sind die Gleichungen der 2 iusseren gemeinschaftlichen Tan-
genten an den ersten und zweiten Kreis in der Normalform
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_‘72)+ﬁ21/ B (1) — 1) + .V
S BRI YT B
( ) 2+52 +'/ ""22+ﬁz 71_0.
Durch Substitution der Mittelpuuktscoordinaten «, und B, des
dritten gegebenen Kreises gehen die linken Seiten dieser Gleichungen
in die negativ genommenen Lingen Py und P, der Senkrechten iiber,
welche man vom Mittelpunkte des dritten Kreises aut die gemein-
schaftlichen #usseren Tangenten der 2 ersten gefiillt hat, vorausgesetat,
dass dieser Mittelpunkt auf derselben Seite der iusseren Tangenten
liegt, wie der Anfangspunkt der Coordinaten. Addirt man dann noch
zu jeder dieser Senkrechten den Radius »y, so hat man
o 1) + ¥ (“2“3‘*’525:) (ry —73) — e Bt (ry — - 1) — (& ﬁz““;ﬁw” P
@ + py
‘ . “’“3‘*‘&2‘3%\('1“723 - "’22‘{"621] ’r—’! + (”'xﬁ B YW
— ¥, == 27 ‘,__”
.P3 + 3 “22 + 61
oder mit unserer obigen Bezeichnung

— P . 1”(“12-}-{32 —1);/1)
Lry4ry = ag? 4 2

¢ ]’V~- 3’ 7)/
— P/ ry == W + Vo,

Durch Multiplication dieser Gleichungen erhiilt man endlich

(. + 3,2 (Py — ) (P — 7y) = I — D @2 _{7_‘{314 ,
so dass folgt:
(24) A+ B D= (Py — 7)) (P — rg) (0, 4 )
Ganz ebenso ist natiirlich auch

A4 B — D= (P — ) (P — 1) (e = B%)
und

A4 B = D= (D, — 7)) (D) — 1)) [y — &) + (B — B3)"T,
wo P,, P/, P, Py dic Senkrechten bedeuten, welche max vom Mit-
telpunkte des zweiten oder ersten Kreises auf die gemeinschaftlichen
fiusseren Tangenien des crsten und dritten oder des zweiten und drit-

ten gefillt hat. Bezeichnet man die Mittelpunktsentfernungen beziig-
lich mit ¢,,, ¢y, ¢y, 50 crgiebt sich dic merkwiirdige Beziehung

(25) (Py—r) (P, ") gyt = (L) (D )6y = (= ry) (L) —rp)ep®.

Die P haben wir seither immer positiv angenommen, aber dabel
vorausgesetzt, dass der Mittelpankt des Kreises, vou dem aus sie ge-
zogen sind, auf derselben Seite der betreffenden iusscren Tangenten
liege wie der Anfangspunkt der Coordinaten; liegh er mun aber auf
der entgegengesetzten Seite wie dieser, so muss man sie negativ neh-

(23)



618 Srovw,

men. Die Gleichung (24) lehrt uns jetzt, wann 42 4 B'? — D?* po-
sitiv und wann ¢s l'wgativ ist. Positiv ist es
1) wenn P, und Py zugleich positiv und zugleich > oder <
sind,
9) wenn ein P negativ und das andere positiv, aber < 7, ist,
3) wenn beide I’ negativ sind.

Findet eciner dieser 3 Fille statt, so muss nach Gleichung (25)
einer dieser IPalle auch bei den P, und P, eintreten.

Negativ ist 4’2 + B'* — D* dann, weun

1) beide P positiv sind, aber das eine >, das andere <Cr, ist,

2) das eine I negativ und das andere positiv, aber > r, ist.

Einer dieser Fille muss dann gleichzeitig auch bei den P, und
P, stattfinden.

Nach dicsen Auseinandersetzungen ist es leicht, sich ein Bild von
der Lage zu machen, welehe die gegebenen Kreise haben miissen, um
von dem ersten Paar conjugirter Kreise gleichartig berithrt zu werden.
Nehmen wir vorerst an, s sei mdglich, an 2 der gegebenen Kreise
fussere gemeinschaftliche Tangenten zu legen; man denke sich dann
den Mittelpunkt cines von ihnen als Anfangspuukt der Coordinaten.
Liegt nun der Mittelpunkt des dritten Kreises in dem Winkelraum
zwischen den Husseren Tangenten und liegt der Kreis selbst entweder
ganz in diesem Winkelranme oder schneidet er beide Tangenten zu-
gleich, so hat man den ersten Fall, wo A’? 4 I’? — D* positiv ist.
Der zweite IFall findet statt, wenn der Mittelpunkt des drilten Kreises
sowohl ansserhalb des Winkelranmes der fusseren Tangenten, als auch
ausserhalh des Winkelraumes liegt, welcher von den Verlingerungen
derselben f{iher ihren Durchschnittspunkt hinaus gebildet wird, der
Kreis selbst aber digjenige Tangente oder ihre Verlingerung schneidet,
welche von seinem Mittelpunkte nach dersclben Seite hin liegt, wie
von den Mittelpunkten der 2 ersten Kreise. Im dritten Falle liegt der
Mittelpunkt des dritten Kreises in dem Winkelraume, welcher von den
Verlingerungen der Tangenten gebildet wird; der Radius desselben
ist beliebig, der dritte Kreis kann also entweder ganz in diesem Win-
kelraume liegen oder eine der Tangenten oder beide schneiden. In
allen iibrigen Lagen hat man ungleicharlige Berithrungen,

Wir wollen jetzt einmal annehmen, A% 4 B’? — D? sei positiv,
dann hat die Gleichung (19) 2 negative Wurzeln, wenn 4 A" -+ BB’
positiv, 2 positive, wenn es negativ ist. Im ersten Ialle hat man 2
einschliessende Berilhrungen, im andern 2 ausschliessende. Um diese
Bedingung geometrisch zu interpretiren, wmiissen wir den Ausdruck
AA + BB umformen. Durch Substitution der Werthe von 4, 4’,
B, I’ aus den Gleichungen (12) bis (15) erhilt man nach Ausfilhrang
der angezeigten Operationen:
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AL+ Bl =p (a4 B,2) (ry—ry) — (@ a5+ BB [y (ry— 1)+ (ry—n)]
+ g (e B (ry—r),
oder, anders geordnet,
Ad" 4+ BB = pl(ey® + B,7) (ry — 1)) — (wyery - B,B) (ry — 7)1
+ g [(e,? B.Y) (o — 1) — (eeyeey - Byf3,) (o) — 7],
Setzt man nun, fhnlich wic oben,
f (eaey—+ByBy) (ry— 1)) — (a7 B2) (= 1)) = F Vet 82,
1 (apay By ) () — ) — (@ B,7) (ry — 7)) = 17 o2 B2,
so erhiilt man
AL+ BB = — pI Vet + B — q 1 e + ;.

Aus den Gleichungen (23) ergiebt sich aber durch Addition und

(26)

Subtraction
oy , 4p e g
Viepga = D —2n, Gl = (Bo— B
Ebenso ist
- , . 49t .
Vit TR T B e = (B RO

Damit wird aus obiger Gleichung

< 1 A 7;__ (e %) (24552
(27) A AL BB = @B el th)

UP:;“'PKI)? (Pyt-P,)—2r,) (“22+ﬁ22)+(P2‘ er')?(Png-P;;"—??‘3)(0!32»{»{33‘

Da der Factor auf der linken Seite vor der Klammer positiv ist,
so hat man nur néthig, das Zeichen des Ausdrucks in der Klammer
zu beriicksichtigen. Tm Allgemeinen ist es nothwendig, den Werth
dieses Ausdrucks auszurechnen. Doch giebl es einige IFille, iu denen
man vermittelst desselben sofort an der Figur crkennen kann, welche
Art von Berithrungen statt hat. Nimmt man viimlich fir die £ in
der Klammer solche Werthe un, welehe den Ausdruck A4 R7?—D?
positiv machen, so wie sic oben angegeben worden sind, so sind ent-
weder

1) P, und P zugleich positiv und zugleich > 7,, dann muss auch
entweder
a) P, und P, zugleich positiv und zugleich > », sein und danu
ist 44° 4+ BB posiliv, oder
b) P, und P, sind zugleich positiv und wngleich < #,, oder
ein P, ist negativ uud das andere positiv aber <r,, oder
beide P, sind negativ, dann wird der erste I'osten in der
. Klammer negativ und der zweite positiv, und es kommt dann
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auf die absoluten Werthe beider Posten an bei Entscheidung

der Frage, oh 4A" 4 BB’ positiv oder negativ sei;
2) oder P, und P, sind zugleich positiv und zugleich < #y, oder
ein P, ist negativ und das andere positiv aber <1y, oder beide

P, sind negativ, dann ist der zweite Posten immer negativ; ist

nun

a) P, und P, zugleich positiv und zugleich > r,, so kommt
es auf die absoluten Werthe beider Posten anj sind aber

b) P, und P, zugleich positiv und zugleich < »,, oder ist ein
P, negativ und das andere positiv, aber < #,, oder sind
beide P, negativ, so ist auch der zweite Posten negativ und
deshalb auch 44"+ BB’ negativ.

In ihnlicher Weise, wie wir im Vorstehenden die Rechnung durch-
gefithrt haben fiir das erste Paar conjugirter Beriihrungskreise, lisst
ste sich fithren, wenn man finden will, ob die conjugirten Kreise des
zweiten Paares die gegebenen Kreise gleichartig berithren oder mnicht.
Man hat dann nur iiberall statt », zu setzen — #,, wodurch die Glei-
chungen (22) ibergehen in die Gleichungen der zwel inneren gemein-
schaftlichen Tangenten, und man findet endlich, dass die Beriithrungen
gleichartig oder ungleichartig sind, je nachdem der Ausdruck

(By + 79) (P + 7)) (> + B0

positiv oder mnegativ ist, wo aber hier P, und P, die Senkrechten
von dem Mittelpunkte des dritten Kreises auf die gemeinschaftlichen
inneren Tangenten des ersten und zweiten Kreises bedeuten. Das
Nimliche bedeuten die P fiir das dritte Paar conjugirter Kreise in
dem fiir diese geltenden Ausdruck (P, — #,) (P, — 7)) (a2 -+ $.2),
withrend in dem Ausdrucke (Py 4 ) (Py + 7)) (e, + B,?), welcher
fiir das vierte Paar gefunden wird, die P wieder die Senkrechten auf
die gemeinschaftlichen fusseren Tangenten sind. Dass man in diesen
3 Fillen Bezichungen finden kann, ihnlich der oben (25) aufgestell-
ten, ist klar, ebenso, dass, wenn gleichartige Berithrungen sich erge-
ben, man wieder, gerade wie oben, mit Hiilfe des Ausdrucks 4 A"+ BB’
bestimmen kann, ob dieselben beide einschliessende oder beide aus-
schliessende sind.

Bemerkenswerth ist es, dass die Husseren oder inneren gemein-
schaftlichen Tangenten auch imaginir werden kbnnen, und zwar ge-
schieht das erste, wenn e, 4 8,2 — (r, — #,)? negativ ist, d. h. wenn
der erste und zweite Kreis ineinander liegen, das zweite, wenn a,? 4 8,
— (" - 7,)* negativ ist, d. h. wenn sie sich schneiden oder ineinander
liegen. TIn diesen Iillen sind auch die Senkrechten vom Mittelpunkte
des dritten Kreises imaginiir, aber wie aus den Gleichungen (23) her-
vorgeht, sind dann Py 4, wnd P +- #»; conjugirte complexe Grossen,
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das Product ders§lben und in Folge davon auch A" 4 B2 P? ist
also immer positiv, oder in Worten ausgedriickt: Wenn der erste und
zweite Krels ‘.1ng1nan§e1~ liegen, so geht, falls die Bertihrungskreise
tiberhaupt moglich sind, was spiiter wntersucht werden soll, sowohl
das erste als das vierte Paar derselben jedes zwei gleichartige Beriil-
rangen mit den gegebenen Kreisen ein, und wenn der erste und zweite
I‘{rexs emanc}er sebnen.len oder mem:?nder liegen, so gilt das Gleiche
fiir das zweite und dritte Paar. Ks ist natfirlich beliebig, welehe der

. . X o7
drel gegebenen Kreise man als ersten und zweiten withlen will.

Eine Ausnahme erleiden die von uns aufgestellten Regeln danm,
wenn alle drei gegebenen Kreise sich gegenseitig schneiden und dabet
einer der Durchschnittspunkte der zwel ersten innerhalb des dritien
liegt. In diesem Falle zeigt die geometrische Betrachtung an der
Figur, dass ungleichartige Beriihrungen stattfinden, wenn das nach
unseren Regeln gefundene 4'* - I3'? — D? positiv, gleichartige, wenn
es negativ ist; beim zweiten und dritten Paare, wo man wegen der
imaginéiren inneren Tangenten lauter gleichartige Beriihrungen er-
wartet hiitte, sind dann die Berithrungen immer ungleichartig, beim
ersten und vierten Paar entweder gleichartig oder ungleichartig, je
nachdem das betreffende nach unseren Regeln bestimwte A2 4- 372 —1)?
negativ oder positiv ist. Eine Erklirung dieses Paradoxons ergicht
sich in folgender Weise. Offenbar ist e¢s cin Grensfall, welcher den
Uebergang von der Regelmiissigkeit zu den Ausnalimen bezeichnet,
wenn die drei Kreise sich in einem und demselben Punkte schneiden.
In diesem Grenzfall ist aber fiir alle vier Paare von Beriihrungskrei-
sen der eine Kreis eines Paares zu einem Punkte zusammengeschrumpft,
d. h. sein Radius ist Null, was sich geometrisch leichi einschen lisst,
analytigch aber folgendermassen bewiesen wird. Sieht man in den
Gleichungen (1), (2) und (3) die « und y als demselben Punkte ge-
horig an, so findet man durch Llimination derselben dic Bedingung,
welche stattfinden muss, damit der Grenzfall eintrete. Zield man des-
halb von (2) und (3) nach einander (1) ab, so erhilt man

Qa,z 4 2By =21 — 1+t B,
2ax 4 2By =10t @’ B
daraus findet man, wenn man
rt ot et =,
r? 0y eyt A B =

I

setzt,
ety - ey

g - M .
2g = L T

~

und wenn man diese Werthe in (1) substituirt,
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(0 Py — mPy)* + (moy — g0,)? == 4 D¥r 32,
oder
m? (a,r + B, 4 n? (e, + B,%) — 2mn (eyuy -f 8,8,) = D2,
Nun ist aber nach Gleichung (8)
M= p A (g — 1)
me==p 4+ 27 (r — )

Nws g+ 2 (5 — ).
Die Substitution dieser Werthe in obige Gleichung gicbt
(o —r) 4o (g —5) pH 2 (e 8,7 +
H{4r 2 —r) e (=) g+ {lﬂ:ﬁ (@, H-3,7) —
9‘{4"12(%”7'1)‘;"'x‘” r) 20 Dplrr) g (o —ry —f—})q,((x e, B, ) == 4 Dir
oder, wenn man immer je die ersten, zweiten und deitten Glieder eines
jeden Postens addirt

47‘|Q”7‘l'_7'2)?((1:\?"}"'}63?) + (- '7':;}2’:5522"1“52?)_ 2("1 —'7';»)( — 1) (o0 B,6, ]"f—
A7y {1’7{\")—7‘2) (C“=?+ﬂ::23+(1("1”“";5} (“:?"}‘ﬁzzk“‘l PO =1 gl —r, J (o 00413, ﬁ)!+
e+ 8,7+ 0% (' + 8,5 — 2pgley e+ B, 8,)] = 4 D%,

Die n den eckigen Klammern stelienden Ausdriicke haben wir
aber alle schon oben kennen gelernt; mit unsever abgekiirzien Bezeich-
nungsweise wird daher dic letate Gleichung

42 (AL B A dr (AA F BLY+ A B =4 D2,
oder, was dasselbe ist,
(28) 4r2 (A + B — DY) 4y (44" -+ BR) + A I~

Vergleicht man diese Gleichung mit unserer Gleichang (19)

AP A+ B~ DY 4y (AA 4+ BBy 4 A2 - I ==
so ergiebt sich, dass derselben fiir den (irenzfall durch y — ¥ wenugt
wird; da nun gy = 42y, so st ¥ = 0. Die Mitielpunktscoordina-
ten, welche hier die Coordinaten des gemecingchafthichen Durehseehinitts-

punktes sind, ergeben sich aus den Gleichungen (17), wenn man in
denselben 1 == »| setsl, va

9 B—}-]}B i,)

d. h.

and ebenso

. A2 4y
DB o “’“1) "t

Dividirt man die Gleichung (19) dwveh ¢ — 7, so bleibt der Rest
$00 (A B DY) A, (A" 4 BB 4 A2 B,

welcher aber nach (28) gleich Null ist, und der Quotient, gleich Null
gesetzt, ergiebt die Gleichung
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y (A I — DY) 4 AA + BB ) (A2 B2 — D) =0,

aus welcher man den Radius des dem eben gefundenen conjugirten
Kl:elses gnd dann mit Hilfe der Gleichungen (17) die Coordinaten
seines Mittelpunktes finden kann. Aehnlich verfilirt man bei den
drei iibrigen Paaren conjugirter Kreise.

Denken wir uns nun den dritten Kreis in einer solchen Lage,
dass seine Durchschnittspunkte mit dev Chordalen der beiden ersten
sich schneidenden Kreise beide zwischen den Endpunkten dieser Chor-
dale liegen, und schieben wir ihn stetig gegen dem ecinen Dureh-
schnittspunkt der zwel ersten Kreise vor, so nimmt der Radius des
einen der beiden conjugirten Beriihrungskreise immer mehr ab und
wird zu Null, sobald der dritte Kreis den Durchschnittspunkt dev bei-
den ersten erreicht hat. Iihrt man mit der stetigen Verschicbung
des dritten Kreises fort, so dass er jetzt den Durchschnittspunkt der
beiden ersten einschliesst, so muss nach cinem analytischen Grund-
satze der Radius des einen Berithrungskreises, der vorher einen posi-
tiven und dann den Werth Null hatte, nunmehr cinen negativen
Werth annehmen, ohne dass sich deswegen die Grisse A2 B — 1)?
inderte, d. h. mit anderen Worten: Ifier haben wiv den einzigen Fall,
wo der Radius des einen der beiden conjugirten Kreise aus der Glei-
chung (19), der andere aus der Gleichung (20) gewonnen wird, selbst
wenn der letztere negativ gefunden werden solite, und umgekelrt.
Ist also z. B. 4’24 B'2 — D? positiv, so miissten nach der allge-
meinen Regel beide Radien entweder aus der Gleichung (19) oder aus
der Gleichung (20) bestimmt werden, in unscrem Ausnahmgfalle aber
wird der cine aus (19), der andere aus (20) bestimmt. Dies hal aber
geometrisch die Wirkung, dass wir jetst uwel ungleichartige Beriih-
rungen haben, wo zwei gleichartige erwartet worden wilren.  In dev
That hat auch nach dem Uebergange zu dem Ausnahmefalle der Ra-
dius des einen Berithrungskreises zu den Deripherien der drei gegehe-
nen Kreise die entgegengesetste Lage wic vorher. lis kann auch vor-
kommen, dass der dritte Kreis die beiden Durchsehnittspunkte der 2
ersten einschlicsst; da hier der Ausnahmefall in derselben Weise um-
gekehrt wird, wic er selbst darch Umkehrung aus der Regehmiissigkert
entstanden ist, so tritt die Regelmiissigheit wieder cin. Ifaben end-
lich die 3 gegebenen Kreise diesclbe Potenzlinie, so reduciren sich die
4 Paare von Berithrungskreisen aufl 2 Puukte, nimlich die gemein-
schaftlichen Durchselnittspunkte der 3 Kreise; dieselben sind reell
oder imaginiir, je nachdem dic gemeinsehaftliche Potenzlinie die 3 Kreise
schneidet oder nicht. Wir werden jedoeh diesen Fall noch einmal wei-
ter unten in einem andern Znsammenhange hetrachten.

Es bleibt uns jetzt noch iibrig zu untersuchen, unter welchen Be-
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dingungen jedes der vier Paare von Beriihrungskreisen iiberhaupt
mbglich sei. Beschrinken wir die Untersuchung vorerst auf das erste
Paar. Wir haben dann die gemeinschaftliche Discriminante der Glei-
chungen (19) und (20) zu suchen; ist dieselbe positiv, dann existirt
dieses Kreispaar, ist sie negativ, nicht. Wird dieselbe mit A, bezeich-
net, so ist
& = (AA 4+ BB? — (A + BY) (4’2 + B2 — I?)

oder nach der Entwickelung

Ay =D (A2 + BY) — (AB + A'B).

Durch Einsetzung der Werthe von 4, A’, B, B’ aus (12) bis (1))
und Benutzung von (16) erhilt man nach gehériger Reduetion
A+ B = p* (@ + B5°) + ¢° (@’ + B,7) — 2 pgq (@yoy -+ B,8)),
und _
AB — A'B = [p(r—r) —q@r —r,)] D.

Damit wird
A= D*[p*(e® +B5%) + ¢* (2" + B) — 2 pg (ay 5+ B,8,)

— Py — Y — @ (r— 1) - 2p g (ry—r,) ri—ry)),
=D {p'q + pg* — 2 p qlerey Bofly— (ry— 1) (ry—7y) (ry — )]},
=D'pap+a— 2a0,— 28,8, 2 (ry,— 1) (r, — )] .

Wenn man die Werthe von p und ¢ aus (8) und (9) in die eckige
Klammer einsetzt, so bekommt man nach der Reduction
Ay = Dpq [(oy — “3)? + By — By) — (ry — 1),
oder endlich
(29) A=D*[a)+ B, — (r,—7)*] [+ B> — (r, —1y)*]
Uey—ey)* + (B,— By)*— (r,—1y)).
Bezeichnet man die Entfernungen der Mittelpunkte der gegebenen

Kreise wie oben mit ¢,,, ¢,3, ¢,3, so nimmt diese Gleichung die Form an:
A= D*[e® — (ry — 1)) [e13® — (ry—13)7] [35° — (ry—1y)?]

oder

(B0) A =D[e;+ (ry — ry)] Loy 4 (ry — 7)) [ey + (ry — 1))

[e1a— (ry — )] Lo — (ry — 73)] (€5 — (ry —73)]

Der erste Factor D? auf der rechten Seite kann nie negativ, wohl
aber Null werden, ein Fall, den wir weiter unten betrachten werden;
er hat also keinen Einfluss auf das Zeichen. Nimmt man an, dass
7y > 7y > 1y, so sind die folgenden 3 Factoren auf der rechten Seite
immer positiv und kinnen nie Null werden; sie sind deshalb unter
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dieser Voraussetzung unwesentlich zur Bestimmung des Zeichens von
A, und man kann sie kurzweg mit ¢,? bezeichnen. Demnach ist jetzt

(B1) &= Do [e), — (ry— 1)) [e13 — (11 — 73)] [Cg5 — (ra—13)].
Das Zeichen dieser Grosse giebt mir Aufschluss, ob das erste
Paar conjugirter Kreise moglich ist; will ich eine #hnliche Probe-
grosse fiir das zweite Paar haben, so muss ich in (30) #, negativ
setzen, fiir das dritte Paar r,, fiir das vierte 5, so dass man hat:

(82) A, =D, [c1o— (ry + 75)] [e13— (ry 4+ 73)] [€a3 — (ry —13)].
(33) Ay=Dg,?[c;y— (r1 4 13)] [13— () —73)] [Cay — (ra+13)] .
(34) A,=D?¢[c1y— (ry —1)] (13— (ry + 73)] [02'3 ~ (ra413)].

Die Grossen ¢,% ¢, ¢, in diesen 3 letzten Gleichungen sind der
Grosse 9,2 in (31) analog.

Es lassen sich nun im Ganzen 125 Fille unterschelden, je nach-
dem eines der ¢ grosser als die Summe der betreffenden Radien oder
gleich derselben oder kleiner als die Summe, aber grisser als die Diffe-
renz oder gleich der Differenz oder kleiner als diese ist, d. h. je
nachdem die beiden Kreise auseinander liegen oder sich ausschliessend
berithren oder sich schneiden oder sich einschliessend beriihren oder
ineinander liegen. Von diesen Fillen sind 44 unméglich, weil bei
ihnen unter der gemachten Voraussetzung, dass », > r, > »,, die
Mittelpunktsentfernungen der drei gegebenen Kreise kein reelles Drei-
eck bilden, indem ndmlich dann nicht mehr, wie es bei einem reellen
Mittelpunktsdreieck der Fall sein muss, ¢, + €153 > €55, €15+ ¢33 > €3,
i3 + €3 > ¢, ist; nimmt man also r,, r,, r; als reell an, so milssen
in diesen 44 Fillen die Mittelpunktscoordinaten des zweiten oder drit-
ten der gegebenen Kreise oder die Mittelpunktscoordinaten beider
complexe Grissen sein, und ebenso eins oder mehrere der ¢. Nimmt
man z. B. ¢y, > 7 1y, 1y — 1y <oy <1y 1y, 0y <7y — 15, 80
kann kein Mittelpunktsdreieck existiren; denn aus den beiden letzten
Ungleichheiten folgt ¢,3 + ¢,3 < r, + 7,, was, mit der ersten verbun-
den, giebt ¢, + €3 < ¢;5. Trotzdem ergiebt sich fiir diese 44 Fille
immer eine gewisse Zahl reeller Berithrungskreise; so ist fir das
obige Beispiel A, und A, negativ, aber A, und A, positiv, so dass
4 reelle Losungen existiren; -die Beriihrungspunkte sind dann natiir-
lich auch imagindr. Aber auch die 81 iibrigen Félle reduciren sich
auf eine geringere Anzahl, weil mehrere derselben wesentlich iden-
tisch sind, indem sie sich nur durch die Grosse der Radien der dabei
gegebenen Kreise unterscheiden. Lidsst man ferner die Fille ausfal
len, in denen einer oder zwei der gegebenen Kreise mit dem dritten
oder unter sich eine Berithrung haben, so bleiben nur noch 12 Fille

brig, die ich in folgender Tabelle zusammengestellt habe.
Mathematische Annalen. VI. 1
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3 Zahl
Zeichen von derL.

L, A A A, sangen

1) 1> 1y 79, €3> T+ 75, C3>%y 73 +++ 4+ 8
Q) € >y 1y, Oy > T Ty, T gl Ottty + 4 — — 4
8) ¢y >y O3> 7y, Coy <13 - — — — 0
4) ca > 1y, 1— 1y <Cy <77y,

' Vo < Cyg<Fpbty + — — 4+ 4

C D) g L0y Ky Ty, C D> 1Ty, G <07y — + 4 — 4
B) 1y — 7y gy <#y 7y Ty — 73 <3 < ¥y +75,
. Py 1y Ll <Tyt+7y + 4 4+ 4 8
D =1y <y <ty 7y, 1~y <Cy<ry 47y,

Loy <tyg—73 — — + + 4

8) 1y~ 1y < <ty Tey O3 KIy— 1y, Cy<ry—7y + — — + 4
9N e <ry—1y, 1y — 1Ly <17y,

Pyl <ttty — 4 + — 4

10) €<y — 1y, €3 <Py T5, Cyy >yt 7y ++++ 8

11) 01 <1y —7y, gty — 1y V=13l Cpp<tyt1y + + — — 4

0

12) ¢y <1y — 7, Cia Iy — T3, Cog<Fy— 1y - - =

Merkwiirdig ist, dass die Zahl der Lisungen immer entweder 8
oder 4 oder O ist. Dies rithrt daher, dass von den 4 Discriminanten
(31) bis (34) je 2 abgesehen von I? einen Factor gemeinschaftlich
haben, der in den 2 andern nicht vorkommt, so dass mit dem Ver-
schwinden dieses Factors immer 2 Discriminanten Null werden und
mit ihm zugleich das Zeichen indern. Nun kénnen, wie obige Ta-
belle lehrt, alle 4 Discriminanten zugleich negativ sein (Fail 3 und
12). Wechseln zwei von ihnen bei dem gemeinschaftlichen Uebergang
durch Null zugleich ihr Zeichen und werden positiv, so muss auch,
da jeder Discriminante 2 Auflésungen entsprechen, die Anzahl der
letzteren um 4 zunehmen. Wenn fernerhin 2 Discriminanten, welehe
dasselbe Zeichen haben, dasselbe wechseln, so muss die Zahl der Auf-
Iosungen um 4 zu- oder abnehmen. Wechseln dagegen fernerhin 2
Discriminanten, welche ungleiche Zeichen haben, die Zeichen, so blei-
ben die beiden anderen, die dann auch ungleiche Zeichen haben, ent-
weder unveriindert oder wechseln auch ihre Zeichen; was nun aber
auch geschehen mag, die Zahl der Losungen muss dann unverdndert
bleiben. Die Fille, wo die gegebenen Kreise Berithrungen unter sich
haben, bilden gewissermassen den Uebergang; denn jedesmal, wenn
dies stattfindet, verschwindet ein gemeinschaftlicher Factor zweier
Diseriminanten. Weil dann fiir jede der beiden Null werdenden Dis-
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criminanten 2 Auflésungen in eine zusammenfallen, so hat man wenig-
stens 2 Losungen. Die 2 iitbrigen Discriminanten konnen nun ent-
weder beide positiv sein, wo 6 Losungen, oder beide negativ, wo 2
Losungen mbglich sind, oder sie kinnen einzeln oder zusammen ver-
schwinden. Verschwindet eine und ist die andere positiv, so hat man
5 Losungen, ist die andere negativ, 3 Liosungen, verschwinden beide,
4 Lisungen; wenn nur die eine verschwindet, so beriihrt einer der
gegebenen Kreise die zwei andern, ohne dass diese eine Beriihrung
haben, wenn aber beide verschwinden, so berithren sie sich alle drei.
Aus dieser Darstellung ersieht man, dass, wenn unter den gegebenen
Kreisen Beriihrungen vorkommen, als Zahl der Auflosungen nie 1
oder 7, wohl aber alle Zahlen von 2 -G auftreten konrven. Jedoch
kann es geschehen, dass einer der gefundenen Beriihrungskreise iden-
tisch ist mit einem der gegebenen Kreise, wodurch die Zabl der Auf-
Iosungen um eine vermindert wird.

Zum Schlusse verdient noch der Fall eine besondere Betrachtung,
wo der allen 4 Discriminanten gemeinschaftliche [Factor D? Null ist,
wo also, geometrisch interpretirt, der IKlicheninhalt des Mittelpunkts-
dreiecks Null ist oder, was dasselbe ist, die Mittelpunkte der gegebe-
nen Kreise auf einer geraden Linic liegen; es ist dies derselbe Fall,
in welchem auch die Gergonne’sche Construction illusorisch wird.
Ist aber D gleich Null, so verschwinden alle 4 Discriminanten und
man erhilt also unter allen Umstéinden 4 reelle Werthe oder genauer
4 Paare gleicher reeller Werthe fiir ». Damit ist jedoch nicht gesagt,
dass es auch immer 4, beziiglich 8 reelle Losungen der Aufgabe geben
miisse; denu die Mittelpunktscoordinaten « und § des Beriihrungskrei-
ses konnen hier nicht wie oben durch die lineiiren Gleichungen (17)
und (18), sondern miissen durch die quadratischen Gleichungen (5),
(6) und (7) direct bestimmt werden, wodurch sich allerdings unter
Umsténden auch complexe Werthe fiir ¢ und p ergeben konnen. Um
nun zu erkennen, wann dies stattfinde, setze man in den Gleichungen

(13) und (15) B, = - %2 was nichts anderes ist als D = 0; dann
3

H

gehen dieselben iiber in

r

B = '5_: (ge, — pey) = % [0y (ry—1y) — o (ry—72)]

oder, wenn man die Gleichungen (12) und (14) in Vergleich zieht, in

(35) B=—%:-A,
(36) B’=~%‘;~A’.

Setzt man diese Werthe in Gleichung (19) und macht darin auch
40°*
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D =0, so erhilt man nach Weghebung des dann in allen Gliedern

. o 2 2
erscheineuden Factors 3—:}6‘—
3

(37) 4y AN - 4dyA4" 4 A2 =0.

Hitte man in dhnlicher Weise die Gleichung (20) behandelt, so
wiirde man gefunden haben
(38) 4247 —4244 + A2=0.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich sowohl fiir y als fiir 2 je ein
Paar gleicher reeller Werthe, niimlich

Man muss dasjenige Paar wihlen, welches fiir » zwei gleiche po-
sitive. Werthe giebt. Daraus ergiebt sich, dass die conjugirten Be-
rihrungskreise nicht nur gleichen Radius haben, sondern auch die
gegebenen Kreise gleichartig berithren. Wir haben jetat noch die
Mittelpunktscoordinaten dieser Kreise zu finden. Die zweite Gleichung
(72) heisst mit den in (8), (9) und (10) angegebenen Bezeichnungen

200+ 28By=2(r, —7)y+q,

und, wenn man den ehen gefundenen Werth von y substituirt,

2 e, + 2pf, = LA

Die Gleichungen (12) und (14) geben dann
2 0_,3_;_ 2ﬁﬂ3 - 3% (TI___V_T2) — gy (ry—1g) ‘;P 0y (1 —13) ~F gty (1, —13)

A ’
— Q(7'1"‘7'2);]’(7|—7'3) Cay,
LA
=5
wenn man nimlich zur Abkiirzung
(39) qry—ry) —p(ry — 1) =0

setzt. Man entwickele aus dieser Gleichung @ und setze es in () ein;
dann erhiilt man nach einigen Reductionen fiir § die Gleichung

40) 4P A (a2 +B,%) — 4 BA Cuyfy 4 (02 — A2) a2 = 0.

Dieselbe Gleichung wiirde man erhalten haben, wenn man in

die Gleichung
2aoy +2BB,=2(r, — 1) 2+ ¢
den Werth 7 = 2‘:11 substituirt hitte. Nimmt man jetzt die Gerade,

worauf die Mittelpunkte liegen, zur Abscissenaxe, d. h. macht man
By =By =0, so liefert diese Gleichung
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+VAa2—=0C*
p—ELLCT,
wihrend « gegeben ist durch die Gleichung
¢
“F=za-

Daraus geht hervor, dass die 2 Beriihrungskreise symmetrisch zur
gemeinschaftlichen Centralen der gegebenen Kreise liegen. Um nun
noch zu finden, wann es mdglich ist, unter der Voraussetzung D = 0,
die Beriihrungskreise zu construiren, bilden wir die Discriminante der
Gleichung (40); dieselbe ist

’ Y 2 32 1 p
b= 4200 g — (1 ) (02— )],
oder nach der Entwickelung

A [A2 (@? o+ B — ] -

Durch Wiedereinfihrung der Werthe von 4 und € aus (12) und
(39) wird

6'1= '::,1'3’22 {l’? oy (e Byh) — e (ry—1)* ]+ 47 (e (et B2 — e, * (r\—1p)7] )
—2pqla, (e 44,7 — ey (1 —2,) (r—73)] } s

und wenn man in jedem Term der grossen Klammer e als Factor
ausscheidet und die Relation D == 0 beachtet,

31=%{p2“3? [y + Bu2 = (ry — 73)*] + 07 @® [ 4 B> — (71— 1))
4 —2pgeytla,a+6,8,— (ri—r) (ry =701},
oder

8y =A% {p*q+pa*—2paley eyt B,y — (ry— 1)) (r—13)]}
und endlich ebenso wie oben bei A,
0y = A7 pgq [(0, — &)’ + (B, — B)" — (o — 13)°] -
Nach den nimlichen Voraussetzungen und Folgerungen wic oben
bei A, erhiilt man hieraus

(41) 0= A'29.* [e}y—(ry—1y)] [y — (1 —13)] [Ca — (ry—#3)].

In #hnlicher Weise wie oben findet man, dass auch das zweite,
dritte und vierte Paar conjugirter Kreise aus gleichen, gleichartig be-
rithrenden und symmetrisch zur Centralen liegenden Kreisen besteht,
und dass die zugehorigen Discriminanten d,, d,, d, bis auf den Factor
A'? identisch sind mit den oben erhaltenen A,, A,, A,, gerade wie
auch 0, bis auf den Factor A’'? identisch ist mit A,. Die Bedingungen
der Moglichkeit in dem Specialfalle D =0 sind also die nimlichen

8, —
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wie in dem allgemeinen Falle und es gelten auch hier die niimlichen
Schliisse wie dort.

Der Fall D = 0 schliesst auch noch den Fall in sich ein, wo die
drei gegebenen Kreise dieselbe Potenzlinie haben. Dic Gleichungen

e+ 28y =0 —n"+al+ =210 —r)+p,

2ep~+ 28y =r—rd+a+ B =2r(r —r)+yq,
welche man erhilt, indem man von Gleichung (1) nach cinander die
Gleichungen (2) und (3) abzieht und dann die Gleichungen (8) und
(9) beriicksichtigt, sind die Gleichungen der Potenzlinien des ersten
und zweiten und des ersten und dritten Kreises. Sollen dieselben in
eine Gerade zusammenfallen, so miissen folgende Bedingungen erfiillt
sein:

B B der D=0

22 o3
und
2n =l +p _ 2n (-1 44
o, A
oder
27 oy (r) —1y) — &y () — 1)) = — [eyp — e, q],

d. h. nach (12) und (14)
' 2r, A= — 4.

Die Gleichung (37) nimmt nach Einfithrung dieser Relation die
Gestalt an
yr—2ry+nrt=0

und man erhilt also fir y zwei gleiche Werthe, deren jeder == », ist;
ebenso wiirde man fiir z ans Gleichung (38) zwel gleiche Werthe er-
halten haben, deren jeder = — #, ist. "Daraus folgt aber fiir » jedes-
mal der Werth Null, d. h. die zwei Berithrungskreise des ersten Paares
- reduciren sich fir diesen Fall auf zwei Punkte, deren Coordinaten ge-
funden werden, indem man obige Relation in (40) einsetzt. Nimmt
man auch jetzt die gemeinschaftliche Centrale zur Abscissenaze, so
folgt
g — +Vairfd® 2 C*
- W

und

& = ——

247
Durch dieselbe Voraussetzung iiber die Abscissenaze wird aber
die Gleichung der gemeinschaftlichen Potenzlinie der drei Kreise

2ayz =21 (ry — 1) +p.
Multiplicirt man diese Gleichung mit 4’ und beriicksichtigt die
oben gefundene Relation 2 r; 4" == — 4, so erhilt man
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20, d'z—— A, — ) +p A,
oder, wenn man die Werthe von 4 und A’ aus (12) und (14) sub-
stituirt,
e, A" x = — pey(ry—ry) -+ qoy (r—r,) +pey (ry — 1) — ety (ry—7y)
= qoty (7 ~—7,) — pay (ry,—13)
=a,C,

‘woraus, wie oben fiir e,
(4

& == —p
2
folgt; setzt man diesen Werth von % in die Gleichung (1) ein, so er-
hiilt man, ebenfalls wie oben fiir 3,
_ kViopAT=(E
y= 24’ '

Die zu 2 Punkten zusammengeschrumpftun Beriihrungskreise sind
also identisch mit den 2 Schnittpunkten der gegebenen 3 Kreise.
Ebenso beweist man, dass die Berithrungskreise der 3 iibrigen Paare
in je 2 Punkte sich verwandeln, die mit den eben gefundenen iden-
tisch sind.

Wir haben geschen, dass die Discriminanten & noch einen Factor
.A’'? bei sich hatten; derselbe ist fiir jedes & verschieden, er ist

fir 0,: [a; (ry — 7)) — ay (ry — 73)]°,
fir 8,0 [— a3 (1) + 79) + o (ry + 75)]%,
fir ;2 [ag (ry 4 7y) + oy (ry — 13)]7,
fir 0,: [oy (o, — 79) — @, (7, + 15)]%.
Fiir jedes ¢ kann nun das zugehdrige A4'? gleich Null werden;
dies geschieht fiir 9,, wenn

L T S ¥ ks
o Bs T — 13’

d. h. wenn die drei Kreise so liegen, dass der dussere Aehnlichkeits-
punkt des ersten und zweiten auch der des zweiten und driften ist.
In diesem Falle ist y, also auch # unendlich gross und die Mittel-
punktscoordinaten ebenfalls, und zwar hat « das positive, § das posi-
tive und negative Zeichen. In der That kann man dann an die drei
Kreise zwei gemeinschaftliche geradlinige Hussere Tangenten legen,
die hier als Kreise mit unendlich grossem Radius anzusehen sind.
Man darf aber nicht glauben, dass jetzt auch die iibrigen & Null
selen; denn, wie oben bemerkt, ist der Factor 4’2 fiir die verschiede-
nen & verschieden. Man hat deshalb ausser den zwei geradlinigen
Tangenten im Allgemeinen noch 6 Auflosungen. Ebenso verhilt es
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sich, weon das 4%, welches zu 8,, d; oder &, gehirt, gleich Null
wird. Das erste geschieht, wenn die drei Kreise so liegen, dass der
innere Aehnlichkeitspunkt des ersten und zweiten zugleich der Hussere
des zweiten und dritten ist, das zweite, wenn der innere Achulichkeits-
punkt des zweiten und dritten zugleich der dussere des dritten und
ersten ist, das dritte, wenn der innere Aehnlichkeitspunkt des dritten
und ersten zugleich der Hussere des ersten und zweiten ist. In allen
diesen Fallen konnen an die drei Kreise zwei gemeinschaftliche Tan-
genten gelegt werden und existiren ausserdem im Allgemeinen sechs
Lisungen.

Bensheim a. d. Bergstrasse.



