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Zur Hilbertschen Losung des Waringschen Problems.

Von

F. Havsporrr in Leipzig.

Herr Hilbert hat seinen Beweis der Waringschen Vermutung auf die
Existenz einer in den Variablen z,,#,,-- -, 2, identisch giiltigen Formel

(1) (@0, + 2 +- - +xr2)m=29h<a’1hx1 + g, 75+ -+ @, 7,)""
h

gestiitzt, in der die Koeffizienten a,, der Linearformen ganze Zahlen, die
0, positive rationale Zahlen sind. Fiir die njedrigsten Werte des Expo-
nenten m und der Variablenzahl r ist eine solche Identitéit schon vom
anderen Autoren aufgestellt und dazu verwendet worden, die Waringsche
Hypothese von m auf 2m zu iibertragen. Bei der auBerordemtlich ver-
groBerten Tragweite, die der Formel (1) nach der Hilbertschen Entdeckung
nunmehr zukommt, ist es wohl nicht ohne Interesse, einen zweiten Be-
weis dieser Formel mitzuteilen, der sich mit dem von Herrn Hilbert
selbst gegebenen an prinzipieller Wichtigkeit zwar nicht messen kann,
aber zur tatsichlichen Auffindung der passenden Koeffizienten g;, a,, ge-
eigneter sein diirfte.

I. Die Formel

o _(_i\madhe ™
(2) ¢ fm(x) - ( 2) da™
definiert f,,(x) als Polynom m'® Grades, fir das man die Rekursionsformel
1 .
(3) fm-!-l(x) = xfm(w) Y fm(x)

und den expliziten Ausdruck
1 1 38 1 8 6 .
(4) fm(x)—_—_.-xm_(’:)_ixm 2—{-(?)—2-—:2—% 4-—-(’:);;-;% 6 4...

400
= V%fe““”(x—[— to)"do
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findet. Durch partielle Integration folgt aus (2) die Formel

+ o0

®) ST a@) s () d = 0
fiir ein beliebiges Polynom g,,_,(z) vom Grade m — 1, die iibrigens mit
der Orthogonalititsheziehung

+ o0

Se =@ @) dz =0 (mn)

gleichbedeutend ist.
Die Gleichung f£,,(x) = O hat m verschiedene reelle Wurzeln. In der

Tat ist diese Behauptung fiir m = 1 richtig und gestattet den SchluB
von m auf m 4 1. Denn wenn f,(z)=0 die m reellen Wurzeln

By <P <---< B, hat, so hat f, (8,) das Zeichen (—1)"~* und nach (3)
hat f,, ., (8,) = — % frn(B,) das Zeichen (— 1)m+1-% Insbesondere hat

fn11(Bn) das negative Zeichen und £, ,,(B,) das Zeichen (— 1) wihrend
fmp1 (=) positiv ist und £, (—») das Zeichen (—1)"+! hat. Aus alle-
dem geht hervor, daf die Gleichung f,,. () =0 m + 1 reelle Wurzeln
Vo V1 ¥ hab (7 <B <y, <Py <+ <Vpy <P <) Damit ist die aus-
gesprochene Behauptung bewiesen.

Il Es besteht fir jede natiirliche Zahl m eine Identitit in den
‘Variabeln 2,y von der Form

+ m
(®) S et eapide = Do+ pi
-—00 1

worin die @, reelle verschiedene, die g, reelle positive Zahlen sind.

Beweis. Denkt man sich die B, zunichst irgendwie als reelle ver-
schiedene Zahlen gewihlt, so gibt die Forderung (6) zur Bestimmung der o,
die 7 linearen Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante

(M 297; = ly, Z@hﬁh =1, 297;@;2 =1y ZQhﬁh “l=1,

wobel
+ 00
1
l,=— | e%a"da,
Vo,
insbesondere
1 1 3 1 8 5
=1, l=-, =55, z_?.?._{,...,
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Aus (7) folgt, daB fiir ein beliebiges Polynom ¢(z) vom Grade m — 1

®) 2 0,9 (B) = %‘_f;azq)(a) de.

Es sind nun aber die 8, so zu wihlen, dafl die ¢, positiv ausfajlen.
Wir nehmen zu diesem Zweck fiir die B, die Wurzeln der Gleichung
f.(2)=0. In diesem Falle behaupten wir, dab neben (8) die weiter-
gehende Relation

® Seaod)=—= [ o 0(a)

besteht, in der ®(x) ein beliebiges Polynom des Grades 2m — 1 ist.
In der Tat erhalten wir durch Division mit £, («)

O (¢) = fu (@) * Gm_1(®) + @(a),
wo g, _,(®), @(e) vom Grade m — 1 (hochstens) sind. Dann ist

einerseits
(b(ﬁ ) = (p(ﬁ )’
andererseits nach () ' '
e o+ 00

fe‘“’d)(u)da =[e'"“’<p(a)da,

- 00

so daB (9) unmittelbar aus (8) folgt.
Setzen wir jetzt insbesondere

O(e) = [(@— ) -+ (@=Bicy) (6= Bpsur) -+ (2= Bn))
= [fu(@) : (¢ — BT,
so folgt aus (9)

+®
r 1 — fm 2
0n Frm (B2)* = *‘7;/3 (;::@%;) de,
also sind die ¢, wirklich positiv. )
Die so spezialisierten Werte g;, f, erfiillen, wie aus (9) folgt, aunBer
(6) die weitergehende Identitit

4+ m

o= [ earnde= Slal+ha

L 1
sie ,kanonisieren® die hier linkerhand stehende binire Form, worauf wir
indessen fir unsere Absicht keinen Wert zu legen haben.

I[I. Die Identitit (6) 14Bt sich auch mit rationalen Werten der 8,
und rationalen positiven Werten der g, erfiillen.

Denn die durch die Gleichungen (7) definierten Werte o, sind an

jeder Stelle, wo die Determinante |1, B, B + -+ Bi™~*!| nicht ver-
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schwindet, stetige Funktionen von g, f;, - -, 8,,- Wenn man also fiir die
B, jetzt rationale Werte wihlt, die den Wurzeln der Gleichung f, (z) =0
hinlénglich benachbart sind, so bleiben die g, positiv und werden selbst
rational, da die rechten Seiten [, der Gleichungen (7) rational sind.
Wir konnen also sagen: fiir jede nattirliche Zahl » besteht eine

Identitit
+ o
(10) ol EAT O ;’ e+ B

mit rationalen @,, rationalen positiven ¢, und einer Gliederzahl rechter-
hand, die jedenfalls nicht groBler als » + 1 gewiblt zu werden braucht.

IV. Schreibt man in (10) e, 2, fiir «, z, verwandelt y in y+ o, 2,,
multipliziert mit e~ *:}w und integriert nach ¢, zwischen + oo , 80
kommt

+ e 400
2 2.2 n "
(7/117;) ff e~ =y + o 2y + oy @) Aoty dogy =2 010 (Y + B 21+ By, )"
Y o e hk

Verwandelt man hierin wieder y in y -+ ey, multipliziert mit e~%’:1/x
und integriert nach «;, so ergibt sich

+o0 4o

3
(_1%—;) fffr WY + ey + oy @y + 0y2y)" dey day dog
=SS 2 Y e + B+ B + B

hkl

So fortfahrend erhilt man fiir jedes r die Identitiit

+ -0
1\ 22 2
an (3z) f a fe e (Yt ot oy By ot 0,0, ey doy - da,
T =2 91:191:2"'91;,,(?/'[‘[3»,“71'1' By, %2+ '“+ﬂb,.xr)n

Pyligehy,

=Zﬁk(y+ﬁ1k”}+ﬁzk% + ot Brra,)

mit rationalen @, und positiven rationalen o,.
V. Aus der bekannten Formel

+
—Lfe‘“’+2“”da-—=e””
Vi
— 00

+ o0 + o0
1 \r
(M) f ' 'fe_a’g_"‘—“rz+2("""’1+"'+“r“r)doc1-'-da,.---e”1‘+'"+wr’

—o -0
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und daraus
-+ 00 + o
) f f —o2— =2 (“lxl'}“ o x)zmdoc “r
V— — (2m)

Setzt man also in (11), fir gerades n=2m, y=0, so folgt eine
Identitat
(12) (@P+z*+- + 20" =2 T (B3 %y + Bore + - + B,

k

mit rationalen f,, und rationalen positiven 7,. Indem man die 2m®
Potenz des Generalnenners von f,,f,,--:f,, mit 7, vereinigt, erhilt
man eine Identitdt (1) mit ganzzahligen ;, und positiven rationalen g,.
Q. E. D.

Die Formeln (11), (12) kénnen, nachdem einmal eine passende Iden-
titdt (10) gefunden ist, fast ohne Rechnung unmittelbar hingeschrieben
werden. Die Gliederanzahl der SchluBformel (12) verkleinert sich, wenn
man die 8, in (10) paarweise entgegengesetzt gleich wahlt, und a8t
sich auf Grund der Relationen zwischen linear abhingigen Formen in der
von Herrn Hilbert angegebenen Weise noch weiter reduzieren.




