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Zur Hilbertschen L6sung des Waringschen Problems. 

Von 

F. HAUSDORFF in Leipzig. 

Herr H i l b e r t  hat seinen Beweis der Waringschen Vermutung auf die 
Existenz einer in den Variablen xl, x~,- . . ,  x~ identiseh giiltigen Formel 

(1) ( x~  + xs~ -l- . . . -l- x,.~)'! = 2 pa (a, ,, x~ -.I- a~ , x~ + . . , + a ,  h x~)  ~", 

h 

gest~itzt, in der die Koeffizienten a~h der Linearformen ganze Zahlen, die 
eh 1)ositive rationale Zahlen sin& Fiir die niedrigsien Werte des Expo- 
nenten m und tier Yariablenzahl r ist eine solohe IdentitKt sehon yon 
anderen Au~oren aufgestellt und dazu verwendet worden, die Waringsche 
Hypothese yon m auf 2m zu iiber~ragen. Bei der auSerordent3ieh ver- 
grSgerten Tragweite, die der Formel (1) naeh der Hilber~schen Entdeekung 
nunmehr zukommt, ist es wohl nicht ohne Interesse, einen zweiten Be- 
weis dieser Formel mitzuteilen, der sieh mit dem yon Herrn Hilbert 
selbs~ gegebenen an prinzipieller Wichtigkeit zwar nich~ messen kann, 
aber zur tats~chlichen Auffindung der passenden Koeffizienten Q~, a~ ge- 
eigneter sein diirfte. 

I. Die Formel 

dmm 

definiert fro(x) als Polynom m ten Grades, ffir das man die Rekursion~ormel 
1 

(3) fa+l (x)-- x f ~ ( x ) - - ~  fj~(x) 

und den expliziten Ausdruek 

1 3 8 5 x,~_~ +.." 
�9 " - ' - - \ 6 1 " - ~ "  s 
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finder. 

(5) 

Durch partielle Integration folgt aus (2) die Formel 

+co 

f g , . _ ,  (x) = o 

ftir ein beliebiges Polynom gin-1 (x) yore Grade m -  1, die iibrigens mit 
der 0r~hogonalitiitsbeziehung 

+ ~  

f f.(x) dx = 0 (re#n) 
--00 

gleichbedeutead ist. 
Die Gleichung f ~ ( x ) =  0 hat m verschiedene reelle Wurzeln. In der 

Ta~ ist diese Behauptung fiir m----1 richtig und .gestatiet den Schlul~ 
von m auf m-{-1.  Denn wenn fro(x)= 0 die m reellen Wurzeln 
fll < f12 < ' ' '  < tim hat;, so ha~ f:(~h) das Zeiehen (--1) m-#~ und naeh (3) 

1 
hat f m + l ( f l J , ) = - - y f ~ ( f l ~ , )  das Zeichen ( - -1 )  m+~-~. Insbesondere hat 

f~ +~ (fl~) das negative Zeichen und fm +~ (fl~) das Zeichen (-- 1)~, w~hrend 
f~+~(+~)  posi t ivis t  und f~+~(--~) das Zeichen (--1) ~+~ hat. Aus alle- 
dem geht hervor, da$ die Gleichung f~+~(x)-----0 m + 1 reelle Wurzeln 
~'o 7~"" 7~ hat (70 < fl~ < 7~ < fl~ < " '  < 7~-~ <: fl~ < 7~). Dami~ ist die aus- 
gesprochene Behauptung bewiesen. 

II. Es besteht fiir jede nattirliche Zahl m eine Identit~it in den 
.u x, y yon der Form 

(6) 1 P' a2 
j e -  O+ ,~x)"-ld,~ ---- ~ q ~ ( y  + ~hx)m-~, 

V ~  ~ oa 1 

worin die flh reeUe verschiedene, die pa reelle positive Zahlen sind. 
Beweis.  Denkt man sich die fla zuni~chst irgendwie als reelle ver- 

sehiedene Zahlen gewiihlt, so gibt die Forderung (6) zur Bestimmung der ~)~ 
die m linearen Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante 

(7) 

wobei 
-~-oo 

I f e_a~anda,  

insbesondere 
1 1 3 

lo = l , 12 ---- V , l~ = -~ . -~- , 
1 8 5 7 ~6 = y ' - ~ ' y ,  "" ", 

l l  - -  4 = 15 = 17 . . . . .  0 .  
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Aus (7) folg~, da~ fiir ein beliebiges Polynom ~(x) yore Grade m - - 1  

Es sind nun aber die 84 so zu wiihlen, dag die ~a positJv ausf~Ilen. 
Wir nehmen zu diesem Zweek ftir die /~ die Wurzeln der Oleiehung 
f,~(x)~O. In diesem Falle behaupten wir, dal~ neben (8) die weibr- 
gehende I~elation 

i f O(~) d~ (9) Z q4O(fl4) = V~ ~e-" 

besteht, in der @(x) ein beliebiges Polynom des Grades 2m--1 is~. 
in der Ta~ erhalbn wir dutch Division mi~ f~(a) 

r - f , (a ) ,  g._~(a) + ~(a), 
yore Grade m -  1 (hSchsbns) sind. Dann is~ 

einerseib 

andererseits nach (5) 
+ ~  +r162 

so dab (9) unmitblbar aus (8) folg~. 
Setzen wit jetz~ insbesondere 

= Ca):  - tJ+)] 
so folg~ aus (9) +| 

also sind die 04 wirklieh positiv. 
Die so spezialisierbn Werb  94, fin erfiillen, wie aus (9) folg~, auBer 

(6) die weibrgehende Identitib 
+ ~  m 

- -  O 0  

sie ,kanonisieren" die hier linkerhand sbhende bin~ire Form, worauf wir  
indessen ftir unsere Absich~ keinen Wert zu legen haben. 

III. Die Iden~it~ (6) l~iBt sich auch mi~ rationalen Werlen der /$~ 
und ralionalen positiven Werbn der Qa erftillen. 

Denn die dutch die Gleichungen (7) deiinierten Werb ~)~ sind an 
jeder Sblle, wo die Debrminan~e I 1, /~h, /~ ,  " ' ", tim-11 nieh~ ver- 
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~chwinde$, stelige Funktionen yon ill, fl~,'" ", fl,,,. Wenn man also fiir die 
~k je~z~ r~lionale. Werte wimble, die den Wurzeln der Gleichung f , ~ ( x )=  0 
hinl~inglich benachbarl sind, so bleiben die 0a positiv und werden selbs~ 
rational, da die ~echten Seiten l, der Gleichungen (7) rational sind. 

Wir kiinnen also sagen: fiir jede natiirliche Zahl n besteht eino 
Identit,~ 

, f  (10) - - ~  e - ' ( y  + ax)'*da = , ~  O~,(Y + fl,x)'* 
--co h 

mit rationalen fl~,, rationalen positiven ~ und einer Gliederzahl rechter- 
hand, die jedenfalls nich~ griii~er als n J-1  gewiihll zu werden braucM. 

IV. Schreibt man in (10) al, x~ i'iir a, x,  verwandelt y in y ~-%x,, 
multipliziert mit e-~,': ] /~ und in~egriert nach ~, zwischen =t= c~, so 
kommt 

J -~  J-co 

--co --co hk 

Verwandelt man hierin wieder y in y - t -a sx s ,  multiplizier~ mit e-~,~:]/~ 
und in~egrier~ nach as, so ergibt sich 

§ -t-co +co 

, ) . f f f  
-co -co -co -= ~_,  OhO~O~(Y q- fl~,x~ .J- fl~x~ Jr- fl, xs) n. 

hkZ 

So fortfahrend erhiil~ man fiir jedes r die Iden~itii~ 
+ ~  +co 

(11) { l..fe-o.'-o, ..... 
k Y ~ / , /  

- "  -co  = ~ _ ,  o,. o,,. . . q,,(y + p,.x~ + p, x, + . . . + ~, x,), 

h~ h~.. .  h r 

k 

mit ra~ionalen ~6,~ und positiven rationalen a~. 
V. Aus der bekannten Formel 

tolg~ 

-J-CO 

~ CO 

4r "-bco 

f. �9 - ~'~ . . . . .  '~,'~ + ~ ('~"~ +"" +'~'",') d a l . . .  d a , ,  ~ e ~  ~ + " "  + " ~  

- - 0 0  ~ O0 
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und daraus 
+ ~  + ~  

- |  - |  (~m)! ( x l ~ + x ~ + . . . + x r ~ ) ~ "  

Se~z~ man also in (11), ftir gerades n = 2m, y =  O, ,so folg~ oine 
Iden~i~i~ 

(12) (x~ ~ + x~' + . . .  + x/)  ~ = ~  ~ ( ~ x ~  + ~ x ~  + . . .  + ~,~x~)~ 
k 

milb ra~ionalen flt~ und rationalen posi~iven %. Indem man die 2m ~ 
Po~enz des Generalaenners voa f l l ~ f l ~ " "  ~,.k mi~ ~ vereinig~, erh~il~ 
man eine Iden~itiit (1) mit ganzzahligen a~ und positiven rationalen ph. 
Q . E . D .  

Die Formeln (11), (12) k~innen, nachdem einmal eine passende Iden- 
titi~ (10) gefunden is~, fast ohne Rechnung unmi~telbar hingesohrieben 
werden. Die Gliederanzahl der SchluBformel (12) verkleiner~ sich, wena 
man die flh in (10) paarweise entgegengesetzt gleich wKhlt, und li~$t~ 
sich auf Grund der Relationen zwischen linear abh~ngigen Formen in der 
yon tterrn Yfilber~ angegebenen Weise noch wei~er reduzieren. 


