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Ein direkter Beweis far die Normalform der komplexen 
Zahlensysteme. 

yon 

Gumo VOSH~.RA in Triest. 

Fiir die Klassifizierung der assoziativen komplexen Zahlensysteme is~ 
es yon groBer Wichtigkeit,  dieselben auf eine einfache Normalform redu- 
zieren zu k~nnen, aus welcher man unmittelbar die Unterschiede zwischen 
den verschiedenen Typen beurteilen kann. Eine solche Normalform wurde 
bekanntlich flir die allgemeinen Systeme zuers~ yon Molien angegeben. 
Spezialfiille waren schon friiher yon Peirce und Scheffers be~rachtet wor- 
den. Spiiter wurde die Normal~orm yon Carman und yon Hawkes noch 
weiter en~wickelt. 

In meiner Doktordissertation*) babe ich versucht die Normalform 
auch auf die nullpotenten Systeme auszudehnen, indem ich die Einte i lung.  
in Gruppen eingefiihrt habe (S. 272~273). So ist es mir  gelungen einen 
ziemlich klaren Einblick in den Aufbau dieser, bis damals etwas vernach- 
l~ssigten Systeme, zu gewinnen.**) Im ,,Nachtrage" (Diss. S. 3 1 9 ~ 3 2 3 )  

*) ,,Zusammenstellung der irreduziblen komplexen Zahlensys~eme in sechs Ein- 
heiten", abgedruckt im 54. Bande der Denkschriften der math.-naturw. Ktasse der 
K. Akademie der Wissensch. zu Wien, 1 9 0 8 ,  S.  2 6 9 - - 3 2 8 .  - -  Diesen Aufsatz werde 
ieh yon nun an mit ,Diss. S. x" zitieren. -- Ffir die iibrige Li~eratur beziehe ich reich 
auf die Angaben yon J. A. Sehouten ,Klassifizierung der assoziativen Zahlensysteme", 
Math. Ann. 76 (191&) ,  S. 1--66. - -  Diese Arbeit wird im folgenden mit ,Schouten S. s" 
angef~hrt. 

**) Es kSnnen abet nieht alle nullfaktorialen Systeme als ein nullpotent~s Unter- 
system eines Nichtquaternionsystems mJt mehr ~is einer Haup~einhei~ verwendet 
werden. Die Auffindung der nullfaktorialen Systeme, die bei gegebener Hauptreihe 
zu diesem Zweeke angewandt werden k~nnen, bildet jetzt die wiehtigste Aufgabe 
der Theorie, dA. die allgemeinen Systeme auf Nichtquaternionsysteme zuriickgeffihrt 
worden sind, und diese, wenn einmal die Charaktereueinteilung gegeben ist, auf die 
nullpotenten Nebensysteme reduzier~ sind. Die Gruppenein~eflung (Diss. S. 325--326) 
solRe in dieser Rich~ung alles sicher his je~zt gewonnene zum Ausdruek bringen. 
(Vgl. die diesbezfigliche Meinung yon Shaw --  Schouten S. 53, Anm. ~ und welter 
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babe ich eine strenge Darstellung der Einteilung der Zahlen des kom- 
plexen Systems nach Charakteren in bezug auf eine Reihe idempotenter 
und untereinander nilfaktorialer Einheiten gegeben.*) Auf diese beiden 
Resul~ate werde ich reich im folgenden beziehen. 

Ddselbst (Diss. S. 56) babe ich auch die Aufgabe gestell~, den Be- 
weis fiir die l~ISglichkeit der Normalform auf rein direktem Wege zu 
leisten. Darunter will ich verstehen, dab man zum Beweise die Zahlen 
des Systems selbst beniitzen, und nur die ffir sie bei der Definition postu- 
lierten Eigenschaften ~ Assoziativit~, Kommutativitii~ der Addition, Dis- 
tributivit~t mit der Multiplikation und Assozia~ivitiit der Multiplikation 
selbst, ~ und die entsprechenden einfachen arithmetischen Operationen 
zwischen den Koeffizienten anwenden mu], und nich~ das System als 
ganzes mi~ anderen, seiner Definition fremden Theorien in Beziehung 
setzen (Transformationsgruppen~heorie, Ma~rizenrechnung) und dann die 
aus diesen Betrachtungen gewonnenen Resul~ate, wieder auf das System 
iibertragen, noch ~ wie bei der~Taberschen Beweisf[ihrung mittels des 
Skalars (Schouten a. S. 3 a. 0.) ~ mi~ neuen Funktionen der Koeffizienten, 
die eine entferntere Beziehung mit den Zahlen des Systems haben, ope- 
rieren, und aus diesen Funktionen selbst wieder auf die Eigenschaften 
dieser Zahlen Schlfisse ziehen darf. 

yon demselben Verfasser ,,Bull. of the intern. Ass. for promoving the study of 
Quaternions and allied Systems of mathem." Juni 1906, S. 56.) 

Die Hawkesche Methode - -  Schouten S. 86 m die zur Aufstellung aller Nicht- 
quaternionsysteme dienen soll, geht nicht viel iiber die Aufs~eliung der Tabelle naeh 
den Charakteren hinaus. Ober das nullfaktoriale Nebensystem gibt sie abet, bei 
komplizierteren F~llen, fast keinen Anhaltspunkt, da man nicht, falls eine Reihe 
aUgemeiner Parameter vorkommt, ohne andere Un~erannahmen zu machen, die Ein- 
heiten herausfinden kann, die zur ersten und zur letzten Gruppe gehSren. Eine 
Kritik davon habe ich schon in Diss. S. 289 gegeben. Nun bemerke ich aber, da~ 
auch Theorem V I m  Sehouten, a. S. 3 drittangeg. 0. S. 369 m nicht richtig ist,  wie 
man aus dem System der Quaternionen dutch Weglassung yon ell ersehen kann. 
Das resultierende System ist nicht assoziativ. - -  Hieraus haben sich abet zwei weitere 
unrichtige Tabellen ergeben: die Systeme I s �9 1 und 2 s . 1 sind nicht assoziativ, das 
erste in e s e~ e~, das zweite in e 2 e 8 e s . Diese babe ich auch in meiner Dissertation 
wiedergegeben: VI~84 und VIls 6 sind zu streichen. 

�9 ) Von der M~glichkeit dieser Einteilung liegen noch zwei d~re~e (s. unten) Beweise 
vor. Der erste yon Hawkes (s. Schouten,.S. 17 Anm.), der zweite yon Schouten selbs~ 
(Schouten S. 15--17). Der erste mug in der Weise erg~nzt werden, dab man ihn als 
einen Schlu~ yon ~ auf n ~- 1 Einheiten be~rachtet. Der zweite ist in etwas allzu 
knapper Form gehalten: es wird nicht ausdr~icklich hervorgehoben, dab die vier be- 
trachteten Operatoren in bezug auf verschiedene Einheiten der Hauptreihe kommu- 
tativ sind, so dab die Reihenfolge der Einheiten einer bestimmten Reihe belanglos 
is t ,  und dab die Resulta~e der Charaktereneinteilung untereinander linear unab- 
h~ngig sind. 
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Ich werde bier wei~er einen einfachen, bis auf einen Punk~, wo yon 
dem Haup~satze der Algebra Oebrauch gemach~ wird, im obigen Sinne 
direktcn Beweis darbringen. Dat~ hierin nieh~ alles neu isL ergib~ sich 
yon selbst; der Beweis des Hauptsatzes, welcher eigent!ich den Kern der 
ganzen Sache bildet, ist abet vollsfiindig originell, und es ist der einzige 
direkte Beweis, der his je~zl gegeben worden is~. (Schou~en S. 19--20.) 

S a t z :  

W e i s e  aus 

Einhei~en yon S*) 

e ~ # ~  a, ~ ~ 1, 2, . . . . .  , r, 

Die Normalform der Systeme.  

Jedes assoziative ZaMensystem mit Modul (S) liit~ sieh in der 
einem anderen (Nichtquaternion-)Systeme (27) ableiten, dal~ die 

aus  denen yon I 

e ~  a, fl ~ 1, 2, . . . . .  , r 

r 

ia = 1, 2, . . . . .  , p~ p = t p ~ ,  
1 

.i~ --  1, ~, . . . . .  , p~ P = ~ ,  
I 

r 

~,~ .~ 1, ~, . . . . .  , ~,~, flir o~ ~.. r ~ ~ ' ~  ~ . ~ ,  
1 

.~/'--- P + N, 

r 

1 

%,,, --- O~ 1, 2 , .  �9 n,~o, 

dutch die Gleiohungen 

e.~. _ ~ e~fl . 

hervorgehen, wobei festgesetzt wird 

oo i - o ,  .oo  
e~j,,o" ei~/~O/~e ~fl , wenn r and j ~ . ~  ~ j~o 

Die Einheiten des Niehtquaternionensystems Z: 

e~/~ e, ~ .~+o 
�9 ) Die Mul~iplikation der h~heren komplexen Zahlea wird mi~ dem Punkte b.e- 

zeichne~, w~hrend die Koeffizienten (ge~hnliche komplexe Z~hlen) in den Formeln 
einfach vorangesetzt werden. 

Mathematische Annalen.  LXX~I I .  37 
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bilden ein nullpotentes invariantes Untersystem, f~ir welches die Gruppen- 
einteilung (Diss. S. 272M273 und S. 325--326)  gilt, d. h., man kann jeder 
solchen Einheit sine ganze Zahl g zuschreiben, so d ~  jedes Produkt yon 
solchen Einheiten aus g q-1  Faktoren verschwindet, abet nicht jecles 
Produk~ aus g Fak~oren. 

Dabei bedeutet: 
r die Anzahl der primitiven Systeme, 

p~ die Ordnung des a ~ Systems, 
~ "  die Anzahl der nullpotenten Nebeneinheiten, die zu einer bestimmten 

idempotenten Einhsi~ des a ten und einer bestimmten des ~6 ~n Systems 
gehSren, 

p die Anzahl der idempotenten Einheiten der Hauptreihe, 
,, ,, ,, Haupteinheiten (der primitiven Systeme), 

. ~  ,, ,, ,, nullpotenten Nebeneinheiten, 
M ,, ,, ,, gesamten Einheiten, 

~-r ,, ,, ,, idempotsn~en Einheiten des Nichtquaternionsystems, 
, , , nullpo~enten ,, ,, ,, , 

m , , , gesamten ,, ~, ,, 

Zum Beweise des allgemeinen Sa~zes iiber die Normalform, muB man 
vorher einen beschr~nkten Fall in Be~racht ziehen. Wegen seiner Wich- 
tigkeit nenne ich diesen den Hauptsatz (Schouten S. 19, Satz V). Er lautet: 

H a u p t s a t z :  In einem System mit nur einer idempo~enten Einheit, 
dem Modul, kann man die anderen Einheiten so wiihlen, dab sie ein null- 
l~otentes Untersystem bilden. 

Fiir die Definition yon nullpotenten (nullfaktorialen) Sys~emen s. Diss. 

S. 318~319 .  
Haben wir in der Tat eine nicht nullpotente Zahl eines allgemeinen 

Systems, so besteht zwischen n -t- 1 aufeinander folgenden Potenzen der- 
selben gewiB sine 1]neare Beziehung, und umgekehr~ ist~ falls eine solche 
Beziehung existiert, die Zahl nich~ nullpotent. Sei a eine solche Zahl und 
ssi die erste lineare Beziehung, der ihre Po~enzen genitgen: 
(1) a" + a la  "+1 -[- "" �9 + a~, a'+'~ : 0 a,,-b O, 

wobei a ,  a ~, a 8, - . . ,  a ~+~-1 noch unabhii~gig sind und ~ ~ 1, g _~ 1. 

Ich seize 
(2) l~ q- a la  -t" a~a ~ + " "  + a , , a " - -  O, 
woraus dutch Potenzierung des Ausdrucks yon b und cladurch, dab mittels 
(1) die Potenzen yon a, die h~her sind ale die (v + ~ -  1) ~, eliminiert 

werden, folg~: 
(3) b" + boa" -}- bla  T M  + " "  + b,,-~ a~+' -~  ~ O; 
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und fltr jedes p ~ 1, t~ >_ 0, wie man leicht sue 
a " + " -  b .  a "+" = a " + ' .  b =ffi a " + a .  b P - . .  b ~ .  a " + a  

und 
b~+O, ,~_~0, p > l  

und ebenso 

,•Ca ( l  ~' + a 

cg t e  

Da abet b" eine Vielfaehsumme yon Potenzen yon 
sind ale die ( v -  1)% gesetzt 

(4) ~ , - ~ + o ,  
so folgt im speziellen filr f l -  

f t  r  r  

und 
O) 

(1) ersehen .kAnn ; 

a ist, 

a v+a ~ 2 c a  a v't-a 

nun annehmen, da$ im Systeme nur e ine 

die ffewiB hSher 

Wenn wir idempo~ente 
Einheit existiert, so ist sic noLwendig der Modul und es i s t  

~ . a = = a . ~ = a  
~ d  folglioh aus (3) 

(6) a +  boa,+x + b~ a,+, + . . .  + b , , _ i a ' + , , - - O ,  

I)a wir angenommen haben, dalt (1) die ersf~ l ineare  Beziehung 
zwischen den nachfolgenden Potenzen des a ist, so muB ident/sch (1) 
gleich (6) sein, und insbesondere 

(7) v = 1, b - -  17, "1 -F a l a  "F a~a j + . . .  a t- axa"  ,-., O .  

7, a, a I, . .  ., a " - 1  sind linear unabhiingig, und falls c - -  at - -  x~2 gesetzt 
�9 . e '-1 fttr jeden Wert des x l inea r  unabh~ingig wird, sind such 7, c, c ~, ., 

O 

und ton 0 verschleden. 
Ee ist weiter sue (7) 

(8) ,~ + a~ (c + x,~) + a,(c + x O '  + . . . + a~(c + x,~),, = o 

fllr jedes x. Wenn ich nun den Wert a als Wurzel der Gleichung 

1 + a l x  + a2x  ~ + . . .  + a . x "  = 0 

bestimme, was nach dora Hauptsa~ze der Algebra immer mSgl ich  ist~ be- 
komme ich, da ~ in (8) ausfiill~, eine Beziehung zwischen den Potenzen 
yon c his c x, etwa 

(9) c~c + c=c ~ + . . .  + c,,_tc~- ~ + a , ~  - 0 .  

W~xe nun ein c~-~ 0, so wttrde c nicht nullpo~en~ se in ,  und wenn 
wir flit c dieselbe SehluBreihe wiederholen wllrden, die w i t  fiir a durch- 
gemacht lmben, und bedenken, dab es nut sin # im Systeme gibt,  kSnnten 
wir analog zu (7) schlieBen 

c~ ~ + c~c + . . .  + a , , c , -  ~ = O, 

37* 
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was im Widerspruch mit der bewiesenen Unabhiingigkeit dieser ~ Zahlen 
steht. Es ist also e~ ~ 0 fiir alle ~v, und folglich 

c x ----- 0. 

Es geh~irt also zu jeder Zahl a des Systems eine gewShnliche ZahI a 
und ein niedrigster Exponent ~, wofiir, wenn wir setzen, 

(10) a'-~a--a~, 
(11) a'"~-O. 

a' will ieh die reduzierte Zahl yon a nennen. Zu einer Zahl kann es nur 
eine reduzierte geben, denn zwei versehiedene Gleichungen (11) wtirden, 

�9 . a ~ ergeben. Die mittels (10), eine lineare Beziehung zwischen a, a ~, ., 
obige Gleichung ffir x hat also notwendig alle Wurzeln gleich. Wenn, 
und nut wenn a nullpotent ist, ist a ---- 0, also die Zahl gleich ihrer redu- 
zier~en. Die Gleichung (1) wird ftir unsere speziellen Systeme 

6~'a '~- - -a  ' ~ ' ' a ~ 0 .  
Sind m Zahlen al, a2 , . . . ,  a,~ und ~ linear unabh~ingig, so sind aueh die 
reduzierten Zahlen al, a~ , . . . ,  a~ linear unabhiingig. 

Wenn wir nun eine nullpotente Zahl des Systems herauswghlen und 
alle ihre Produkte ins Auge fassen, so sind sie auch nullpoten~. Denn 
sei a~+ l=  0, w~ihrend noch a~=b 0; w~ire z.B.  das linksseitige Produkt 
a .  b nicht nullpotent, so wfirde ffir seine reduzierte Zahl die Gleichung 

gel ien:  (a-  b + u V)" = O, 

und dutch linksseiiige Multiplikation m i t a  ~ erhalten wir 

a ~ ----- O. 
Ich beweise nun folgenden an sich interessanten 

O 

H i l f s s a t z  1. Wiihlen wir in einem Systeme m Zahlen heraus, welche 
die Eigenschaft haben, dab ihre siimflichen (es geniigt aueh nur rechts- 
oder nut linksseitigen) Produkte mit allen anderen Zahlen des Systems 
nullpotenl sind~ und betrrachten wit alle Produkte~ die nur aus diesen 
Zahlen gebildet sind (indem die Zahlen selbst, als Produkte mi~ nur 
einem Faktor, aueh mit izibegriffen sind), so verschwinden alle solehe 
Produkte yon mehr als n Faktoren und diese Produkte bilden saint 
allen ihren linearen Zusammensetzmlgen ein nullpotentes Untersystem des 
gegebenen Systems. 

Der Beweis, dab alle n W 1-gliedrigen Produkte verschwinden, ist 
eiaie naheliegende Verallgemeinerung der bekannten Frobeniusschen Sehlug- 
weiss (Diss. 8. 318). 

Nehmen wir an, dab ein Produkt aus n + 1 Zahlen nicht Null sei, 
und betrachten wir die nacheinander folgenden Produkte: 

b~ --- a , ,  b~ = a~ .  a~ ,  b~ = a~ . a , .  a~, . . ., b , + ~  - - - -  a~ .  a , .  a~ . . . a , + ~ .  
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Zwischen diesen mu$ eine Iineare Beziehung besbhen: 

- -  b, + / ~  b,+ 1 + ~ b,+~ + . . -  + ~ + 1 - ~  b~+l = 0 
o(]er 

b , =  b,'(flx a,+l + fl~a,+l'a~+~ + . . . +  fl,,+x_,,a,~+l.a,,+~ . . . . .  a,,+l) = b , . a .  
Wenn wir aber a ~ bilden, so mug es als Vorfaktor a,+~ enthalten. 

a 2 .b----~-.c = a~+ 1 
isl also nullpotent. Abet 

b ,=  b,~.a -~ b,~.a ~ b,,.c = b~.c~'~ O a >~ 1. 

Also auch b~+ 1 = 0, im Wiederspruche mit der Voraussetzung. 
Der zweite Teil des Beweises ergib~ sich aus der M(iglichkeit tier 

Oruppeneinteilung lau~ Diss. S. 272--273, da diese als einzige Voraus- 
setzung das Verschwinden aller Produkte yon mehr als n ]?aktoren bo- 
n(itzL Unter allen bisher bebachteten Produkbn wghlen wit eine voll- 
stgndige Reihe linear unabh~ngiger Zahlen heraus: e~, e~ , . . . ,  e,. ]hre 
Produkte sind lineare Zusammensetzungen dieser Zahlen selbst. Unter allen 
linearen Zusammensetzungen yon q , - . . ,  e, kann man diejenigen heraus- 
wifhlen, die mi~ allen e~,...~ e~ multipliziert 0 ergeben, usw. naeh dem 
bekannten Verfahren. 

In dem FaUe, der uns interessier~, bilden die reduzierbn Zahlen des 
Systems mi~ einer idempotenbn Einheit ein nullfakbriales Untersys~em. 
Dal~ es genau ~ - -1  Einheiten besitz~, folg~ aus einer frtiheren Bemerkung. 
So is~ der Hauptsatz bewiesen. 

Weitere  Rege lung  des Systems.  

Unter den Zahlen entgegengesetzten Charakters i j  und j i k~nn es 
welche geben, die, untereinander multipliziert eine nich~ nallpotente Zahl 
ergeben. Sei ein solches Paar 
(1) x~j. x j ~  x ,  und setzen wir xj~. x~---- xj~. 

Da x ,  nicht nullpoten~ ist, existiert ein r so dab 

(2) (ax,,+rh)~----O oder ~ , + ~ ( ~ ) r  

~ % x~ .x~.~=%.%=% %. 
~=1 

Wenn man (2) links mit xj~, rechts mi~ x,t mul~iplizier~, ergib~ sich 
% 

/g 
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oder 

da 

~ x~ ~ x ~ - 1 , 

Ich setze nun: 

und erhalte 

and xs~ . x~---  x~i. x .  v >__ 1. 

x,~ -~ ei~ , x~, ~ e~i , ~ , ~  e , ,  ~ ~ e~ 

Ich behaRe nun i lest, und setze fiir j alle miiglichea W e r t e j l , j ~ ,  . . . . , j~; 
woftir eine Gleichung der Art wie (1) im Systeme zu finden miiglich ist. 

Ich erhaRe also p Paare van Glelchungen (4). Gesetzt: 

5"~s~ = e j :~ -% + 0; 

wie dutch Multiplikation rechts mR etj ~ hervorgehb, befolgen diese Zahlen, 

wenn wir J0 mit i identifizieren, die Multiplikationsregeln 

- - o  , ,, j , + s  

Es'ist klar, dab in dieser Betrach~ung s~mtliche j~ dieselbe Rolle spielen, 
so dab man zu demselben Resultate kommt, wenn man yon irgend einem 
yon ihnen ausgeht. 

Ich ffihre nun ffir aUe j Werte, die zu einer solchen Reihe geh6ren, 
einen ~emeinsamen Index a ein und schreibe die so erhaltenen p~ Haupt- 
einheRen des r PrimRivsystems 

e 0 ~ 0 ~  . . . .  ~s~o a -~1 ,  2, ., r, i~, j~ = 1 ,  2, -,p~. 

Von allen iibrigen Zahlen des Systems nehme ich zuers~ diejenigen 
heraus, die zu einer bestimmten idempotenten Einhei~ eines jeden primi- 
tives Systems gehiiren, z. B. zu denjenigen, die beide unteren Indizes 1 
haben. Diese Einheiten miigen sein 

Is~ a ~ fl~ so kSnnen diese neuen Ne~eneinheiten nach dem Hauptsatze 
so gew~hlt werden, dal~ sie ein nullfaktoriales Untersysbem bilden. Isb 

+ f l ,  so kann kein Produkt aus ihnen eine nicht nullpobente Zahl 
ergeben. Es kommb also in den Produkten aller neu eingef'tihrten Ein- 
heiten keine idempoben~e :Einheit vor; sie bilden also ein Untersystem. Um 
zu zeigen~ daft dieses Untersystem nutlfaktorial ist~ beweise ich folgendes: 
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H i l f s s a t z  2. W~ihlen wir in einem Systeme m Zahlen heraus, welche 
einen einzigen Charakter haben, und die Eigenschaft haben, dab ihre 
s~imtlichen (es gen~igt auch nur rechts- oder nut linksseitigen) Produkte 
geraden Charakters mit allen anderen Zahlen des Systems nullpotent sind, 
und betrachten wit alle Produkte die nur aus diesen Zahlen gebildet sind 
(indem die Zahlen selbst, als Produkte mit nut einem Fak~or, auch mit 
inbegriffen shad), so bilden diese Produkte saint allen ihren linearen Zu- 
sammensetzungen ein nullpotentes Untersystem des gegebenen Systems. 

Unter denselben Voraussetzungen wie bei Hilfssatz 1 folgt: 

b,, = b , .  a,  

Da abet b~ als Produkt der Zahlen a l . a ~ . . . a v ,  welche nur einen 
einzigen Charakter haben, ebenso nur einen Charakter hat, ist a ge- 
raden Charakters, und ebenso a s. Da letzteres a,+ 1 als Vorfaktor entshKlt, 
ist es nach der Voraussetzung nullpotent und man kann weiter dieselbe 
Schluflweise, wie beim ersten Hflfssatze anwenden. 

Es folgt also, dab die zuletzt betrachteten nullpotenten Einheiten 
ct;~ 

ein nullfaktoriales Untersystem darstellen*) und mit den zugehSrigen 
idempo~enten Einheiten bilden sic ein (lqiehtquaternion-)Un~ersystem, 
welches nach Diss. S. 325--326 welter behandelt werden kann. 

Zu jeder Einheit dieses Nichtquaternionsystems (27) gehSr~ abet eine, 
und nur eine Einheit des Charakters i , , j~,  verm~Sge der Gleichung 

ct f l  ~ -  act aft �9 6~l flj fl 

so daB, wenn die Einheiten yon (2~) linear unabhiingig oder abhi~ngig 
sind, dasselbe yon den entsprechenden Einheiten des allgemeinen Systems 
(S) gilt, und umgekehrt mittels der Gleichungen 

Die Produkte s~imtlicher Einheiten yon (S) sind aus denen yon (Z') 
eindeutig bestimmt: 

=_ oo 'e" '  

~=t ~ic: I0 ct~ ll~y ~ll~O~ eict I0 ~llxcty ~llyO ~ ~vtly~tct~, 

*) Im entsprechenden Beweise des Theorems VIII (Schouten S. 24) fehlt dieser 
wichtige Schrit~. Schouten beweist n~mlich, dab die Nebeneinheiten nullpotent sind 
und ein Untersystem bilden, nicht aber, dab sie ein nullpotentes Untersystem bilden, 
das heist, dab auch alle ihre ]inearen Zusammensetzungen nullpotent, respektive null- 
faktorial sind. 
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angenommen, dab 

ellxal~ fluff}, eltzay" 
Die nullpotenten Nebeneinheiten bilden folglich aueh f~ir s[ch ein 

invariantes nullfaktoriales System. Somit ist der Satz fiber die Normal- 
form bewie~en.*) 

Wien, 21. September 1915. 

*) Auch bei der l~egelung des Systems in bez~g auf ein Hauptquadrat (s. Schouien 
S. 24--25) vermiB~ man den Beweis, dab die Einteilung nach Gruppen mit derjenigen 
nsch Cl~r~k~eren sich vertr/~g~ (s. Diss. 325--826 f~ir Nichtquaternionsysteme, und, 
nach dem im Text ausgefiihrten, auch ffir alle Systeme). Es k~nnte wohl mOglich 
sein~ dab man, wenn man versucht das Untersystem tier Nebeneinheiten analog wie 
bei Theorem YI zu ordnen, gezwungen sein mfil~te, gemischte 0haraktere einzuffihren. 
Auek ist • bemerken, ela~ die neue" Ordnung nichts mit der allen Regelung der 
Einheiten geraden Charakter~ gemein ha~. Es geschieh~ oft, da~ man gezwungen 
is~, ~ ~ur ~e  ~ Regelung gsaz umzaordnen, sondern auch die Einheiten 
verschieden zu w~hlen. Z. B. kann eine Einhei~ geraden Charakters, welche mit allen 
Einhelten desselben Charakters nuUfaktor~al ist, in den Produkten mit den Einhei~n 
anderer Ch~raktere Vielfaehsammen yon E~heiten aller m~gliohen frfiheren und sp~teren 
Gruppen enthalten, so dab sie bei der neuen Regelung nicht beibehalten werden kann. 

Endtich bemezke ich, r der Begriff der durchgehenden l~elbs$i~omorphie (s. Schouten 
S. 27 u. ft., und besonder~ S. $5, A~m.) in meiner Dissertation (S. ~2~/~28) schon ein- 
gef~h~ ~orden war, und ~1} mr ~ f~  XIII, mi~ Theorem IX, S. 34 yon Schouten, 
f~r den beschr~ukteren, aber bei weitem wichtigeren F~lle der Nich~uaternionsyst~me, 
fibereinst~mmt. 


