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Is kann sein, dal bei bestimmten Lichtquellen und Emplingern eine Para-
metrisierung mit einer Karte nicht moglich ist. Deswegen wird die Parametri-
sierung mit mehreren Karten behandelt.

mehreren Karten.

Dazu brauchen wir folgenden Satz vom Integral tiber Mannigfaltigkeiten mit
Satz 1:

vgl. Porster [1] ,Analysis 3% §14 S.138,139
M sei k-dimensionale Untermannigfaltigkeit

M —R ¢:T; —V,CM MCR"

m

©1y. .y om  seien Karten mit U Vi=M
i=1
Dann gilt:
/ fla)dS(x) = / () - flz) dS(x)
M J=1 V;
= @il (1)) - Flpi(t) - 1/gs(t) d¥t
j:lr}:l

teTy,cRF zeVicM

g (t) ist die Gramsche Determinante von ;.

gi(t) = det (& Gj = (Dp;)T - Dg;
vgl. Forster [1] ,Analysis 3“ §14 S.136-139 und §3 S.29
D= Jakobi-Matrix von ¢; beztiglich ¢

AT ist die transponierte Matrix von A

folgende ligenschaften:

a; ish eine Teilung der Eins sie hat nach Forster [1] Analysis 3 §14 S.139
2) 0<a; <1

aj(M\ V) =0




i) Z’/”:l o) = 1 fiir alle we M

1) t — aj(p;(t)) mub lokal integrierbar auf T sein vgl. Forster [L] ,, Ana-
lysis 3% §9 5.87.

In Forster [1] , Analysis 3¢ §14 S.139 wird gezeigt, dal die Delinition des In-

tegrals unabhiéngig von der Uberdeckung von M und der Teilung der Bins ist.
Die genauen Definitionen von Immersionen und Karten stehen in Forster [1]
»Analysis 3¢ §14 5.132,134.

Satz 2:
Pi Uj — \// Vv —R U.,', Vc R
m
yel; zeV LI V=%
i=1

/ o) dra = Z/ flz)d"x
i

=] V;

= Jlej(y)) - I det Doj(y)| d™y
,1':1(_‘,[,
nach Transformationsformel vgl. Forster [1] , Analysis 3“ §13 Satz 2 5.120. ¢,
muf} bijeltiv sein fiir j € 1...m. ¢;, cp]-"l miissen stetig differenzierbar sein fiir
Jel..om. Uy, o Uy, Vi, ..., Vi, sind offene Mengen.

Gegeben ist nun eine Lichtquelle mit dem Volumen V() [t= Zeit] und ein
Empfanger mit der Flache A(t).
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Vi) n Aty =10
Die Anordnung soll in reiner Luft mit konstanter Dichte sein. Das heilit der
Schwiichungskoeffizient m ist konstant. Gefragt wird nach dem Lichtstrom, der
von A(t) aufgenommen wird. B(t) soll die Oberfliche der Lichtquelle sein.
'LU(E, t) = Flachenlichtstérkedichte der Lichtquelle be B(t)

m

By = | } Bylt)

j=1
B;(t) =&y, t) jel...m
Die & sind hier die Karten(Parametrisierungen) und zwar fiir jedes { € R.
€ Uj x R — Bj(t) yel; C R?

Wenn [ die Lichtstarke der Quelle ist, dann gilt:

I(t) = / Llr(/;,/,)(/i;zz / 'u,J(IV)‘,f,)(H_;‘ (1)
B(t) i=lg )
nach Satz 1:
m
[(t) :Z o (85 (75 1)) ~w (& (Y, t), ) g; () dif
i=1y
o Jj € L...mist eine Teilung der Iins.

mit  g;(y) = det & Gy = (I)Fj‘)," - Dé




Dé; = Déj(4)

¢ (7) 1st hier die Gramsche Determinante von ¢j.

Nun kommen wir zur Berechnung der Beleuchtungsstirke £

Dazu hrauchen

wir:

e(...) = Schwichungsfaktor
m = Schwichungskoeffizient m = const.

e(d@, #) = e~mli-dl iie R

Damit gilt fiir die Beleuchtungsstirke:

nach Satz 1:

n

~~

. R I
F(d,t) = / w(b,t) -e(d,b) - .y

: @ — b?
B(t)

LN e . d—b -

= / w(b, 1) - e(d@,b) - ———=— db (2)
= |d@ — bJ?

Bi(t) = &(§,t) & :U; x R — B;t)

jel...om geU; C R?

s T L g Qi —éj(y,t il
Ela, l) = E / (€5 (g, 0)) w(e (g, b), b)-eld, ey, L)) |~:”——i—/(i//—)5 A/ yily) dy
=t a— &yt
| (3)
aj = Teilung der. Eins jyeul; c Rk?

13(7) = det [(DE)" - DEj)

Déj = Dej(y)

An (3) kann man mit Satz 2 evt. eine weitere Transformation zur Vereinfachung

cdurchfiithren.

Bet m =0

e(d,b) =1  beim luftleerem Raum.

y



iij soll der duflere Normaleneinheitsvektor zu Bj(t) sein. j € 1...m

Dann kann man sehen, da Z(ii;, (@ — b)) < 90° eine notwendige aber keine
hinreichende Bedingung dafiir ist, daB der Punkt @ tiberhaupt erreicht wird
(vgl. die beiden Abbildungen).

//\——"

e i

Die Integration in (2) und (3) erfolgt evt. nur iiber eine Teilmenge von B3, (1)

bzw. U; fiir j€1...m.

Berechnung von i, (¥) :
Bi(t) =¢(.t)  GeU;CR® §= ()

Tangentenvektoren an & : U/; » R — Bj(l) nach Forster [1] ,Analysis 3 §15
Satz 1 S.148 sind




&5 (37, ) und 52 (3, £)-

111/1 J

suBerer Normaleneinheitsvektor:

Fi(7, 1) K&ww
4 '/".7'(‘,(7) o ():/| J dyz

d:/l ’. (/ /) (1(/ ;(U [)

Einschrinkende Bedingung:

a(t) = L(iij,d@ —b) < 90° = cosa(t) > 0
J w2 g ol

i (i) - (@ —b)

= e o —cosa(t) >0

|7 ()] - |d — bl
oder

() (@ —b) >0

Nun kommen wir zum Lichtstrom, der durch die Fliche

m

A(t) = LJ A (t)

J=|

& Vix R — A(l) &A1) =A@F) FeV;CR?

Die ¢ sind die Karten.
i = duflerer Normaleneinheitsvektor zu ¢; bzw. A;(L)
Also folgt fiir den Lichtstrom:

d(t) = Z Fi(d@,t) -ii;(d,t) dd
’“lA (t)
nach Satz 1
D) = Z / ey (€5 (7, L)) - Iy ((’ (1), i (P) -
i=ly,

aj= Teilung der Eins

{(t) geht.

)

(7)) dp|

g (P) = det [( D&Yt .- Déj) (Gramsche Determinante)

D¢y = D¢ (p)

(8)

(8) kann evt. mit Satz 2 zwecks Vereinfachung transformiert werden. Betrachtet

man die Abb.




so sieht man, daBl bei komplizierten Empfangern evt. nur iiber eine Teilmen-
ge von A(t) integriert werden kann. Eine notwendige aber nicht hinreichende

Bedingung dafiir, daB @ erreicht wird:

¢ Vi x R — Aj(t) ¢ t) = A;(t) P -

ist die I{arte bzw. Parametrisierung von A;(¢).

-
rl)

¢ (p,t) und ¢i(pit) sind Tangentenvektoren

/lpl

DY

an ¢; @ Vi x B — A;(t)

nach Forster [1] ,,r\lld,lyblb 3% §15 Satz 1 S.148. Daraus folgt fiir den duBeren

Normaleneinheitsveltor:

+ 7 (p) = ’)Pl(‘l(] ‘e W

¢ (pht)

f)/), J (I) A) r}p
mit (10) folgt schlieBlich:

i (7) - E(& (5,0, <0

-~1

i (p,t)



Spezialfall: die Punktquelle

# = Position der Punktquelle
Die Beleuchtungsstirke wird dargestellt durch:

ce(d, ) I = Lichtstarke (13)

E£d

[iir den Lichtstrom durch die Fliche A(f) erhalten wir:

" (@ — & L3 et )
b=1- Z/ _l%_—-zl)—} ce(d, &) - (@) da (14)
.7:1“\'

& VxR — A1) G0 =450 FEViCR

2=1| /((ﬂ)f—%%‘—f((ﬁ))(m) @ dp| (15)

93 () = det (D& ()" - DE; ()]

Ohne I und ohne das Medium bekommen wir eine allgemeine Formel fiir den
Raumwinkel.
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