Die cubische Involution und die Dreitheilung und Transfor-
mation dritter Ordnung der elliptischen Functionen.

Von

Osxar Borza in Chicago.

Einleitung.

Btellt man die Variable z, : x, einer cubischen Involution durch
die Punkte eines ,Normkegelschnitts dar, o umhiillen bekanntlich
die Seiten der Dreiecke, deren Ecken Tripel der Involution darstellen,
einen zweiten festen Kegelschnitt, den ,,Involutionskegelschnitt‘® (Weyr);
man hat es also mit dem Schliessungsproblem fir » = 3 zu thun.
Den hierauf nach der allgemeinen Theorie des Schliessungsproblems
sich grindenden Zusammenhang ewischen der cubischen Involution und
der Theorie der elliptischen Functionen im Einzelnen zu untersuchen,
ist die Aufgabe der folgenden Arbeit.

Im ersten Theil werden nur rationale Combinanten und dement-
sprechend nur elliptische Functionen und Modulfunctionen der exsten
und dritten Stufe behandelt,

Nach Zosammenstellung der ndthigen Formeln aus der Invarianten-
theorie der cubischen Involution (§ 1) werden die elliptischen Fune-
tionen eingefihrt und mit ibrer Hilfe die Aufgabe gelést: Alle cubischen
Involutionen mit gegebenen Versweigungselementen eu bestimmen (8§ 2);
hierauf werden die rationalen Invarianten der Involution als elliptische
Modulformen dargestellt, wobei sich ein iberaus einfacher Zusammen-
hang zwischen den beiden Clebsch'schen Fundamentalinvarianten
J, Q und den Fricke'schen Modulformen dritter Stufe £, &, ergiebt.
(§3). In den nicheten beiden Paragraphen wird sodasn die Theorie
der cubischen Involution auf die Transformation dritter Orduung der
elliptischen Functionen sngewandt und gezeigt, dass die 2w zeve; con-
Jugirten Involutionen gehirigen elliptischen Functionen durch eine Trans-
formation dritter Ordnung verbunden sind.

Im sweiten Theil werden dann auch gewisse irrationale Combinanten
und dementsprechend elliptische Functionen und Modulfunctionen Zweite);
und sechster Stufe in den Kreis der Betrachtung gezogen.
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Als Auvsgangspunkt wird dabei die Transformation des Norm-
kegelschnitts und des Involutionskegelschnitts auf ihr gemeinsames
Polardreieck gewihlt, wodurch zugleich die geometrische Bedeutung
der betrachteten irrationalen Invarianten hervortritt (§ 6). Die wichtigste
derselben ist die im Folgenden mit § bezeichnete absolute Invariante;
sie ist, bezogen auf die rationale absolute Invariante ?—ﬁ die kanonische
Diederirrationalitiit n == 3; durch sie lassen sich die Doppelverhéltnisse
der Wurzeln der finf fiir die Involution fundamentalen biquadratischen
Formen

#, 3Hy +J&, 6Hs £ J&
rational ausdriicken; (§ 7). Als elliptische Modulfunction erweist sich §
als nicht wesentlich verschieden von der von Herrn Fricke mif y
bezeichneten Modulfunction sechster Stufe (§ 8).

Was die Bezeichnung betrifft, so habe ich mich fiir die Invarianten-
theorie an Clebsch (Binire Formen), fiir die elliptischen Functionen
an Weierstrass gehalten.

1. Theil.
§ 1.

Zusammenstellung der wichtigsten Sdtze iiber cubische Involutionen.
In diesem Paragraphen sollen diejenigen bekannten Sitze iber
cubische Involutionen zusammengestellt werden, welche wir im Folgen-

den gebrauchen werden.
Das der Betrachtung zu Grunde liegende Biischel cubischer Formen sei

(1) Ly + Aofy,

wo f,, /, bindire cubische Formen der Variabeln z,, 2, bezeichnen,
welche wir im Folgenden, soweit nicht aunsdriicklich das Gegentheil
angegeben wird, als allgemein vorausyetzen.

1. Das volle Combinantensystem des Biischels (1) besteht aus den
Formen *):

@) b =1,y J=(,1)s He=(F, O,
tg == (D, 9),, Js==(¥, He)y, Ty=(9,Hs),.

Die Invariante ¢ kann weggelassen, werden, da**)

3) J? = big.

¥} Gordan, Math, Ann. Bd. 5, pag. 118,
*¥) Salmon, Higher Algebra, 24 ed., Arf, 198,
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Statt der beiden Formen j, und Hy kann man die fiir die cubische
Involution weit wichtigeren Formen

) Q= tjs+ 5 J%)
) =1 (6Hp+J &)™)
einfiihren.

Das Biischel (1) ist vollstindig bestimmt durch das Verhiltniss
& J; wir werden haufig das Symbol [, J] bentitzen, um das Biischel
(1) zu bezeichnen.

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei

cubische Biischel

YWh@Esx) A, %)

A )+ A (2, 2)
dquivalent sind (d. b. durch lineare, nicht cogrediente Transforma-
tionen der beiden Variabelnreihen z,, 2, und 4,, 4, in einander trans-

formirbar) besteht, von Ausnahmefillen abgesehen, in der Gleichheib
der absoluten Invarianten

und

J3 g2
5=l —
2. Die beiden Elemente, welche mit einem beliebig vorgegebenen,
y, ein Tripel der Involution bilden, gentigen der , Verwandtschafts-
gleiehung “® mu) .

(6) 38307 + - J(zy)? = 0.

Das Btischel enthiilt vier Formen mit Doppelwurzeln; wir be-
zeichnen sie

(d)?(xc), (xd)(we), (zd)*(zey), (2ds)*(wes).
Die ,,Doppelelemente d, d,, d,, dy sind die Wurzeln der Functional-
determinante &; die ,,Versweigungselemente® ¢, ¢,, ¢,, ¢; sind die
Wurzeln der Discriminante der Verwandtschaftsgleichung, némlich
der Gleichungi):

) f=8Hs+ J& =0, —

*) Balmon, L e
*¥ Bezeichnung pach Berzolari, Rendiconto dell’ Accademin dells scienze
fisiche e matematiche di Napoli, Serie 22 Vol. V, pag. 76 (1891).

***) Weyr, Grundziige einer Theorie der cubischen Involution, Abh. der
bshm. Ges. d. Wiss. VI. Folge, 7. Bd. (1874), pag. 7; Le Paige, Essais de géo-
metrie supérieure du troisidme ordre (1882), pag. 59, nnd Caporali, Sul sistema
di due forme binarie cubiche, § 5, Reundiconto dell' Accademia delle scienze
fisiche e matematiche di Napoli, Anno XXII, 1883,

1) Le Paige, L ¢ pag. 69; Berzolari, L c. pag. 72.
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3. Das Biischel (1) ist das erste Polarenbiischel der biquadratischen
Form I*):

(8) Afi + dof, =T2ly,

wobei 7,, 1, lineare Functionen von 4,, 4, sind.
Das Biischel (1) kann auch definirt werden als das Biischel der
zu der biquadratischen Form

9) [ =5 (6Ho—J9)

apaolaren cubischen Formen™®¥), —

4. Das zu dem gegebenen Biischel ,,conjugirfe Biischel “ ***) (welches
mit ihm die Doppelelemente gemein hat) ist in der oben erklirten
Bezeichnung

['8'1 - J] .
Wir werden die auf das conjugirte Biischel sich beziehenden Grdssen
im Folgenden durch Ueberstreichen von den entsprechenden auf das
urspriingliche Biischel sich beziehenden unterscheiden. Normirt man
das conjugirte Biischel so, dass die beiden Functionaldeterminanten
absolut gleich werden
o =7,
50 ist

-,

und man erhiilt die auf das conjugirte Biischel beziiglichen Formen
einfach, indem man J durch — J ersetat, also

= 4 . 1 2

unter R die Resultante von /), f, verstanden. Die Verwandtschafts-
gleichung fiir das conjugirte Biischel ist:

1
(11) 38, 0y — 5 J(@y)! = 0.

Seine Verzweigungselemente ¢, ¢, ¢,, ¢y sind die Wurzeln der Gleichung:

(12) f=38Hs — J& =0.

Das conjugirte Biischel ist das erste Polarenbtischel der Form I und
zugleich apolar zu T.

*) Franz Meyer, Apolaritit und rationale Curven, (1888) pag. 71; T ist
mit der dort mit A bezeichneten Form identisch; und Berzolari . e. pag. 76.

#*) Caporali, |, c. § 6 und Berzolari L c. pag. 88,

#*##) Stephanos, Sur les faisceaux de formes binaires ayant une méme
Jacobienne § V, Mémoires présentés par divers savants ete. T. XXVII (1888);
Caporali, L ¢ §6; F. Meyer, L. ¢. §17; Sturm, Darstellung bin&rer Formen
auf der cubischen Raumecurve Nr, 16, Borchardt’s Journal Bd. 86, pag. 134,
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5. Ich stelle hier gleich noch die Werthe einer Anzahl von J7-
varianien der verschiedenen hier auftretenden biquadratischen Formere
zusammen, die wir im Folgenden gebrauchen werden; man berechnet
dieselben leicht nach Clebsch, Binire Formen § 41, unter Benutzung
von (3), (4) und (10):

a) die Discriminanie von 9%):

. | I 9 A5
(18) js — 5 16 =15 2@,

b) die Weiersirass'schen Invarianten
fr=gin G=g
der ,,Verzweigungsform* f:
fr=0d (92 -0,
(14) gy = o (219" — 1820 — @),

9 oy
B =g — 21g2 = — 22 9T,

¢) Ueberschicbungswerthe fiir T**):

, @, Ny==dr.  (®,0),=39,
16)
ir=JQ, jr=+@, Hr=2Q0.

Die entsprechenden Resultate fiir f und T folgen daraus durch Zeichen-
wechsel von J und Vertauschung von Q und Q.

§ 2
Einfiihrang der elliptischen Funetionen und Bestimmung aller
oubischen Involutionen mit gegebenen Verzweigungselementen.

Die Verwandtschaftsgleichung (6) ist eine symmetrische quadrato-
guadratische Relation zwischen zwei ein ,Paar der Involution‘ bilden-
den Elementen ==z, :2, und y =y, :y,. Ihre linke Seite, als
Function von &, @, betrachtet, bat zur Discriminante 3f(y), als
Function von y,, y, betrachtet, 3f(x). Daraus folgt aber nach be-
kannten Sitzen aus der Theorie des Schliessungsproblems***):

*) 8chon bei Salmeon, . ¢
+*) Die Werthe filr ir, jr, Hp giebt Berzolari, L ¢ pag. 77.

**¢) Biehe 2. B. Halphen, Traitd des fonctions elliptiques, II, pag. 384, 373.
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Setzt man

16 w = (wﬂ)

(16) J ¥iw

und bezeichnet die inverse Function mit
z = O(u),

80 1ist
Y=0(u+ a’):

wo a eine Constante ist. Weiter folgt dann, dass
2 =®u-t2a)

demselben Tripel wie z, y angehort, sowie dass ¢ ein Drittel einer
Periode von ®(u) sein muss; und zwar darf man ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass diese Periode mit der ersten Periode
eines primitiven Periodenpaares 2w, 2@  ibereinstimmt, also

2@,
=3
das Periodenpaar 2@, 2@’ ist dann mit allen durch eine lineare
Transformation
0, =aa -+ o,

o =y0 -+ 0a, @d—fr=1

bei welcher § = O mod. 3, daraus hervorgehenden Periodenpaaren
gleichberechtigt.

Nennen wir daher « den transcendenten Parameter *) des Elementes
#, beachten ferner, dass wir als untere Grenze von « einen Verzweigungs-
punkt gewihlt haben, und dass e, d, d; ¢,, d,, d;, ete. Tripel unserer
Involution bilden, so kinnen wir den Satz aussprechen:

Die transcendenten Parameter eines Tripels der Involution lassen
sich stets auf die Form bringen

w, w22, w22
und umgekehrt liefern drei solche Werthe von w stets ein Tripel der
Involution. Den Versweigungselementen entsprechen die Werthe
u=0, o, oo, o
den Doppelelementen die Werthe
20

2w 20 , 2o
b=, 047, ot +5, o4 5

*) Dabei ist u gleichberechtigh mit 4w+ 2p o 2p &, unter y, p’ ganze
Zahlen verstanden.
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An den obigen Satz schliesst sich nun unmittelbar die Losung der
Aufgabe: Alle cubischen Involutionen mit gegebemem Verzweigungsele-
menten 24 bestimmen.

Wir gehen dabei aus von dem Quotienten

2(0),
f(x)

Als Function von u ist derselbe eine elliptische Function mit den
Perioden 2w, 20" vom 8ter Grad, mit den vier Polen zweiter Ordnung
=0, o, o} o, o

und den acht einfachen Nullstellen

w—t22 1240, £R4otw, £2+40.

Dieselben Perioden, Pole und Nullstellen hat aber auch die elliptische
Funection

2
p@2u)— o (5),
(unter pu die zu g,, g, gehorige Weierstrass’'sche Function verstanden),

) o . )
sie kann daher von F bur um einen constanten Factor verschieden
sein, Sel

p@w) ~o(F)=—F 7,

wo M eine Constante bedeutet.
Andererseits ist aber bekanntlich®) (da die untere Grenze von
Verzweigungspunkt ist):

H

(17) P(2u) = — 27{,
unter H, die Hesse’sche von 7 verstanden
Hy = (7, F)a-

Wir erhalten also:
35 =ty 20 () £
Berechnet man hieraus die Invariante 45 nach Clebsch, Binire
Formen § 41, so kommt, wenn wir zur Abkiirzung p(?sﬁ') = p setzen:

M?. 6iy = 48g,p* - 144g,p - 49,%.
Nun geniigt aber p der Dreitheilungsgleichung#*)

1 1
(18) O=p'— 5 0.0 — 930 — 9"

*) Hermite, Crelle’s Journal Bd. 53, pag. 24, und Klein, Vorlesungen
der Hyperelliptischen Functionen, Sommer 1887.

#*) Siehe z. B. Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen, II, pag. 16.
Wir werden dieses Werk im Folgenden kurz als ,,Modulfunctionen® citiren.
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Indem man dieselbe, mit 144 multiplicirt, zur vorigen Gleichung
addirt, kommt

M2, 6t = (g, — 12p?)?
also nach (3) fo == (g — 1295
MJ =+ (9,— 12p).
Das Vorzeichen und zugleich der constante Factor M bestimmen sich
aus der Bedingung
f==38Hs + Jo.
. Aus den gefundenen Ausdriicken fiir M9 und MJ berechnet man
nimlich
M?(BHs + J ) = H;[(12p* — g5) & (9, — 12p)]
+ 7490 + 695 = (29,0 —24p%)].
Daraus folgt zunichst, dass das obere Zeichen genommen werden
muss; es wird dann
M2 (BHy+ JB) = — 6(4p° — 920 — )7
es folgt also

M—+i/5y(3):

Indem wir, wenn nothig, das Periodenpaar 2w, 20’ durch — 2w, —2@’
ersetzen, kOnnen wir stets erreichen, dass das obere Zeichen gilt™).
Wir haben demnach den folgenden Satz gewonnen:

Die Formen & und J driicken sich folgendermassen durch die Ver-
zweigungsform [ und die zugehirigen elliptischen Functionen aus:

(19) us =H,+20 3D 1,
(20) MJ =g, — 124 (32),
(21) M=iy8y (D)

Dazu ist noch zu bemerken, dass nunmehr in Folge der letzten
Festsetzung tiber das Zeichen von M das Periodenpasr 2w, 2@’ nur
noch mit denjenigen Periodenpaaren

20, =e.20 4+ §. 20,
20/=1y.20 4 d.20
gleichberechtigt ist,3bei denen
(22) e=1, =0 (mod. 3)
denn nur bei diesen linearen Transformationen (welche eine Unter-
gruppe §, vom Index 8, der homogenen Modulgruppe bilden) bleiben
so(gsg) und p’ (23—'”) und somit & und J unverindert. Lisst man die

ad — fy =1

#*) Unter der Quadratwurzel aus einer reellen positiven Grésse soll hier und
im Polgenden stets ibr positiver Werth verstanden werden,
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Beschriinkung o = 1 (mod. 8) fallen, so erhélt man eine Gruppe vom
Index 4, welche immer noch das Verhiltniss @ : J und somit die In-
volution [, J] ungeindert ldsst.

Wendet man aber alle Substitutionen der homogenen Modulgruppe
an, 8o erhiilt man, den vier Wurzeln der Theilungsgleichung (18) ent-
sprechend, im Ganzen vier verschiedene Involutionen, welche simmb-
lich dieselben vier Verzweigungselemente / = 0 besitzen. Und zugleich
ergiebt sich aus unserer Entwicklung, dass es keine anderen cubischen
Involutionen mit denselben Verzweigungspunkten giebt. Wir haben
also den weiteren Satz:

Es giebt vier cubische Involutionen, welche die Wurzeln einer
willkiirlich vorgegebenen biquadratischen Form f = a,* su Verzweigungs-
elementen haben. Dieselben werden geliefert durch die Formen (19),
(20), (21) wenn man darin 2 der Reihe nach erselet durch

20, 2w, 20 4+ 20, 4020
Wir werden die vier Involutionen im Folgenden mit
(e, J1, [# J7, [&,J7], [8, "]
bezeichnen.

§ 3.
Darstellung der rationalen Invarianten der Involution*) durch
elliptische Modulformen.

Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, die Invarianten

J, Q, Q unserer cubischen Involution [#, J] als elliptische Modul-~
formen darzustellen.
Fir J haben wir bereits den Ausdruck gefunden

2
g — 12¢* ('39)
R 2wy
Vee ()
dem wir auch die Form geben kdnnen

o (200)
25 ¥ \3

e (%)

J =

(23) J

Q berechuen wir mittels (10); fiir js erhalten wir aus (19):
Mjs = 48gyp® + 89,20% + 129,950 + 12952 — = g,%;

*) Unter ,Invarianten der Iunvolution‘* verstehe ich Combinanten, welche
von den Variabeln unsbhiingig sind,
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daraus folgt fir Q unter Benutzung von (18)
Q=16 (4p° — 9,0 — 95)%

setzt man schliesslich noch fiir M seinen Werth aus (21) ein, so
erhilt man das Resultat:

(232) - 7=¢®)

J und Q sind somit eindeutige Modulformen von den Dimensionen — 1
resp. — 3; sie gehOren beide zu der durch die Congruenzen (22) definirten
Gruppe homogener Modulsubstitutionen, welche die Hauptcongruenz-
gruppe dritter Stufe als Untergruppe enthdlt; daher lassen sie sich
rational durch die beiden Modulformen dritter Stufe &;, & von Herrn
Fricke®) ausdriicken. Man hat nach ,,Modulfunctionen* I, pag. 630
und II, pag. 20 und 371:

(o () =& 125 =&+ 85LY,
daraus
(24) (D) =5 &P

ferner
{ @ (2‘362)*'"—"' - 31/3(53 —&%);

woraus sich sofort die unten angegebenen Werthe von J und Q ergeben.
Q folgt dann mittels (4) und (10).

Auf diese Weise erhilt man den Satz:

Die Invarianten J, Q, Q driicken sich folgendermassen durch die
Modulformen &, £, aus:

@) J=—iV2l, =%l o Bty

Daraus folgt fiir die absolute Imvariante der Imvolution der folgende

Ausdruck durch die Tetraederivrationalitit & == é—::

(26) IR 0=t~ g

Unter Zuziehung der cubischen Involution kénnte man daher
geradezu £, &, definiren durch die Gleichungen:

@) b=7sd =10

*) Modulfunctionen, I, pag. 630; wegen der dort gebrauchten Bezeichnung
vergleiche I, pag. 146,
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An diese Formeln kniipft sich eine bemerkenswerthe Normalfor?
filr die cubische Involution; es gilt der Satz:

Die Involution [9, J] lisst sich durch lineare Transformation der
Variabeln z,, z, auf die folgende Normalform bringen::

¥y = % (254513 + 3g3z12z2——§4z23),

(28)
Jo === §3,
denn fir die absolate Invariante dieser Involution findet man
2J 2 J?
7 Q 97 Q7

die Involution ist also mit [#, J] &quivalent.

Es mdgen hier noch die Formen f, fo, T ftir die Normalform
(28) Platz finden, da wir dieselben spiiter brauchen werden:

6/, =—Elo 28,8, 2,52, 352020, — 48,22, 2,5 — 45, E,22%
(29) { 674 ‘=‘—51[342213+6§s§4”1252+953231512‘{“4542523];
—9lp= E8 4 4822,8,°+ 358,01

Hieraus folgt zugleich die Bedeutung der kanonischen Variabeln 2, , 2, -
Die Variable ¢, liefert, == 0 gesetzt, das dem Doppelelement g, == O
im conjugirten Bischel [9,, — J]zugehorige Verzweigungselement *). —

Wir geben noch eine Anwendung der Gleichungen (25) auf die
Lisung der Aufgabe:

Alle cubischen Involubionen su bestimmen, welche mit einer g e-
gebenen die Versweigungselemente gemein haben.

Wir schreiben zundchst unter Benutzung von ,,Modulfunctionern®¢
pag. 20, (8), @ in der Form

1
o EiH A = BT
(30) B o kA Radhald
Vi f/Z
und wenden nunmehr die Substitution 7 an:
0, = o, 0 = — o,

Ibre Wirkung auf £, §,, /A ist nach ,,Modulfunctionen* I, pag. 830
und 627:

iYBE =k + 28, iyY3 E=E—§, W“WZ

*) Es ist dies diejenige Normalform, von welcher man ausgehen muss, mm
bei dem Problem der Reduction des hyperelliptischen Integrals erster Ordnuang
und erster Gattung durch eine Transformation dritten Grades auf die wvon
Herrn Goursat gegebene canonische Form zu kommen (Cowptes Rendus
t. 100, pag. 622).



Die cubische Involation und die elliptischen Functionen. 79
Daher gehen & und J iiber in:
(B—E0H; — + (& H 280 (G — &)f
Vev/a ’
’ 1/;
J'=— = (6428).

Die Involution [8, J7] hat nach dem fritberen mit [#, J] die Ver-
zweigungselemente gemein; die beiden iibrigen Involutionen, welche
gleichfalls die Verzweigungselemente mit [#, J] gemein haben, gehen
aus [9, J'] durch zweimalige successive Anwendung der Substitution S:

1&':

14 r
0, =, o, =0+0

hervor; dieselbe ldsst & ungeéindert und multiplicirt &, mit einer
imagindren dritten Einheitswurzel.
Andererseits berechnet man aus (30) und (25)

b= &M+ & — st r ]
- sya
und man erhilt so den Satz:

Die drei cubischen Involutionen, welche mit der Involution [8, J]
die Versweigungselemente gemein haben, sind

. /Bl r
z]/gﬂ =—-3-—(—‘8}*‘y
(31) 2

i3I = J+6(%)%,

§
wobei der dritien Wursel (3) der Reihe nach hwe drei Werthe bei-
2ulegen sind,

§ 4.
Die drei-eindeutige Verwandtschaft: I,*I, = 0.
Nach § 1, (8) ist unser cubisches Biischel das erste Polarenbiischel
der biquadratischen Form [; die Relation
(32) r2r, =0

ordnet also jedem Tripel der Involution einen Werth des Parameters y
zu. Wir haben in diesem Paragraphen, als Vorbereitung fiir die Trans-
formation dritter Ordnung der elliptischen Functionen, die hierdurch
definirte drei-eindeutige Verwandtschaft zwischen @ und y niher zu
untersuchen,
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a) Wir berechnen zunichst die Hesse'sche einer beliebigen Form

Foe= A f, + 4,1, =TT,
unseres Biischels:
Ay = (T, F)2 = (F l")zf',, I’ Iy ry’§

durch Entwicklung in die Clebsch-Gordan’sche Reihe erhiilt man
unter Benutzung von (15):

(33) Dr=Q[8.28,7 — + J(ay)].

Es unterscheidet sich also Ay nur um einen constanten Factor von
der linken Seite der Verwandtschaftsgleichung (11) des conjugirten Biischels
[, — J]. Das giebt aber den Satz¥):

Die beiden Hesse'schen Punkie irgend eines Tripels

ATy =0

der Involution [&, J] bilden zusammen mit dem Element y ein Tripel
der conjugirten Involution [&, — J].

b) Wenden wir diesen Satz auf den speciellen Fall einer Ver-
zwelgungsgruppe: ¢y, e, 4, an, (wo « einen der Werthe 0,1,2,3
hat und ¢,, d, wit ¢, d gleichbedeutend sein sollen), so sind die beiden
Hesse'schen Punkte bekanntlich: d,, d,; dieses Paar bildet aber, wie
wir wissen, mit dem Verzweigungselement 7, zusammen ein Tripel der
conjugirten Involution. Das heisst**):

Die Verwandischaft (32) ordnet den Werthen x == €y, dyy dy den
Werth y == ¢, 2u; also;

(34) 2r 5, = Qa (@ey) (da)?,

unter g, eine Constante verstanden.
Die Verzweigungselemente ¢, ¢,, ¢,, ¢; sind somit diejenigen
Werthe von y, fiir welche die cubische Form F' = I,*T, eine Doppel-

wurzel besitzt, d. h. aber die Verzweigungsform f(y) der conjugirten
Involution kann sich nur um einen constanten Factor von der Dis-

eriminante
By = (Ar, Ag),

™) Der exste Theil dieses Satzes, (dass die beiden Hesse’schen Punkte ein
Paar des conjugirten Biischels bilden), findet sich schon bei Le Paige, L. c.
pag. 65,

**) Deutet man nach Sturm (Borchardt’s Journal, Bd. 86) die Variable
&y: 2, auf einer cubischen Raumcurve R,, so wird bekanntlich die cubische In-
volution durch eine Gerade ¢ dargestellt. Aus unserm Satz folgt dann, dass das
Doppelverhéitniss der vier Tangentialebenen durch g an Ry dem Doppelverhiltniss
der vier Veraweigungselemente ¢, der conjugirten Imvolution gleich ist, wihrend
das Doppelverhdltniss der Treffpunkte von g mit den Tongenten an By in d, d,,
dy, dy dem Doppelverhiliniss der vier Versweigungselemente ¢, gleich ist,
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der cubischen Form F unterscheiden. In der That ergiebt die Rechnung
1 o =
Br =+ Q'f(y).

¢) Wir stellen uns weiter die Aufgabe: dicjenigen Werthe von x
au bestimmen, welche in der * Verwandtschaft (32) dem Doppelelement
y = d entsprechen, d. h. die Gleichung

Arg=0
aufznlbsen.
Dazu driicken wir zundchst mittels (19) und (20) [ durch / und
H, aus; es kommt:

(85)  BM = (1252 — g)) H, + (— 24" + 10g,p + 120,
wo wieder p(%‘?) ==p gesetzt ist; und nuomehr wenden wir auf die
Variabeln  und y die cogrediente lineare Transformation

1 9 gc2 8 1 gygcz Ty

Ty —w T 4o T d

[(@) = (ze)ga?

gesetzt ist, an, nachdem wir dieselbe homogen gemacht und auf die
Determinante 1 normirt haben. Sie transformirt nach § 2 das Doppel-

element y = d in den Werth == p; sie fithrt die Verzweigungsform
f(@) in die Weierstrass’sche Normalform iiber:

F() = 45,38, — §,8:5,° — g3 5,*
und ihre Hesse’sehe H, in

WO

Hy (@) = — 25, — g,8,%5," — 44,5,8,® — %‘ 9:%s,%
Daraus berechnet man aber mittels (35) fiir die Polare I,*T; den Werth

1
T =52 + ps,%s, + (p*— 5 9,) 8,57+ (PP~ = gop—g5) 8:°

wobei ¢ ein constanter Factor ist. Nun ist aber die rechte Seite
identisch mit der rechten Seite der Dreitheilungsgleichung (18) dividirt
durch ihren einen Linearfactor s, — ps,:

1 1
(314 — 5 9258 5818, — ¢ 922) (8 —psy),
ihre Wurzeln sind also
' 2(0’ "o 203—!—2(0, e 4CD+4 3
Y=9(F) v =p(25), "= (52)
Diesen Werthen von s; :s, entsprechen aber als zugehdrige Werthe
von % nach § 2 die in den drei Involutionen

[19/, JI] , ['3’”, J”] . ['3"", J‘III]

Mathematisohe Annalen. I, 6
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beziehungsweise dem Verzweigungselement ¢ zugehdrigen Doppelelemente
z=4d, a’, d";

diese sind also die gesuchten Wurzeln der Gleichung ,*[; = 0.

Andererseits wissen wir, dass das mit dem Element d ein Tripel
der conjugirten Involution [, — J] bildende Paar ist: 2, ¢, Nach
(83) sind also d, ¢ die beiden Hesse’schen Punkte des Tripels d', d”, d””.

Aus Symmetriegriinden folgt dann, dass genau die entsprechenden
Resultate fur jedes der drei tibrigen Doppelelemente d, gelten muss,
und so haben wir den folgenden Satz*) iiber die Doppelelemente der
vier Involutionen mit den gemeinsamen Verzweigungselementen ¢, ¢y,
€y, €3 gewonnen:

Die Wurzeln der Gleichung

M*la, =0
sind die drei Doppelelemente
da’: dﬁ"’ da”’
welche bemehungsweise in den drei Imvolutionen
[&’? Jl]? [&"1 J”J? [8”'1 J”’]

dem Veraweigungselement ¢, sugeordnet sind, welches in der Imvolution
(8, J] 2um Doppelelement d, gehirt. Die drei Doppelelemente d,/, d,", dy”*
bilden daher ein Tripel der Tnvolution [9, J | und ihre beiden Hesse'schen
Punkte sind das Doppelelement d, und das demselben in der conjugirten
Involution [#, — J 1 sugeordnete Verzweigungselement %, .

§ b.
Die Transformation dritter Ordnung der elliptischen Functionen.

Wir wenden jetzt die Resultate des vorigen Paragraphen auf die
Transformation dritter Ordnung der elliptischen Functionen an.
Multiplicirt man die vier Gleichungen (30), und setat dann links

1 of 1 ol
(36) W=t Ve T e
80 erhilt man _
[(y) = k[(z) 9 (x).

wo % eine Constante bedeutet, Um dieselbe zu bestimmen berechnen
wir auf beiden Seiten den Coefficienten der hochsten Potenz von z;
uad zwar fibren wir die Rechnung bequem an der Normalform (28)
mit Hilfe der Formeln (29) aus.
Das Resultat ist
k= — 20,

*) Dabei ist der Index o wieder in derselben Bedeuntung gebraucht wie oben.
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man erhilt also

(37) Fy) = — % Qf(x) *(z).
Ferner giebt eine leichte Rechnung
(38) (y dy) = 5 Q8 (@) (2 da).

Combinirt man diese beiden Gleichungen, und beachtet noch, dass dem
Werth # = ¢ in der Relation (32) der Werth y = ¢ entspricht, so
ergiebt sich der folgende Fundamentalsatz:

Nimmt man swischen z und y die Relation

(32) [3r, =0
an, 50 ist
Y 2z
‘ydy) g f (zdz)
39 LI = Y3 oy
(39) Vi Vi)

wo die Wurzeln der beiden Formen

f(@) =3Hs(@) + J&(x), 7F(y)=3Hs(y) —J &)
die Verzweigungselemente der durch (32) definirten cubischen Involution,
vesp. threr conjugirten, sind*).

Dazu ist noch zu bemerken, dass wir es, streng genommen, mit
einer drei-eindeutigen Beziehung zwischen den Punkten der zu den
beiden Integralen gehorigen Riemann’schen Flichen zu thun haben,
algo noch die zeichenfixirende Relation

40) Vin=12200() 7@
zu (32) hinzufiigen miissen.

Umgekehrt: Sind swei elliptische Integrale erster Gattumg durch
eine Transformation dritten Grades — der man stets die polare Form
9:°9y = 0 geben kann — in einander transformirbar, so sind die
Versweigungspunkte der beiden Integmle die  Veraweigungselemente
sweier conjugirter cubischer Involutionen., —

Wir denken uns jetzt fiir die conjugirte Involution — und zwar
wieder in der absoluten Normirung & =8, J = — J — dieselben
Entwicklungen durchgefiihrt wie in §§ 2 und 3 fiir die urspriingliche
Involution, und es sollen die Grossen

ﬁi 52)53; 870(@); a) ﬁ—),, A
fir die conjugirte Involution genau dieselbe Bedeutung haben, wie die

*) Map kann diesen Satz auch aus einem bekannten Satz von Hermite
tiber die Transformation dritter Ordnung ableiten (Crelle’s Journal, Bd. 60, p. 304);
man braucht nur den Hermite’schen Satz mit den Formeln (15) fir if, jpr, Hp
zu verbinden.

6*
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entsprechenden nicht iiberstrichenen Gréssen fiir die urspriingliche-
Und uunmehr fragen wir: Welche Bezichung besteht swischen dere
Periodenpaaren 20, 20" und 2@, 26'?

a) Wenn wir festsetzen, dass in dem Integral

y
_ “(ydy)
(41) o= j (vdy)
o/ Vi)

der Integrationsweg der durch die Transformation (32), (40) dem
Integrationsweg des Integrals

- (2 da)
Vi@

eindeutig zugeordnet sein soll, so haben wir nach (39):
(42) %=1)3u.

Ferner ist (%) eive rationale Function dritten Grades von p(u), da
# (@) und p(u) lineare Functionen von z resp. y sind, zwischen denen
die Relation (32) besteht. Schreiben wir dann noch
6=i)/3®, &=1iy/3w,

(43) so wird

— o e 1 ,

B(#) = 98] 8, &) = — 2 p(u|m, @),
und es ist also auch p(w|®, ®"), woftlr wir P(«) schreiben, eine
rationale Function dritten Grades von pu. Wir haben also nach dex
Transformationstheorie das erste Resultat:

Es giebt ein primitives Periodenpaar 2@, 2w, von pu und ein
solches 2%, 2@,” von Pu, so dass

(44) 0, =3%;, @ =T,
b) Sei jetzt
(45) oywmaw-} fo, o =y0-+de, wo ad —fy=1,

so liest sich weiter zeigen, dass § =0 (mod. 3) sein muss.
Denn einerseits folgt aus der Transformationstheorie*), wenn A die
zu den Perioden 2@, 2% gehtrige Discriminante bezeichnet, dass

£- (0 ()

Andererseits aber folgt aus (14) und (23a)

=R =2 ()"

*) Z. B, C. Jordan, Cours d’Aualyse, II, Nr. 479, ed. 1894,
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Zwischen A und A besteht aber die Relation
A =3'A.
Durch Vergleichung folgt also
4 (Z—?‘i) =e&p (%32)7
unter ¢ eine 8'® Einheitswurzel verstanden; dieselbe kann aber, wie
unmittelbar aus der Form der Gleichung 8t» Grades®) fiir @(?-39)
folgt, nur -~ 1 sein, Hieraus ergiebt sich aber dass in (45)
f =0 (mod. 3)

sein muss. Hiernach konnen wir die Relation zwischen w, o und
@, @ jedenfalls auf die Form bringen

(46) 5=p% + 9%, o —=r@ 457
wo p, q,7, s ganze Zahlen und ps — gr =1.
¢) Nach § 2 wird y = d fiir & = %@, algo fiir 4 = 2—:—’, andererseits

wissen wir aber aus dem letzten Satz von § 4, dass y = d wird, wenn
z einen der Werthe z=d’, d”, d” also % einen der Werthe

_ 20 20420 4042
3 3 ' 3

annimmt, es muss also sein
~f20 —~f2 0"
7D =75

daraus folgt aber dass in (46)

§ =0 (mod. 3)
sein muss; sei s = 35" und es folgh dann ¢ = 1 (mod. 3).
d) Man kann sich folgendermassen #iberzeugen, dass g==—1 (mod. 3)

gsein muss: Da Q die zn Q conjugirte Grosse ist, so folgt aus (23a)
0= 27 (D) = 5 )
aber %’ =§-2—¢ %iund %” ist eine Periode von $”u also
Q=+ 5= 7 (47):

%) Modulfunctionen, II, pag. 21; whre & eine primitive vierte oder achte

Einheitswurzel, so konnten in der Gleichung fiir (———) nur Potenzen von g'4
Tesp. '8 vorkommen,
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Nun ist nach der Transformationstheorie
—~ (20 P (20 (20 -+ 20 fho -+ 20
7 (5) = () +9 (2570) +9(2522)-
Fiir die rechte Seite ergiebt sich aber nach ,Modulfunctionen* II, p. 20,
(8) und 1 pag. 627, (14) und pag. 630, (6) der Werth: 5. Die Ver-
gleichung mit (25) zeigt dann, dass
(48) g= —1 (mod. 3)
genommen werden muss; hieraus folgt dann, dass
r=-+1 (mod.’3).
e) Weiteren Beschrinkungen unterliegen aber die ganzen Zahlen
p, g, v, s nicht, so lange die Perioden 2@, 20" und 2®, 2@ den
ibnen durch die Congruenzen (22) gelassenen Spielraum behalten.
Denn man iiberzeugt sich leicht, dass man durch eine lineare den
Bedingungen (22) geniigende Transformation der Perioden 2w, 2@

stets erreichen kann, dass die Coefficienten p, ¢, 7, s ein beliebig vor-
geschriebenes den Bedingungen (47), (48) geniigendes Werthsystem

annehmen (z. B.: %= — B, 0 = ﬁT) .

Wir haben somit, indem wir von &, @' zu w, @ zuriickkehren,
die vollstindige Antwort auf die oben gestellte Frage in dem folgen-
den Sata:

Zwischen den zu zwei conjugirten Involutionen gehirigen charakte-
ristischen Periodenpaaren 2@, 20" und 26, 2® besteht die Relation:

2= (p. B+ ¢.7),
(49) iVs
@ —-————(r @4 s5.0)

wobei p, 4, 7, 8 ganse Zahlen sind, weiche den Bedingungen unier-
worfen sind:

ps—gr==1.
(50) {q——_:_1 r=-41, s=0 (mod. 3).

Auf Grund dieses BSatzes kann man nun die frither gefundenen
Relationen zwischen den Invarianten der beiden conjugirten Involutionen
als Modulargleichungen fiir die Transformation dritten Grades deuten.

So liefern zundichst die Gleichungen (14) die Modulargleichung fiir
die erste Stufe unmittelbar in der von Herrn Klein*) gegebenen
Parameterdarstellung, wenn man

{ =

wlj©

*) Math. Anpalen Bd, 14, p. 143,
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setzt, also

woraus

Ferner sind die aus (25) folgenden Gleichungen

b=, =t —-&
ebenfalls als Modulargleichungen aufzufassen. Verbindet man sie noch
mit den Formeln fiir die Wirkung der linearen Transformation T auf
£,, &, (Modulfunctionen I, pag 630), so erhilt man die Modularglei-
chung fiir die Tetraeterirrationalitit & in Uebereinstimmung mit ,,Modul-
funetionen® 1I, pag. 111.

Von besonderem Interesse sind die Invarianten ¢s, js von &, denn
da & = &, so bleiben sie invariant nicht nur (wie J, Q) bei den Sub-
stitutionen der Gruppe $ von § 2, sondern auch noch bei den Sub-
stitutionen (49); diese bilden zusammen mit § eine Gruppe &, welche
nach “der oben unter e) gemachten Bemerkung ausser den Substitutionen
von § nur die Producte der letzteren in die Substitution

o=iy3, w'=ﬁ’j—ga
enthalt.

Die Imvarianten is, js sind also eindeutige automorphe Formen
von 2@, 2w, welche bei der so definirten Gruppe & invariant bleiben.

II. Theil.

§ 6.
Kanonigche Form fiir den Involutionskegelschnitt.

Indem wir jetzt dazu tibergehen, auch drrationale Combinanten in
den Kreis unserer Betrachtung zu ziehen, miissen wir vor allem einige
Festsetzungen iiber die Bezeichnung treffen.

Wir denken uns die Doppelelemente in willkiirlicher, aber ein
fiir allemal festzuhaltender Reihenfolge mit

d’ dl’ dZ’ d3
bezeichnet; dadurch ist dann auch die Reihenfolge der zugehrigen
Verzweigungselemente
Cy €y €y c3 und ¢, 7y, 6, G
fixirt, Es folgt dann die Reihenfolge fiir die Wurzeln m,, m,, m, der
cubischen Resolvente von &

(1) m3-—,}—1},9m%—-—-j3=—_0



38 Oszar Borza.

und fiir die Weierstrass’schen Grissen ¢, ¢,, ¢; und &, &, €; aus den
Relationen *)

(52) { (d d“) (dﬁ dV) =2 (mﬂ-—_ m}’)i _ _
(cea) (cgey) = — 4(eg —er); (cCa) (caly) = — 4(eg— &),
we 1, 2, 3,
e, B8, y=1{2 3,1,
3,1, 2.

Andererseits konnten wir das Periodenpaar 2w, 20’ noch einer
belisbigen Transformation der Gruppe § unterwerfen (§ 2); derselben
gehi‘)ren die fo]genden Transformationen an

@9 029 @D @3
01 ) 1, —2)° \3, —2/° \1, 1)’
welche die drei Werthe
po, plota), po

auf alle mdglichen sechs Arten vertauschen: durch eine derselben
kdnnen wir daher erreichen, dass
(58) & =po, 6=7yp(@+a), ¢=yp)
wird.

Wir filgen jetzt unsern friiheren Bedingungen ilber das Perioden-

pasr 2m, 20" noch die weitere Bedingung (53) hinzu, alsdann ist das
Perioﬂenpaar nur noch gleichberechtigt mit allen durch eine lineare

Transformation « B
0 — =
(y 6) (26 — fy=1)

daraus hervorgehenden, in welcher
(64) =1, =0, =1 (mod. 6), =0 mod. 2.

Genau dasselbe gilt fiir die Perioden 2%, 2%, denen wir die analoge
Bedingung

(56) G=§®), &=p@+0), &=5®)

auferlegen. —

Auf die wichtigsten irrationalen Invariapten der Involution wird
man durch Betrachtung des Involutionskegelschnitis™®) gefiihrt:

Um denselben analytisch darzustellen, schreiben wir, mit X, X,, X,
homogene Punktcoordinaten bezeichnend, den ,Normkegelschnitt®, N,
in der Parameterdarstellung***):

(66) X, =2z? oX,=2zz,, o¢X,=ug?

*) Vgl. Modulfunctionen I, pag. 17.
“*} Weyr, Grundziige ete. Nr. 1.
#+e) Vgl. fir das Folgende F. Meyer, Apolaritit und rationale Curven § 12,
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Die Coordinaten der Verbindungslinie zweier Punkte 2 und y von N
sind dann

1
B U =2y, 6U,=— 3 @Yy + 2,9,), 6U; = 2,,;

gehoren nun 2 und y demselben Tripel der Involution (1) an, so ge-
niigen sie der Verwandtschaftsgleichung (9); dies liefert sofort die
Gleichung des Involutionskegelschnitts I in Liniencoordinaten:

+ 5 (U2 — T, U) =0
wobei
=Gy, + 49,2,°2, + 68,22 0,° + 4032, 2% + B2}
gesetzt ist. Aus (58) ergiebt sich fiir die Gleichung des Involutions-
kegelsehnitts in Punktcoordinaten

(69) ap X+ @, X? + a, X2 + 20, X, X5 + 20, X, X, 4 20y X, X,
+ AKX — X =0
wobei
f=28Hs + J9¥ = a,2,* + 4a,23x, + 6a,2,>2,* + 4a,2,2,° + a,2,?
_ gesetzt ist.
Man verificirt hieran den von Weyr herrilhrenden Satz, dass die
Doppelelemente der Involution die Berithrungspunkte der vier gemein-

samen Tangenten von I und N mit N sind, die Verzweigungselemente
die vier Schnittpunkte von I und N*¥).

*) Die obigen Formeln filhren zu einer zweiten direcien Lisung des in § 2
behandelten Problems: alle cubischen Involutionen mit gegebenen Verzweigungs-
elementen zu bestimmen. Denn ist [#, J] eine Involution, deren Verzweigungs-

elemente die Wurzeln von f= a:=0 sind, so muss der zugehdrige Involutions-
kegelschnitt durch die Schnittpunkte des Kegelschnitls
E=a,X2+ 0, X e Xt 20, X Xy + 20 X, X+ 204 X, Xy = 0

mit dem Normkegelschnitt hindurchgehen, muss also die Form haben:
K—odXyX, — X)) =0,

wo ¢ ein Parameter ist; schreiben wir

Hp = hyws* + 4Py 252 + Shy 2 2™ 47y, 29° 4 hywyt,
so lautet daher die Gleichung des Involutionskegelschnitts in Liniencoordinaten

(3 WUZ+ 21U 4 o WU ~ 20Uy + U Uy — 20 U, Up) +
F o U2+ 464, U+ ao Us® — 40 Uy Us + 20, Uy Uy — 20, U, Uy) +
+ (20t — &) (0,0, — U =o0.

Diese Gleichung wuss aber mit der Gleichung (68) identisch sein; die Ver-
gleichung ergiebt
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Wir transformiren jetzt die beiden Kegelschnitte 1 und N auf ibr
gemeinsames Polardreieck. Die nach Salmon, Conic sections, 6% ed.
Art. 381, unter Benutzung von Clebsch, Bindre Formen, § 44 und
§ 45 durchzufithrende Rechnung ergiebt folgendes Resultat:

Seien

9 = ;% + 29,22, + 9, 7,%,

¥ =92 + 20,22, + 02

2 =% + 2522 + 12’
in Clebsch’scher Bezeichnung die dres quadratischen Factoren von T,
der Reihe nach den Wurzeln my, m,, ms von (Bl) sugeordnet, alsdann
fiihrt die Coordinatentransformation:

oY, =Vm,—my (9, X, + 9, X, + 9, X,),
(60) oY, =Vmy—m (¥ X, + v X, + 9, X,

oY, =ym—m, (0 X, + 5, X, + 1. Xp),
und die damit contragrediente

6 Vi=Vm,—mg (9, Uy — 29, T, -+ 9,Uy),
(61) 6 Vy = y/mg —my (%, Uy — 29, U, + ¥, Us),

aVy=ym —m, (1,0, — 23 Uy + 1, Uy)

den Normkegelschnitt N und den Involutionskegelschmitt I iiber in die
Normalform
() {Y12+ Y,? - Y32-—-=0,

ViV 24+ 72=0

4 Y Y, ¥,
e X2 ¥ _
@ ‘k1+,ﬂz+ka 0,
7‘71 V12+k2V2?+k3732=~“05

dabei haben k., k,, ky die Werthe
(62) k1=m1"‘%'J, k2=m2-———:‘,’—J, k3=m3~% J.

Zugleich ergiebt sich durch Combination von (56) und (60) folgende
Parameterdarstellung fiir die beiden Kegelschnitte

Mo = Hy420f, MJT =g, — 12¢%,

wo I einen willkiirlichen Proportionalititsfactor bezeichuet. Ueberdies hat man
zur Bestimmung von ¢ die Bedingung: J?==6¢5: diese liefert

1 1
9“"5‘.9292"‘939“‘55922:0-

Diese Gleichung ist aber identisch mit der Gleichung fiir die Dreitheilung der
Perioden von pu, und damit sind wir wieder bei dem Resultat von § 2 angelangt.
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(N) oY, =y'm, — my g, 9Y2=1/m3—m1w,

oYy = Vm —my g,
(I) oY, =1k (my—m)p, o¥,=yky(my—m,)¥,

0 Yy =Vky(m —m,)y.
Ist z, y, 2 ein Tripel unserer Involution und nennen wir den Beriihrungs-
punkt der Geraden yz mit I den dem Punkt 2 von N ,entsprechen-
den* Punkt von I, so lésst sich zeigen, dass bel obiger Parameter-
darstellung derselbe Werth des Parameters , : z, ,entsprechende’

Punkte der beiden Kegelschnitte liefert.
Aus der weiter unten abgeleiteten Gleichung (79) folgt

ta = 5 (3hsky — 5 J7),

(60a)

daraus berechnet man
Hy 4 2¢.f = ¢ ksky(Ho + ma?),
und hieraus mit Hilfe von (17)
of*(2u) 1 @?
w1 Feka
6% (2% 1 Pt
el — Lk %,

1 2
Tk £

a3%{(2u)

wEu
Diese Gleichungen liefern zusammen mit (60a) eine franscendente
Parameterdarstellung der beiden Kegelschnitte N und 1.

8 7.
Irrationale Invarianten der Imvolution.

Wir wenden uns jetzt zu einer niheren Untersuchung der Grdssen
%y, k,, k; und anderer ans ihnen abgeleiteter irrationaler Invarianten
der Involution.

a) Die Invarianten §, ¢ und ¢.
Aus (51) und (62) folgt, dass &, k,, k; die Wurzeln der Gleichung

(63) AR+ 4T+ Ik — Q=0
sind; zwischen ihnen bestebt die Relation
(64) k2 - k2 4+ k2 — 2lkyky — 2k — 2k, =0

welche bekanntlich die Bedingung dafiir ist, dass es ein dem Kegel-
schnitt N eingeschriebenes Dreieck giebt, welches zugleich dem
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Kegelschnitt T umschrieben ist. Die Relation lisst sich in irrationaler
Form schreiben

(65) Vi +VEk A+ VE=0.
Wir fithren nun die Bezeichnungen ein
(66) L=vk, L=Vk, L= Vks
mit der Festsetzung tiber die Vorzeichen, dass
(67) W+t =0
sein soll; hierdurch sind diese Gréssen bis auf einen ihnen gemeinsamere
Factor 4- 1 bestimmt®). .
Wir kinnen die Relation (67) in allgemeinster Weise befriedigen,
wenn wir setzen
(68) W=+ 6 L=zl + e bL=2=¢f+ &,
wo B
—14i¥3
2

& o= 3

wihrend £, {, zwei neue nunmehr unabhiingige Invarianten sind.
Mittels (63) beweist man dann den Satz:
Die rationalen Invarianten J, Q, Q, js driicken sich folgender-
massen durch &, &, aus:

J===-—'6§1§e; j9‘=‘3(§16+§26):

(69) —
Q = 4(§13 + gzs)ﬂ: Q== 4(§13 - gzs)z-
Ftir die absoluten Invarianten
271

P= 2J%

und
1 _ - 83
Ja i

folgen hierans die Proportionen :
L .
P: -P — 1 ¢ 1 (gl 2 fz’)z: (gts "2" &3)2: — (gi §2)3’
8 . &6
Q:Q —1:1 n=(§l . 51)2:(515‘;'32“)2: AU
Es ist also die absolute irrationale Invariante

&
(1) £ :
die kanonische Diederirrationalitit™) n = 3 in Beaug auf die rationale

(70)

*) Da wir ja die Involution als allgemein, und somit Q@ =0, also auch
1141y 4= 0 voraussetzen. ‘
**) Klein, Vorlesungen dber das Ikosaeder, pag. 60.
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absolute Invariante 2;_22 der cubischen Involution, dagegen dic kanonische

Diederirrationalitit n==6 in Bezug auf die rationale absolute Invartante

1
'T,; von &, —

Es sollen jetzt wieder die Grossen

By by By 00,0, %55 &y 65 €
fiir die conjugirte Involution genau dieselbe Bedeutung haben, wie die
entsprechenden nicht tiberstrichenen Grossen fiir die urspriingliche. Es
bestehen dann sehr einfache Beziehungen zwischen den beiden Reihen
von Grossen. Zunidchst findet man aus (68)

1
(12) bly=m+ 5, 13l1=m2+—16—J, lilz=m3+"1§¢75
daraus folgt

U — L)t =l + by — 2(m, + 5 7) = — 3 (m + 3 J) = — 3F;
also indem wir die Quadratwurzel ziehen und den noch verfiigharen
gemeinsamen Factor &+ 1 von ;, [, J; passend wiihlen
(18) L —ly=3y3L, L—l=1iy3L, L —1lL,=1iy31.
Hieraus ergiebt sich aber:

Zwischen den zu zwei conjugirten Involutionen gehirigen Grissen
&, 8; ¢ resp. G, La, £ bestehen die Relationen

(14) =&, L=—8& §&t=—C%.
Zugleich folgt noch
(142) =8 —& bL=2l—2&L, L=2ef —2:f.

Denken wir uns ¢ in der tblichen Weise durch einen Punkt auf
der Kugel dargestellt, so reprisentirt jeder Punkt der Kugel eine Classe
dquivalenter cubischer Involutionen; umgekehrt entsprechen einer ge-
gebenen Classe Hquivalenter Involutionen sechs Punkte der Kugel,
welche durch die Drehungen der Diedergruppe # == 3 aus einem unter
ihnen hervorgehen. Den Eckpunkten, Kantenhalbirungspunkten und
Polen des Dieders entsprechen die singuliren Classen von Invelutionen,
in welchen resp.

Q=0, Q=0, J=0.
Wendet man eine Drebung um 180° um die Hauptaxe des Dieders an,
so gehen die sechs Punkte in die sechs die conjugirte Classe darstellen-
den Punkte iiber.

*) Dabei ist noch hervorzubeben, dass die letzte Relation von der oben ge-

troffenen Festsetzung tiber den gemeinsamen Facfor 11 von Iy, lp, Iy unab-
hiingig ist,
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b) Zugehorige Normalform und Darstellung der Doppel-
verhiltnisse der Doppelelemente und der Verzweigungs-
elemente durch g,

An die Invarianten §, ¢, kuniipft sich nun wieder eine einfache
Normalform fiix die cubische Involution. In der That beweist man
leicht den Satz:

Die cubische Involution (9, J] lisst sich durch unimodulare lineare
Transformation der Variabeln auf die Form bringen

(15) {al = — 2(y°+9.%) &’ +8&* ),
Jy = —6§,&,.
Denn berechnet man die Invarianten J,, Q, dieser Involution, so
ergiebt sich
Jy=—65f=J; Q=4(>-5)=0Q.
Dabei entsprechen die Wurzeln von @,

(76) ’"El'zy - 1; — &, — &
den Warzeln

d: dl) dz: ds
von & entweder der Reihe nach oder in einer der durch Anwendung
der Vierergruppe daraus hervorgehenden Anordnungen. Man tiberzeugt
sich hiervon indem man die Invariante (dd,)(dsd,) einerseits direct
mittels (62), (62) und (68), anderseits durch Berechnung an der
Normalform (75) durch §,, {, ausdriickt; nur bei der angegebenen
Zuordnung erhilt man Uebereinstimmung der Resultate, und zwar

123
@ (@do) (@) = 2 Lale fir o, By —12 8 1
312,

Unter Zuhiifenahme der Verwandtschaftsgleichung findet man

ferner die Zerlegung der zu (75) gehirigen Verzweigungsform in
Linearfactoren:

fi=38Hy + J,8, =
(78) =‘Z‘ 2+ 2,60 [#,(28 — &)+ %28 — ).
%28 —5)+2,Qel,—E)] [#,(288 —&)+ 2,226, — )]

und zwar sind die Linearfactoren von 7, in der hingeschriebenen
Reihenfolge den Wurzeln (76) von &, zugeordnet.

Nunmehr kénnen wir auch die [nvarianten (ce.) (cs¢,) dureh g, &,
ausdriicken, indem wir sie an der Normalform (78) berechnen; es ergiebt
sich immer mit derselben Bedeutung fiir &, 8,y wie oben

(79) (CC«) (0{96‘7) == 4(8{5 - 67) = 1, 6]/3 [R] -l_c; = 6k, (kﬁ —— ]Cy)
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und daraus nach (74) und (74a)

(80) (@8s) (5y) — — 4 (B — &) = — i.6/3 L L.
Hieraus folgt aber der Satz:
Die Doppelverhiiltnisse

(ddy) (dady) Mg — My

T T @) @) T my—my
— (ce)) (a0) __ & — &, 7T _ (€a) (€2C4) = & — %
(ecg) (egcq) 6 — e’ (Gco) (6s€) &1— 8

der Doppelelemente und Verzweigungselemente der beiden conjugirten
Involutionen driicken sich folgendermassen rational durch die absolute
Invariante & aus:

G e== —__gi:l_
(81) £2§2_£,
o G D s =G

L+ & (L — &)’ T = EP L
Durch Elimination von § ergeben sich hieraus die folgenden Zusiitze:
a) 4 und 2 sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung

(82) A* —26(26°—86+2)4 4 o) = 0.
b) Zwischen A und 4 besteht die Relation %)
(83) Vii+V1—an(l—21)=1.

Das ist aber die Jacobi'sche Modulargleichung fiir die Transformation
dritter Ordnung des Moduls zweiter Stufe, ein Resultat, dass nach § 5
zu erwarten war,

Es sei noch erwihnt, dass auch die ,, Weyr'sche Projectivitit'* **)

(ddy) (dady) - (dey) (caea) (©ay) (dy dy) — (€e) (Caey)
(dd,) (didy) (dey) (ercs)’ (€ dy) (dydy) (¢ ) (cee)

sich mittels der Normalform (75) heweisen lisst. —
Die Normalform (75) hingt aufs engste mit der Weyr'schen***)
Deutung der Involution auf der ebenen Curve vierter Ordnung mit drei

*) Nach dem Satz auf pag. 13, Fussnote, lassen sich diese Resultate auch
als Sitze Uber die Doppelverhiiltnisse der Treffpunkte der vier Tangenten an die
By in d, dy, dy, dg mit ihren beiden Trefigeraden aussprechen, und in dieser
geometrischen Deutung ist (82) bereits von Herrn Voss mittels Liniengeometrie
gefunden worden (mitgetheilt bei Sturm, 1. ¢. pag. 130), und (83) von Herrn Dixzon
{On twisted cubics which fulfi! certain given conditions, Quaterly Journal of Math.
Vol. XX1II (1889), pag. 352).

**) Em. Weyr, Ueber die projectivischen Beziehungen zwischen den singu-
ldren Elementen einer cubischen Involution, Wiener Berichte Bd. 73, (1876),
pag. 654

**¥) Wiener Berichte LXXXI, pag. 162, 1880,
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Spiteen zusammen. Sind nimlich X, X,, X; wieder homogene Punkt-
coordinaten, so geben die Gleichungen

0% = (H+v)2, eX, = (ey+59.)%, e Xy = (Y +ey)?
eine Parameterdarstellung der ¢, mit drei Spitzen

13 113 1\
() +(x) +x) =
bei welcher den Spitzen die Werthe y = — 1, — &, — & entsprechen.
Alsdann schneidet nach Weyr das Strahlenbiischel mit dem Punkt
y =2¢ der C, als Centrum auf der C, eine cubische Involution aus.
Es ldsst sich nun zeigen, dass diese cubische Involution gerade die
obige Involution {8, J,] ist. —

¢) Die cubischen Resolventen der Formen [ und T.
Wir wenden uns nun zur Betrachtung der cubischen Resolvente
der biguadratischen Form [ :

~ T . .. 1 .
%3—"—2 ’&—n—-s"jf‘==0,

oder nach (15)
(84) n3+%J§ﬁ-—%§2=O.

Andererseits folgt aber aus (63) und (72) fiir I, l,, &, die cubische
Gleichung B

28 + J1— V'Q = 0;
dieselbe geht in (84) iiber durch die Substitution
n=VQ, I;

also haben wir den Satz:

Die Wurzeln n,, n,, ny der cubischen Resolvente der Form T driicken

sich folgendermassen durch die friiher betrachicten irrationalen In-
varianten qus

’_7'1 = Z1 V§= 2(§13 + §23) (51 + gz)’
(85) iy = LV Q= 2(8° + %) (¢8, + 2L,
By =LV Q=20+ &%) (24 + ¢&).

Dabei sind die Vorzeichen der Quadratwurzel eindeutig bestimmt durch
die beiden Bedingungen

(852) g Ty o+ Ty =0, iy Tyl = = Q2.

Die entsprechenden Formeln gelten fiir die Wurzeln =, n,, #
der cubischen Resolvente der Form [, Aus (73) folgt noch:
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Zwischen den Wurzeln der cubischen Resolventen der Formen [
und T bestehen die Relationen

(86) ﬁﬂ—ﬁy=il/§]/5%"m ”ﬁ—*"y-“—"il/g]/%%w

Ferner folgt aus (85) und (86):
Die Doppelverhiltnisse
N — Mg 7y — Mg

Y == - und T == =t
”1_”3 7y — Ng

der Wurzeln der biquadratischen Formen T und T driicken sich folgender-
massen durch & awus:

1 - 1—
(87) w=—£—f—§, b= gt
sie sind daher die Wurzeln der quadratischen Gleichung
(88) v —2(1—0)y — 06 =0.
§ 8.

Darstellung der irrationalen Invarianten der Involution als elliptische
Modul-Formen und -Functionen.

Die im vorigen Paragraphen behandelten irrationalen Invarianten,

sollen nunmehr wieder durch elliptische Modul-Formen resp. -Functionen
dargestellt werden.

a) Die Invarianten k&, k,, k.
Als Folge der im Eingang von § 6 getroffenen Festsetzungen ent-
sprechen den Doppelelementen
x=d, dy, dy, dy
der Reihe nach die Werthe
2 2 ‘ 2 ’ 2
u=‘397 m+§"ma 5’+"’+—3(27 © +“§2

Piihren wir daher neben der fritheren Bezeichnung

2 0’
p=9p)
noch die weitere ein

=9(@+%) m=p+o+%), p=p(+22)

80 ist das friiher mit ¢ bezeichnete Doppelverhiltniss aus Doppel-
elementen
6 = — LD By —pg)
(& — P2) (ps — 11)
Mathematische Annalen, L, 7
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Nun berechnet man aber nach bekannten Formeln der Weier-
strass’'schen Theorie:
¥
o ()

(89) P e g
e (5) o2 (5
0 (3)
(89a) P8 — py = (o5 — L LA
e oﬂ (D (D)

Daraus folgt:

L1 40
6 — .—ea o < ) 1 G 6’2<-3T
— (4 m) T g — g o (4_9
3
Andererseits ist nach (81)
eo—e K, e~ 1 ok
e,——es_gk,’ e,-—es—(l G)kz’

verbindet man dies mit der vorigen Gleichung, so kommt

LIRS S S
«*(3) «(F) @)
Der Proportionalititsfactor bestimmt sich aus
ko + ky + ks =—J
unter Benutzung von (20), und man erkdlt fiir k. den Ausdruck
20
2m ( )

by byt by =

Wir fihren hierin noch &-Functionen ein; wir setzen

2_——_1, q=eﬂi't

[
und schreiben in Jacobi’scher Bezeichnungsweise
B = s (0, 9,
Ou = #.(0, ¢°),
so erhilt man aus (90) die folgende Darstellung wvon k,, k,, k, durch
- Nullwerthe:
(91 __e'l/énags’ k, iV2x B k, V2 m @

= 6 a @ ? 6 o ea
Verbindet man mit (90) die aus (63) und (23a) sich ergebende
Gleichung
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Ve . r2
(92) 5 ® (—;) = — Ok ky ks,

so folgh
A 2l
AT
Zieht man die Quadratwurzel und berticksichtigt (72) so kommt
«(3) _

HCNEE

k‘g ]Cy B

31
(93) (6T = e @kt ).

Dabei ist das Zeichen aus den Anfangsgliedern der Entwicklungen

beider Seiten nach Potenzen von ¢ bestimmt, wobei von der, ,,Modul-

functionen* II, pag. 370, (5) uud (7) gegebenen Entwicklung von §,

Gebrauch zu machen ist. Mit Hilfe von (63) folgt dann weiter der Satz'
Die drei Grossen

«(3) «F) o)
? ’
@ @ ®
sind die Wurzeln der cubischen Gleichung

8% 3V6i
(94) 21'3 —_— é""/—g J52 + 16 Q== 0.

Es gilt also insbesondere die Fundamentalrelation *)
®)  5(3) 6 () +a(F) 6 )+ a5 a(P)=o.

b) Die Invarianten #,, #,, %, und ¢.

Die Grossen I,, 1,, J; sind keine eindeutigen Modulformen, wohl
aber wieder die Grossen 7, %,, %,. Aus

(96) fia = Qk,

*} In Jacobi’scher Bezeichnung lautet dieselbe

2K 2K 2K . 2K
dn T_ch.—cn 3 (}nTaO,

das ist aber, wenn wir, wie in der Jacobi'schen Behandlung des Schliessungs-
problems fiir zwei Kreize von den Radien B, r und dem Mittelpunktsabstand a,

sebuen 2K r inE_B—a
U= E¥a 35 EFa’
nichts anderes als die bekaunte Bedingung fiir den Dreischluss:
R — o?
=5

T
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und (90) folgt das Resultat

)

(97) o= @ (40) —20, ¢=1,2,3
"a(i»,’)

zeichenrichtig, da man mittels (95) und (23 a) sofort die beiden Zeichen

bestimmenden Relationen (85a) verificirt.
Beachtet man, dass nach Schwarz, Formelsammlung Art. 12, (16)

2w 4o (4w)
¢ () =0 (%) —amy 5

so erhilt man aus (97) und (89) auch noch den folgenden Awusdruck
fiir A,

- 2
(98) g == 5 (P — Pa)-
Aus (96) und (91) folgt
”f = 70 Byt 900,
T 0,88 W Op8y)

wir fithren jetzt mit Herrn Fricke®) die elliptische Modulfunction
sechster Stufe ein

TF\2
(99) y(@) = (5,
so ist nach Herrn Fricke

0, ( 2y ¥ §,80, Y — 8\?
(100) ass =) owi=CFs
und indem wir die Quadratwurzel ziehen
M2y ny __y—3

(201) BT TIEE m T yEe

zeichenrichtig, da dur bei dieser Wahl der Vorzeichen die aus (8ba)
folgende Relation o
o IO DAL SO
o mtE= !
befriedigt wird.
Hieraus erhilt man aber unmittelbar die absolute Invariante £;
denn es ist nach (68) und (85)
¢ = Zi"l" £l + fls Ty - g 4 €Ty
L+ Elz‘{-’?zla Ry - e~} 827y
und es liefert daher (101) den Sata:

*) Math. Ann. Bd, 29, pag. 121 und Modulfunctionen I, pag. 683 und I,
pag. 891,
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Die absolute Invariante ¢ ist eine lineare Funclion der Fricke' schen
Modulfunction sechster Stufe y(r) und zwar ist

— y+il3
(102) N

¢) Transformation dritter Ordnung.

Was endlich die Transformation dritter Ordnung betrifft, so sind
in Folge der im Eingang von § 6 tber die Perioden 2w, 2" und
2@, 20 getroffenen Festsetzungen nunmehr die Coefficienten p, ¢, , s
der Relation (49) noch weiter einzuschrinken. Fir # = @ resp.
wird nach den dortigen Festsetzungen & = ¢; resp. ¢;, und daher nach
(34) y == ¢, resp. ¢;; andererseits nimmt aber nach den Festsetzungen
iiher @, ® y diese Werthe an fiir % = @ resp. @; daraus folgt aber

Flo)=g@); g0)=§gm@).
Dies zusammen mit den friiheren Bedingungen (50) ergiebt das Resultat:

Nach den Festsetzungen von § 6 miissen die Coefficienten p, q, #, s

in der Relation (19) den Bedingungen geniigen:
(103) ps —qr==1,
p=1(mod. 2); 9=2, r=4, s=3 (mod. 6).

Auch hier zeigt man wieder, dass man durch eine vorherige den
Bedingungen (54) gentigende lineare Transformation von &, @ erreichen
kann, dass p, ¢, 7, s einem beliebigen, den Bedingungen (103) gentigen-
den System ganzer Zahlen gleich werden, z. B.

(104) ?—“7;17;(33’— 43), m’=ﬁ}§(-—2a+35').

Die frither zwischen den irrationalen Invarianten conjugirter In-
volutionen: 4, Z; v, ¥; £, ¢ gefundenen Relationen stellen sich dann
als Modulargleichungen fiir die Transformation dritten Grades dar.
Dabei ist wegen ihrer Einfachheit besonders die Modulargleichung
fiir £ bemerkenswerth:

T 7
(105) (2 = — ¢
Fiihrt man mittels (102) y () statt ¢ ein, und macht von den Fricke’-
schen Formeln fiir die lineare Transformation von y Gebrauch (Modul-
fanctionen I, pag. 685 wobei man sich nach dem obigen auf den
speciellen Fall (104) beschrinken darf), so geht (105) in die von
Herrn Fricke, Modulfunctionen II, pag. 392 gegebene Formel

y(37) y(z) = (1 —_ x(S-z)}2
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tiber, wo & die von Herrn Fricke ebenso bezeichnete Modulfunction
sechster Stufe bezeichnet.

Eine eigenthiimliche Stellung nehmen auch hier wieder die In-
varianten von & ein: mg — my, @, &% insofern sie nicht nur bei den
Modulsubstitutionen

(5 &
y 6/°

mit den Bedingungen (54), sondern auch bei den mit jenen zusammen
eine Gruppe bildenden Substitutionen

—1 l/gpy — 7/3 q
I 2
Vs ' i3
mit den Bedingungen (103) unveriindert bleiben.
Freiburg i. B., den 17. Mérz 1897,




