
Die c~bische Involution und die Dreitheilung und  Tra~nsfor -  
marion drit ter Ordnung der elliptischen F u n c t i o n e n .  

Von 

OsKxn BoLzx in Chicago. 

Einleitung. 

Btellt man die Variable x1:x 2 einer cubischen Involution (lurch 
die Punkte eines ,,Normkegelschnitts" dar, so umhilllen bekanntlich 
die Seiten der Dreiecke, deren Ecken Tripel der Involution darstel]en, 
einen zweiten festen Kege]schnitt, den ,,]nvolutionskegelschnitt" (Weyr); 
man hat es also mit dem Schliessungsproblem flit n---~ 3 zu thun. 
Den hierauf nach der alIgemeinen Theorie des Schliessungsprob]ems 
sich grUudenden Zusammenhan 9 zw;.schen der cubischen Invo lu t ion  und 
der Theorie der elliptischen Functionen im Einzelnen zu un te r suchen ,  
lit die Aufgabe der tblgenden Arbeit. 

Im ersten 27te/l werdsn nur rationale Combinanten und d e m e n t -  
sprechend nur elliptische Functionen und Modulfunctionen tier ersten 
und dritten Stufe bellandelt. 

Nach Zasammenstellung der nbthigen Formeln aus der Invarianten- 
theorie der cubischen Involution (w 1) werden die elliptischen Func- 
tionen eingefUhrt und mit ihrer Hilfe die Aufgabe gelSst: ~llle cubischen 
Involu~ionen mit gegebenen Ver~weigungsdement~.~ t,u bestimmen (w  '2); 
hierauf werden die rationalen ]nvarianten der Involution als elli~tische 
JModulformen dargestellt, wobei sich ein ttberaus einfacher Z u s a m m e n -  
hang zwischen den beiden Clebsch'schen Fundament~linvarianten 
J, [2 und den Fricke'sehen Modulformen dritter Stufe ~3, ~4 erg iebt .  
(w 3). In den nichsten beiden Paxagraphen wird sodann die Theo r i e  
der cubischen Involution auf die Transformation drifter O r d n u n g  der 
elliptischen Functionen angewandt und gezeigt, dass die tsu z w e i  con- 
jugirten lnvolutionen geh6rigen eUiptischen Functionen dutch sine TT"ans- 
formation drifter Ordntmg verbunden sind. 

Im ~weiten Theil werden dann auch gewisse irrationals Combizaanten, 
nnd dementsprechend elliptische Functionen und Modulfunctionezz z w e i t e r  
und seehster Stufe in den Kreis der Betrachtung gezogen. 
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Als Ausgangspunkt wird dabei die Transformation des Norm- 
kegelschnitts und des Involutionskegelschnit~s auf ibr gemeinsames 
Polardreieck gewi~hlt, wodurch zugleich die geometrische Bedeutung 
der betrachteten irrationalen Invarianten hervortritt (w 6). Die wichtigste 
derselben ist die im Folgenden mit ~ bezeichnete absolute Invariante; 

27~ sie ist, bezogen auf die rationale absolute Invariante ~-fi die kanonische 

1)iederirrationalit~t n ~ 3; durch sie lassen sich die Doppelverhiil~nisse 
der Wurzeln der ffiaf fiir die Involution fundamentalen biquadratisehen 
Formen 

~, 3 H ~ J ~ ,  6 H ~ _ J ~  

rational ausdriicken; (w 7). Als elliptische Modulfunction erweist sich 
als nieb~ wesenttich verschieden yon tier yon tterrn F r i c k e  mit y 
bezeichneten Modulfunc~ion sechster Stu/e (w 8). 

Was die Bezeichnung betviffL so babe ich reich ffir die Invarianten- 
theorie an C leb s ch (Biniire Formen)~ fiir die elliptischen Functionen 
an W e i e r s t r a s s  gehallen. 

I. Thei l .  

w  

Zusammonstellu~g der wichtigsten S~tze fiber cubischo InvolutionBn. 

In diesem Paragraphen soUen diejenigen bekannten S~tze fiber 
cubische Involutionen zusammengestellt werden, welche wir im Folgen- 
den gebrauehen werden. 

Das der Betrachtung zuGrunde liegendeBtischel cubischer Formen sei 

(1) z,f, + 
wo f i ,  f2 biniire eubische Formen der Variabe]n x~, x 2 bezeichnen, 
welehe wit im Folgenden, soweit nich~ ausdrticklich das Gegentheil 
angegeben wird, als allgemein vorausbetzen. 

1. Das volle Combinantensys~em des Biischels (t) besteh~ aus den 
Formen*) : 

= ( f , ,  J = ( f , ,  = (a, 
(2) ia = =  (~, @),, ja  ~ (#, He)4, Te ~--- (#,  Ha)t. 

Die Invariante i kazan weggelassen, werden, da**) 
(3) j 2  ~ 6 in. 

*) Gordan, Math. Ann. Bd. 5, pug. 118. 
**) Salmon, Higher Algebra, 2~ ed., Ark 198. 
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Statt der beiden Formen ja und Ha kann man die fiir die cubische 
Involution welt wichtigeren Formen 

r . 
(4) ~ = -~ 3~ + ~ j3,,) 

1 (6Ha~- J~J**) C5) r ---- ~ -  

einfllhren. 
Das Biischel (I) ist voJlst~ndig bestimmt durch das Verhgltniss 

@4 ,jr; wir werden hiiufig das Symbol [~, J ]  beniitzen, um das Biischel 
(1) zu bezeichnen. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung daffir, dass zwei 
cubische B~lscbel 

u n d  
~(f / (x , ' ,  x~') § ~;A' ( x ,  x ; )  

ikluivalent sind (d. h. durch lineare, nicht cogrediente Transforma- 
tionen der beiden Variabelnreihen xt, x 2 und itt, ~2 in einander trans- 
formirbar) besteht, yon Ausnahmef~i]]en abgesehen~ in der Gleichheit~ 
der absoluten Invarianten 

j~ j '3  

2. Die beiden Elemente, welche mit einem beliebig vorgegebenen, 
y ,  ein Trlpel der Involution bilden, genllgen der ,,Verwandtschafts- 
g ~ h u n g  " *** ) : 
(6) 30~0~1 ~ & ~ J (xy )  2 -=, O. 

Das B{tschel enthglt vier Formen mit Doppe/wurzeln; wir be- 
zeichnen sie 

Die ,,Dopl~elelemente" d, di, d.~, d s sind die Wurzeln der Functional- 
determinanto O; die ,,Verzweigungselemente" c, cl, e~, Ca sind die 
Wurzeln der Discriminante der Verwandtschaff~gleichung~ ngmIich 
der Gleichung t) :  
(7) f ~ 3 H~ -}- J #  -= O. - -  

*) S a l m o n ,  L c. 
**) Bezeichnung nach Berzolari, Rendioonto dell' Accademia delle scienze 

fiAiche e matematiche eli Napoli, Serie 2 a Vot. V, pag. 76 (1891). 
***) Weyr, Grundzflge einer Theorie der cubischen Involution, Abh. der 

b~hm. Ges. d. Wiss. VL Fo]ge, 7. Bd. (1874), pag. 7; Le Paige, Essais de g6o- 
metrie sup~rieure du troisi~me ordre (1882), pag. 59, nnd Caporali, Sul sistema 
di due forme binarie cubiChe, w 5, Rendiconto dell' Aecademia delle scienze 
fisiche e matmmatiehe di Napoli, Anno XXII, 1883. 

~f) Le Paige, 1. c. pag. 59; Berzolari, 1. c. pag. 72. 
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3. Das Btischel (1) ist das erste Polarenbiischel der biquadratischen 
Form r*)  : 

wobei ~1, ~h lineare Functionen yon i t , , / t  2 sind. 
Das Biischel (1) kann auch definir~ werden als das Biisehel der 

zu der biquadra~ischen Form 

1 (6 Ha - -  J ~ )  (9) r -~ -~ 

apolaren cubisehen Formen**). 
4. Das zu dem gegebenen Biischel ,,conjugirte Bi~sche~"***) (welches 

mir ihm die Doppelelemente gemein hat) is~ in der oben erkl~ir~en 
Bezeiehnung 

[e, - -J ] .  
W i r  werden die auf das conjugirte Btischel sich beziehenden GrSssen 
im Folgenden dureh Ueberstreichen yon den entsprechenden auf das 
ursprlingliche Bfischel sich beziehenden unterseheiden. Normir~ man 
das eonjugirte Bfisehel so, dass die beiden Funetionaldeterminanten 
absolut gleich werden 

so is~ 
] = - J ,  

und man erhiil~ die auf das conjug~rte Biisehel beziiglichen Formen 
einfach, indem man J durch - -  J ersetzt, also 

( l o )  4 . = - ~ 3  - -  ~ J3 - - - -  ~7 -R, 

unter  /~ die Resuliante yon /1, f~ vers~anden. Die VerwandtsehaRs- 
gleichung ffir das eonjugirte Biisehel ist: 

(1D 3a a  r(xy)  o 

Seine Verzweigungselemente ~, ~1 ~ ~a sind die Warzeln der Gleichung: 

(12) ff---~ 3Ha --  J ~  ---~ 0. 

Das eonjugirte Biischel ist das erste Polarenbiischel der Form F u n d  
zugleich apolar zu I'. 

*) Franz  Meyer,  Apolari~ und rationale Curven, (1883) pag. 71; r ist 
mit der dor~ mit A bezeiehne~en 1%rm identiseh; und Berzolar i  1. e. pag. 76. 

**) Caporal i ,  1. c. w 6 und Berzolari  k c. pag. 38. 
*~*) Stephanos,  Sur les faisceaux de formes binaires ayan~ une m~me 

Jacobienne w V, M~moires pr~sent~s par divers savants e~e. T. XXVII (188S); 
Caporal i ,  1. c. w 5; F. Meyer~ 1. c. w 17; Sturm, Darste|lung bin~rer Formen 
auf der cubischen Raumeurve l~r. 16, Borchard~'s Journal Bd. 86, pag. 134. 
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5. Ich stelle bier gleich noch die Werthe einer Anzahl yon I ~ -  
varianten der verschiedenen hier auftretenden biquadratischen ~ 'orme~  
zusammen, die wir im Folgenden gebrauchen werden; man berechne$ 
dieselben leicht nach C le bs c h, Bin~re Formen w 41, unter B c n u t z u n g  
�9 on (3), (4) una (]o):  

a) die Disc'riminante yon ~*): 

03) J.; - - ~  

b) die Weierstrass" schen Invarian~en 

1 1 . g~ m ~o il, g~ = -(  $! 

der ,, Verzwcigungsform" f :  

(14)  

g ,  - -  ~ J (9  s - -  ~), 
3, 

- ~ (~TQ' - ~ s ~ -  ~'), 
S9 

.~ g2 s - -  27 g ~  = - -  ~ -  s ~s, 

c) Ueberschiebungswerthe fiir r **): 

(15) 

3 !(@, rh = {-Jr. (e, r), = -~  s 
. 8 

{ i r , -  J s  J r =  ~ f~2, Hr = s 

Die entsprcchenden Resultate ftir fund r folgen daxaus dutch Zeichen- 

wechsel yon J und Vertauschung yon f~ und ~. 

w  

Einflihrung der elliptischen Pmactionen ~md Bestimmang aller 
cubischen Involutionen mit gegebcnen Verzweigu~gselemcnten. 

Die Verwandtschaftsg[eichung (6) ist eine symme~ische ~uadra~o- 
quadra~ische .P, elation zwischen zwei ein ,Poor der Involution" bilden- 
den Eiementen x--x i :x~ und y .- Yt :Y2. lhre linke Seite, als 
Function yon xL, #2 betrachtet, hat zur Discriminante 3 f ( y ) ,  als 
Function yon Yl, Y2 betrachtet, 3f(x). Daraus folgt aber nach be-  
kannten S~tzen aas der Theorie des Schliesstmgsproblems***): 

*) Schon bei Salmon, I. c. 
.t) Die Werthe f~ it, J~r, HF giebt Berzolari, I. c~ pag. 77. 

~ )  Siehe z, B. H a l p h e n ,  Trsit~ dea fonctiong elliptiques, I I ,  pag. 334, 373. 
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Setzt man 

u = j  K t ~  
c 

und bezeiehnet die inverse Function mit 

x ----- r  
so ist 

y = r  

wo a eine ConstanCe ist. Weiter folgt dann, dass 

z ~ (P(u-~-2a) 

demselben Tripel wie x,  y angehSrt, sowie dass a ein Dritiel einer 
Periode yon ~b(u) sein muss; und zwar darf man ohne Beschr~inkung 
der Allgemeinheit annehmen~ class diese Periode mit der ersten Periode 
eines ~rimitiven Periodenloaares 2co, 2 co' fibereinstimmt, also 

2~ 
3~ 

das Periodenpaar 2co, 2e '  ist dann mit allen dutch eine lineare 
Transformation 

a i  - -  fl? = 1 i co I = ~eo q- ~o', 

bei weleher ~ ~ 0 rood. 3, daraus hervorgehenden Periodenloaaren 
gleichberechtigt. 

iNennen wir daher u den ~'anscendenten Parameter*) des Elementes 
x, beaehten ferner, dass wit als untere Grenze yon u einen Verzweigungs- 
10unkt gew~ihlt haben~ and dass c, d, d; %, dl~ all, etc. Tripel unserer 
Involution bilden, so kSnnen wit den Satz aussprechen: 

Die transcendente~ l~arameter eines T~'@els der Involution lassen 
gch stets auf  die l~orm bringen 

2co 4c~ u, u + V ,  uq---g- 

und umgekehrt tiefern drei soZche Werthe yon u stets ein Trigel der 
T_nvo~ution. De~ Verzwelgungselementen ents:preehen die Werthe 

u = O ,  o~, co-Feo', ~';  

den Dopt~delementen die Werthe 

2 o~ 2co (O" 2 oa fO" 2ca 
u ~  y ,  co + ~-, co-{- "k-y ,  "k-T" 

*) Dabei ist u gleichberech~igt mi~ 4- u -{- ~ ~ co ~ 2 ~' ~', unter/~, ~' ganze 
Zahlen verstanden. 
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An den obigen Sagz schliessg sich nun unmittelbar die LSsung der 
Aufgabe: Alle cubischen Involutionen mit gegebenen Verzweigungse~e- 
rnenten ~u bestimmen. 

Wir gehen dabei aus yon dem Quotienten 

f(~) " 

hls Function yon u is~ derselbe eine ellipgische Function mi~ den 
Perioden 2co~ 2co' veto 8 t~n Grad, mit den vier Polen zweiter Ordnung 

r  r e~'J- r Ca' 
und den acht einfachen Nullstellen 

u = 4 -  , + _ T + ~ o ,  __+_ + ~ , + ~ o ,  _ _ + = + , o .  

Dieselben Perioden, Pole und Nulls~ellen hat aber auch die ellip~ische 
Function 

(unter iou die zu g2~ g3 gehSrige Weierstrass'sche Function verstanden), 
@ 

sie kann daher yon T nut um einen constanten Factor verschieden 

seth. Set 

e ( I u ) - -  ~ V ---- ,~ f ,  
we .M eine Constante bedeutet. 

Andererseits is~ abet bekanntlich*) (da die untere Grenze yon u 
Verzweigungspunk~ ist): 

H~ 
(17) ~ ( 2 . )  = - ~-?, 

anger H/die Hesse'sche yon f versganden 

HI = (% f)2- 
Wir erhalten also: 

2(o 

Berechne~ man hieraus die Invarian~e ie nach C l e b s c h ,  Biailre 

C ~ Formen w 41, so kommt, wenn wir zur Abktirzung lo -~- ~--p setzen: 

M ~ �9 6G ~ 48g~s 2 + 1449310 + 492 ~. 
Nun gentigt aber p der Drei~heilungsgleichung**) 

1 I g22" (18) 0 ~ ~o ~ -- "V g:P~ --  gs~~ - -  

*) Hermi~e, Crelle's Journal Bd. 55, pag. 24, und Kle in ,  Vorlesungen 
tier Hyperelliptischen Funetionen, Sommer 1887. 

**) Siehe z. B. K l e i n - F r i c k e ,  El[iptisohe Modulfune~ionen, II ,  pag. 16. 
Wir werden dieses Work im Folgenden kurz als ,~Modulfune~ionen" eitiren. 
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Indem man dieselbe, rnit 144 multiplicirt, zur vorigen Gleichung 
addirt, kommt 

M 2 �9 6in ~ (g2 - -  12/~ 2, 
also nach (3) 

~J-----  �9 (g2 - 12p) .  
Das Vorzeichen und zugleich der constante Factor M bestimmen sich 
aus der Bedingang 

f ~ 3 Ha + J a .  
Aus den gefundenen Ausdriicken fiir l ] / #  und M J  berechnet man 

niimlich 

+ f [492p + 6g3 -~ (2g2p ~24/~3)] �9 

Da~aus folg~ zuniichst~ dass das obere Zeiehen genommen werden 
muss; es wird dann 

l~ r2 (3 H~ + J # )  ~ - -  6 (42~ 3 ~ g~p -- gs)f; 
es folgt also 

Indem wir, wean nS~hig, das Periodenpaar 2 co, 2 ~' dureh - -  2 co ~ ~ 2  co" 
ersetzen, kSnnen wir stets erreichen, dass das obere Zeiehen gilt*). 
Wit  haben demnach den folgenden Satz gewonnen: 

Die .Formen ~ und J dri~cken sich folgendermassen dutch die Ver- 
zweigungsform f u n d  die $ugehUrigen elli2tischen .Functionen aus: 

(90) : , ~ =  g~ - 12~ ( ~ ) ,  

- - - -  ~ LT)" 

Dazu ist noeh zu bemerken~ dass nunmehr in Folge der le~zten 
Festsetzung fiber alas Zeichen yon M das Periodenpaar 2 ro~ 2r nur 
noch mi~ denjenigen Periodenpaaren 

2% ----- ~ .  ~co + ~ .  2or ~ ~ / ~ 7  ----- 1 
2r ---- 7 .9co  + (~. 20;, 

gleichberech~ig~ is~,~bei denen 

(29 )  a ~__ l , fl ~ O (rood. 3) 
denn nur bei diesen linearen TransformaLionen (welche eine Unter* 
gruppe 5~ yore Index 8~ der homogenen Modulgruppe bilden) bleiben 

(2.~) und ~o' ( ~ )  untl somi~ ~ und J" unveri~ndert. Liisst man dis 

*) Unter der Quadratwurzel aus einer reellen positiven Gr~sse soll hier und 
im Folgenden s~ets ihr ~o~tiver Werth verstanden ~verdeu. 
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Beschr~nkung ,z ---~ 1 (rood. 3) fallen, so erh~ilt man eine Gruppe vozn 
Index 4, welehe immer noch das Verh~ltniss O : J  und somit die I n -  
volution [4~, J ]  ungeiinder~ l~sst. 

Wendet man aber alle Substitutionen der homogenen Modulgruppe 
an, so erh~lt man~ den vier Wurze]n der Theilungsgleichung (18) e n t -  
sprechend, im Ganzen vier verschiedene Involutionen, welche s~immt;- 
lich dieselben vier Verzweigungselemente f ~ 0 besi~zen. Und zugleich 
ergiebt sich aus unserer Entwicklung, dass es keine anderen cubischen 
Involutionen mit denselben Verzweigungspunkten giebt Wit h a b e n  
also den weiteren Satz: 

.Es 9iebt vier cubische lnvolutionen, wdehe die W u t z d n  e i n e r  
willkiirlich vorgegebenen biquadratischen Form f ~ a. 4 zu Verzweigungs- 
elementen haben. 29iesdben werden geliefert dutch die Formen (19)~ 
(20), (21) wenn man darin 2 o do" Reihe nach erset~t dutch 

2 o ,  2t~', 2co + 2to', 4co + 2to'. 

Wit werden die vier Involutionen im Folgenden mit 

[a,  J ] ,  [a', J ' ] ,  [g", J " ] ,  [a"', J" ' l  
bezeichnen. 

~3 .  

Darstellung der rationalen Invarianten der Involution*) durch 
elliptische Modulformen. 

Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, die Invarianten 
J, 5 ,  Q unserer cublschen Involution [@, J ]  als elliptische Modul-  
formen darzustellen. 

Fflr J haben wir bereits den Ausdruek gefunden 

J =  

dem wir auch die Form geben kSnnen 

o'.ffi 

berechnen wit mittels (10); f ~  j~ erhalten wir aus (19): 

2 8 .Msja .ffi 48gs~ -b 892'~02 q- 12g~g3t~ q- 12 gs* - -  T g* ; 

*) Unter ,Invariauten der Involution" verBtehe ioh Combinaaten, welehe 
yon den Variabeln unabh~mgig sind. 
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daraus folgt ffir ~ unter Benutzung yon (18) 

M 3 ~ = 16 (41o ~ --  g~p - -  g3) ~; 

setzt man schliesslich noch fiir M seinen Werth aus (21) ein, so 
erh~il~ man alas Resultat: 

, 2 r ~  (23 a) ~ = 8i ~ (__~_) 

J und ~ sind somit eindeutige Modulformen yon den Dimensionen --  1 
resp. - -  3; sie gehSren beide zu der durch die Congruenzen (22) definirten 
Gruppe homogener Modulsubstitutionen, welche die Haup~congruenz- 
gruppe drifter Stufe als Untergruppe enth~ilt; daher lassen sie sich 
rational durch die beiden Modulformen drifter Stufe ~s, ~t yon Berrn 
F r i c k e * )  ausdrficken. Man hat nach ,Modulfunctionen" I ,  pag. 630 
und II, pag. 20 und 371: 

(~o~) , 

daraus 

- ~  ---- ~ ~3 (~33- L~); 

ferner 

3 Y~ 

woraus sich sofort die unten angegebenen Werthe yon J und ~ ergeben. 
Q fo]gt dann mit~els (4) und (10). 

Auf diese Weise erh~ilt man den Satz: 

Die Invarianten J, Q, ~ driicken sich folgendermasse~ durch die 
Modulformen ~3, ~4 aus: 

~I/~ i,Y~ (~8_ ~4~). 

Daraus folgt f i ~  die absolute Invariante der Involution der folgende 

Ausdruck dutch die Tetraederirrationalit~it ~ ~ ~ ~-, : 

2 j 3 : ~ : Q = ~ S : l _ _ ~ 3 : l .  (26) -~ 

Unter Zuziehung der cubischen Involution k~nnte man daher 
geradezu ~s, ~4 definiren dutch die Oleichungen: 

i 3i ( ~  
(27) ~ 3 = ~ J ,  }4- - -~-~ ,2 / .  

*) l~Iodulfunc~ionea, I, pag. 630; wegen der dort gebrauchten Bezeichnung 
vergleiche I, pag. 146. 
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An diese Formeln trn~ipft sich eine bemerkenswerthe NormaZfor~ 
ffir die cubische Involution; es gilt der Satz: 

Die Involution [#, J]  l&st sich dutch lineare Transformatiorb t i e r  
Variabeln x j ,  x 2 auf  die folgende l~ormalform bringen :' 

(~8)  o'o ~ 

denn f(ir die absolute Invariante dieser Involution finder man 

2 Jo 2 ~s 2 j3 
27 ~o 27 ~ 

die Involution ist also mit [•, 3"] ~iquivalent. 
Es mSgen hier noch die Formen f0, ]~, I"0 ftlr die Normals 

(28) Platz finden, da wit dieselben sprier braucheu werden: 

6 f  ~ =--~4~#14~t-2~a~aZlaZ'2-~3~a2#12Z22--4~i2ZlZ23--4~3~4"~2 4, 
(29) 6f~ ~==--gt[f42~13"-~-6fSf4gt2Z2"J[-Of32ZlZ22"2f-4~42~23], 

--9ro=- ~42zl~-[-4~42~lz23+3~3f4~24. 
Hieraus folgt zugleich die Bedeutung der kanonischen Variabeln z I , ~ u .  
Die Variable e 1 liefert, == 0 gesetzt, das dem Doppelelement z~ ~ O 
im conj ugirten Biischel [a o , --  Jo] zugehSrige Verzweigungselement*). 

Wir geben noch eine Anwendung der Gleichungen (25) auf  d i e  
LSsung der Aufgabe: 

Atle cubischen lnvolutionen eu bestimmen, welche mi t  e i n e r  g e -  
g e b e n en die Verzweigungselemente gemein haben. 

Wir schreiben zua~hst unter Benutzung yon ,Modul func t ionen  ~" 
pag. 20, (8), a in der Form 

1 
i /hH.,,+ ~ /~,~hf 

(30) ~ - - - -  

and wenden nunmehr die Substitution T an: 

~F.O! ~ (D'~ ~Z) 1 '  ===~ ~ ( ~ .  

Ihre Wirkung auf ~ ~ ~ ~ let nach .Modulfune~ionen '~ I ,  pag. 6 ~ O  
und 627: 

V5 . =  + - V s '  . =  

*) Es ist dies diejenige Normalform, yon welsher man ausgehen muss, ulna 
bel dem Problem der Reduction des hyperellipt~sehen Integrals ers~er Ordnung  
und erster Oattung durch sine Transformation dritten Grades auf die y o n  
ltorrn Goursat  gogebone canonische Form zu kommen (Comptes R e n d u s  
t. 100, pag. 622}. 



Die cubisohe Involution und die ellip~ischen Fuactionen. 79 

Daher gehen ~) und J fiber in: 

1 
(~-- ~4) H/--  T (~s-b~ ~4) ~ (~3-- h) f 

j , =  Y,~ 
y} (}3 + 2 ~,). 

Die Involution [#,  J ' ]  hat nach dem friiheren mit [a, J ]  die Ver- 
zweigungselemente gemein; die beiden iibrigen Involutionen, welche 
gleichfalls die Verzweigungselemente mit [@, J ]  gemein haben, gehen 
aus [@', J ' ]  durch zweimalige successive hnwendung der Substitution S: 

hervor; dieselbe liisst ~a unge~indert und multiplicirt ~4 mit einer 
imagin~iren drit~en Einheitswurzel. 

Andererseits berechne~ man aus (30) und (25) 

1 
- -  4 ~4 s) f l  h I-- G H/+ ~ (~ 

F =  

und man erh~ilt so den 8atz: 
.Die drei cubischen I~vo~utionen, wdche mi~ der Involution [~, J] 

die Ver~weigungselemente gemein haben, sind 

(31) 

i v y # , = _  # _ - - r -  r 

wobei der dritten Wur~el ~ )  
~ulegen sind. 

der ~eihe nach ihre drei Werthe bei- 

w 

Die drei.eindeutige Yerwandtschaft: r=sr~ ~ 0. 

Nach w 1, (8) ist unser cubisches Bfischel das erste Polarenbfischel 
der biquadratischen Form F; die Relation 

(32) I'~ 3 F~ --= 0 

ordnet also jedem Tripel der Involution einen Wer~h des Parameters y 
zu. Wir haben in diesem Paragraphen, als Vorbereitung ffir die Trans- 
formation dritter Ordnung der elliptischen Functionen~ die hierdurch 
definirte drei-eindeufige Verwandtschaf~ zwischeu x und y n~her zu 
untersuchen. 
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a) Wir  berechnen zun~ichst die Hesse'sehe einer beliebigen Form 

unseres Bilschels: 

Z~ = (E, F)~ ---- ( r r ) ~ r ~ r ; r ~ r ; ;  

durch Entwicklung in die Clebseh-Gordan'sche Reihe erh~It man 
unter Benutzung yon (15): 

1 (33) = y a ( x y ) ; I .  

Es unterscheide~ sich also Az nur um einen constanten Factor yon 
der linken Seite der Verwandtschaftsgleichung ( l l ) des cenjugirten Biischels 
[#, - - J J .  Das giebt abet den Satz*): 

Die beiden Hesse'schen _Punkte irgend eines Tripels 

F2 ['~ ---- 0 

der Involution [~, J]  bilden zusammen mit dem Element y ei~ Tripel 
der conjugirten Involution [ @ , -  J J .  

b) Wenden wit diesen Satz auf den speciellen Fall einer Ver- 
zweigungsgruppe: c=, d~, d~ an, (wo a cinch der Werthe 0, 1, 2, 3 
hat  und Co, do mit c, d gleichbedeutend sein soUen), so sind die beiden 
Hesse'schen Punkte bekanntlich: da, da; dieses Paar bildet aber, wie 
wir wissen, mit dem Verzweigungselement ~ zusammen ein Tripel der 
conjugirten Involution. Das heisst**): 

Die Yerwandtschaft (32) ordnet den Werthcn x ~ ca, d~, d= den 
Werth y ~ ~ ~u ; also; 

(34) r ,  3 r ;o  = q=(xc=) (xd4 

unter ~a eine Constante verstanden. 
Die Verzweigungselemente ~, cI, ~2, ~8 sind somit diejenigen 

Werthe yon y, f~r welche die cabisehe Form I'~ ['~3I'u eine Doppel- 

wurzel besitzt, d. h. aber die Verzweigungsform f(y) der conjugirten 
Involution kann sich nur um einen constanten Factor yon der Dis- 
criminante 

= AF)2  

") Der erste Theil dieses Satzes, (dass die beiden Hesse'schen Punkte eia 
Paar des conjugirten Bfischels bilden), finder sich schon bei Le Paige,  1. o. 
pag. 65. 

**) Deutet; man nach Sturm (Borchardt's Journal~ Bd. 86) die Variable 
xl:x2 auf einer cubischen Raumcurve ~a, so wird bekanntlich die cubische In- 
volution durch eine Gerade g dargestellk Aus unserm Satz folg~ dann, class alas 
Dop~elverh~#niss der vier Tangen~ialebenen dutch g an 278 dem .DoppelverMiltniss 
tier vier Ver~weigungselemente ca der conjugirten Involution g~eich is$, wiihrend 
alas :Do~2etverhdt~iss de~ TreffSunkte yon g rail den Tangenlen an .R s in d, dl, 
Oa, ds dem .Doppelverhgltniss der vier Ye~weigungsdemente ca gleich ist. 
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der cubischen Form 2' unterscheiden. In der That ergiebt die Rschnung 
1 

s) Wir stellen uns welter dis Aufgabe: dieje,igen Werthe yon x 
~u bestimmen, welche in der *Verwandtschaft (32) dem ~oppelelement 
y ~ - d  entsprechen, d. h. die Gleichung 

F~ ~ Fd ~ 0 
aufzulSsen. 

Dazu dr[ieken wir zun~chst mittels (19) und (20) F dareh f and 
HI aus; es kommt:  

(35) 3 M ~ I" -~ (121o ~ - -  g2) I-It Jr- ( -  24/o ~ -F 1092/0 -{- 12g~) f 

wieder l o (~ ) - - - -p  gesetzt is~; und nanmehr wenden wit auf die wo 

Yariabeln x and y die eogrediente linsars Transformation 

1 g~gc 2 si I g~g~ tl 

wo 
f (x) = (xc) g 3 

gesetzt ist~ an, nachdem wir dieselbe homogen gemaeht und auf dis 
Determinants 1 normirg haben. Sis transformirt naeh w 2 das Dopt)el- 
elem'ent y----d in den Werth t-----~0; sie ffihrt die Verzweigungsform 
f (x)  in die Wsierstrass'sche Normalform fiber: 

f (x )  ~- 4s lss 2 - -  g~s I s23 - -  ga s~ 4 

und ihre Hesse'sel]e H l in 
I H/(x) ~ - -  2sl 4 - -  g~s12s22- 4gssl&~ - -  ~ g22s~ 4. 

Daraus bereehne~ man absr mitbls (35) fiir die Polare F~ s i'a den Wer~h 

a g ~ - - g a )  s~S 

wobsi ~ ein r Factor is~. l~un ist abet die reehb Seite 
identiseh mit dsr rechten Sei~e der Dreitheilungsgleichung (18) dividir~ 
durch ihren einen Linearfaetor s~--2as~: 

( s'~ - -  El g ~ s 2 s 2 ~ _ g ~ s ~ s ~ _ ~  s g~)  : (s ,--2~&),  

ihre Wurzeln sind also 

~' ( ~ ~  , ,  Co+_~o:~ f = ~ ( . ~ o + ~ o : ) .  
. ,  

Diesen Werthen yon s~:s~ en~spreehen abet als zugehSrige Wer~he 
yon x hash w 2 die in den drei Involufionsn 

(~', J ' ] ,  [E', J"], .  [@"', J" ' ]  
~them~ti~ohe ~maa|en, L, 6 
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beziehungsweise dem Verzweigungselement c zugehSrigen Doppelelemente 
�9 s# # I t .  x ~ d ,  d ,  d ,  

diese sind also die gesuehten Wurzeln der Gleichung I-~S['~-----0. 
Andererseits wissen wit, dass das mit dem Element d ein Tr ipe l  

der eonjugirten Involution [ ~ , - - J ]  bildende Paar ist: d, ~. N a c h  
(33) sind also d, ~ die beiden Hesse'schen Pankte des Tripels d', d", d ' .  

Aus Symmetriegrflnden folgt dann, dass genau die entsprechenden 
Resultate fflr jedes der drei iibrigen Doppelelemente d~ gelten muss ,  
und so haben wit den folgenden Satz*) fiber die Dolopelelemente d e r  
vier Involutionen mit den gemeinsamen Verzweigungselementen c, el 
e 2, c.~ gewonnen : 

.Die Wurzel~ der Gleichung 
= 0 

sind die d id  DoF2elelemente 
d,', dj', d," 

welche be~zehungsweise in den drei Involutionen 
[~', J'] ,  [~", J" ] ,  [e"', a'"]  

dam Verzweigungsetement c~ zugeordnet sind, we~ches in der Involutior~ 
[~, J] zum .Do~elelement d, gehSrt. .Die drei 1)oppelelemente d~', d,", d j ' "  
bzTden daher ein Tripel der Involution [~, JJ und ihre beiden J~esse'schen 
Punkte sind das .Doppelelement d~ und das demseZben in der conjugirten 
InvoZu~ion ~,I~ , --  J ]" ~ugeordnete Verzweigungselement L . 

w  

DIe Transformation dritter 0rdnung der elllptischen Functionen. 

Wir wenden je~zt die Resultate des vorigen Paragraphen auf die 
Transformation drifter Ordnung der elliptischen Functionen an. 

Multiplici~ man die viex Gieiehangen (B0), und setzt dann links 

(36) Y l =  I ~r  1 ~ r  
t ~x~ ~ Y l ~  4 ~xi 

so erh~lt maa 
i ( y )  = k f (x )  

wo ~ eine Constante bedeutet. Um dieselbe zu bestimmen bereehnen 
wlr auf beiden Seiten den Coef~cienten der hSchsten Potenz yon x 1 
und zwar f~hren wit die Re~hnung bequem an der Normalform (28) 
mit Hilfe der Formeln (29) aus, 

Das Resultat ist 
k 

*) Dabei ist der Index ~ wieder in derselben Bedeutung gebraucht wie oben. 
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man erhlil~ also 

3 Q~ f ( x )  ~2 (~). (37)  [ ( y )  = - -~ 

Femer giebt eine leichte Rechnung 

a ~ ~(x) (x dx). (38) (y dy) ---- 

Combinirt man diese beiden Gleichungen~ und beaehtet noch, dass dem 
Werth x-~-c  in der Relation (32) der Werth y ~ ~ entspricht, so 
ergiebt sich der folgende -Fundamentalsatz: 

l~immt man zwischen x and y die Relation 

(3.9) r2  5 = o 
an~ so ist 

Y 

(39) [ "  (y a y) ,/.~ [ "  (x dx) j = i. j 
c c 

we die Wurzeln der beiden 2'ormen 

f(x) = 3Ha(x) + J a ( x ) ,  f(Y) = 3Ha(y) - -  J a ( y )  
die Verzweigungselemente der durch (32) definirten cubischen Involution, 
resp. ihrer conjugirten, stud*). 

Dazu ist noeh zu bemerken~ dass w i r e s ,  streng genommen~ mit 
ether drei-eindeutigen Beziehung zw~schen den Punk~en der zu den 
beiden Integralen geh5rigea .Riemann'schen l~iichen za thun haben, 
also noch die zeichenfixirende Relation 

(40) V T - ~ =  ~r~ Q e (x) V ~  

zu (32) hinzufiigen miissen. 
Umgekehr~: ~ind ~wei elliptische Integrale erster Ga#ung dutch 

eine Transformation dxitten Grades - -  der man stets die polare Form 
g Sg~ ~_ 0 geben kann ~ in einander transformirbar, so sind die 
Verr der beiden Integrale die Verzweigungselemente 
~weier conjugirter cubiseher Involutionen. - -  

Wit denken uns jetzt ftIr die conjugirte Involution - -  und zwar 

wieder in der absoluten l~ormirung ~ # ,  J ~ -  J -  dieselben 
Entwicklungen durchgeftihrt wie in w167 2 und 3 ftir die ursprfingliche 
Involution, und es sollen die GrSssen 

ffir die conjugirte Involution genau dieselbe Bedeutung haben, wie die 

*) Man kann diesen Sa~z auch aus einem bekannten Satz yon Hermite 
fiber die Transformation drifter Ordnung ablei~en (Crelle's Journals Bd. 60, p. 304); 
man braueht nut den Hermite'schen Satz mit den X~ormeln (15) ffir i/-, ]z', H/~ 
Zu verbinden. 

6 ~ 
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entsprechenden nieht iiberstrichenen GrSssen fiir die urspriingliche- 
Und nunmehr fragen wir: Yfelct~ ~eziehu~/ b e ~ t  #wisc~r dr 
Periodenl~aaren 2 a~ , 2so" und 2 ~ , 2~'?  

a) Wenn wir festsetzen, class in dem Integral 

Y 
['(y ay) 

c 

tier Integrationsweg der dutch die Transformation (32), (40) d e n a  
Integrationsweg des Integrals 

j 
Q 

eindeutig ~geordnet sein soll, so haben wir nach (39): 

(4~)  a == i V 3  u .  

Ferner ist ~( i )  eine rationale Function dritten Grades yon p(u) ,  d~- 
~(a) und p(u) fineare Functionen yon x resp. y sind, zwisehen d e n e n  
die R~lation (32) besteht. Schreiben wir dann noch 

(43) leo wird 
I 

[~(~) - -  ~(a I ~ ,  ~') - - -~ ~ ( ~  I ~ ,  ~') ,  

und as ist also auch p ( u ] ~ , ~ r ' ) ,  wofltr wir ~'(u) echreiben~ e i n e  
rationale Function dritten Grades yon pu .  Wir haben also nach d e r  
Transformationstheorie des erste l~esuZtat: 

Es giebt sin primitives Periodenpaar 2 e l ,  ~ o  1' yon p u  und e i r ,  
solches 2~', 2~'1" yon ~'u, so dass 

(44) ~ -ffi 3~'~, ~ ' ~ -  "~','. 
b) Sei jetzt 

(45)  ~ l  - -  a~  -{- #Sv', v~'ffi~ ~e  + ~ ' ,  wo a~ - -  ~Sr ~ffi 1 ,  

so l~sst sich weiter zeigen, dass ~ ___~ 0 (rood. 3) sein muss. 
Denn einerseits folgt aus der Transformationstheorie*), wenn ~" d i ~  

zu den Perioden 2~', 2 ~ '  gehSrJge Discriminante bezeiehnet, dass 

Andererseits abet folgt aue (14) und (23a) 

_-= .= - -  i2a .= 3~ ' a. 
A 2 ~ 

~) Z. B, C. Jo rdan ,  Coura d'hnalyae~ II~ l~r. 479, ed. 189~. 
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Zwischen & und ~ besteht aber die Relation 

A ~ 36A. 

Dutch Yergleiehung folgt also 

unter e eine 8 t~ Einheitswurzel verstanden; dieselbe kann abet, wie 

dor Form der Gleichu~g 8 ~oo Grades*) f~r  r  unmittelbar a u s  

folg~, nut -4-1 sein. Flieraus ergieb~ sich abet dass in (45) 

_~ 0 (rood. 3) 

sein muss. Hiernach k~nnen wit die Relation zwischen r o '  und 
~r, W' jedenfalls auf die Form bringen 

p ~ -  + ~ " ,  co' - -  r~" + s~r" (46) ~ --= 

wo 10, ~ r ,  s gauze Zahlen und 10s - -  ~ r  ~= 1. 
2 ~  2 ~  

c) Nach w 2 wird y ~ d ffir ~ ~ -~-, also ffir ~ ~ -~-; andererseits 

wissen wir aber aus dem letzten Satz yon w 4, dass y ~ d wird, wenn 
�9 cg 

x einen der Wer~he x ~ d ,  d , d "  also ~t einen der Werthe 

2~o' 2~o + 2co' 4to + 2~,' 
3 ~ 3 3 

annimmt,  es muss also sein 

daraus folg~ aber dass in (46) 

s ~ 0 (rood. 3) 

sein muss; sei s ~ 3s' und es folg~ daun ~ ~ - 4 - 1  (rood. 3). 
d) Man kaun sich folgendormassen iiberzeugen, dass ~ - - 1  (rood. 3) 

sein muss: Da Q die zu Q conjugirte Gr~sse ist,  so folg~ aus (23a) 

aber ~ ~ d .  ~- - -  ~ T und T is~ eine Periode yon ~ " u  also 

8 ~ ,  ~qco 

*) Modulfunotionen, II, pag. 21; w~re s eine primitive vier~o oder achte 

Einheitswurzel, so k~nnten in der Gleichung ffir f f (2o)  ~- nut Potenzen yon $~'4 

resp. ~'s vorkommen, 
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Nun ist nach der Transformationstheorie 

_, r C ~ + r + + + 

�9 " 2 0 ,  Ftir die reehte Seite ergiebt sich aber nach ,,Modulfunctlonen II, p. 

(8) und I pag. 627 (14) und pag. 630, (6) der Werth: &3 Die Ver- , --~-" 

gleichung mit (25) zeigt dann, dass 
(48) q ~ - -  1 (rood. 3) 
genommen werden muss; hieraus folgt dann, dass 

r ~ ~- 1 (rood.'3). 
e) Weiteren Beschriinkungen unterliegen aber die ganzen Zahlen 

p~ q, r ,  s nicht, so lange die Perioden 2co, 2co' und 2D, 2~'  den 
ihnen durch die Congruenzen (22) gelassenen Spielraum behalten. 
Denn man iiberzeugt sich leieht, dass man dm'ch eine lineare den 
Bedingungen (22) geniigende Transformation der Perioden 2vy, 2~" 
stets erreiehen kann, dass die Coefficienten p ,  q, r ,  s ein beliebig ~or- 
geschriebenes den Bedingungen (47), (48) geniigendes Werthsystem 

annehmen (z. B.: .~ = - -  ~' ,  co' = ~ ' ) .  

Wir haben somit, indem wit yon ~ ,  ~ '  zu ~,  ~' zuriickkehren, 
die vollstiindige Antwort auf die oben gestellte Frage in dem folgen- 
den 8atz: 

Zwischen den zu zwei co~ugirten Invo~utionen geh6rigen charakte- 
ristischen t~eriodenpaaren 2co, 2~" und 2~, 2~'  besteht die l~elation: 

~a 1 - - ,  

(49) 
, 1 (r ~ + s . ~ ' )  

wobei p ,  q, r, s ganze Zahle~ sind, we~che den t?edingumgen unter- 
worfe~ sind: 

j ~s  - -  q r = 1. (5O) / q__~_~--l, r ~ - ~  1, s ~ _ O  (rood. 3). 

Auf Grund dieses Satzes kann man nun die frtiher gefundenen 
Relationen zwischen den Invarianten der beiden conjugirten Involutionen 
als Modulargleichungen fiir die Transformation dritten Grades deuten. 

So ]iefern zun~chst die Gleiehungen (14) die Modulargleichung fiir 
die erste Stufe unmittelbar in der yon Herra K le in* )  gegebenen 
Parameterdarstellung, wenn man 

i} 

*) Ma~h. Annalen Bd. 14, p. 1~3, 
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woraus 
t~----- 1. 

Ferner sind die aus (25) folgenden Gleichungen 

ebenfalls als Modulargleichungen aufzufassen. Verbindet man sie noch 
mi~ den Formeln fiir die Wirkung der linearen Transformation T auf 
~s, ~4 (Modulfunctionen I, pag630), so erh'~lt ]nan die Modularglei- 
chung fiir die Tetraeterirrationali~at ~ in Uebereinstimmung mit ,Modul- 
functionen" II, pag. 111. 

Von besonderem Interesse sind die Invarianten i~,j~ yon @, denn 
da ~ ~ @, so bleiben sie invariant nicht nut (wie J ,  Q) bei den Sub- 
stitutionen der Gruppe Y3 yon w 2, sondern auch noch bei den Sub- 
stitutionen (49); diese bilden zusammen mit Y~ eine Gruppe 62, welche 
nach ~der oben unter e) gemachten Bemerkung ausser den Subs6itutionen 
yon $ nur die Producb der letzbren in die Substitution 

enthiilr 
Die Invariante~ in, j~ sind also ei~deutige automorphe 2'ormen 

yon 2co, 2 co', welche bei der so definirten Grudge ~ invariant bleiben. 

II. Theil. 

w 

Kano~isohe Form flit den Involutioask~gels~hnitt. 

Indem wir jetz~ dazu fibergehen, auch irrationale Combinanten in 
den Kreis unserer Be~rachtung zu ziehen, mfissen wir vor allem einige 
Festsetzungen fiber die )Bezeichnung treffen. 

Wir denken uns  die Dol~pelelemente in willkiirlicher, aber ein 
ffir allemal festzuhalbnder Reihenfolge mit 

a, 4 ,  d2, 
bezeichne~; dadurch ist dann auch die Reihenfolge der zugeh6rigen 
Verzweigangselemente 

C~ Cl~ C2~ C 3 und c~ c1~ c2~ c 3 

fixirt. Es folgt dann die l~eihenfolge fiir die Wurzeln ml, m2, m a der 
cubischen Resolvenb yon 

1 �9 1 1 , 
(51) m 3 - - T ~ m  ~ 3 3 ~ 0  
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und f'ttr die Weierstrass'schen Gr'dssen e I , e 2, e 3 und eI, e2, e3 aus d e n  
Relatfonen *) 

(5~) { (da~) (a~a~) = - 2(rap - ,n~), 

wo I I, 2, 3, 

~, /~, 7 ~ / 2 ,  3, 1, 
3, 1, 2. 

Andererseits konnten wit alas Periodenpaar 2e ,  2e '  noch einer  
beliebigen Transformation der Gruppe Y) unterwerfen (w 2); derselben 
gehSren die folgenden Transformationen an 

(o': o), (I: o) (I: (1': 
welche die drei Werthe 

pco, p(~o~-v'),  pe'  
auf alle mSglichen seehs Arten vertausehen: dutch eine derselben 
kSnnen wit daher erreichen~ dass 
(53) e~ ~ ~,~, e~ = ~(~ ,+~ , ' ) ,  e3 = ~,(~,') 
wird. 

Wir fiigen jetzt unsern frtiheren Bedingungen fiber das Perioden- 
paar 2m, 2 ~  noch die weitere Bedingtmg (53) hinzu, alsdann ist das 
Periddenpsar nur noch gleichberechtigt mit allen dutch eine lineare 
Transformation 

daraus hervorgehenden, in welcher 
(54) ~ 1 ,  f l ~ 0 ~  @ ~ l  (rood. 6), 7~---0mod. 2. 

Genau dasselbe gilt fiir die Perioden 2D, 2D' t denen wir die snaloge 
Bedingung 
(55) ~ -= ~(~), ~ ~ ~ (~ + ~'), ~ - ~(~) 

auferlegen. -- 
Auf die wicht~gsten irrationalen Invarianten der Involution wird 

man dutch Betrachhmg des Invol~ionskegelschnitts**) gefiihrt: 
Um denselben analytisch darzustellen, sehreiben wlr, mit Xl ,  X~, ~ 

homogene Punktcoordinaten bezeichnend, den ,Normkegelschmtt ~ N~ 
in der Parameterdarstellung***): 

(56) oX~ ~ ~t~, oX~,f f i  2 ~ ,  o X - s ~  ~. 

*) Ygh Modulfunctionen I, pag. 1~. 
~) Weyr, Gru~dsilge etc. Nr. 15. 

~*) VgI. ~r da~ Folgende F. Meye~, Apolarit~t und rationale Curven ~ t2. 
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Die Coordinaten der Yerbindungslinie zweier Punkte x und y yon 
sind dann 

1 
(57) ~ U~ -~ x~y~, ~ U2 ~ - -  ~ (xly2 + x2y~), ~ U~ ~ xlx2; 

gehSren nun x und y demselben Tripel der Involution (1) an,  so ge- 
ntigen sie der u (9); dies liefer~ sofor~ die 
Gleichung des Involutionskegelsehnitts I in Liniencoordinaten: 

(58) @4 U, 2 -~" 4# :  U: 2 -{- #o U82 - -  4 .~  U2 U3 -{- 2#2 Us U, - -  4 #  8 U, U 2 

J ( U 2 2 -  U~ U,) = 0 + - ~  

wobei 

~ ~0x~4 + 4 ~ x ~ x 2  ~- 682x~:x22 + 4~3x~x28+ ~4x24 
gesetzt ist. Aus (58) ergiebt sich ffir die Gleichung des Involutions- 
kegelschnitts in Punktcoordinaten 

(59) ao X12 -{- a~ X~ 2 + 84X32 --~ 2 a3 X~ X 8 -~- 2 et2 X3 X 1 + 2 al X1X:  
j2 

+ 3-  (4 X3 Xl - -  X2 2) ~ 0 
wobei 

f ~ 3tt~ -{- J #  ~ SeX14 .-{- 4alx~ax~ ~ 682xl~x22 -~- 4aaxlx23 -~ a~x~ 4 

gesetz~ ist. 
Man verificirt hieran den yon W e y r herrfihrenden Satz, dass die 

Doppelelemente der Involution die Beriihrungspunkte der vier gemein- 
samen Tangenten yon I u n d  iV mii iV sind, die Verzweigungselemente 
die vier Schni~tpunk~e yon I und ~*) .  

*) Die obigen Formeln ffihren zu einer zweiten directen L~isung des in w 2 
behandelten Problems: alle cubischen Involutionen mit gegebenen u 
elementen zu bestimmen. Denn ist [@, J]  eine Involution, deren Verzweigungs- 
elemente die Wurzeln yon f = a  4-~- 0 sind, so muss der zugeh~irige Involutions- 
kegelschnitt durch die Schnittpunk~e des Kegelschnitts 

mit dem Normkegelschnitt hindurchgehen, muss also die Form haben: 

~vo fe in  Parameter ist; schreiben ~vir 

so l~utet daher die Gleichung des Involutionskegelschnitts in Liniencoordinuten 

• 
Z~o y~, - ea, u.  u, + a .u ,  ~;, - ~h, u~ u,)  + 

Diese Gleichung muss abet mit tier Gleichung (5~) identisch sein; die Ver- 
gleichung ergiebt 
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Wir transformiren jetz~ die beiden Kegelschnitte 1 und 2r auf ihr 
gemeinsames ~Polardreieck. Die nach S a l m o n ,  Conic sections, 6 th ed. 
Art. 381, unter Benutzung yon C l e b s c h ,  Biniire Formen,  w 44 und 
w 45 durchzuftihrende Rechnung ergiebt folgendes Resulta~: 

Seien 
~p ---- ~oX, ~ -[- 2~ lx ix :  n t- qhxs 2, 

V = 'Po x, ~ + 2 V, x, x~ + % x2 ~, 
Z ~ ZoX'] 2 ~ 2%IX~Xs ~ g2X2 2 

in Clebsch'scher t~ezeichnung die drei quadratischen Factoren yon T~, 
der I~eihe nach den Wurzeln ml ,ms ,  m 8 yon (51) zugeordnet, aTsdann 
fi~hrt die Coordinatentransformation : 

(60) ~, rs = V~s - ,~, (~o x ,  + ~, x~ + ~ x~), 

und die damit conbragrediente 

den Norml~egelschnitt N und den Involutionskegelschnitt I iiber in die 
iVormal/orm 
(~) ~ r,s + r,~ + r,s = o, 

I L s + v,s + vd = o 
und 

(i) {~ + ~ + ~ = o ,  
|k, V,~ + G V2 ~ +/~3 rd = O; 

dabei haben k,, ks, ks die Werthe 

1 1 1 
(62) / % ~ m ~ - - ~ - J ,  k2 ~ ms - -  -g g, k s = m a - - X  J"  

Zugleich ergiebt sich duroh Combinution yon (56) und (60) folgendo 
Parameterdarstellung filr die beiden Kegelschni~e 

wo 2~ einen willkfirlichen Proportionalit~tsfac~or bezeichuet. Uebordies ha% man 
zur Besfimmtmg yon q die Bedingu~g: J~ ~ 6i9: diese liefert 

1 1 
~ -- ~- g, q~ - -  g, (, - -  ~ g ~  -=  O. 

Diese Gleichung isr ~ber idenr mi~ der Gleichung ffir die Dreitheilung tier 
Perioden yon ~ou, und d~mit sind wir wieder bei dem Resulta~ yon ~ 2 angelangk 
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Ist x, y, z ein Tripel unserer Involution und nennen wit den Bertihrungs- 
punkt der Geraden yz mit x r den dem Punk~ x yon 2V .entsprechen- 
den" Punkt yon I ,  so l~sst sick zeigen, dass bei obiger Parameter- 
darstellunff derselbe Werth des Parameters x l : x  2 ,,enCsprechende" 
Punkte tier beiden Kegelsehnitte lieferL 

Aus der welter unten abgeleiteten Gleichung (79) folgt 

1 

daraas berechnet man 
1 

I t / - [ -  2 e . f  = -~ k~kr(H ~ -F m ~ ) ,  

und hieraus mit Hilfe yon (17) 

a~ * (2 U) 1 '~e 
o~(~,u) = u k~k, 7 '  

as~(2u) 1 ~* 

Diese Gleichungen liefern zusammen mi~ (60a) eine transcendente 
_Parameterdarstellung der beiden Kegelschnitte _hrund I.  

w  

Irrationale Invarianten dor Involution. 

Wir wenden uns jetz~ zu einer ngheren Untersuchung der Gr~ssen 
kl ,  k~, k 3 und anderer aus ihnen abge]eiteter irrationaler Invarianten 
der Involution. 

a) Die I n v a r i a n t e n  $I, ~2 und  ~. 

Aus (51) und (62) folgt, dass kl~ k~, k 3 die Wurzeln der Gleichung 

(63) 4 k  ~ ~ 4 J k  ~ --~ J~k  - -  ~ ~ 0 

stud i zwischen ihnen best~ht die Relation 

(64) k,~ § k~ ~ § k~ ~ -- 2 7 ~  - -  2k~k, -- 2kj ~: = 0 

welche bekannflich die Bedingung dafiir ist, dass es ein dem Kegel- 
sehnitt N eingeschriebenes Dreieck giebt, welches zugIeich dem 
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Kegelschnitt Z umsehrieben ist. Die Relation l~isst sich in i r ra t iona le r  
Form sehreiben 

(6~) r ~  + f ~  + f ~ - - o .  
Wit ftihren nun die Bezeichnungen ein 

mi~ der Fesime~zung fiber die u dass 
(6~) ~, + ~ + ~ : o 
sein ~oll; hierdureh sind diese Grbssen bis auf einen ihnen gemeinsame~ 
Factor -4, 1 bestimmt*). 

Wir k~nnen die Relation (67) in allgemeinster Weise befriedigen,  
wenn wit setzen 

(68) ~, ' =  ~a -{-" {;- 
we 

2 

w~hrend ~l, ~2 zwei neue nunmehr unabh~ngige Invarianten sind. 
Mittels (63) beweis~ man dann den Satz: 

Die rationalen Invarianten J, ~, ~, ja dri~cken sich /olgender- 
massen dutch h ,  ~2 aus: 

(69) 
Q - -  4 ( ~ , ~  + ~28) 2, Q = 4(~ ,3  _ ~ / ) 2 .  

Far die absoluten Invarianten 
27~ P = V2-~ 

und 

Q f f i ~ =  q 

folgen hieraus die Propor~ionen: 

P :  P - -  1 : 1 - -  (:*' - : , '~ ' .  ( ~  + : . ' V .  
(70) 

Q. Q - 1:1 = (:,' ~ :,---- ') '  �9 (:,' + :,'V. �9 . ~ ,  . _ (~, r 

~Es ist also die absolute irrationale Invariante 

die ka~onische DiederirraticaaZi~t**) n ~ 3 i~ Be~ug auf die rationale 

*) Da wir ja die Involution alB sllgemein, und 8omit ~ ~=O, also auch 
Zltt~ ~ O vorau.etzen. 

**) Klein, Vorlesungen ~lber daa Ikosaeder, pag. 60. 
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27~ absolute Invariante -yr der cubischen Involution, dagegen die kanonische 

,Dieder~rationalitiit n -~- 6 in Bezug auf die rationale absolute Invariante 
1 yon ~. 

Es sollen jetzt wieder die GrSssen 

flit die conjugirte Involution genan dieselbe Bedeutung haben, wie die 
entsprechenden nich~ fiberstrichenen GrSssen ffir die ursprfingliehe. Es 
bestehen dann sehr einfacho Beziehangen zwischen den beiden Reihen 
yon GrSssen. Zuniichst finde~ man aus (68) 

1 1 1 
(72) 1 2 / 3 = m t + T J ,  l a l l - - ~ m 2 + z  J '  / 1 / 2 = m s + y  J ;  

daraus folgt 
1 1 

also indem wir die Quadratwurzel ziehen und den noch verffigbaren 
gemeinsamen Factor -4-1 yon lt, 12~ /3 passend w~ihlen 

(73 )  /~ - / ~  ,= iV~ ~, z, - z, - -  i f : ~  ~, /~ - z~ = -  i r ' ~  ~. 
Hieraus ergieb~ sich abet: 

Zwische~ den ~u zwei conjugirten Invo/utionen geh~rigen Gr~ssen 

~1,~2; ~ resp. ~I, ~ ,  ~ bestehen die t~e/ationen 

Zugleich folgt noch 

Denken wir uns ~ in tier tibliehen Weise dutch einen Punkt auf 
tier Kuge/dargestellt, so repr~.sentirl jeder Punk~ der Kugel eine Classe 
~iquivalenter cubiseher Involutionen; umgekehrt entspreehen einer ge- 
gebenen Classe ~iquivalenter Involutionen seehs Punkte der Kugel, 
welche dutch die Drehungen der Diedergruppe n = 3 aus einem unter 
ihnen hervorgehem Den Eckpunkten, Kant~nhalbirungspunkten und 
Polen des Dieders en~spreehen die singul~ren Classen yon Involulionen, 
in welchen resp. 

~ 0 ,  ~==0 ,  J = 0 .  
Wendet man eine Drehung um 1800 um die Hanptaxe des Dieders an, 
so gehen die seehs Punkte in die sechs die eonjugirie Classe darstellen- 
den Punkte fiber. 

*) Dabei i ~  neeh hervorzuheben, dass die le~z~e Relation yon der oben ge- 

troffenea Festsetzung fiber den gemeinsamen L~actor + 1 yon l t ,  t~, It unab- 
h~,agig i~t, 
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b) Z u g e h b r i g e  N o r m a l f o r m  und  D a r s t e l l u n g  d e r  D o p p e l -  
v e r h M t n i s s e  d e r  D o p p e l e l e m e n t e  u n d  der  V e r z w e i g n n g s -  

e l e m e n t e  d u t c h  ~. 

An die Invarianten ~l, ~2 kniipft sich nun wieder eine einfache 
iVormalform ffir die cubische Involution. In der That beweist man 
leicht den Satz: 

.Die cubische Involution [~, J] Z~sst sich dutch unimodulare lineare 
Transformation der Variabel~ auf die Form bringen 

(75)  J l  = - 6r r 

Denn berechnet man die Invarianten J1, ~1 dieser Involution, so 
ergiebt sich 

Dabei entsprechen die Wurzeln yon ~, 

l 62 (76) --r -- I, - - ~ ,  - -  

den Wurzeln 
d, d,, d2, d~ 

yon @ en~weder der Reihe nach odor in einer der dutch Anwendung 
der Vierergruppe daraus hervorgehenden Anordnungen. Man tiberzeug~ 
sich hiervoa indem man die Invariante (dd~)(d~dr) einerseits direct 
mittels (52), (.62) und (68), andersei~s dutch Berechnung an der 
l~ormalform (75) dutch ~l, ~ ausdriickt; nut b e i d e r  angegebenen 
Zaordnung erhi~l~ man Uebereinstimmung der Resultate, und zwar 

13 1 2.  

Unter Zuhilfenahme der Verwandtschaftsgleichung finder man 
ferner die ZerIegung der zu (75) gehSrigen Verzweigungsform in 
Linearfacboren : 

(78) a 

und zwar sind die Linearfactoren yon f, in der hingeschriebenen 
Reihenfolge den Wurzeln (76) yon &~ zugeordne~. 

Nunmehr kSnnen wir auoh die Invarianten (cc.)(c~ cv) dnrch ~,, ~ 
ausdriicken, indem wir sio an der I~ormalform (78) berechnon i e s  ergiebt 
sieh immer mit derselben Bedeutung ffir ~, ~, 7 wie oben 

(79) (cc,) (cr = --  4(e~ --or) = - -  i . 6 ~/-3 ~aa ~, .~ 6k~ (kt~ - -  kr) 
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und daraus nach (74) und (74a) 

( 8 0 )  - - - - _  - r:z . 

Hierans folgt aber der Satz: 
Die DOplOelverh~iltnisse 

a = (dd~) (d, dD ~ ra2 -- ma 
(dd2) (dadi) ml - -  ms' 

tier Z)o2pelelemente and Verzweigungselemente der beiden conjugirten 
_Tnvolutionen driicken sich folgendermassen rational durch die absolute 
T_nvariante ~ aus: 

(81) (~ + a)~ (~_  ~) (~_  ~), (~ + a) 

Durch Elimination yon ~ ergeben sich hieraus die folgenden Zusi~tze: 

a) ~t und ~ sind die Wurzeln der quadratischen Gleichnng 

(82) ~ _ 2a(2a~_3a.+.2);~ ~ ~4) ~ O. 

b) Zwisehen ~ und ~ besteht die Relation*) 

(83) ~/~-~ -]- V(1 --  it) (1 - -  ~) ~ 1. 

Das ist aber die Jaeobi'sche Modulargleichung fiir die Transformation 
dritter Ordnung des Moduls zweiter Stale,  ein Resulla~, dass n a c h w  5 
zu erwarten war. 

Es sei noeh erwghnt,  dass aueh die ,,Weyr'sche s 

(d4) (d~da) - -  (dc~) (c~ca) ~ (~d~) (d~d~) (Sc~) (c~c,) 

sich mittels der Normalform (75) beweisen l~isst. - -  
Die Normalform (75) hiingt aufs engste mit der Weyr'schen***) 

.Deutung der Involution auf der ebenen Curve vierter Ordnung mit drei 

*) Nach dem Satz auf pag. 13, Fussnote, lassen sich diese Resul~ate auch 
als S~tze fiber die Doppelverh~ltnisse der Treffpunkte dor vier Tangen~en an die 
]~s iu d, all, d~, d8 mit ihren beiden TreJ]geraden aussprechen, und in dieser 
geometrischen Deutung ist (82) berci~s yon Flerrn Voss mittels Liniengeometrie 
gefunden worden (mitgetheilt bei Sturm, ]. e. pag. 130), und (83) yon Herrn Dixon 
(On twisted cubies which fulfil certain given conditions, Quater]y Journal of Math. 
Vol. XXIII (1889), pag. 352). 

**) Era. W e yr ,  Ueber die projectivischen Beziehungen zwischen ~len singu- 
l~.ren Elomenten einer cubischen Involution, Wiener Berichte Bd. 73, (1876), 
peg. 654. 

*'*) Wiener Berichte LXXXI, pag. 162, 1880. 
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Spitzen zusammen. Sind niimlich X1, Xe, X a wieder homogene Punkt- 
coordinaten, so geben die Gleichungen 

eine Parameterdarstelhng der C4 mit drei Spitzen 

+ --o,  

boi welcher den Sloitzen die Werthe ~ ~ ~ 1, --  e, - -  e ~ entspreehen. 
Alsdann schneider nach W e y r  das Sirahlenbiischel mit dem Punkt 
y ~ ~ der C~ als Centrum auf der Ca eino cubische Involution aus. 
Es 1Kss~ sich nun zeigen, dass dieso cubisehe Involution gerade die 
obige Involution [#~, J~] ist. 

e) Die c u b i s c h e n  R e s o l v e n ~ e n  d e r  • o r m e n  i" und  F. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung der cubischen Resolvente 
der biquadratischen Form r :  

1 1 

oder nach (15) 

1 d ~  { ~2 0. (84) n3 + • _ 

Andererseits folgt aber aus (63) und (72) fiir 51, 52,/a die eubisehe 
Gleichung 

~8 + J5 - V ~ -  0; 

dieselbe geh~ in (84) fiber durch die Subsr 

~ = V 6 . 5 ;  
also haben wir den Satz: 

.Die Wurzeln n l,  n~ ~ n a der cubischen ~esolvente der ~orm r driicken 
sich folgendermassen dutch die friiher 5e#achteten irrationalen r_n. 
varianten aus 

(85) ~ .= ~:V~ = ~(r + ~3) (~r + ~r 

Dabei sind die Vorzeichen der Quadrafwurzel eindeulig bestimml duroh 
die beiden Bedingungen 

(85a) ~1 -~- n2 -]- ns ~ 0, nln2n a ~-- 

Die entspreehenden Formeln gelten fiir die Wurzeln nl~ n2, na 
dot cubisehen Resolvente der Form I'. Aus (73) folg~ noch: 
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Zwischen den Wurzeln der cubischen l~esoTventen tier .Eormen F 
und F bestehen die l~elationen 

ezg t/+ (86) ~ - -  ~y = i n~, ~ - -  ~ = i ~ ~ ~ .  

Ferner folgt aus (85) und (86): 
Die .Doppelverh~iltnisse 

der Wurzdn dee biquadratischen +'ormen I" +end P driickem sich folgender- 
reassert dutch ~ acts: 

(87) ~, = ~ = _ 

sie sind daher die Wurzeln der qua&ratisehen Gleichung 

(88) v: - -  2 (1 - - a )  v - -  a ---- O. 

w 
Darstellung der irrationalon Invariant6n der Involution als elliptische 

ModuLFormen und -Functionen. 

Die im vorigen Paragraphen behandelten irrationalen Invarianten, 
sollen nunmehr wieder durch elliptische Modul-Formen resp. -Functionen 
dargestell~ werden. 

a) D ie  I n v a r i a n t e n  ks, k2, k s . 
Als Folge der im Eingang yon w 6 ge~roffenen Fes~setzungen en~- 

sprechen den Doppelelementen 

der t~eihe nach die Wer~he 

2ea 2,- 2ea , -  2ca u = y ,  ~-{--~, ~'{-~'+'V' ~-t-'~-" 
Fiihren wit daher neben der frttheren Bezeichnung 

P---- ~ ( ~ )  

noch die weitere ein 

2m 

so ist des frtiher mi~ ~ bezeichne~e Doppelverh~l~niss 
elementen 

a ~ - -  ( ~  - -  Io , )  ( p ,  - -  P s )  

( P  - -  ~P~) ( P s  - -  PO 
M&them&ttsche A~a&len. L, 

aus Doppel- 
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Nun bereehnet man aber naeh bekannten Formeln der Weier- 
strass'sehen Theorie: 

(89) _p -- p~ 

~--~r-----(ea--q) 

Daraus folgt: 

el - -  es t ~  ~ x, 3 / 

Andererseits ist nach (81) 

o.(~) 
o, (~) ~: (~): 

~176 
,,(h) 

e~ -- e s k~ 

verbindet man dies mit der vorigen Gleichung, so komm~ 

1 1 1 
( ,~  : . 

~, kT/ 
Der Propor~ionalit~sfaetor bes~immt sich aus 

unter Benu~zung yon (20), und man erMilt fiir k~ den Au~druck 

o,(~) 
1 p, 2o ~ .  

(90) ~~ ~ (~) o~ 

Wir ffihren hier/n noch ~-Fune~ionen ein; wit se~zen 

und schreiben in J acobi ' seher  Bezeiehnungsweise 

O~ ~ O. (0, q), 
O .  ~ ~.  (0, ~ ) ,  

so erh~l~ man aus (90) die fblgende Darstellung van bl~ b2~ k a dutch 
~- lVullwerthe : 

(91) kl _.-- iY~ ~ ?~ k2 ~ il/~ ~ ~3 k3 ~ / Y ~  ~ ao' 
6 o 0 ~ '  6 ~ Os~  6 ~o'O---o" 

Verbinde~ man mit (90) die aus (63) und (23a) sich ergebende 
Gloichung 
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(92) 

so folgt 
-7- ( y )  -~- - -  9k, k~k~, 

Zieht man die Quadratwurzel und beriicksichtigt (72) so kommt 

Dabei ist das Zeichen aus den Anfangsgliedern der Entwicklungen 
beider SeRen nach Potenzen yon q bestimmt~ wobei yon der, ,Modul- 
funetionen" II ,  pag. 370, (5) und (7) gegebenen EnCwicklung yon ~3 
Gebrauch zu machen ist. Mit Hilfe yon (63) folgt5 dann wei~er der Satz: 

.Die drei Gr~ssen 

sind die Wurzeln der cubischen Gleichu~g 

31f~i 
(94) za si j z  ~ A- ~ O. 

~s gilt also insbesondere die 2'undamentalxdagion*) 

(95) 

b) Die In var ian  ten  hi, n~, n3 und  ~. 

Die GrSssen ~1, ~, 13 sind keine eindeuCigen Modulformen~ wohl 
abet wieder die GrSssen nl, n2, n~. Aus 

*) In Jacobi'seher Bezeiehnung lautet dieselbe 

2K 2 K  2 K .  2 K  

das ist aber~ wenn wir,  wie in der Jacobi'sohen Behandlung des Sehliessungs- 
1)roblems ffir zwei Kreise yon den Radien 2~, r u n d  dem Mittelpunlrtsabstand a, 
setzen 2.K r 2 K  / ~ - - a  

cn -~- = ~--~, dn--~- = ~ _~. a, 

nichf~ anderes als die bek~nn~e Bedingung f~r den Dreischluss: 

7" 
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and (90) folgt das t~esu~tat 

( ~ )  s ~  = -~ z -  . - -  f4 mN' 
~x~ 1,2, 3 

zeichenriehtig, da man mittels (95) und (23 a) sofort die beiden Zeichen 
bestimmenden Relationen (85a) verificirt. 

Beach~e~ man, dass naeh S e h w a r z ,  Formelsammlung Art. 12, (16) 

- = ~ ~ Y )  ~, ( ' 2 ~ '  

\ 3 /  

so erh~ilt man aus (97) und (89) auch noch den folgenden Ausdrucls 
far ~ 

2 (9s) s. = -~ (p -p~), 

Aus (96) und (91) folg~ 

wir fiihren jetz~ mit Herrn F r i e k e * )  die ellip~isehe Modulfunctio~ 
sechster Stufe ein 

(SY 
(99) Y (~) = \O , ] '  
so ist naeh Herrn F r i c k e  

0oo) e,~o, ( ~v y ~o~O.~ (v-8 V 
0,,~8' ----- ~y + 3 / ~  Ooe~ s = ",y + ~/ 

and indem wir die Quadratwurzel ziehen 

(i01) ~, 2 y ~8 ____ Y -- S 

zeichenrichtig, da )tar bei dieser Wahl der Vorzeichen die aus (85a) 
folgende Relation 

~ + ~ = - 1  
befriedig~ wird. 

Hieraus erhiill man aber unmittelbar die absolute Invariante ~; 
denn es ist nach (68) and (85) 

and es liefert daher (101) den Sa~z: 

*) Math. Am~. Bd. 29, pag. 121 and Modulfunetionen I, pag. 683 and tI, 
l~eg, 891. 
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Die absolute Invarian~e ~ ist eine lineare Function der Frid~e'schen 
2llodulfunction sechster Stufe y(~) und zwar ist 

y +  iV~ 
(102) r --- y - -  i Y-g 

c) T r a n s f o r m a t i o n  d r i f t e r  O r d n u n g .  

Was endlieh die Transformation drifter Ordnung betrifft, so sind 
in Folge der im Eingang yon w  fiber die Perioden 2co, 2co" und 
2 ~ ,  2~ '  getroffenen Festsetzungen nunmehr die Coefficienten p~ q, r e s 
der Relation (49) noch welter einzusehrilnken. Fiir u ~ co resp. ~' 
wird nach den dortigen Festsetzungen x ~ c I resp. c a, und daher naeh 
(34) y =~ ~l resp. Us; andererseits nimmt aber nach den Festsetzungen 
fiber ~ ,  ~' y diese Werthe an fiir ~-----~ resp. D'; daraus folgt aber 

- -  - -  

Dies zusammen mit den friiheren Bedingungen (50) ergieb~ alas Resultat: 
Nach den Festsetzungen yon w 6 miissen die Coefficienten 2, q, r, s 

in der _Relation (19) den Bedingungen geniigen: 

(I03) ps - -  qr ~ 1, 

1 o ~ 1  (rood. 2); ff~_~_2, r - ~ 4 ,  s ~ 3  (meal. 6). 

hueh  bier zeig~ man wieder, dass man durch eine vorherlge den 
Bedingungen (54) genfigende lineare Transformation yon ~ ~' erreichen 
kann, dass p, q, r, s einem beliebigen, den Bedingungen (103) geniigen- 
den System ganzer Zahlen gleich werden~ z. B. 

(104) ~ 1 . . . .  1 - 

Die friiher zwisehen den irrationalen Invarianten eonjugirter In- 
volutionen: ~,, ~; ~, ~; ~, ~ gefundenen Relationen stellen sich dann 
als Modulargleichungen fiir die Transformation dritten Grades dar. 
Dabei ist wegen ihrer Einfachheit besonders die Modulargleichung 
ftir ~ bemerkenswerth: 

(lO5) 

Ffihrt man mittels (102)y( , )  stat~ ~ ein, and macht yon den F r i e k e ' -  
schen Formeln fiir die linearo Transformation yon y Gebraueh (~Iodul- 
funetionen I ,  pag. 685 wobei man sich naeh dem obigen auf den 
speciellen Fall (104) beschr~inken darf) ,  so geht (105) in die yon 
tterrn F r i c k e ,  Modulfunetionen II ,  pag. 392 gegebene Formel 

y(3v) y(~) ~- (1 - -  x(3v)) ~ 
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iiber, wo x die yon Herrn F r i c k e  ebenso bezeiehnete Modulfunction 
sechster Stufe bezeichnet. 

Eine eigenthiimliche Stellung nehmen auch bier ~vieder die In- 
varianten yon @ ein: m ~ -  Mr, a, ~2, insofern sie nicht n~r bei den 
Modulsubstitutionen 

7 
mi~ den Bed[ngungen (54), sondern auch bei den mi~ jenen zusammen 
eine Gruppe bildenden Substi~utionen 

mi~ den Bedingungen (103) unver~ndert bleiben. 

F r e ~ b u r g  i. B.~ den 17. M~rz 1897. 


