
Ueber bin/~re Formen mit linearen Transformationen in 
sich se|bst. 

Yon FELIX Kn~.m in ~finchen. 

Die naehstehenden Untersuchangen sind aus dem Streben hervor- 
gegangen, die geometrische Interpretation yon x--~ iy auf der Kugel- 
fl~che f~ir die Theorie der bin:,iren Formen zu verwerthen. In dieser 
Absicht machte ich bereits bei einer frttherea Gelegenheit*) auf die 
enge Beziehung aufmerksam, welche zwischen der gemeinten Interpre- 
tation und der projectivischen Maassgeometrie besteht~ welche man auf 
die Kugel (wie auf jede Fl~che zweiten Grades) grfindefi kann. Einer 
linearen qh'ansformation yon x - ~  iy entspricht geradezu, im Sinne 
dieser Maassgeometrie, eine reetle Bewegung des Raumes~ wie auch 
umgekehrt, so dass jede Construction auf der Kugelfl~che, welche f~ir 
die Invariantentheorie yon x .-~ iy Bedeu~ung hat, sofort maassgeome- 
~rische V&werthuag finde~, und umgekehrt jedes maassgeometrische 
Theorem elnen Beitrag f/ir die InvariantenCheorie liefert. Ich habe 
bcreits damals angegebenj welch anschauliche Interpretation man auf 
Grand solcher Betrachtungen flit das Formensys~em einer binSren cubi- 
schen und biquadra~ischen Form entwickeln kann; sp'~ter**) verSffent- 
lich~ ich eine auf diesen Prineipien heruhende Ueber~ragung des 
Pascal 'schen Satzes auf den Raum. Es hat dann Hr. W e d e k i p d  
diese Un~ersuchungen nach verschiedenen R ichtangen in seiner Inauga- 
raIdissertation***) weiter geffihr~ (vergl. den weiterhin folgenden Aus- 
zug). Es sei auf diese Arbeit namentlich auch mi~ Rt~cksicht a~uf den 
efforderlichen Literaturaachweis, der bier zu weir ftihren ~irde (Unter- 
suchungen yon MSbius,  B e l t r a m i  u. A.), verwiesen. 

Die specielle Aufgabe, welche ich weiterhin in Angriff nahm~ 
kn~ipfte an den Umstand an, dass hei gewShnlicher lgaassbestimmang 

*) Vergleichende Be~rach~ungen fiber neuere geometrische Forsehungen. 
Ertangen 1872. Programmschrift. 

**) Sitzun~sber]chte der Erlanger phys.-meal. Gesellschaft. l~ov. 1873. 
***) Erlangen 1874. 
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ein lange erledigtes Problem ist: alle endlichen Gru2pen yon Jgewegungen 
zu construiren. Es schien mSglich, fiir allgemeine projectivische Maass- 
bestimmung dasselbe Problem zu 15sen und damit also, was" fiir alge- 
braische Untersuchungea yon Wichtigkeit sein muss, alle endlichen 
Gruppen li~earer Transformationen eines complexen Argumentes x + iy 
zu gewinnen. Es hiingt diese Bestimmung auf das Genaueste mit der 
Theorie der reguli~ren KSrper zusammen, wie noch welter unten ge- 
zeigt werden soli. ~ Auf diese Weise gel~ng es, alle bini~ren Formen 
zu construiren, welche lineare Transformationen in sich besitzen. Un- 
ter ihnen ist es eine yore zwSlften Grade, vorgestellt darch die Ecken 
eines regulfiren 1-kosa~der'% die im Folgenden besonders untersucht wet- 
den soll. Ich entwickele an ihr~ als einem Beispiel, wie man die ganze 

Kenntmss der Theo~ie dieser ~ormen~ yon der ~ linearen Transformatio- 
nen ausgehend, welche dieselben ungeiindert lassen, ohne alle com2li- 
cirte t~echnung~ nur mit den B e g r i f f e n  der Invariantenthe~rie operi- 
rend, ableiten kann. Die dabei verwandte Schlussweise hal grosse 
kehnlichkeit mit derjenigen~ welche Lie  and ich in einer gemeinsamea 
Arbeit (Math. Annalen Bd. IV, p. 50, Geometrisches fiber vertausch- 
bare lineare Transformationen) entwickel~ haben; dass dieselbe hier 
an einem neuea Gegenstande zur Verwerthung kommr scheint5 mir an 
den folgenden Untersuchnngen das Wichtigste zu sein. 

Bei der nahen Beziehung, welche diese Dinge zu funciionentheore- 
tischen Fragen haben, konnte man yon vorneherein erwarf~n, dass 
dieselben schon in letzterer Richtung in Angriff genommen seien. In- 
zwischen habe ich erst ziemlich sp~t erfahren*), dass in der That die- 
selben Formen, freilich u'nter anderen Gesichtspunkten, yon S chwarz  
betrachtet worden sind (Botch. Journ. Bd. 75: Ueber diejenigea F~ille, 
in welchen die Gauss 'sche hypergeometrische Reihe eine algebraische 
Function ihres vierten Elementes darstellt). Ich habe gesucht, i n  
Folgenden die mannigfadhen Beziehungspunkte zu der S e h w a  rz'sehen 
Arbeit mSgliehst hervortreten zu lassen. --  i uch  sei bereits hier einer 
merkwfirdigen anderen Coincidenz gedacht. Die Formeln, welehe wei- 
terhin ffir die AuflSsung der Ikosa~dergleichung aufgestellt werden. 
stimmen, sofern man yon der Bedeutting der auftretenden GrSssen ab- 
sieh~, genau iiberein mi~ solchen, die yon K r o n e c k e r ,  H e r m i t e  
dud bes. B r i o s c h i  bei Untersuchnngen fiber die allgemeine Gleichung 
ffinften Grades gegeben worden sind. 

*) Vergl. SitztmgsberichCe tier Erlanger phys.-me& Gesellschaf~ vom Juli 
und December 1874. 
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w  

Ueber die Interpretation yon x ~ iy auf der Kugel. 

Wenn man auf eine Kagelfl~che eine projectivlsche Maassbestim- 
mung griindet, so hat man unter einer reellea ,Bewegung ~ des Rau- 
mes eine Collineation zu verstehen, bei der zwei reelle Gerade lest 
bleiben, die in Bezug auf die Kugel conjugirte Polaren sind, und yon 
denen daher die eine, welche fortan als Axe der Bewegung bezeichnet 
sein soll~ die Kugel in reellen Punkten schneider, wiihrend die zweite 
ganz ausserhalb verl~eft "(vergl. z. B. die Arbeit yon L indemann~  
diese Annalen Bd. VII, p. 56 ft.). Die Bewegung bes~eht, wenn wir, 
wie weiterhin fast immer geschehen soil, unsere Aufmerksamkeit auf 
das Inhere der Kugelfl~che beschr~nken, aus einer schraubenartigen 
Drehung um diese Axe, bei der jeder Punkt auf einer gewundenen 
Linie (Loxodrome) for~schreitet, die auf einer Fl~che zweih~n Grades 
verliiuft, welche die fundamentale Kugel in den beiden Durchschnitks- 
punkten mit der Axe beriih~4 (diese Pankte sind fiir die F.  Umbilici). 
Diese Loxodromen kSnnen insbesoadere in Kreise, die schraubenartige 
Drehung in eine blosse l~otation tibergehen, die Ebenen der Kreise 
werdea dann die zur Axe conjugirte Gerade enthalten. 

Der einzige Specialfall, der hinsichtlich der Lage der Axe eintre- 
ten kann, ist der, dass sie, s~att die Kugel in getrennten Punkten zu 
schneiden~ dieselbe beriihrt. Die conjugirte Polare beriihl~ dann die 
Kugel in demselben Punkte und ist gegen die Axe (in gewShnlichem 
Sinne) senkrecht; die Punkte des Raumes riicken wi~hrend der Be- 
wegung" auf Kreisen for~ deren Ebenen dureh diese conjugirte Polare 
hindurehgehen. 

Fasst man jetzt die Kugel als Tr:s des Werthgebietes x - ~ i y  
auf~ so entspricht der allgemeinen Bewegung die allgemeine lineare 
Transformation yon x ~t_ iy,  bei der zwei verschiedeae Werthe yon 
x - ~ - i y  ungei~ndert bleiben; der speciellen Bewegung entspricht der 
besondere Fall linearer Transformation, bei welchem die beiden fest- 
bleibenden Elemente coineidiren. Legt man die beid'en im ersten FaUe 

Xt festbleibenden Elemen~e einer biniiren Coordinatenbestimmung z ~ x-~ 

zu Grunde, so wird die zugehSrige Transforma~im~ dnrch z" ~ cz dar- 
gesteltt sein, w~hrend im zweiten Falle die analytische Formel fiir die 
Transformation z'~--- z -{- C ist, sofern man z -~- cx~ mit dem doppelt- 
zShlenden festbleibenden Elemente zusammenfallen r~st (vergl. diese 
Annalen Bd. IV, p. 582). 

Handelt es sieh jetzt darum, alle Grul~yen anzugeben, welche aus 
einer endlichen Anzahl yon linearen Transf~mationen bestehen, so werden 
die dabei in Betxaeht kommenden Transformationen jedenfalls solche seia 
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rniissen, die sich nach ether endliehen Anzahl yon Malen reproduciren. 
Sie miissen daher~ geometrisch zu reden~ l~otationen sein; algebraisch 
ausgedriiekt: sie miissen sieh in tier Gestalt z ' ~  ~z darstellen lassen~ 
wo e eine Einheitswurzel ist. Ueberdies darf die Gr'6sse der Rotation 
nur einem rationalen Theile yon 2"~ gleich, ~ also nut eine rationale 
Einheitswurzel seth. 

Eine endliche Gruppe wird yon jeder rationalen Rotation dutch 
Wiederholung erzeugt. Aber es gieb~ auch anderweitige~ aus ver- 
schiedenartigen t~otationen zusammengesetzte Gruppen. Ein Beispiel 
geben diejenigen, welehe man aus den Rota~ionen um einen Punkt des 
Kugel-Inneren bilden kann. Diese Gruppen daft man a]s bekannt 
ansehen. Denn die Rotationen um einen solehen Punkt haben bet pro- 
jeetiviseher Maassbestimmung denselben Charakter wie in der elemen- 
taren Geometrie*)~ und die Gruppen, welche man~ unter Zugrunde- 
legung derletzteren, aus Rot~tionen um einen Punkt zusammensetzen 
kann, sind bekannt. Es nmfassen dieselben einmal selbstverst~ndlieh 
diejenigen, welehe dutch Wiederho]ung derselben Rotation entstehen. 
Man kann sie noeh erweitern, indem man Rotationen hinzunimmt, 
welehe die bet tier Rotation festbleibenden beiden Punkte vertausehen. 
Dana .aber gehSren hierher die Gruppeu derjenigen Rotationen~ welche 
die reguldren KSrper: Terra,tier, Okta~der, lkosa~der, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt: Tetra~der, Wtirfel, Pentagondodeka~der~ mit 
sieh selbst zur Deekung bringen. (Es sind damit nicht nur diejenigen 
Gruppen gemeint) welehe aus allen solehen Bewegungen bestehen~ son- 
dera auch die in ihnen enthaltenen Untergruppen.) 

Ich werde nun zeigen, dass mit diesen ~Beis_pielen alle Gruppen der 
geforderten t~eschaffenheit bereits angegeben sind. 

w  

Bestimmung aller 6rappen yon endlich vielen linearen Transformationen. 

Um den in l~ede stehenden Beweis zu ftihren~ iiberzeuge man sich 
zun~ichst, class zwei ~otationen nut dann wieder eine t~otatio~ ergeben, 
we'an sich ihre Axen schneiden. 

]~ine Rotation ]~ann man (gegeniiber der allgemeinen Schrauben- 
bewegang) dadurch charakterisiren, dass bei ihr Punkte festbleiben, 
die nicht selbst der Kugelfl~iche angehSren, niimlich alle Punkte der 
Axe. Soil also die Combination zweier Rotationen wieder eine Ro- 

*) In der That sind diejenigen Ro~ationen, bet denen der Kugelm~telpunkt 
fes~ bleibt, auch Rotationen in gewShnhchem Sinne. Von diesem Umstande ist 
im Folgenden durchg~ngig Gebr~ueh gemacht, um mSglichst grosse Anschattlich- 
keit des Resultats zu erzielen. 
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ration ergeben, so miissen Punkte existiren~ welche aus der neuen Lage, 
in welche sie die erste Transformation versetzte, vermSge tier zweiten 
Transformation in ihre ursprfingliche Lage zuriiekgef(ihr~ werden. Da 
sich abet bei einer Rotation jeder Pankt auf einem Kreise bewegt, 
auf dessen Ebene die Axe im Mittelpunkte senkrecht steht, so sind 
die Axen der beiden gegebenen Rotationen zwei Perpendikel, die in 
den Mittelpankten zweier sicb in zwei Punkten schneidender Kreise 
senkrecht zu deren Ebenen errichtet sind. Das heisst: die Axcn wer- 
der sich scTtneiden, wie man hier, wo yon projec[ivischer Maassbestim- 
mung die Rede ist, in ganz ~hnlicher Weise durch Symmetriegrlinde 
beweisen kann, wie man das bei gewShnlieher Maassbestimmung thun 
w[irde. - -  Dass umgekehrt die Combination zweier Rotationen mit sich 
schaeidenden Axen jedesmal eine Rotation ergiebt, ist an sich deutl[ch. 

Aber welter iiberzeugt man sich: Sollen zwci liotatio~en zu einer 
endlichen Grup~ve An~ass geben, so miissen sieh ihre Axe.~ innerhalb der 
Kugel schneiden. Schnitten sie sich niimlich ausserhalb oder auch auf 
der Kugel, so wiirde ein reeller, an die Kugel gehender Kegel bei jeder 
der beid.en Rotationen und also auch bei jeder durch ihre Combination 
entstehenden Rotation lest bleiben. Aber aus den reellen linearen Trans- 
formationen, die einen reellen Kegel der zweiten Ordnung, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, einen reellen Kegelschnitt in sich iiber- 
ffihren, lassen sich keine anderen endlichen Gruppen bilden als die- 
jenigen, die (lurch. Wiederholung derselben Rotation um einen festen 
Punkt des Inneren entstehen. Die Begriindung ist genau dieselbe, die 
man fiir das entsprechende Theorem der gewShnlichen ebenen Geometrie 
angeben kann, welches aussagt, dass man durch Zusammensetzung 
zweier D.rehungen um zwei verschiedene Punkte der Ebene keine end- 
]iche Gruppe yon Bewegungen erzeugen kann. Der Kern des Beweises 
fiir dreses Theorem der elementaren "Geometrie und f[ir die entspre- 
chende Behauptang bei projectivischer Maassbestimmung und reellem 
Fundamentalkegelschnitt liegt tibereinstimmend darin, dass in beiden 
Fiillen die Ausdehnung der Ebene eine unendlich grosse ist. Einen iihn- 
lichen Schluss haben wir sehon oben angewandt, als wir unter allen 
Arten yon Bewegangea allein die Rotationen als solche bezeichneten, die 
sich mSglicherweise nach endlichmaliger Wiederho] ung reproduciren: nur 
bei ihnen ist die L'~nge tier yore einzelnen Punkte zu durchlaufenden 
Trajectorie eine endliche. 

Sollen jetzt mehrere Rotationen dutch Combination zu einer end- 
lichen Gruppe Anlass geben, so werden ihre hxen~ da sie sich gegen- 
seitig im Innern der. Kugel schneiden miissen~ entweder ein und den- 
selben im Innern gelegenen Punkt gemein haben, oder a|le in einer 
Ebene liegen, so zwar, dass der in der Ebene enthaltene" Schnittkrels 
mit der Kugel alle ihre gegenseitigen Sclmittpunkte einschliesst. Allein 
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man tiberzeugt sich, dass der letztere Fall ohne den ersteren nicht ein- 
t re~n kann. Denn zuv'Srderst: Sollen die bert. Rotationen iiberhaupt 
eine endliche Gruppe erzeugen kSnnen, so miissen sie aus Drehungen 
um 180 Grad bes~ehen. Denn bei jedem anderen Drehungswinke! wiir- 
den beim Eintritte der Rotation um eine der Axen die iibrigen ( n - - l )  
in eine solche Lage fibergefiihrt, in der jede ( n ~  2) der urspriinglichen 
Axen nicht mehr tr'~fe. Man hiitte also weiterhin Rotationen zu com- 
biniren, derea Axen sieh nieht sehneiden, was nichts Endllches geben 
k a n n . -  Die Rotationen, welehe bier mSglicherweise in Betracht 
kommen, haben also auf die ihren Axen gemeinsame Ebene jedenfalls 
den Einitu~, dass sie dieselbe immer wieder mit sich selbst zur Deckung 
bringen, und es ist nun die Frage, ob man aus solchen Umlegungen 
einer Ebene, in welcher ein reelter, lest bleibender Kegelschnitt vor- 
handen ist, ein endliehes System erzeugen kann. Abet das ist wieder, 
wie die entspreehende Forderung, die man bei gewShnlicher Maass- 
bestimmung stellen mag, unmSglieh wegen des unendlieh grossen 
Fliicheninha|ts einer solchen Ebene. 

Soll also durch Zusammensetzung yon Rotationen eine endliche 
Grup~e entstehen, so m gssen sich ihre Axen alle in r _Punkte des 
Kugel-Inneren schneiden, und also sind dutch die oben angefiihrten Grup- 
pen alle i~ .Betracl~t komme, nden Gru2a~en erseh62ft. 

w  

Zus~ttzlich0 Bsmorkungon. 

An diese Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Transfor- 
mationen im bini~reu Gebiete kniipfe ich hier beiliiufig die Bemerkung: 
dass zugleich alle endlichen Gru22en yon ~ewegungen im Nicht-.Eukli- 
dischen t~aume bestim~nt sind. "Man hat n~mlich ftir diese se(fimfach 
unendlich vielen Bewegungen das fundamentale Theorem, dass sic sich 
au.s zwei vertauschbaren Gr~pen vo~ nur dreifach unendlich viet~n zu- 
samm~setzen~ deren jede man aIs Gru~pe aller linearer Transfbrmatio- 
hen tines bingren Gebietes auffassen kann. Diese Zerlegung~ welehe 
implici~e in der bereits genannten Arbeit yon L i n d e m a n n  (diese 
Annalen Bd. VII) und in der Habilitationsschrif~ yon F r a h m  (Tti- 
bingen 1873) enthalten ist*), entspriclat dem Umstande, class es spe- 
cielle lineare Transformationen einer Fl~che zweiten Grades in sich 
giebt, bei denen das eine oder das andere System der Erzeugenden 
vSllig unge~ndert bleibt. Well sieh die Erzeugenden jedes Systems 
rational d ureh einen Parameter darstellen lassen, sind die Transfor- 
mationen dieser Art~ wetche sich auf dasselbe System Erzeugender 

*) Vergl. auch Clifford ii~ den Proc. der Mathematical Society 1873. 
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beziehen, geradezu durch die linearen Transformatlonen elnes bin~ren 
Gebietes vorgestellt; weil ferner bei jeder Transformation das andere 
Erzeugendensystem gar nicht afficirt wird, sind die beiderlei Transfor- 
mationen mit einander vertauschbar. Man wird alle endlichen Gru)gpen 
yon Bewegungen des Raumez bet:vmmen, indem man jede endliche Gru2pe, 
die sieh aus den Transformationen der einen Art ~usammensetzt, combi- 
nirt mit allen anderen aus den Transformationen der anderen Art zu- 
sammenzusetzenden endlichen Gru~pen *). 

Ist nun die fundamentale Fliiche zweiten Grades insbesondere eine 
reelle, nicht geradlinig% so entspricht jeder reelle Punkt derselben 
einer Erzeugenden des einen und auch des anderen Systems. Jede 
lineare Transformation des einen Erzeugendensystems~ welche yon der 
(entgegengesetzt) gleichen Transformation des anderen Erzeugenden- 
systems begleitet ist~ wird eine reelle lineare Transformation der Fi~che 
in sich darstellen. Daher kann mau die reellen Punkte der Fl~iche als 
ein Gebiet x - ~ - i y ,  die reellen Collineationen der Fliiche in sieh als 
lineare Transformationen des x--~ iy auffassen, und man hat sonach 
eine rein projectivische ~Begriindung der I~epr~isentation einer complexen 
Ver~inderlichen auf d~r Kugel oder iiberhaupt auf einer nicht gerad- 
linigen reellen _t~l~iche zweiten Grades. Die endlichen Gruppen reeller 
Bewegungen~ welche im Falle einer solchen Fundamentalfiitche vor- 
handen sind~ decken sich geradezu mi~ den endliehen Gruppen linearer 
Transformationen~ die man im bin~ren Gebiete construiren kann. 

Es sei bier nun auch der Beziehung gedacht, welche zwischen 
dem in w 2. gelSsten Probleme und einer Fragestellang besteht~ zu 
welcher Sehwarz  in seiner oben genannten Abhandlung gef~ihrt wird, 
und die ihn eben zum Studium derjenigen Formen hin]eitet~ welehe 
dutch" die Eeken der regul~ren KSrper auf der Rie m an n'schen Kugel- 
fi~che vorges~ellt werden. Zu dem Zweeke sei es gestattet~ voriiber- 
gehend elnen neuen Ausdruek einzuftihren. Wenn man die Kugel 
dutch eine Ebene schneidet~ so giebt es eine Collineation des Raumes, 
welehe die Kugel in sich iiberfiihrt und den ganzen Schnittkreis mit 
der Ebene unge~ndert liisst. Sie besteht in einer perspectivischen Um- 
formung, welche als lest bleibende Ebene die gegebene and als Centrum 
der Perspee~ivit~t ihren Pol in Bezug auf die Kugel benutzt. Diese 
Transformation soll schlechthin als S piegelung an der gegebenen Ebene 
bezeichnet werden. Eine Spi~gelung ist keine Bewegung, sondern eine 
solche ergiebt sich erst dutch Zusammensetzung zweier Spiegelungen. 

*) :Nimmt man die Fundamental.fl'~tche tier Maa~sbestlmmung ima~n~r, so 
werden die so zusammengese~zten Gruppe~] l~uter reelle Bewegungen unter sich 
befassen k(innen. Den auf einer Kugelfiiiche befindlicher, n Eckeu eines regul~iren 
KSrpers entsprechend bekommt man hier ,,regal-~re" Systeme yon nr dutch den 
lhum vertheilten Punkt~n. 
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Die entsprechende Aenderung yon x-~- iy  is~ daher auch keine liueare 
Transformatioa~ sondern ergiebt sich, wenn man mit einer solchen 
gleichzeitig eine Vertauschung yon -~-i mit - - i  verbindet. 

Man kann nun iiberhaupt das Problem aufstetlen: atle end~ichen 
Gruppen yon Umh'nderunge~z anzugeben, die dutch Zusammensetzung 
verschiedener Spiegelungm~ entstehen k6nnen. Jede sotche Gruppe wiM 
anch eine end/iche Gruppe von'Bewegungen umfassen~ well zwei Spie- 
gelungen combinirt eine Bewegung ergeben. Dass abet die endtichen 
Gruppen yon Bewegungen, welche man so erh~lt, in der Thai alle 
solchen Gruploen erschSpfen, ist nicht yon voraeherein klar, sondern 
ergiebt sich ~ nur hinterher. Man wird das angeregte Problem zuniichst 
direct in einer Weise zu erledigen haben, welche den in w 2. ange- 
stellten Ueberlegungen sehr .ihnlich ist. Man zeigt, dass sich alle 
spiegelnden Ebenen, wenn e~was Eadliehes entstehen soll, in einem 
Punkte des Kugel-Iunern schneiden miissen, und dann welter, nachdem 
man diesen Punkt in den Kugelmittelpunkt verlegt hat, dass sie noth- 
wendig Symmetrieeb~nen eines regul~'ren Polygders sisal (sofera sie nich~ 
alle auf einer festen Ebene senkrecht stehen)*). Die Gruppen yon Be- 
wegungen, welche in den so aufgestelltea Gruppen yon Spiegelungen 
enthalten sind~ stimmen dann in der Tha~ mit den in w 2. aufgestell- 
ten iiberein. 

Es ist nun ein specieller Fall des bier eingefftihr~en neuen Pro- 
blems~ welcher bei S c h w a r z  vorliegL S c h w a r z  verlaugt --  ich be- 
diene reich dabei der eben eingeftihrten Terminologie ~ die Bedingung 
anzugeben, unter der die Spiegelung an nut drei verschiedenen Ebenen 
etwas Endliches liefera kann, und sein Nachweis dart' sich dementspre- 
chend darauf beschr~nken, dass der Sehnittpunkt der drei Ebenen im 
Kugel-Innern zu liegen hat, und die Ebenen: sofern man den S5hnitt- 
punkt in den Kugelmittelpuukt verlegt, Symmetrie-Ebenen eines regu- 
l~ren Poly~ders siud (wieder abgesehen yon den Fiillen, in denen die 
drei Ebenen auf einer vierten Ebene senkrecht stehen oder auch zwei 
der Ebenen auf der dritten). Die so erzielte Antwort umfasst also in 
der That dieselben F.~ll% die bei der allgemeineren Fragestellung und 
bei der in w 1, 2 vorliegenden auftreten. 

w  

Bin~re Formen mit linearen Transformationen in sich. 

Bin~re Formen, welche mehr als zwei verschiedene Wurzelpunkte 
besitzen, kSnnen nut dutch eine endliche Zahl linearer Transformationen 
in sieh iibergehen. Denn es giei~t nut eine endIiche Zaht yon Weisen, 
die Wurzelpunk~e einander zuzuordnen~ und dutch eine solche Zuord- 

*) Vergl. z. 13. E l l i h g  B. t to l s~  in tier Tidskrift for MathemaiEk~ 1875, 1~. 87. 
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nung ist~ unter der gemach~e~ Voraussetzung~ eine lineare Transfor- 
mation, fails ilberhaup~ eine existirt, vollst~nd~g bestimmt. Denn zur 
Kenntniss einer linearen Transformation reicht eg aus, zu wisgen, was 
bei .ihr aus drei irgendwie angenommenen Punkten wird. Sehen wit 
daher yon sotchen bini~ren Fol~aen ab, die nut einea oder nut zwei 
verschiedene Wurzetpunkte besitzen, so werdea _wlr.alle bingxen For- 
men mit linearen Transformationen in sich erhalten, indem wir eine 
Anzahl Wurzelpunl~te beliebig aunehmen trod auf sic die Transforma- 
tionen h~end einer der vorstehend bestimmten endlichen Gruppen an- 
wenden. Besonderes Interesse werden diejenigen Formen besitzen, 
welehe dutch Anwendtmg der bez. Transformationen aug einem einzel- 
hen Punkte entspringen. 

Unfer ihnen treten als die einfachgten zunitchs~ die attgemeinen 
cubisdte.n und biquadratischen Formen auL Wie die ]inearen Trans- 
formationen derselben in sich beschaffen sind, wie man in Fotge dessen 
die Lage der zu ihnen gehSr]gen Oovarianten ermitteln kann, ist 
theilg yon mir bei frtiherea Gelegenhei~en angegeben (vergl. z. B. diese 
Annalen Bd. IV, p. 352, dana das obcn genannte Programm), theitg 
yon tlxn. W e d e k i n d  neuerdings entwickelt worden. Es werde daher 
yon diesen ErSrterungen nut so viet wiederhol~, als zum Vers~ndniss 
des Fotgenden nothwendig ist. Es sei also vor atlen Dingea das be- 
reits in der Einleitung berfihr~e PHneip hervorgehoben, welches fiber 
die Lage der verschiedenen, hier aus der algebraischen Theorie be- 
kanntea, CovaHanten entscheidet: chess .~iimlid~ div Covarianten dutch 
diesetben linearen Transformationen in sict~ iibergehvr~ ~ni~sen~ wie die 
Gru~dform. 

Betraehten wir eiae bin~re cubisehe Form. Da man drei Pankte 
der Kagel in drei beliebige andere durch lineare Transformation iiber- 
fiihren kann, so denke man sich die drei Wurzeli)unkte der Form f 
als ~iq~fidistante Pnnkte e}nes gr'6ssten Kreises, der der Aequa~or heissen 
sell. Dana bestehen die 6 linearen Transformationen, welche f in sich 
fiberFfihren; aus Drehungen durch 120 Grad um die die beiden Pole 
verbindende Axe und aus Drehungen dutch 180 Grad um diejenigen 
drei Durchmesser, welche bez. je einen Wurzelpunkt yon f enthalten. 
Ertheitt man den Wurzelpunkten yon f die ,geogtuphische" Li~nge 

0 ~ 120 ~ 240 ~ 

so sind die sechs Punkt% welche aug einem beliebig aagenommenen 
eatstehea, dessen Brei~e a, dessen .L~nge ~ is~, dargesteltt durch: 

a, ~6, a, fl -~- I'20 ~ a ,  fl @ 240% 
- -  ,~, - - / ~ ,  - -  ,~, - -  ~ + 120% - -  , ~ ,  . -  ~ + '240% 

Za diesen Gruppea yon seehs Punk~en gehSrt dreifach z~hlend das 
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Paar der Pole, dassdbe stellt also die einzige :uadratische Covariantv, 
welche es giebt, die Covariante A vor ~). Andererseits finder sich unter 
ihnen doppeltz~hlend das Tripel der Halbiru~gspunkte der yon den 
Wurzelpunkten f auf dem Aequator bezeichneten S~recken; sie re'l~r~i- 
sentiren aus ana~ogen Gri~nden die Covariante Q. 

Um sich yon dem Formensysteme einer biquadratischen Form f 
Rechenschaft zu geben, erinnere man sich, dass die Covariante sechs- 
ten Grades T aus drei paarweise zu einander harmonischen Punkte- 
paaren besteht. Dieselbe kann daher repr~isentirt werden durch die- 
jenigen seehs Punkte, in denen die Kugel yon drei zu einander recht- 
winkligen Durchmesser n geschnitten wird. Die Lage der vier Wurzel- 
punkte yon f, wie iiberhaupt der vler Wt~rzelpunkte einer beliebigen 
Form aus der Schaar x f +  ~H,  ist dann am -einfaehsten anzugeben, 
indem man auf dieses Axenkreuz eine gewShnliehe Coordinatenbestim- 
mung griindet. Bedeuten x, y, z die Coordinaten eines der Wurzel- 
punkte yon x f +  ~H,  so sind 

x, -- y, - -  z~ 

- -  X ,  y ~  - -  Z ,  

die tibrigen; denn es sind je zwei solche Punkte zu einem Punkiepaare 
yon T harmonisch. Die drei linearen Transformationen ~ welch%, ab- 
gesehen yon der identischen Transformation, die kiquadratische Form 
in sich ~iberfiihren, und die dadurch geometrisch definir~ sind~ dass sie 
die Wurzelpunkte je paarweise vertauschen, sind sonach dargestellt durch 
gleichzeitigen Vorzeichenwechsel zweier Coordinaten**). 

Un~r den Quadrupeln u f +  ).H finden sieh, sofern man yon den- 
jenigen absieht, die doppeltziihlend durch ein Punktepaar yon T dar- 
gestellt sind~ noeh zweierlei~ die eine grSssere Zahl linearer Transfor- 
mationen in sleh gestatten: diejenigen drei~ welche ein harmonisehes, 
und die zwei~ welche ein iiquianharmonisches Doppelverh~ltniss be- 
sitzen. Im ersten Falle verschwindet eine der drei Coordinaten x~ y~ z 
und die anderen beiden werden ihrem absoluten Werthe nach gleieh; 
im zweiten FaIle sind alle Coordinaten his aufs Vorzeichen gleich zu 
setzen: die Wurzell~unkte der ~iquianharmonischen _Form bilden ein regu- 
Yires Tetragder. Das zweite zu demselben Axenkreuze gehSrige regu- 
l~ire Terra, tier repr~isentirt das zugehSrige H. 

*) Wegen dieser und ~hnlicher Bezeichnungen vergl, immer Clebseh, 
Theorie tier bin'~ren Formen. 

**) Vergl. die Arbeit des Hrn. Wedekind, sowie eine neuere Mi~theilung 
desselben (Erlanger Berichte Jail 1875), in tier er aus den Warzelpunkt, en yon f 
diejenigen yon //~ constrairt. 
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Es slnd mlt dlesen ErSrterungen zugleich diejenigen Formen be- 
sprochen~ die durch das re~l~ire Oktagder und den Wii~fel dargestellt 
werden. Das Okta~der repr~sentir~ eine Form sechs~en Grades yon der 
Ar~ der Covariante T einer biquadratischen Form. Die Zahl der Be- 
wegungen~ welche ein Okta~der mi~ sich zur Deckung bringen, be- 
triigt 24; die Gruppen yon 24 Punkten, welche dutch diese Bewegsngen 
aus einem einzelnen Punkte erzeugt werden, umfassen jedesmal sechs 
der sum Okta~der gehSrigen biquadrafischen Formea x f +  l H:  so|che 
sechs, welche gleiches Doppelverh~ltniss haben. Unter ihnen finder 
sich doppeltz~ihlend eine Gruppe yon 12 Punkten~ bestehend aus 
den drei harmonischen Quadrupeln ~ f  + I H,  und dreifach z'~h- 
lead eine Gruppe yon 8 Punkten, die aus den zwei ~luianharmoni - 
sehen Quadrupeln besteht and die Ecken des zugehSrigen Briirfels 
darstellt. 

Von regu]iiren KSrpern bleiben noch die belden z usammengehSri- 
gen: das 17zosagder und das .Pentagondodeka~der zu nennen. Die Zahl 
tier linearen Transformationen dieser Formen in sich betr~gt 60. Unter 
den Gruppen yon je 60 durch diese Transformationen zusammengeord- 
neten Punkten befinden sich die Eckpunkte des Ikosa~ders fiinfmal, 
die des Dodeks dreimal z~hlend. Es finder sich ferner noch eine 
doppeltz~hlende Gruppe yon 30 Punkten, mit tier dann aber die mehr- 
fach ziihlenden Gruppen erschSpft sind. Man erh'~lt diese Punkte folgen- 
dermassen. Die 15 Ebenen, welche man durch den Kugelmittelpunkt 
und bez. 4 sich paarweise gegeniiberliegende Ecken des Ikosa~ders hin- 
durchlegen kann, lassen sich in ffinf Tripel yon zu einander recht- 
winkligen zerlegen. Die 15 Durchschmttslinien tier Ebenen dieser 
Tripel schneiden die gemeinten 30 Punkte aus. 

Endlich sind noch solehe Punktsysteme zu erw~hnen, welehe aus 
einem einzelnen Punkte durch Wiederholung einer beliebigen Rotation 
dureh einen rationalen Theil yon 2 ~ hervorgehen. Sie entspreehen 
den Kreistheilungsgleichungen. Combinirt man mit dlesen Rotationen 
noch eine durch 180 Grad um eine gegen die ursprfingliche Rotations- 
axe senkrecht6, sie schneidende Linie, so entstehen Gruppen yon der 
doppelten Punktzahl. Ftihrt man, wie oben bet Betrachtung der cubi- 
schen Form; eine Bestimmung der Pankte dutch geograpbische Breite 
und L~nge aus~ so werden die Charaktere der Punkte: 

2 k ~  2 k ~ t  ' 

Die Untersuehung der Krelstheilungsgleiehungen~ wle derjenigen, die 
sich auf den letztangeftihrten Fall beziehen, kann genau nach den 
welter entwickelten Methoden erfolgen; wir Ffihren dieselbe aber welter- 
bin der~Kiirze wegen nicht aus. 

Malhematische A~nalen. :IX, 13 
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w  

Ein allgemoines Princip. Ersto Anwendung-auf 0kta~der und Ikosa~der. 

Es seien ]-[ ~ 0, W ~ -  0 die Glemhun~en zweier Punkt-Aggregate, 
welche aus zwei irgendwie angenommenen Punkten durch Anwendung 
der linearen Transformationen irgend einer der aufgez~hlten Gruppen 
hervorgehen: mit der Fes~etzung, class 17, bez. l-I" die geeignete Potenz 
der betr. Gleichung vorstell~, wenn der anf'~ngliche Punk~ zuf~llig so 
gew~iklt ist, dass er eine mehrfach ziihlende Gruppe erzeugt. Dann be- 
haupte ich, dass 

~1-1" + ~'l-r" = o ,  

nnter ~ einen Parameter verstanden, i&erhau~t alle .Punktsysteme da~.- 

stdlt, welche durch die herr. ~inearen Transformationen aus einem ein- 
zelnen Punkte hervorgehen. ~ Es werden sich niimtich IT und F[' bet 
Anwendung der linearen Transformationen allerdings um Faetoren iin- 
dern kSnnen, abet diese Factoren mfissen bet beiden dieselben seth. 
Es stellt also 

~I-I" + z'H' = 0 

jede~falls ein Punktsystem vor, welches durch die Transformation nicht 
gdindert wird. Aber es giebt nut einfach unendlich viele Punktsysteme 

der gemeinten Art, und fiber den Werth yon ~ ist gar nichts fest- 
7~ 

gesetz~; indem wit also dem Parameter alle Werthe ertheilen, erhalten 
wir alle Punktsysteme, die es tiberhaupt giebt. 

Eine Anzahl bekannter Eigensehaffen der aufgeziihlten Formen 
sind ein Ausfluss dieser Bemerkung. Ieh erinnere daran, class bet den 
bin~ren cubischen Formen zwischen f2, Qe und Aa eine lineare Relation 
besteht, dass bet den bin~iren biquadratischen sich alle zu demselben 
T gehSrigen Formen dutch x f +  ; tH darste]len lassen. Ist ferner 
etwa f ~  0 die Gleichung eines Okta~ders, H~---0 der zugehSrige 
Wfirfel~ T ~  0 die oben genannte Punklgruppe yon 12 Ptmkten~ so 
hat man eine homogene llneare Relation zwischen f4, H a  T ~. Und 
in der That finder sich gelegentlich der Untersuehung" einer solchen 
Form f due derartige l~elation bet C l ebsch  (Theorie der binKren For- 
men p. 450) angegeben. Andererseits letter S c h w a r z  dieselbe in 
seiner Arbei~ ab unter der besonderen Voraussetzung~ dass f in ether 
bestimmten kanonisehen Form gegeben set. S chwarz  notirt endlich 
auch die homogene lineare Relation, welehe zufolge des ausgesproche- 
?ten Princips zwischen f~, tta~ T 2 bestehen muss~ wean f =  0 ein 
Ikosa~xler vorstellt, / / ~  0 das zugehSrige Pentagondodeka~der, T ~ - 0  
die oben eingef'tihrte Gruppe yon 30 Punkten*). 

*) Die Methode, welche Schwarz dabei benutzt, ist, abgesehen yon der 
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Ich werde nut1 zun$chs~, unter Besehr'~nkung auf OZ:ta~der und 
Ikosagde% zeigen, wie dieser Satz soibrt gesta~tet, eine Uebersleh~ fiber 
die bei ihnen vorhandenen rationalen Covarianten zu erhalten. Die 
Beschr~inkung auf die genannten he, den Formen geschieh~ hier und ira 
Folgenden der Einfachheit wegen. Das Ikosa~der is~ es eigen~li.ch, 
welches das Haupgu~eresse auf sich z~eht; das Ok/a~der wird aber immer 
vorab untersueht, weft die bei ihm stattfindenden Verh~ltnisse beim 
lkosa~der als bekannt vorausgesetz~ werden mfissen. 

ZuvSrderst ist ers~ehtlieh, dass Okta~der und Ikosa~der nur  ei ne 
Invaria.nte besitzen. Da man namlich z. B. jedes Okta~der mi~ jedem 
anderen dutch lineare Transformation zur Deckung bringen kann, so 
haben nile absoluten Invarianten, die man aufstellen kSnnte, gegebene 
numerisehe Werthe,  and es driicken sich demnaeh alle denkbaren In- 
varianten mit Hiilfe numerischer, yon vornherein angebbarer, GrSssen 
(lurch Potenzen einer allein beizubehaltenden Invariante aus. 

Betrachten wit jetzt  eine beliebige, rationale Covariante. Dieselbe 
muss aus lauter Gruppen zusammengehSriger Punkte bestehen and also, 
ev. nach Erhebung in die richtige Potenz, als ein Aggregag yon Fac- 
toren x H - } - s  dars~ellbar sein, d. h. als eine homogene gauze 
Function yon ]7 and If'. Die Coefficienhen dieser Function kSnnen, 
wenn H u n d  Yf" diesetbe Dimension in den Coefficien~en der Grund- 
form besitzen~ wie vorausgese~z~ sein soIi, bei der ihnea begrffflieh zu- 
kommenden invarianten Bedeutung, nut  dureh numerische Factoren 
yon einer Potenz der einen, allein vorhandenen tnvariante versehieden 
seim Zieht man diese Potenz als gemeinsamen Factor vet, so besteht 
die Covariante im Uebrigen aus einera homogenen Aggregate yon 17 
und H'. Auf diese Weise erschliesst man: 

Alle rationalen ganzen Covarianten unserer Form d r ~ e ~  sich, ab- 
gesehen van einer etwa vort.retende~ Potenz der ei,~,n i~berhaupt vorhan- 
denen Invariante, ~'ational und ganz aus dutch diejenigen Formen~ welct~e 

Form, yon der im Texte genaunten nlcht so sehr verschiedem Man kaan sle 
folgendermassen aussprechen. Man setze 

~" ;-q[ 
Y---- ~----H" 

and bitde vermSge dieser 8ubstitugion das Gebieg der gegebenen Kugel auf da~ 
Gebiet der complexen Varlabetn y ab. Einem 8ys~eme yon Symmetriekreisbiigen, 
da~ aaf ~Ier Kugel vert~uft, ent~pricht dabei, wie man zeigen kaan, ein Kreis. 
Man hat dann ferner das ~/lgemeine Gesetz anzuwenden: dass nlimlieh eiae con- 
forme Abbildung, .die ein Stfick einer Kreisperipherie in ein ebensolehes fiberffihrt, 
immer die Eigenschaf~ besi~zt, symmetrisch zur ersteren gelegene Punkte in solche 
zu verwandeln, die fiir die zweite symmetriseh sin& Eine zweimalige Anwendung 
dieses Satzes ergieb~ den ira Texte aufgestellten Satz, insofera eiae zweimalige 
Uebertra~gung dureh Symmetrie (Spiegetung) eine lineare Transformation vors~etlt. 

13" 
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die unter den zugeh6rigen Punktsystemen enthaZtenen mehrfach z~ihle~den 
darstellen. .Die letzteren also bilden das volle System dvr Covarianten. 

Ich }~ebe ausdrficklleh den Unterschied hervor, der zwischen dieser 
Ueberlegung und den allgemeinen Methoden besteht, durch welche 
G o x d a n  gelehrt hat, fiir eine bin~re Form beliebigen Grades ein volles 
Formensystem aufzustellen. Bei G o r d a n  sind immer Formen mit all- 
gemeinen Coefficienten vorausgesetzt; hier handelt es sich wesentlich 
um specielle Formen. (Vergl. G o r d a n :  Ueber das Formensystem bi- 
nder  Formen. Leipzig 1875. Schlussbemerkung.) 

w  

Das Formensystem des 0kta~ders und des Ikosa~ders. 

Die allgemeine Methode,. welche weiterhin immer angewandt wer- 
den soll, ist nun die: A u f  Gru~d des im vorstehenden _Paragrapt~ 
angegebenen Princi$s werden wi t  gewisse ~elationen der Ar t  nach er- 
schZiessen und dann die in ihnen vortzommenden Zahlen:Coeffwienten 
dutch Ausrechnung an einer kanonischert Form bestimmen. 

Die kanonischen Formen, welche wir dabei ffir Okta~der und Ikosa- 
~der zu Grande legen, sind dieselben, die slch bei S c h w a r z  ange- 
geben finden: 

Okta~der: f ~ x l x  ~ (x~ ~ ~ x24), 

-lkosa~der: f ~ x l x  2 (x11~ ~ - 11 x~x~ ~ --  x21O), 

man verificirt sie leicht dutch Betrachtung der LagenverhKltnisse der 
Wurzelpunkte. 

Betraehten wir jetzt das Okta~der [" Setzen wit 

so lehrt die allgemeine Invariaatentheorie Bildungen zwei~en Grades 
i.n den Coefficienten aufstellen: 

a 4 ~ (ab) 6 ~-- A ,  ( b )  a~-b~-, (ab)2a~4b~ ~ H .  

Wir werden bier zun~ichst erschliessen, dass die zwe~ngeffihrte 
Bildung identisch verschwindet. Denn unter den zu einem Okta~der 
gehSrigen Gruppen zusammengeordneter Punkte finder sich keine mi$ 
nur vier verschiedenen Punkten. Anderemeits kann man dieses iden- 
tische Verschwinden als Charakterisirung der Okta~dergleichung auf- 
fassen. Jede Form sechsten Grades, welche isolirSe Wurzelptmkte be- 
sitzt (Gleichungen mi~ verschwindender Discriminan~e mSgen einen 
Augenblick ausgeschlossen sein), kann auf die Form transformirt wer- 
den: x l x ~ 4 ,  wo ~4 eine Function vierten Grades in xl, x e ist, in 
weleher xz4 und --x24 der Coefficient 1 beige|e~ werden kann. Wean 
man dann die vi~rte Ueberschiebung (ab)4a:~b~ 2 wirklich berechnet 
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und ihr identisches u verlangt, so zeigt sich, dass man 
eben die fiir das Okta~der angegebene kanonlsehe Form erh~lt: 

.Eine Gleichung sechsten Grades f = 0 mit  nicht verschwinde~wTer 
Discriminante soZZ eine Oktagdergleichung heissen, wenn die vierte Ueber- 
schiebung yon f mit sich selbst verschwinc2et. 

Fragen wir welter, was H bedeutet. H kann nicht identisch ver- 
sehwinden (sonst wtirden, nach einem bekannten Satze, nile Wurzel- 
punkte von f coincidiren). Da aber unter den Gruppen zusammen- 
gehSriger Punkte, wie sie beim Okta~der auftreten, nur eine aus blos 
acht Punkten besteht: diejenige~ welche durch die Ecken des zuge- 
hSrigen Wiir~Is dargestellt wird, so ist H ~  0 die Gleichung dieses 
W i i r f  els. 

Dieselbe Schlusswelse zeig~, dass die Functionaldeterminante T yon 
f und I t ,  eine F o r m  yore 12 t~ Grade,  gleieh _Null gesetzt, das _Product 
der drei zu f ~ 0 geh~rigen harmonisc]w~ Quadrupel vorstellt. 

Es fra~-~4 sich jetzt, ob die Invariante A verschwindet. Diese Frage 
beantwortet sich verneinend durch Ausrechnung an der kanoniseherl 
Form*). Es giebt also eine Invariante zweiten Grades in den Coeff~- 
cienten A ~---(ab) 6. Eine solche wird abet gerade verlangt, tan die 
lineare Relation, welche nach den obigen ErSrfierungen zwischen f'~, 
H a, T"- stattzufinden hat, auch in den Coefficienten homogen herzu- 
stellen. Die bereits erwiihnte, bei Clebsch  angegebene Relation ist 
in der Thai diese: 

A f* ill. ~ T~ 36 +'~ + =o 

Auf Grund der Bemerkungen des vorigen Paragraphen kana man 
jetzt behaupten, dass f ,  t t ,  T ,  A das voile _~brmensystem vou f aus- 
machen. Es ist nar noch zu zeigen, dass nicht A, ev. his auf einen 
numerischen Factor, das volle Quadrat eines rationalen Ausdrucks 
ersten Grades in den Coefficienten ist. Man tiberzeu~o~ sich yon der 
UnmSgliehkeit, A so darzustellen, an einem Beispiel% indem man etwa 
f in der Form 

x, x~ (Zxl ~ + ~x?)  
vorausse~t. 

*) Ffir f-~-x~xe(xla--x24) == azG ergiebt sich: 
A - ~  ( a b )  G ~ ~-, 
.H ~ ( a b ) ~ a z+ b z ~ ~ --  -~ ~ ( :c l ~ 2v 14:x14x2 +' -[- x 2~ ) , 

T = [ f ,  H ]  ~ - -  ~ (x~ ~2 - - . 3 3  xl~x~ 4 - :  3'3 x l  ~ x2 ~ + x2'2) .  

Diese Ausdrficke befriedigen in der That die weiter im Texte angegebcne Relation: 

A f  ~ T2 , 
~6 -]- �89 ~ 3  -t- = o  
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Da die Discriminante der Okta~dergleichung nicht identisch ver- 
schwindet, andererseits yore Grade 10 in den Coefficienten sein muss, 
so ist sie bis auf einen Zahlenfactor ~ A 5. Verschwiadet also l ,  so 
riicken zwei Wurzelpunkte des Okta~ders zusammen, und es ist dann, 
bei den zwischen den Wurzeln herrschenden DoppelverhiHtniss-Relatio- 
nen, leicht zu schliessen, dass fiberbaupt ffinf Wurzelpunkte zusammen- 
rfieken, wiihrend der sechste irgendwo abgetrennt liegt. Eine noch 
speciellere Form erhalten wit, wenn wir auch noch das identische Ver- 
schwinden yon t t  verlangen: indem dann alle Wurzelpunkte yon f 
zusammenriicken, wird f die sechste Potenz eines linearen Ausdrucks. 

Betrachten wir ferner das Ikosa~der: 
/ ' ~  axl2. 

Man iiberzeug'~ sich durch ganz .~hnliche Schlfisse, wie soeben beim 
Okta~der, dass yon den Ueberschiebungen yon f fiber sich selbst~ jeden- 
falls diese: 

(ab)4a~Sb~ s , (a.b)Sa~4b~ 4, ( a b ) ' ~  

identisch verschwinden. Dureh directe Ausrechnung finder man in 
Anlehnung an die oben aufgefiihrte kanonische Form umgekehrt: 

~ine ~'orm zwSlften Grades" mit nieht verschwindender l)iserimi- 
nante stellt, gleieh .u geselzt, ein J~osa~:der vor, wenn ihre vierte 
Ueberschiebung mit sich selbst verschwindet. 

Dagegea darf die Hesse'sche Form 

H ~  (ab)2a.~l~b~ :~ 

nicht identlsch verschwinden, well sonst f e i n  zwSlfte Potenz w';ire; 
sie rewffsentirt daher das bereits mit demselben Buchstaben bezeichnete 
Pentagondodeka~der. Aus -:ihnlichen Griinden iblgt: dass die yon uns 
mit T bezeichnete Covariante vom 3(f ~ Grade die ~'unctionahleterminante 
yon fund H re2r6sentirt. 

Aber untersuchen wir ferner die noch bleibenden Ueberschiebungen 
yon f fiber sich selbst: 

(ab) 1~ (ab)~a~6b~ ~ . 

Die erstere ist eine Invariante, die wiederum als A bezeichne~ werden 
soll. Dass sie nicht versehwindet, ergiebt s.ich durch ,Ausrechnung an 
tier kanonischen Form. Aber aueh die zweite Bildung --  sie mug 17 
heissen ~ verschwindet,-zufolge Ausrechnung, nicht identlsch. Sie 
kann daher, als vom 12 re~ Grade~ yon f selbst nur mn einen Factor 
verschieden sein: 

n = ~ f .  
Dieses /3 ist sonach definirt aZs eine rationaYe Invarianle ersten Grades 
in den Coefficienten yon f; sie muss, his auf einen numerischen Factor, 
g te ich/ /A sein. Aber es fragt sich, ob man B als eine ganze, rationale 
Function der Coefficienten yon f darstellen kann. Dies zeigt sich an 
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einem Beispiele als uumSglich. Man denke niimlieh f zun~chst in der 
oben gegebenen kanonischen Form und substituire dann 

Fiir die neue Form wird .B bis auf einen Zahlenfactor gleieh der 
sechsten Potenz der Substitutionsde~erminante, also gleich (a, fl~ -- a.,fl,) 6 
sein miisseu; aber es zeig~ sich unmSglich, diesen Ausdruck aus den 
Coefficientea des neuen f linear zusammenzuse~zen. 

Das Vorhande~asein einer in den Coefficienten rationalen Invariante 
vom ersien Grad wlrd auch dutch die lineare Relation verlangt, welehe 
nach dem Friiheren zwischen f~, H '~, T ~- stat~finden soll. Denn wiih- 
rend H a und T -~ vom sechs/en Grade in den Coefficienten yon f sind, 
hat f'~ nur den ftinften Grad und man muss ihm also die Invariante 

als Factor zusetzen. 

Man hat eine Relation 
�9 Bf ~ + ZH~ + ~T ~- - -  O, 

wo ~, l ,  ,a numerische Constanten sind*). 

*) Fiir die oben angegebene kanouische Form 

f =  x ,  U x  a + 11 x ,~x@ - -  x2x~ ' l  
findet sich: 

25 5 
A = ~ ,  n =  - s-i-' 

ferner:  
122. H = - -  (xl~~ - x22~ "}- 228 (x , '~x~ ~ - -  x ,~ x2 '~) - -  4~.~X, '~ '~ 

12 " T -~- (Xl 3~ ~- X~ ~ -~- 522 (Xl'~X2 ~ - -  Xl~X2 ~'~) ~ 10005 (XI~0X2 t~ 2 V Xit~176 

und also 
7 . 1 2 ~ - J ~  �9 f 5 ~ - 5 .  1 2 4 - H s - ~ 5 . T 2 ~ 0 .  

VermSge der so geschriebenen Relation ist man in der Lage,  die yon S c h w a r z  
I. c. angedeutete  algebraische ICeducirbarkeit des Integrals  

f (xdx) 
Y7 

auf ein elliptisches In~egraI folgendermassen durchzuffihrea. Man seize: 

So ist 
(z~z) = ~ .  B k. f~. T 

v.nd ~lso unser Integral  

/ V'~- (zdz) 
= ~ -  / _ _  720Z aZ., + 7 h ,  
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Andererseits ergieb~ sieh: 
_Das voile ~ormensystem yon f besteht aus f,  l-r, 1t, T und A. 

Zwischen seinen _Formen besteht neben der vorstehenden ]~elation noch 
diese (in weleher der Wett~ des aumerischen Coeffieienten der kano- 
nischen Form entnommen ist): 

84 ]7 ~ ~-- A f2. 

Die Unfersuchung specieller Formen des Ikosa~ders hat folgende 
Resultate. Die Discriminante ist proportional zu A".  Verschwindet 
A~ so fallen also Wurzelpunkte yon f zusammen, und zwar fallen gleich 
11 Wurzelpunkte zusammen, w~hrend der zw51fte noch beliebig bleibt. 
Auch er vereinigt sich mit den elf iibrigen~ sobald H identisch ver- 
schwindet. 

Es mag zum Sehlusse noeh darauf aufmerksam gemaeht werden~ 
dass die drei Formen f, H ,  T~ welche nach dem Vorstehenden fiir 
Okta~der und Ikosa~der eine so wichtige Rolle spielen, auch bei der 
allgemeinen Vertheilung der Covarianten einer beliebigen bini~ren Form, 
wie sie G o r d a n  in seiner neuesten Schrifg gegeben hat (Ueber das 
Formensystem bin~rer Formen~ Leipzig 1875), eine zusammengehSrige 
Gruppe bilden; sie constituiren~ nach der dort angewandten Bezeich- 
hung, das System A z yon f 

w  

Irrationale Covarianten des 0kta~iters. Die Aufliisung der 
0kta~dorgleiehung. 

Dieselben Prineipien, Welche im vorstehenden Paragraphen zur 
Untersuchung der rationalen Covarianten yon Okta~der und Ikosa~aer 
verwandt wurden, ergeben eine Menge yon Relationen ftir irrationale 
Covarianten derselben. u diesen Beziehungen sollen bier einige 
wenige entwickelt werden, we[che fiir die AuflSsung der Okta~der- 
und /kosa~dergleichung yon Bedeutung sind. Wenn die AuflSsung der 
Okta~dergleichung, die sich algebraisch gestaltet, aueh schon bekannt 
ist*), so mag sie hier des Zusammenhangs und der sp~teren Benutzung 
wegen doeh dargestellt werden. 

Besehriinken wit uns zun~chst auf die Betrachtung des Okta~ders, 
well sich bei ibm eine Reihe der aueh beim Ikosa~der vorhandenen 
Beziehungen elnfacher darstellen ]~isst. Ich behaupte: Jede •cke des 
Okta~ders driict~ sich rational dutch die gegeniiberstehende aus. 

*) VergL .Clebsch und Gordan, Annali di Matematica Serie 2, t. I, und 
Clebsch, 8ia~e Formen, p. 451. 
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Sei n':iznlich, um diese Darstellung nur auf eine Weise zu ent- 
wickeln*), ~ r s ~  0 der zum Okta~der gehSrige Wiirfel, x eine Okta- 
~derecke~ so is~ 

H:H  ---- o 

die Gleichung der gegeniiberstehenden Ecke. Der Beweis ist einfach 
dieser: Die hingeschriebene Polare ist simultane Covariante des Olda- 
~ders und des Punktes x. Das System der letzterenj und also auch 
jede Covariante derselben, geht aber dureh vier ]ineare Transformatio- 
nen in sleh fiber~ entsprechend Drehungen durch 90 Grad um die Yer- 
bindungsgerade der Ecke x mit der gegeniiberliegenden. Der dureh 
die hingesehriebene Polare repr.~entirte Punk~ kann daher nur ent- 
weder mlt x selbst oder. mi~ der gegeniiberliegenden Ecke eolneidiren, 
und die erstere dieser beiden MSglichkeiten ist zu verwerfen, weft dann 
x der Gleichung H = 0 geniigen wfirde. 

Auf Grund dieser Darstellung wird man schliessen, dass die Sisal- 
tung des O~-ta~'ders in die drei _Paare gege~diberliegender Ecken yon ether 
rationalen Gl~ichung dritten Grades abh6ngt. Eine solche kann man 
in folgender Weise aufstellen. 

Es set cp eins der Punktepaare, f das Aggregat der tibrigen vler q~ 
Wurzelpunkte yon f. Beide Formen gehen durch 8 yon den 24 linea- 
tea  Transformationen, welche f mit sich zur Deckung bringen, in sich 
fiber. Dabei vertauschen sich**) die 8 Ecken des Wiirfels H unter 
einander. Man wird also, da unter den Gruppen zusammengehSriger 

8 Punkle (p viermal, f zweimal zi~hlt~ t l  in der Form darste~len k6nnen: q~ 

Betmehtet man bier 9:  als Unbekannte, so ist dies eine Gleichung dritten 
Grades der gesuchten Art. Dieselbe enthi~lt~ wie alle weiterhin aufzu- 
stellenden Resolventen~ noch die Ver~nderlichen xl~ x 2 als willkiihrliche 

*) Genau geradeso beweist man, dass 

B /  = o, H 2  ---- o 

dieselbe Ecke bez. zweimal und dreimal zi~hlend vorstellcn; Analoges leisten die 
Polaren 

r toT/=o, r 2 r / = o  
tier Covariante T ~  T~ l~. Andererseits repr:,isentiren, filr f ~  ax6 , die Polaren: 

ax*ay'.~O, ax'~ay'=O, ax~ay*-.~O , 

unter x eine Okta~derecke verstanden, das Product dieser Ecke in die einmal, 
zweimal, dreimal gezfi3~l~e gegenfiberliegende. 

**) Man verifieirt solche Angaben immer so fort an einem Modell. 
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Parameter. Ertheilt man ihnen feste Werthe, so eri~s man (lurch 
Aufl5sung der Gleichung den numerischen Werth,  welehen q~e dem- 
entsprechend erhiilt. Will man r als Function der x kennen, so hat 
man dieselbe Berechnung flit zwei weitere Werthepaare durchzuffihren, 
die ma~a~ um neue Irrationalitiiten zu vermeiden; dem urspriinglichen 
benachbart w~hlen kann. 

Zur wirklichen Herstellung der cubischen Gleichung gehen wir 
auf die kanonlsche Form zuriick: 

f = x, x., (x, 1 - x r  

Eins der Punkfepaare ep ist dann: 

r ~ 2 x~x~ 

wo der absolute Werth so genommen is G (lass die Determinante wm 
cp gleich -- 1. Dann folgt aus dem oben angegebenen Werthe yon H:  

1 .cp4 2 ( f ) 2  

und setzt man jetzt etwa 
ep ~ 

so kommt die Gleiehung- 
H p ~ + l s  fT-~.p  + 4 = o. 

Von ihr gehen wir sofort zu derjenigen fiber, die f~ir ein beliebiges 
Coordinatensystem gilt; in dem wir dureh Einffihren der Invariante A 
aes Okta~ders, die ffir die kanonisehe Form den Werth �89 hat,  und 
der Determinante ZX der quadratisehen Form ~,  f '~  welehe wir zu- 
n~chst den Werth - -  1 annahroen, homogen machen. So erhiilt man: 

Bedvutet 9~ die dutch ein .Paar gegeni~berstehender Ecken des Okta- 
gders vorgestel2te quadratische l~orm, A deren Determina~#e, und setzt 
man: 

~/ ~_ ~, 
P ' ~ - - - V  f2 " -d - '  

so "hat man: 

1~ ~ q- 18 1t "1) -ff 4 ~ O. 
~/3Af~ 

Aus dieser Gleiehung rmde~ man, indem man noch zur Vereiufaehtmg 
dos Resultats yon der zwischen f ,  / / ,  T bestehenden Relation Gebrauch 
macht: 

1 / l  ~------t~ ~ ~ S •  p ~  j ,  2 f 2 1 / - - A + 6 T  
f21/:--2~ + r " ~ ' 
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ein Resultat, welches mi~ dem bei C feb s ch  p. 451 auf anderem Wege 
abgelei~eten fibereinstlmmk 

w  

hnaloge Untersuchungen beim Ikosa~der*). 

Wie beim Okta~der wird man aueh beim ]kosa~der jede Ecke 
rational dutch die gegeniiberl[egende darstellen kSnnen nnd also 
schliessen, dass die Zerspaltung des Ikosa~ders f in die sechs Paare 
gegeniiberstehender Punkte yon einer Gteichung sechsten Grades ab- 
h~ngt. Sei ep ein solehes Paar.  Unter den 60 Bewegungen, welche 
f mit  sich zur Deckang bringen, finden sich 10, welche ~ ungeii~dert 

lassen. Dieselben vertauschen die 10 Punkte --f alle unter einander. 

Andererseits vertheilen sich mit Bezug auf sie die 20 Punkte yon H 
in zwei Gruppen yon je 10. Man wird also H als Product zweier 

Factoren darstellen kSnnen, die aus ~ und f -  linear zusammengesetzt (p 

sind, d. h. man wird setzen kSnnen: 

H 

Betrachtet man bier cp 2 als Unbekannte,  so hat man eine Gleichung 
sechsten Grades der geforderten Beschaffenheit. 

Zur fertigen Herstellung derselben gehen wit zu der kanonisehen 
Form zurfick: 

f --~ x t x  2 (xt t~ + 11 x l ~ x :  5 - -  x+_l~ 

Eins der Paare 9~, mit der Dete~miaante - -  1 genommmen,  ist daJm 
e~wa 

9 = 2 x t x  2. 

Sodann entnimmt man dem oben angegebenen Werthe yon H :  

5 ~ . eplo 5 ~ . q)+ 4/.2 
12 -+ - H ~ - -  - -  -~o- + -~: " f ~ , 

und setzt man jetzt:  

so kommt:  
z6 + 10x3 _ _ _ _  

5 cp 2 

12~H 
Yi: 

Um zu einem beliebigen Coordinatensysteme iiberzugehen, hat man 
die Determinante A yon ~ ,  die gleich - - 1  genommen wurd% und 

5 
die Invariante /~ yon f ,  welche fiir die kanonische Form gleich - 84 

ist, einzuffihren. 

*) Yergl. Erlanger Berichte. Juli 1875. 
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Man setze also: 
5 w3//84 .B cp 2 

~ -  4 5 f 
so kommt : 

7~o H 
3 . . . .  ~ 6 + 1 0 ~ +  V~loo~f~ ~ + 5  0, 

wdehes die gesuchte G~chung ist. 

Man kann aber ferner beim'Ikosa~der eine ~esolvente fiinften Gra- 
des aufstellen, welche aus folgendem geometrischem Probleme erw'~chst: 
die 30 Eeken der Covariante T vertheilen sich~ wie wiederhol~ hervor- 
gehoben~ auf ffinf regufl~re 0kta~der; man soil diese 0kta~der trennen. 

Sei te ins  derselbea. Dasselbe geht durch 12 der 60 Bewegangen, 
welche alas Ikosa~der f m i t  sich zur Deckung bringen, in sich fiber�9 
Bei diesen 12 Bewegungen vertauszhen sich die Ecken yon f u n t e r  

T einander. Andererseits spalten sich die 24 Punkte T in zwei Gruppen 

yon je 12 zusammengehSrigen. Man wird also setzen kSnnen: 

T t 4 ;t t: f -}- T ~ ~ -}- t~f  "~' 

und dies is~, wenn man t als Unbekannte betrachtet, eine Gleichung 
ffinften Grades der verlangten Art. 

Die Ausrechnung gestaltet sich mit Hfilfe der kanonischen Form 
folgendermassen. Man finder (vergl. den folgenden w dass eins der 
Okta~der t gleich gesetzt werden kann: 

t ~ (xl~ "k x~ 2) (x~ 4 + 2xl3x~ : 6 x f ' x ~ - -  2 xlx23+x~4). 

Die zugeh5rige Invariante A (die Run als a bezeichnet sein soll) hat 
20 den W e r t h - ~ .  Man finder dana 

1-2 T ~ t4 __ 10 t2 f  -}- 45 f2, 
t 

und setzt man jetzt 

so kommt: 

t 
P ~ -  1 /T '  

p5 _ 10io3 _j_ 45p ~-- r~ T 
V-f~ 

Indem man jetzt zu ullgemeiner Coordinatenbestimmtmg iibergeht, 
hat man folgeades Resultat: 

S e i t  eins der f i inf  OMxtiider, a die zugehYrige Invariante, so setze 
m a ~ t  : 

1/ p - ~  4 - - - a y  " t -  
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Dann besteht die Gleichung: 
30 T p~ - -  10~ a -~- 45 p 

w  

Die irrationalen Covarian~n des Ikosa~ders in kanonischer Form. 

Des weiteren Vergleichs wegen sollen hier die vorstehend benutzten 
verschiedenen irrationalea Covarian~en des Ikosa~ders, ffir die kanonische 
Form berechnet, zusammengestellt werden. 

Die 12 Wurzeln der Gleichung f--~ O, ffir 

f ~--- x~'lx~ -~- 11 xL6x~ 6 -- x, xo", 

erha|ten die folgenden Coordinafen: 

1 
x2 

wo 

e = e ~  -I+V~ 

Hieraus beil~iufig das Resulta~: Die Doppelverhiiltnisse~ welche man 
aus den Ecken des Ikosa~ders bilden kann,  sind rationale Functionen 
yon e. Man kann auch sagen: nach Adjunction yon ~ drticken sich 
die 12 Wurzeln einer Ikosa~dergleichung durch drei beliebjge derselben 
rational aus. 

Die 6 _Punktepaare ~p~ welche en~stehen, indem man die gegen- 
/iberliegenden Ecken des Ikosa~ders zusammenfasst, sollen als (p| q~0, 
r " " �9 (P4 bezeiehnet sein; ~ umfasse die Wurzeln 0, ~ ~v~ die bei- 

~ .  Wir wiihlen die q~ mit fibrigens willkiihr[ichem den a e~, - -  a 

Vorzeichen so, dass die zugehSrige Determinante gleieh - -  1. Dann 
kommt: 

~p~ ~- 2 x, x~, 

2 

Um ferner die Oktagder t zu bereehnen, seien ~P~ Z irgend zwei 
der cp. Dann stellen, behaupte ich, 

~P -[- Z ---~ 0, ~b - -  g ~ 0, [~P, Z] ~- 0 (Functionaldeterminante) 

drei Punktepaare yon T dar,  die zusammen ein t bilden. Fiir jedes t 
erlZ41~ man so drei Darstellungen. 

Die beiden Punktepaare ~p ~_ Z ~ 0 werden niimlieh offenbar yon 
den beiden Halbirungslinien der Winkel ausgeschnitten (auf der Kugel), 
welche die Axen der ~p und ~ mit einander bilden. Denn sie gehSren 
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erstens mit ~p und % zu derselben Involution und gehen zweitens durch 
diejenigen linearen TransformafJonen in sigh fiber, welche ~p und % 
mi~ einander vertauschen. - -  Die Functionaldeterminante [~p, %] da- 
gegen stetlt diejenige Form dar, welche gleichzei~ig zu ~b und % har- 
monisch ist und also ausgeschnitten wird yon dem gemeinsamen Per- 
pendikel der Axen yon ~p und %. 

Nennt man also die 50k ta~der  in vers~'~dlicher t~eihenfolge to,  

t ~ . . .  t~, so ist t, his auf einen Factor gteich 

(~  + ~) (~ - -  ~,) [~ ,  ~,]. 
Den Factor w~ihlen wir~ in Uebereinstimmung mit dem vorangehenden 

20 Paragraphen so, dass die zugehSrige Invariante a~ g l e i e h - ~ - w i r d .  

Man finder ihn (bei willkfihrlich gew~ihltem Vorzeichen) ~ - ,  also 
v~ 

t~ = - y  ( ~  + ~,) (~ - -  ~) [~ ,  ~] 

.=  ~ "  (x l  6 - -  2 x I x~") A- ~ - ~  (x2 6 "4- 2 x ~ x ~ )  

~* . 5 xt~ x.~ ~ - -  ~ -  ~. . 5 X ~  X2r 

womit zugieich der oben fiir t o benutzte Werth verificirt ist*). 
Man kann auch schreiben: 

t~ - - ~  " - -  s (~-~ + my) (m,+,  + m,,- , )  ( m , + ~ +  m,-~) 

= s - ( m ~ - -  m,) ( m , + , -  m , - , )  (m,+~ - m,-~)  

= ( ~  - ~,~)~ (~+,-- ~ , - a  (~ ,+~  - ~L, . , )  ~- 

In Folge dessen hat man zwischen der entsprechenden Wurzel p,  der 
20 

Gleichung fiinften Grades (a ~ - -g - ) :  

_ # ' -  ~1_ ~ 
p ,  ~--- 2 f 5 f . t ,  

und den seehs Wurzeln z~,, g o " "  z~, der Gleiehung sechsten Grades 
(~ = _ ~ ) :  

*) Der Vollst~adigkei~ wegen sel noch erwEhnt, dass die Punktepaare des 
zugehSrigen Pentagondodeka~ders dargestellt sind durch: 

__~xt ~ 3+___V~ xl$~-- ~+~.~2 ~, 
2 

und d~s dteselben proportion~ dad zu den ffinften Ueberschiebungen zweier 
Okta~der t. (Das Letzfere schliesst man wieder aus dem Umstande, dass es 3 
Bewegungea giebt% welche gleiehzeit~g zwei Oktu~der t and ein Punktepaar des 
Pentagoiadodeka~dem in sich fiberfiihren.) 
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~ = u  - - f  
folgende B'eziehung : 

1 (=~ - -  ~,)~ ( r , + l  - z ~ - d  �89 ( =~+ ~- -  ~,-,2) ~. 

w ~o. 

Beziehungen zu anderweitigen Unt~rsuchungen. 

Die I~esolventen sechsten und ffinften Grades, sowie insbesondere 
die Formeln des letzten Paragraphen sfimmen, wie berei~ in der Ein- 
leitung gesagt~ genau fiberein mit Formeln, welche bei Untersuchungen 
fiber die LSsung der allgemeinen Gleichung ffinftea Grades yon B r i -  
osch i ,  H e r m i t e  uad K r o n e c k e r  gegeben worden sind. Es sei 
wegen derselben insbesondere auf den Aufsatz yon J o u b e r t :  Sur 
l'gquation du sixi~me degrg (Comptes Rendus 1867, I, p. 1237--1240) 
verwiesen, insofern dort einige Unexactheiten, welche in Br i o s chi 's  
bez. Formeln vorkommen, verbesser~ siad. Neu ist nur die Bedeutung, 
unter der hier diese Formeln auftreten, und die damit zusammen- 
h.~ngende geometrische Herleitung derselben. Andererseits entnimmt 
man den genannten Unfersuchungen, dass die Gleichung sechsten Gra- 
des, welche die Pu~lktepaare des Ikosa~ders trennt~ und also die Ikosa- 
~dergleichung selbst, durch ellip~ische Functioueu gelSst werden kann, 
was bier indess nieht welter verfolg~ werden soll. - -  

Zum Sehlusse werde auch noeh die Galois 'sche Gruppe der 
IkosaSdergleiehung bestimmt. Den llnearen Transformationen entspre- 
chend, welche die Gleiehung in sich fiberffihren, sind jedesmal 60 der 
Doppelverhiiltnisse, welche man aus ihren Wurzeln bilden kann, ein- 
ander gleich, die Differenzen dieser Doppelverhi~Itnisse also Null und 
somit rational bekannt. Diese DoppelverhEltnissgleichheiten bleiben, 
wie eine n~ihere Ueberlegung zeig~ bei folgeaden und nut bei folgen- 
den Vertauschangen tier Wurzeln tmge~ndert: 

1. Bei denjenigen (60) Vertauschungen, welche einer linearen 
Transformation des Ikosa~ders in sich entsprechen, und 

2. bei denjenigen Vertauschungen, welehe aus eiaer solchen 
linearen Transformation hervorgehen~ indem man fiber- 
dies jede Wurzel durch die gegenfiberliegende ersetzt. 

Die Galois 'sehe Gruppe umfass~ also 120 Subs~itutionen. Sie 
kann auf 60 Substitutionen eingeschr~nk~ werden~ wenn man den nu- 
merischen Werth des Doppelverh~iltnlsses yon vier Wurzeln, die nicht 
in einer Ebene liegen, adjungir~. Denn ein solches Doppelverh~ltniss 
stellt~ eine complexe GrSsse vor, welche bei den Operationen 2. in 
die r GrSsse fibergeht. AUe" diese DoppelverhMtnisse abet 
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stellen sieh nach einer im vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung 
als rationale Funcfionen einer fiinften ~Einheitswurzel ~ dar, und also 
ist die Adjunctio~ yon ~ nSthig unrZ hbzreichend, um die Gruppe auf 
60 Substitutionen zu reduciren. 

Um die Struc~r der so redueirten Gruppe zu charakterisiren~ ge- 
niigt es, darauf hinzuweisen~ dass sich bei den 60 Bewegungen, welche 
das Ikosa'dder mi~ sich zur Deckung bringen, die fiinf Okta~der t mater 
einander vertauschen. Es entsprechen die Substitutionen der Gruppe 
demnach den Vertausehungen yon fiinf Elementen, welche deren Dif- 
ferenzenproduct unge~inder~ lassen. 

Miinchen,  im Jani 1875. 


