Ueber binire Formen mit linearen Transformationen in
sich selbst.

Voo Ferix Krem in Minchen,

Die nachstehenden Untersuchungen sind aus dem Streben hervor-
gegangen, die geometrische Interpretation von z + iy auf der Kugel-
fliche fiir die Theorie der biniren Formen zu verwerthen. In dieser
Absicht machte ich bereits bei einer fritheren Gelegenheit*®) auf die
enge Beziehung aufmerksam, welche zwischen der gemeinten Interpre-
tation und der projeetivischen Maassgeometrie besteht, welche man auf
die Kogel (wie auf jede Fliche zweiten (rades) griindefi kann. Einer
linearen Transformation von z -}- iy entspricht geradezu, im Sinne
dieser Maassgeometrie, eine reelle Bewegung des Raumes, wie auch
umgekehrt, so dass jede Construction auf der Kugelfliche, welche fiir
die Invariantentheorie von z - ¢y Bedeutung hat, sofort maassgeome-
trische Verwerthung findet, und umgekehrt jedes maassgeometrische
Theorem einen Beitrag fiir die Invariantentheorie liefert. Ich habe
bereits damals angegeben, welch anschanliche Interpretation man auf
Grund solcher Betrachtungen fiir das Formensystem einer biniren cubi-
schen und biquadratischen Form entwickeln kann; spiiter®*) verdffent-
lichte ich eine auf diesen Principien beruhende Uebertragung des
Pascal’schen Satzes auf den Raum. Es hat dann Hr. Wedekiyd
diese Untersuchungen nach verschiedenen Richtungen in seiner Inaugu-
raldisserfation ¥**) weiter gefithrt (vergl. den weiterhin folgenden Aus-
zug). KEs sel auf diese Arbeit namentlich auch mit Riicksicht anf den
erforderlichen Literasturnachweis, der hier zu weit fithren wiirde (Unter-
suchungen von M&bius, Beltrami u. A)), verwiesen.

Die specielle Aunfgabe, welche ich weiterhin in Angriff nahm,
kniipfte an den Umstand an, dass bel gewshnlicher Maasshestimmung

*) Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen.
Erlangen 1872. Programmschrift,
*%) Sitzungsberichte der Erlanger phys.-med. Gesellschaft, Nov. 1873,
*+%) Erlangen 1874,
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ein lange erledigtes Problem ist: alle endlichen Gruppen von Bewegungen
zu construiren. Es schien moglhich, fiir allgemeine projectivische Maass-
bestimmung dasselbe Pfoblem zu losen und damit also, was fiir alge-
braische Untersuchungen von Wichtigkeit sein muss, alle endlichen
Gruppen linearer Transformationen eines complexen Argumentes x 4 iy
zu gewinnen. Es hingt diese Bestimmung auf das Genaueste mit der
Theorie der reguliren Korper zusammen, wie noch weiter unten ge-
zeigt werden soll. —— Auf diese Weise gelang es, alle biniiren Formen
zu construiren, welche lineare Transformationen in sich besitzen. Un-
ter ihnen ist es eine vom zwdlften Grade, vorgestellt durch die Ecken
eines reguliren Ikosaéder’s, die im Folgenden besonders untersucht wer-
den soll. Ich entwickele an ihr, als einem Beispiel, wie man die ganze
Theorie dieser Formen, von der Kenntnlss der linearen Transformatio-
nen ausgehend, welche dieselben ungeindert lassen, okne alle compli-
cirte Rechnung, vur mit den Begriffen der Invarianienthecrie operi-
rend, ableiten kanmn. Die dabel verwandte Schlussweise hat grosse
Achnlichkeit mit derjenigen, welche Lie und ich in einer gemeinsamen
Arbeit (Math. Annalen Bd. IV, p. 50, Geometrisches iiber vertausch-
bare lineare Transformationen) entwickelt haben; dass dieselbe hier
an einem neuen Gegenstande zur Verwerthung kommt, scheint mir an
den folgenden Untersuchungen das Wichtigste zu sein.

Bei der nahen Beziehung, welche diese Dinge zu funetionentheore-
tischen Fragen haben, konnte man von vorneherein erwarten, dass
dieselben schon in letzterer Richtung in Angriff genommen seien. In-
zwischen habe ich erst ziemlich spit erfabren®), dass in der That die-
selben Formen, freilich nnter anderen Gesichtspunkten, von Schwarz
betrachtet worden sind (Borch, Journ. Bd, 75: Ueber diejenigen Fille,
in welchen die Gauss’sche hypergeometrische Reihe eine algebraische
Function ihres vierten Elementes darstellt). Iech habe gesucht, im
Folgenden die mannigfachen Beziehungspunkte zu der Schwarz’schen
Arbeit moglichst hervortreten zu lassen. — Auch sei bereits hier einer
merkwiirdigen anderen Coincidenz gedacht. Die Formeln, welche wei-
terhin fiir die Auflosung der Ikosaédergleichung aufgestellt werden,
stimmen, sofern man von der Bedeutung der auftretenden Grissen ab-
sieht, genau iiberein mit solchen, die von Kronecker, Hermite
und hes. Brioschi bei Untersuchungen tiber die allgemeine Gleichung
fiinften Grades gegeben worden sind.

¥} Vergl. Sitzungsberichte der Erlanger phys.-med. Gesellschaft vom Juli
und December 1874,
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§ 1L
Deber die Interpretation von 2 -~y auf der Kugel.

Wenun man auf eine Kuagelfliche eine projectivische Maassbestim-
mung griindet, so hat man unter einer reellen ,Bewegung® des Rau-
mes eine Collineation zu verstehen, bei der zwei reelle Gerade fest
bleiben, die in Bezug auf die Kugel conjugirte Polaren sind, und von
denen daher die eine, welche fortan als Aze der Bewegung bezeichnet
sein soll, die Kugel in reellen Punkten schneidet, wihrend die zweite
ganz ausserhalb verliuft (vergl. z. B. die Arbeit von Lindemann,
diese Annalen Bd. VII, p. 56 ff.). Die Bewegung besteht, wenn wir,
wie weiterhin fast immer geschehen soll, unsere Aufmerksamkeit auf
das Innere der Kugelffiche beschriinken, aus einer schraubenartigen
Drehung um diese Axe, bei der jeder Punkt auf einer gewundenen
Linie (Loxodrome) fortschreitet, die auf einer Fliche zweiten Grades
verliuft, welche die fundamentale Kugel in den beiden Durchschnitts-
punkten mit der Axe berithrt (diese Punkte sind fiir die F, Umbilici).
Diese Loxodromen kbnnen insbesondere in Kreise, die schraubenartige
Drehung in eine blosse Rofation tbergehen, die Ebenen der Kreise
werden dann die zur Axe conjugirte Gerade enthalten.

Der einzige Specialfall, der hinsichtlich der Lage der Axe eintre-
ten kann, ist der, dass sie, statt die Kugel in getrennten Punkten zu
schneiden, dieselbe berithrt. Die conjugirte Polare beriihrt dann die
Kugel in demselben Punkte und ist gegen die Axe (in gewdhnlichem
Sinne) senkrecht; die Punkte des Raumes riicken wihrend der Be-
wegung auf Kreisen fort, deren Ebenen durch diese conjugirte Polare
hindurchgehen.

Fasst man jetzt die Kugel als Triigerin des Werthgebietes z-}-iy
auf, so entspricht der allgemeinen Bewegung die allgemeine lineare
Transformation von z -+ ¢y, bei der zwei verschiedene Werthe von
"z - iy ungelindert bleiben; der speciellen Bewegung entspricht der
besondere Fall linearer Transformation, bei welchem die beiden fest-
bleibenden Elemente coincidiren. Legt man die beiden im ersten Falle
&
zu Grunde, so wird die zugehbrige Transformation durch & == ¢z dar-
gestellt sein, wihrend im zweiten Falle die analytische Formel fiir die
Transformation 7 = z -+ C ist, sofern man 2z == co mit dem doppelt-
zihlenden festbleibenden Elemente zusammenfallen lisst (vergl. diese
Annalen Bd. IV, p. 582).

Handelt es sieh jetzt darum, alle Gruppen anzugeben, welche aus
emmer endlichen Anzahl von linearen Transformationen bestehen, so werden
die dabeiin Betracht kommenden Transformationen jedenfalls solche sein

festbleibenden Elemente einer binéiren Coordinatenbestimmung z =
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miissen, die sich nach einer endlichen Anzahl von Malen veproduciren,
Sie miissen daher, geometrisch zu reden, Rotationen sein; algebraisch
ausgedriickt: sie miissen sich in der Gestalt 2 = &z darstellen lassen,
wo ¢ eine Einheitswurzel ist. Ueberdies darf die Grosse der Rotation
nur einem rationalen Theile von 2 x gleich, & also nur eine rationale
Emheitswurzel semn.

Eine endliche Gruppe wird von jeder rationalen Rotation durch
Wiederholung erzeugt. Aber es giebt auch anderweitige, aus ver-
schiedenartigen Rotationen zusammengesetzte Gruppen. Ein Beispiel
geben diejenigen, welche man aus den Rotationen um einen Punkt des
Kugel-Inneren bilden kann. Diese Gruppen darf man als bekannt
ansehen. Denn die Rotationen um einen solchen Punkt haben bei pro-
jectivischer Maassbestimmung deuselben Charakter wie in der elemen-
taren Geometrie®), und die Gruppen, welche man, unter Zugrunde-
legung der-letzteren, aus Rotationen um einen Punkt zusammensetzen
kann, sind bekannt. Es umfassen dieselben einmal selbstverstindlich
diejenigen, welche durch Wiederholung derselben Rotation entstehen.
Man kann sie noch erweitern, indem man Rotationen hinzunimmt,
welche die bei der Rotation festbleibenden beiden Punkte vertauschen,
Dann -aber gehoren hierher die Gruppen derjenigen Rotationen, welche
die reguliiren Korper: Tetradder, Oktadder, Tkosaider, oder, was auf
dasselbe hinauskommt: Tetraéder, Wiirfel, Pentagondodekadder, mit
sich selbst zur Deckung bringen. (Es sind damit nicht nur diejenigen
Gruppen gemeint, welche aus allen solchen Bewegungen bestehen, son-
dern auch die in ihnen enthaltenen Untergruppen.)

Ich werde nun zeigen, dass mit diesen DBeispielen alle Gruppen der
geforderten Beschaffenheit bereits angegeben sind.

§ 2.
Bestimmung aller Gruppen ven endlich vielen linearen Transformationen,

Um den in Rede stehenden Beweis zu fithren, iiberzeuge man sich
zuniichst, dass zwei Rotationen nur dann wieder eine Rotation ergeben,
wenn sich ihre Axen schneiden.

Eine Rotation kann man (gegeniiber der allgemeinen Schrauben-
bewegung) dadurch charakterisiren, dass bei ihr Punkte festbleiben,
die nicht selbst der Kugelfiiche angehdren, nimlich alle Punkte der
Axe. Soll also die Combination zweier Rotationen wieder eine Ro-

*) In der That sind diejenigen Rotationen, bei denen der Kugelmittelpunkt
fest bleibt, anch Rotationen in gewdhnlichem Sinne. Von diesem Umstande ist
im Folgenden durchgingig Gebrauch gemacht, um mdglichst grosse Anschaulich-
keit des Resultats zu erzielen.
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tation ergeben, so miissen Punkte existiren, welche aus der nenen Lage,
in welche sie die erste Transformation versetzte, vermoge der zweiten
Transformation in jhre urspriingliche Lage zuriickgefithrt werden. Da
sich aber bei einer Rotation jeder Punkt auf einem Kreise bewegt,
auf dessen Ebene die Axe im Mittelpunkte senkrecht steht, so sind
die Axen der beiden gegebenen Rotationen zwei Perpendikel, die in
den Mittelpunkten zweier sich in zwei Punkten schneidender Kreise
senkrecht zu deren Ebenen errichtet sind. Das heisst: die Axen wer-
den sich schneiden, wie man hier, wo von projectivischer Maassbestim-
mung die Rede ist, in ganz #hnlicher Weise durch Symmetriegriinde
beweisen kann, wie man das bei gewdhnlicher Maassbestimmung thun
wilrde. — Dass umgekehrt die Combination zweier Rotationen mit sich
schneidenden Axen jedesmal eine Rotation ergiebt, ist an sich deutlich.

Aber weiter iiberzeugt man sich: Sollen zwei Rotationen su éiner
endlichen Gruppe Anlass geben, so miissen sich ihre Azxen innerhalb der
Kugel schneiden. Schnitten sie sich nimlich ausserhalb oder auch auf
der Kugel, so wiirde ein reeller, an die Kugel gehender Kegel bei jeder
der beiden Rotationen und also auch bei jeder durch ihre Combination
entstehenden Rotation fest bleiben. Aber aus den reellen linearen Trans-
formationen, die einen reellen Kegel der zweiten Ordnung, oder, was
anf dasselbe hinauskommt, einen reellen Kegelschnitt in sich iiber-
fithren, lassen sich keine anderen endlichen Gruppen bilden als die-
jenigen, die durch, Wiederholung derselben Rotation um einen festen
Punkt des Inneren entstehen. Die Begriindung ist genau dieselbe, die
man fiir das entsprechende Theorem der gewdhnlichen ebenen Geometrie
angeben kann, welches aussagt, dass man durch Zusammensetzung
zweier Drehungen um zwei verschiedene Punkte der Ebene keine end-
liche Gruppe von Bewegungen erzeugen kann. Der Kern des Beweises
fiir Meses Theorem der elementaren Geometrie und fiir die entspre-
chende Behauptung bei projectivischer Maassbestimmung und reellem
Fundamentalkegelschnitt liegt iibereinstimmend darin, dass in beiden
Fillen die Ausdehnung der Ebene eine unendlich grosse ist. Einen dhn-
lichen Schluss haben wir schon oben angewandt, als wir unter allen
Arten von Bewegangen allein die Rotationen als solche bezeichneten, die
sich moglicherweise nach endlichmaliger Wiederholung reproduciren: nur
bei ihnen ist die Linge der vom einzelnen Punkte zu durchlaufenden
Trajectorie eine endliche.

Sollen jetzt mehrere Rotationen durch Combination zu einer end-
lichen Gruppe Anlass geben, so werden ihre Axen, da sie sich gegen-
seitig im Innern der. Kugel schneiden miissen, entweder ein und den-
selben im Innern gelegenen Punkt gemein haben, oder alle in einer
Ebene liegen, so zwar, dass der in der Ebene enthaltene Schnittkreis
mit der Kugel alle ihre gegenseitigen Schnittpunkte einschliesst. Allein
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man tiberzeugt sich, dass der letztere Fall ohue den ersteren nicht ein-
treten kann. Denn zuvorderst: Sollen die betr. Rotationen iiberhaupt
eine endliche Gruppe erzeugen konuen, so miissen sie aus Drehungen
um 180 Grad bestehen. Denn bei jedem anderen Drehungswinkel wiir-
den beim Eintritte der Rotation um eine der Axen die iibrigen (n—1)
in eine solche Lage iibergefiihrt, in der jede (n—2) der urspriinglichen
Axen nicht mehr triife. Man hitte also weiterhin Rotationen zu com-
biniren, deren Axen sich nicht schneiden, was nichts Endliches geben
kann, — Die Rotationen, welche hier moglicherweise in Betracht
kommen, haben also auf die ihren Axen gemeinsame Ebene jedenfalls
den Einfluss, dass sie dieselbe immer wieder mit sich selbst zur Deckung
bringen, und es ist nun die Frage, ob man aus solchen Unlegungen
einer Ebene, in welcher ein reeller, fest bleibender Kegelschnitt vor-
handen ist, ein endliches System erzeugen kann. Aber das ist wieder,
wie die entsprechende Forderung, die man bei gewbhnlicher Maass-
hestimmung stellen mag, upmbglich wegen des unendlich grossen
Flicheninhalts einer solchen Ebene.

Soll also durch Zusammensetzung von Rotationen eime endliche
Gruppe entstehen, so wmiissen sich ihre Azen alle in einem Punkte des
Kugel-Inneren schneiden, und also sind durch die oben angefithrten Grup-
pen alle in Beiracht kommenden Gruppen erschipft.

§ 3.
Zusitzliche Bemerkungen.

An diese Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Transfor-
mationen im binfiren Gebiete kniipfe ich hier beiliufig die Bemerkung:
dass zugleich alle endlichen Gruppen wvom Bewegungen im Nicht-Fukli-
dischen Raume bestimmt sind, -Man hat nimlich fiir diese sechsfach
unendlich vielen Bewegungen das fundamentale Theorem, dass sie sich
aus zwei vertauschbaren Gruppen von wur dreifach unendlich vielen zu-
sammensetzen, deren jede man als Gruppe aller linearer Transformatio-
nen eines bindren Gebietes auffassen kann. Diese Zerlegung, welche
implicite in der bereits genannten Arbeit von Lindemann (diese
Annalen Bd. VII) und in der Habilitationsschrift von Frahm (Tu-
bingen 1873) enthalten ist*), entspricht dem Umstande, dass es spe-
cielle lineare Transformationen einer Fliche zweiten Grades in sich
giebt, bei denen das eine oder das andere System der Erzeugenden
vollig ungedndert bleibt. Weil sich die Erzeugenden jedes Systems
rational durch einen Parameter darstellen lassen, sind die Transfor-
mationen dieser Art, welche sich auf dasselbe System Erzeugender

*) Vergl, auch Clifford in den Proc. der Mathematical Society 1873,



Biniire Formen mit Transformationen in sich. 189

beziehen, geradezu durch die linearen Transformationen eines biniren
Gebietes vorgestellt; weil ferner bei jeder Transformation das andere
Erzeugendensystem gar mnicht afficirt wird, sind die beiderlei Transfor-
mationen mit einander vertauschbar. Man wird alle endlichen Gruppen
von Bewegungen des Raumes bekommen , indem man jede endliche Gruppe,
die sich aus den Transformationen der einen Art susammenseizt, combi-
nirt mit allen anderen aus den Tranmsformationen der anderen Art zu-
sammenzusetzenden endlichen Gruppen™).

Ist nun die fundamentale Fliche zweiten Grades insbesondere eine
reelle, nicht geradlinige, so entspricht jeder reelle Punkt derselben
einer Erzeugenden des einen und auch des anderen Systems. Jede
lineare Transformation des einen Erzeugendensystems, welche von der
(entgegengesetat) gleichen Transformation des anderen Erzeugenden-
systems begleitet ist, wird eine reelle lineare Transformation der Fliche
in sich darstellen. Daher kann man die reellen Punkte der Fliche als
ein Gebiet z + iy, die reellen Collineationen der Fliche in sich als
lineare Transformationen des x -+ ¢y auffassen, wnd man hat sonach
eine rein projectivische Begriindung der Reprisentation einer complexen
Verdnderlichen auf der Kugel oder whberhaupt auf einer nicht gerad-
bnigen reellen Fliche zweiten Grades. Die endlichen Gruppen reeller
Bewegungen, welche im Falle einer solchen Fundamentalfiiche vor-
handen sind, decken sich geradezu mit den endlichen Gruppen hinearer
Transformationen, die man im biniren Gebiete construiren kann,

Es sei hier nun auch der Beziehung gedacht, welche zwischen
dem in § 2. gelosten Probleme und einer Fragestellung besteht, zu
welcher Schwarz in seiner oben genannten Abhandlung gefiibrt wird,
und die ithn eben zum Studivm derjenigen Formen binleitet, welche
durch’ die Ecken der reguliven Korper auf der Riemann’schen Kugel-
fidche vorgestellt werden. Zu dem Zwecke sei es gestattet, voriiber-
gehend einen neuen Ausdruck einzufihren. Wenn man die Kugel
durch eine Ebene schneidet, so giebt es eine Collineation des Raumes,
welche die Kugel in sich iiberfiihrt und den ganzen Schnittkreis mit
der Ebene ungeiindert lisst. Sie besteht in einer perspectivischen Um-
formung, welche als fest bleibende Ebene die gegebene und als Centrum
der Perspectivitiit ihren Pol in Bezug auf die Kugel benutzt. Diese
Transformation soll schlechthin als Spiegelung an der gegebenen Ebene
bezeichnet werden. Eine Spiégelung ist keine Bewegung, sondern eine
solche ergiebt sich erst durch Zusammensetzung zweier Spiegelungen.

*) Nimmt man die Fundamentalfliche der Maassbestimmung imaginir, so
werden die so zusammengesetzten Gruppey lauter reelle Bewegungen unter sich
befassen kdnnen. Den aunf einer Kugeliliche befindlichen » Ecken eines reguliren
Kirpers entsprechend bekommt man hier ,regulire’ Systeme von 2 durch den
Raum vertheilten Punkten,
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Die entsprechende Aenderung von x + 7y ist daher auch keine lineare
Transformation, sondern ergiebt sich, wenn man mit einer solchen
gleichzeitig eine Vertauschung von -+ § mit — ¢ verbindet.

Man kann nun tberhaupt das Problema aufstellen: alle endlichen
Gruppen von Umdnderungen anzugeben, die durch Zusammensetzung
verschiedener Spiegelungsn entstehen kinmen. Jede solche Gruppe wird
auch eine endliche Gruppe von Bewegungen umfassen, weil zwei Spie-
gelungen combinirt eine Bewegung ergeben. Dass aber die endlichen
Gruppen von Bewegungen, welche man so erhbdlt, in der That alle
solchen Gruppen erschdpfen, ist nicht von vormeherein klar, sondern
ergiebt sickt nur hinterher. Man wird das angeregte Problem zunfichst
direct in einer Weise zu erledigen haben, welche den in § 2. ange-
stellten Ueberlegungen sehr #hnlich ist. Man zeigt, dass sich alle
spiegelnden Ebenen, wenn etwas Endliches entstehen soll, in einem
Punkte des Kugel-Innern schneiden miissen, und dann weiter, nachdem
man diesen Punkt in den Kugelmittelpunkt verlegt hat, dass sie noth-
wendig Symmetrieebenen eines requliven Polyéders sind (sofern sie nicht
alle auf einer festen Ebene senkrecht stehen)*). Die Gruppen von Be-
wegungen, welche in den so aufgestellten Gruppen von Spiegelungen
enthalten sind, stimmen dann in der That mit den in § 2. aufgestell-
ten itberein.

Es ist nun ein specieller Fall des bier eingefithrten neuen Pro-
blems, welcher bei Schwarz vorliegt. Schwarz verlangt — ich be-
diene mich dabei der eben eingefiihrten Terminologie — die Bedingung
anzugeben, unter der die Spiegelung an nur drei verschiedenen Ebenen
etwas Endliches liefern kann, und sein Nachweis darf sich dementspre-
chend daraof beschriinken, dass der Schunittpunkt der drei Xbenen im
Kugel-Innern zu liegen hat, und die Ebenen, sofern man den Sthnitt-
punkt in den Kugelmittelpunkt verlegt, Symmetrie-Ebenen eines regu-
liren Polyéders sind (wieder abgesehen von den Fillen, in denen die
drei Ebenen auf einer vierten Kbene senkrecht stehen oder auch zwei
der Ebenen auf der dritten). Die so erzielie Antwort umfasst also in
der That dieselben Fille, die bei der aligemeineren Fragestellung und
bei der in § 1, 2 vorliegenden auftreten.

§ 4.
Rindre Formen mit linearen Tranmsformationen in sich.

Bindre Formen, welche mehr als zwei verschiedene Wurzelpunkte
besitzen, konnen nur durch eine endliche Zahl linearer Transformationen
in sich tibergehen. Denn es gieht nur eine endliche Zahl von Weisen,
die Wurzelpupkte einander zuzuordnen, und durch eine solche Zuord-

*) Vergl. z. B. Ellivg B. Holst in der Tidskrift for Mathematik, 1873, p. 87,
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pung ist, unter der gemachten Voranssetzong, eine lineare Transfor-
mation, faiia uberhaupt eine existirt, vollstindig bestimmt. Deun zur
Kenntniss einer linearen Transfarmatian reicht es aus, zu wissen, was
bei ‘ihr aus drei irgendwie angenommenen Punkiten wird, Sehen wir
daher von solchen binfiren Formen ab, die nur einen oder nur zwei
verschiedene Wurzelpunkte besitzen, so werdes _wir -alle binfren For-
nien mit linearen Transformationen in sich erhalten, indem wir eine
Anzabl Wurzelpunkte beliebig aunchmen und auf sie die Transforma-
tionen irgend einer der vorstehend bestimmten endlichen Gruppen an-
wenden, Besonderes Interesse werden diejenigen Formen besitzen,
welche durch Anwendung der bez Transformationen aus einem einzel-
nen Punkte entspringen.

Unter ibmen treten als die einfachsten zuniichst die allgemeinen
cubischen und biquadratischen Formen anf. Wie die linearen Trans-
formationen derselben in sich beschaffen sind, wie man in Folge dessen
die Lage der zu ihnen gehorlgen,(}ovananten ermitteln kann, ist
theils von mir bei fritheren (Gelegenheiten angegeben (vergl. z. B. diese
Annalen Bd. IV, p. 352, dann das oben gepannte Programm), theils
von Hrn. Wedekind nenerdings entwickelt worden. Ks werde daher
von diesen Erdrterungen nur so viel wiederholt, als zum Verstindniss
des Folgenden nothwendig ist. Es sei also vor allen Dingen das be-
reits in der Einleitung beriihrte Prineip hervorgehoben, welches fiber
die Lage der verschiedenen, hier aus der algebraischen Theorie be-
kannten, Covarianten entscheidet: dass ndmlich die Covarianten durch
dieselben linearen Transformationen in sich dbergehen wiissen, wie die
Grundform,

Betrachten wir eine bindre cubische Form. Da man drei Punkte
der Kugel in drei beliebige andere durch lineare Transformation iiber-
filhren kann, so denke man sich die drei Wurzelpunkte der Form f
als #quidistante Punkte eines grossten Kreises, der der Aequator heissen
soll, Dann bestehen die 6 Imearen Transformationen, welche f in sich
uberf‘uhren, aus Drehuno‘en durch 120 Grad um die die beiden Pole
verbindende Axe und aus Drehungen durch 180 Grad um diejenigen
drei Durchmesser, welche bez. je einen Wharzelpunkt von [ enthalten.
Krtheilt man den Wurzelpunkten von f die ,geographische* Linge

0%, 1200, 2400,
so sind die sechs Punkte, welche aus einem beliebig angenommenen
entstehen, dessen Breite &, dessen Linge B ist, dargestellt durch:

a, B, e, 8+ 120°, @, p - 240°,
—a, —f, —ea, —§-+120°, —ea, ~f4 2400,
Zu diesen Gruppen von sechs Punkten gehdrt dreifach zihlend das
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Paar der Pole, dasselbe stellt also die einzige quadratische Covariante,
welche es giebt, die Covariante A vor*).” Andererseits findet sich unter
ihnen doppeltzihlend das Tripel der Halbirurgspunkte der von den
Whurzelpunkten f auf dem Aequator bezeichneten Strecken; sie reprd-
sentiren aus analogen Grinden die Covariante Q.

Um sich von dem Formensysteme einer biquadratischen Form f
Rechenschaft zu geben, erinnere man sich, dass die Covariante sechs-
ten Grades T aus drei paarweise zu einander harmonischen Punkte-
paaren besteht. Dieselbe kann daher reprisentirt werden durch die-
jenigen sechs Punkte, in denen die Kugel von drei zu einander recht-
winkligen Durchmessern geschnitten wird. Die Lage der vier Wurzel-
punkte von £, wie iiberhaupt der vier Wurzelpunkte einer beliebigen
Form aus der Schaar #f -} 1 H, ist dann am -einfachsten anzugeben,
indem man auf dieses Axenkreuz eine gewbhnliche Coordinatenbestim-
mung griindet. Bedeuten z, y, # die Coordinaten eines der Wurzel-
punkte von »f 4 4.H, so sind

z, —Y, —&,
—Z, Y, —#,
- % —Y, Z

die tibrigen; denn es sind je zwei solche Punkte zu einem Punktepaare
von 7 harmonisch. Die drei linearen Transformationen, welche, . ab-
gesehen von der identischen Transformation, die biquadratische Form
in sich iiberfithren, und die dadurch geometrisch definirt sind, dass sie
die Wurzelpunkte je paarweise vertauschen, sind sonach dargestellt durch
gleichzeitigen Vorzeichenwechsel zweier Coordinaten®¥).

Unter den Quadrupeln #f 4 A H finden sich, sofern man von den-
jenigen absieht, die doppeltzihlend durch ein Punktepaar von 7' dar-
gestellt sind, noch zweierlei, die eine grossere Zahl linearer Transfor-
mationen in sich gestatten: diejenigen drei, welche ein harmonisches,
und -die zwei, welche ein #quianharmonisches Doppelverhiltniss be-
sitzen. Im ersten Falle verschwindet eine der drei Coordinaten z, ¥, 2
und die anderen beiden werden ihrem absoluten Werthe nach gleich;
im zweiten Falle sind alle Coordinaten bis aufs Vorzeichen gleich zu
setzen: die Wurzelpunkte der dguianharmonischen Form bilden ein regu-
lares Tetraéder. Das zweite zu demselben Axenkreuze gehirige regu-
lire Tetragder repriisentirt das zugehorige H.

*) Wegen dieser und 3hnlicher Bezeichnungen vergl. immer Clebsch,
Theorie der biniiren Formen.

**) Vergl. die Arbeit des Hrn. Wedekind, sowie eine neuere Mittheilung
desselben (Erlanger Berichte Juli 1875), in der er aus den Wurzelpunkten von f
diejenigen von H- construirt,
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Es sind mit diesen Erdrterungen zugleich diejenigen Formen be-
sprochen, die durch das regulire ORfaéder und den Wiirfel dargestellt
werden. Das Oktaéder reprisentirt eine Form sechsten Grades von der
Art der Covariante T einer biquadratischen Form. Die Zahl der Be-
wegungen, welche ein Oktaéder mit sich zur Deckung bringen, be-
trigt 24; die Gruppen von 24 Punkten, welche durch diese Bewegungen
aus einem einzelnen Punkte erzeugt werden, umfassen jedesmal sechs
der zum Oktadder gehorigen biguadratischen Formen xf -}- 2 H: solche
sechs, welche gleiches Doppelverhiiltniss haben. Unter ihnen findet
sich doppeltzihlend eine Gruppe von 12 Punkten, bestehend aus
den drei harmonischen Quadrupeln xf -~ 2 H, und dreifach zih-
lend eine Gruppe von 8 Punkten, die aus den zwei #quianharmoni-
schen Quadrupeln besteht .and die Ecken des zugehtrigen Wiirfels
darstellt.

Von reguliren Koérpern bleiben noch die beiden zusammengehori-
gen: das Ikosaéder und das Pentagondodekaéder zu nennen. Die Zahl
der linearen Transformationen dieser Formen in sich betrigt 60. Unter
den Gruppen vou je 60 durch diese Transformationen zusammengeord-
neten Punkten befinden sich die Eckpunkte des Ikosagders fiinfmal,
die des Dodekaéders dreimal zihlend. Es findet sich ferner noch eine
doppeltzihlende Gruppe von 30 Punkten, mit der dann aber die mehr-
fach zahlenden Gruppen erschopft sind. Man erhilt diese Punkte folgen-
dermassen. Die 15 Ebenen, welche man durch den Kugelmittelpunkt
und bez. 4 sich paarweise gegeniiberliegende Fcken des Ikosadders hin-
durchlegen kann, lassen sich in fiinf Tripel von zu einander recht-
winkligen zerlegen. Die 15 Durchschnittslinien der Ebenen dieser
Tripel schneiden die gemeinten 30 Punkte aus.

Endlich sind noeh solche Punktsysteme zu erwihnen, welche aus
einem einzelnen Punkte durch Wiederholung einer beliebigen Rotation
durch einen rationalen Theil von 2 x hervorgehen. Sie entsprechen
den Kreisthedungsgleichungen. Combinirt man mit diesen Rotationen
noch eine durch 180 Grad um eine gegen die urspriingliche Rotations-
axe senkrechte, sie schneidende Linie, so entstechen Gruppen von der
doppelten Punktzahl. Fiihrt man, wie oben bei Betrachtung der cubi-
schen Form, eine Bestimmung der Punkte durch geograpbische Breite
und Linge aus, so werden die Charaktere der Punkte:

2k 2k

e, B+ fn”’ —a, —f+ nn’
Die Untersuchung der Kreistheilungsgleichungen, wie derjenigen, die
sich auf den letztangefiihrten Fall beziehen, kann genau nach den
weiter entwickelten Methoden erfolgen; wir fiilhren dieselbe aber weiter-

hin der.Kiirze wegen nicht aus.
Mathematische Annalen, IX. 13




194 F. Kiem.

§ b.
Ein allgemeines Princip. Erste Anwendung -auf Oktaéder und Ikosa&der.

Es seien TT =0, TI'= 0 die Gleichungen zweier Punkt-Aggregate,
welche aus zwei irgendwie angenommenen Punkten durch Anwendung
der linearen Transformationen irgend einer der aufgezihlien Gruppen
hervorgehen: mit der Festsetzung, dass TT, bez. TT" die geeignete Potenz
der betr. Gleichung vorstellt, wenn der anfingliche Punkt zufillig so
gewihlt ist, dass er eine mehrfach zihlende Gruppe erzeugt. Dann be-
haupte ich, dass

[T+ T =0,
unter % einen Parameter verstanden, #berhaupt alle Punktsysteme day-

stellt, welche durch die betr. linearen Transformationen aus einem em-
zelnen Punkite hervorgehen. — Es werden sich nimlich TT und TT" bei
Anwendung der linearen Transformationen allerdings um Factoren in-
dern kopnen, aber diese Factoren miissen bei beiden dieselben sein,
Es stellt also
2T+ 2T =0

jedenfalls ein Punktsystem vor, welches durch die Transformation nicht
gedndert wird. Aber es giebt nur einfach unendlich viele Punkisysteme

der gemeinten Art, und iiber den Werth von 7’:« ist gar nichts fest-

gesetzt; indem wir also dem Parameter alle Werthe ertheilen, erhalten
wir alle Punktsysteme, die es {iberhaupt giebt.

Eine Anzahl bekannter Eigenschaften der aufgezihlten Formen
sind ein Ausfluss dieser Bemerkung. Ich erinnere daran, dass bei den
binfiren cubischen Formen zwischen f2, ©* und A3 eine lineare Relation
besteht, dass bei den bindren biguadratischen sich alle zu demselben
T gehorigen Formen durch x4 AH darstellen lassen. Ist ferner
etwa f—0 die Gleichung eines Oktaéders, H =0 der zugehorige
Wiirfel, 7= O die oben genannte Punktgruppe von 12 Punkten, so
hat man eine homogene lineare Relation zwischen f* H3, 7. Und
in der That findet sich gelegentlich der Untersuchung" einer solchen
Form f eine derartige Relation bei Clebsch (Theorie der bindren For-
men p. 450) angegeben. Andererseits leitet Schwarz dieselbe in
seiner Arbeit ab unter der besonderen Voraussetzung, dass f in einer
bestimmten kanonischen Form gegeben sei. Schwarz notirt endlich
auch die homogene lineare Relation, welche zufolge des ausgesproche-
nen Princips zwischen f3, H3, T? bestchen muss, wenn f==0 ein
Tkosaéder vorstellt, H = O das zugehorige Pentagondodekagder, 7=0
die oben eingefiihrte Gruppe von 30 Punkten®).

*) Die Methode, welche Schwarz dabei benutzt, ist, abgesehen von der
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Ich werde nun zunichst, unter Beschrinkung auf Okfeéder und
Tkosatder, reigen, wie dieser Satz sofort gestattet, eine Uebersicht iiber
die bei ihnen vorhandenen rationalen (ovarianten zu erbhalten. Die
Beschrinkung auf die genannten beiden Formen geschieht hier und im
Folgenden der Einfachheit wegen. Das Tkosadder ist es eigentljch,
welches das Hauptinteresse auf sich zieht; das Oktagder wird aber immer
vorab untersucht, weil die bei ihm stattfindenden Verhiltnisse beim
Tkosadder als bekannt vorausgeseizt werden miissen.

Zuvirderst ist ersichtlich, dass Okfadder und Tkosadder nur eine
Invariante besitzen, Da man nimlich z. B. jedes Oktadder mit jedem
anderen durch lineare Transformation zur Deckung bringen kann, so
haben alle absoluten Invarianten, die man aufstellen kbnnte, gegebene
numerische Werthe, und es driicken sich demnach alle denkbaren In.
varianten mit Hiilfe numerischer, von vornherein angebbarer, Grossen
durch Potenzen einer allein beizubehaltenden Invariante auvs.

Betrachten wir jetzt eine beliebige, rationale Covariante, Dieselbe
muss aus lauter Gruppen zusammengehdriger Punkte bestehen und also,
ev. nach Erhebung in die richtige Potengz, als ein Aggregat von Fac-
toren #7174 # 1T darstellbar sein, d. h. als eine homogene ganze
Funetion von TT und TT. Die Coefficienten dieser Function kinnen,
wenn TT und TT" dieselbe Dimension in den Coefficienten der Grand-
form besitzen, wie vorausgesetzl sein soli, bei der ihnen begrifflich zu-
kommenden invarianten Bedentung, nur durch numerivche Factoren
von einer Potenz der einen, allein vorhandenen Invariante verschieden
sein, Zieht man diese Potenz als gemeinsamen Factor vor, so besteht
die Covariante im Uebrigen aus einem homogenen Aggregate von TT
und T, Auf diese Weise erschliesst man:

Alle rationalen ganzen Covarianten unserer Form driicken sich, ab-
gesehen von elner etwa vortretenden Potenz der eimen iiberhawpt vorhan~
denen Invariante, rational und gane aus durch dicjenigen Formen, welche

Form, von der im Texte genannten nicht so sehr verschieden. Man kann sie
folgendermassen aussprechen. Man setze
w 71
R 1 i
und bilde vermdge dieser Substitation das Gebiet der gegebenen Kugel auf das
Gebiet der complexen Variabeln y ab. Einem Systeme von Symmetriekreisbigen,
das aaf der Kugel verlsnft, eutspricht dabel, wie man zeigen kann, ein Kvels,
Man hat dann ferner das allgemeine Gesetz anzuwenden: dass nimlich eine con-
forme Abbildung,-die ein Stiick einer Kreisperipherie in ein ebensolehes fiberfithrt,
immer die Eigenschaft besitzt, symmetrisch zur ersteren gelegene Punkte in solche
zu verwandeln, die fir die zweite symmetrisch sind. Eine zweimalige Anwendung
dieses Satzes ergiebt den im Texte aufgestellten Satz, insofern eine zweimalige
Uebertragung durch Symmetrie (Spiegelung) eine lineare Transformation vorstelit.

15%
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die unter den zugehirigen Punkisystemen enthaltenen mehrfach zihlenden
darstellen. Die letzteren also bilden das wvolle System der Covarianten.

Ich hebe ausdriicklich den Unterschied hervor, der zwischen dieser
Ueberlegung und den allgemeinen Methoden besteht, durch welche
Gordan gelehrt hat, fiir eine binare Form beliebigen Grades ein volles
Formensystem aufzustellen. Bei Gordan sind immer Formen mit all-
gemeinen Coefficienten vorausgesetzt; hier handelt es sich wesentlich
um specielle Formen. (Vergl. Gordan: Ueber das Formensystem bi-
nirer Formen. Leipzig 1875. Schlussbemerkung.)

§ 6.
Das Formensystem des Oktagders und des Ikosadders.

Die allgemeine Methode,. welche weiterhin immer angewandt wer-
den soll, ist nun die: Auf Grund des im wvorstchenden Paragraphen
angegebenen Princips werden wir gewisse Relationen der Art nach er-
schliessen wnd dann die in ihnen vorkommenden Zahlen-Coefficienten
durch Ausrechnung an einer Lanowischen Form bestimmen.

Die kanonischen Formen, welche wir dabei fiir Oktaéder und Ikosa-
éder zu Grunde legen, sind dieselben, die sich bei Schwarz ange-
geben finden:

Oktagder: = z,z,(2,*— 2,%),

“Tkosaéder: f= z,z, (#,'°+ 11 z,%%,> — z,'%),
man verificirt sie leicht durch Betrachtung der Lagenverhilinisse der
Waurzelpunkte.

Betrachten wir jetzt das Okta&der f. Setzen wir
f=ab
so lehrt die allgemeine Invariantentheorie Bildungen zwelten Grades
in den QCoefficienten aufstellen:

(ab)6 = A’ (ab)“aﬁbz‘l, (ab)?ax"bz‘ = H.

Wir werden hier zunichst erschliessen, dass die zweitangefiihrte
Bildung identisch verschwindet. Denn unter den zu einem Oktagder
gehdrigen Gruppen zusammengeordneter Punkte findet sich keine mit
nur vier verschiedenen Punkten. Andererseits kann man dieses iden-
tische Verschwinden als Charakterisirung der Oktaédergleichung auf-
fassen. Jede Form sechsten Grades, welche isolirte Wurzelpunkte be-
sitzt (Gleichungen mit verschwindender Discriminante mbgen einen
Augenblick ausgeschlossen sein), kann auf die Form transformirt wer-
den: z,z,9,, WO @, eine Function vierten Grades in z,, z, ist, in
welcher z,* und —z,? der Coefficient 1 beigelegt werden kann. Wenn
man dann die vierte Ueberschiebung (ab)!a,*b,? wirklich berechnet
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und ihr identisches Verschwinden verlangt, so zeigt sich, dass man
eben die fiir das Oktaéder angegebene kanonische Form erhilt:

Fine Qleichung sechsten Grades f= 0 mit nicht wverschwindender
Discriminante soll eine Oktaédergleichung heissen, wenn die vierte Ueber-
schiebung von [ mit sich selbst verschwindet.

Fragen wir weiter, was H bedeutet. H kann nicht identisch ver-
schwinden (sonst wiirden, nach einem bekannten Satze, alle Wurzel-
punkte von f coincidiren). Da aber unter den Gruppen zusammen-
gehdriger Punkte, wie sie beim Oktaéder auftreten, nur eine aus blos
acht Punkten besteht: diejenige, welche durch die Ecken des zuge-
horigen Wiirfels dargestellt wird, so 4st H = 0 die Gleichung dieses
Wiirfels.

Dieselbe Schlussweise zeigt, dass die Functionaldeterminante T von
f und H, eine Form vom 12" Grade, gleich Null gesetzt, das Product
der drei zu [ = 0 gehdrigen harmonischen Quadrupel vorstellt.

Es fragt sich jetzt, ob die Invariante A verschwindet. Diese Frage
beantwortet sich verneinend durch Ausrechnung an der kanonischen
Form*). Es gicbt also eine Invariante zweiten Grades in den Coeffi-
cienten A = (ab)S. Eine solche wird aber gerade verlangt, um die
lineare Relation, welche nach den obigen Erbrterungen zwischen f4,
H3, T? stattzufinden hat, auch in den Coefficienten homogen herzu-
stellen. Die bereits erwihnte, bei Clebsch angegebene Relation ist
in der That diese: .

G L E T =

Auf Grund der Bemerkungen des vorigen Paragraphen kann man
jetzt behaupten, dass f, H, T, A das volle Formensystem von f aus-
machen. Es ist nar noch zu zeigen, dass nicht 4, ev. bis auf einen
numerischen Factor, das volle Quadrat eines rationalen Ausdrucks
ersten Grades in den Coefficienten ist. Man iiberzeugt sich von der
Unmbglichkeit, 4 so darzustellen, an einem Beispiele, indem man etwa
f in der Form

By 2y (At piy?)
voraunssetzt.

*) Fiir f= x,2,{x*— ;%) = a,® ergiebt sich:

A= {(ab) =14,
H= (ab3a b= — {5 (v + 1tziz' 4 2)°),
T =1[f, H] = — 1dg (@2 — 33 2wt — 33 2yt + up'?).

Diese Ausdriicke befriedigen in der That die weiter im Texte angegebene Relation:

ALy 1=,
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Da die Discriminante der Oktaédergleichung nicht identisch ver-
schwindet, andererseits vom Grade 10 in den Coefficienten sein muss,
so ist sie bis auf einen Zahlenfactor = 45 Verschwindet also 4, so
riicken zwei Wurzelpunkte des Oktaéders zusammen, und es ist daun,
bei den zwischen den Wurzeln herrschenden Doppelverhiltniss-Relatio-
nen, leicht zu schliessen, dass iiberhaupt fiinf Wurzelpunkte zusammen-
riicken, wihrend der sechste irgendwo abgetrennt liegt. Eine noch
speciellere Form erhalten wir, wenn wir auch noch das identische Ver-
schwinden von H verlangen: indem dann alle Wurzelpunkte von f
zusammenriicken, wird [ die sechste Potenz eines linearen Ausdrucks.

Betrachten wir ferner das Ikosagder:

== 't
Man iiberzeugt sich durch ganz #hnliche Schliisse, wie soeben beim
Oktaéder, dass von den Ueberschiebungen von f iiber sich selbst, jeden-
falls diese:
(ab)ia,fb,’, (abPa.'b.t, (ab)'a, b.?
identisch verschwinden. Durch directe Ausrechnung findet man in
Anlehnung an die oben aufgefithrte kanonische Form umgekehrt:

Eine Form gwilften Grades mit nicht verschwindender Discrimi-
nante stellt, gleich Null gesetzt, ein IThosaéder wvor, wenn thre vierte
Ueberschicbung mit sich selbst verschwindet.

Dagegen darf die Hesse’sche Form

H = (ab)?a,"b,®
nicht identisch verschwinden, weil sonst f ein zwblfte Potenz wiire;
sie reprasentirt daher das bereits mit demselben Buchstaben bezeichnete
Pentagondodckaéder. Aus dhnlichen Grinden folgt: dass die von uns
mit T bezeichnete Covariante vom 30/ Grade die Functionaldeterminante
von [ wnd H reprdsentirt.

Aber untersuchen wir ferner die noch bleibenden Ueberschiebungen
von [ iiber sich selbst:

(@d)?, (ab)ba,’b.°.
Die erstere ist eine Invariante, die wiederum als A bezeichnet werden
soll. Dass sie nicht verschwindet, ergiebt sich durch .Ausrechnung an
der kanonischen Form. Aber auch die zweite Bildung — sie mag TT
heissen — verschwindet, zufolge Ausrechnung, picht identisch. Sie
kann daher, als vom 12t Grade, von f selbst nur um einen Factor
verschieden sein:
M=2E8 f.

Dieses B ist sonach definirt als eine rationale Invariante ersten Grades
in den Coefficienten von [; sie muss, bis auf einen numerischen Factor,
gleich /4 sein. Aber es fragt sich, ob man B als eine ganze, rationale
Function der Coefficienten von f darstellen kann. Dies zeigt sich an
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einem Beispiele als unmoglich. Man denke ndmlich f zunschst in der
oben gegebenen kanonischen Form und substituire dann

Zy = w4 + ¥,

Zy=fy + B:9,-
Fir die neue Form wird B bis auf einen Zablenfactor gleich der
sechsten Potenz der Substitutionsdeterminante, also gleich (e, 8, — o, )¢
sein milssen; aber es zeigh sich unmébglich, diesen Ausdruck aus den
Coefficienten des neuen [ linear zusammenzusetzen.

Das Vorhandeunsein einer in den Coefficienten rationalen Invariante
vom ersten Grad wird auch durch die lineare Relation verlangt, welche
nach dem Fritheren zwischen f5 H® T? stattfinden soll. Denn wih-
rend H? und 7'* vom sechsten Grade in den Coefficienten von f sind,
hat /% pur den fiinften Grad und man muss ihm also die Invariante
B als Factor zusetzen.

Man hat eine Relation

% - Bfs 4+ AH - uT?=0,
wo %, X, u numerische Constanten sind®).

¥} Fir die oben angegebene kanonische Form

=tz + 1l 2fef — zyat
findet sich:

25 5
4=2, B=-2,
ferper:
122 H == — (270 %) + 228 (2,3 — 25 2,") — 484 20 x,'0,
12 -7 = (24 2 4 522 (2B 3" — 2,° T,*%) - 10005 (2,72,"0 + 3,0 2,7,
und alse

712 B-f3 45120 H345- T2 =0,
Vermoge der so geschriebenen Relation ist man in der Lage, die von Schwarz
1, c. angedeutete algebraische Reducirbarkeit des Integrals
“wd)
‘75/}.‘

auf ein elliptisches Integral folgendermassen durchzufiihren. Man setze:

- =4, zz=f/~8hf;-
So ist .
waz)= 5 BT
und also unser Integral
12

= BY.fb. T

_ Vs (zdz) .
VE I/-—- 720 232, -+ T2t
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Andererseits ergiebt sich:

Das wolle Formensystem von [ besteht aus f, T, H, T und A.
Zwischen seinen Formen besteht neben der vorstchenden Relation noch
diese (in welcher der Werth des numerischen Coefficienten der kano-
nischen Form entnommen ist):

B4 T2 — Af.

Die Untersuchung specieller Formen des lkosaéders hat folgende
Resultate, Die Discriminante ist proportional zu A". Verschwindet
A, so fallen also Wurzelpunkte von f zusammen, und zwar fallen gleich
11 Wurzelpunkte zusammen, wihrend der zwblfte noch beliebig bleibt.
Auch er vereinigt sich mit den elf iibrigen, sobald H identisch ver-
schwindet.

Es mag zum Schlusse noch daranf aufmerksam gemacht werden,
dass die drei Formen f, H, T, welche nach dem Vorstehenden fiir
Oktagder und Tkosagder eine so wichtige Rolle spielen, auch bei der
allgemeinen Vertheilung der Covarianten einer beliebigen bindren Form,
wie sie Gordan in seiner neuesten Schrift gegeben hat (Ueber das
Formensystem bindrer Formen, Leipzig 1875), eine zusammengehorige
Gruppe bilden; sie constituiren, nach der dort angewandten Bezeich-
nung, das System A4, von f -

§ 7.

Irrationale Covarianten des Oktaéders. Die Auflosung der
Oktaédergleichung,

Dieselben Principien, welche im vorstehenden Paragraphen zur
Untersuchung der rationalen Covarianten von Oktaéder und Ikosaéder
verwandt wurden, ergeben eine Menge von Relationen fiir irrationale
Covarianten derselben. Von diesen Beziehungen sollen hier einige
wenige entwickelt werden, welche fiir die Aufldsung der Oktaéder-
und Tkosaédergleichung von Bedeutung sind. Wenn die Auflosung der
Oktagdergleichung, die sich algebraisch gestaltet, auch schon bekannt
ist*), so mag sie hier des Zusammenhangs und der spiteren Benutzung
wegen doch dargestellt werden.

Beschrinken wir uns zunichst auf die Betrachtung des Oktaéders,
weil sich bel ibm eine Reihe der auch beim Ikosagder vorhandenen
Bezichungen einfacher darstellen lisst. Ich behaupte: Jede Ecke des
Oktaéders driickt sich rational durch dic gegeniiberstehende aus.

#) Vergl Clebsch und Gordan, Annali di Matematica Serie 2, t. I, und
Clebsch, Biiire Formen, p, 451.
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Sei nimlich, um diese Darstellung nur auf eine Weise zu ent-
wickeln®), H,® = 0 der zum Oktaéder gehorige Wiirfel, 2 eine Okta-
éderecke, so ist

H,"H,=0
die Gleichung der gegeniiberstehenden Ecke. Der Beweis ist einfach
dieser: Die hingeschriebene Polare ist simultane Covariante des Okta-
éders und des Punktes . Das System der letzteren, und also auch
jede Covariante derselben, geht aber durch vier lineare Transformatio-
nen in sich iiber, entsprechend Drehangen durch 90 Grad um die Ver-
bindungsgerade der Ecke z mit der gegeniiberliegenden. Der durch
die hingeschriebene Polare reprisentirte Punkt kann daher nur ent-
weder mit « selbst oder.mit der gegeniiberliegenden Xcke coincidiren,
und die erstere dieser beiden Moglichkeiten ist zu verwerfen, weil dann
z der Gleichung H = 0 geniigen wiirde.

Avuf Grund dieser Darstellung wird man schliessen, dass die Spal-
tung des Oktaéders in die drei Paare gegeniibeylicgender Ecken von einer
rationalen Gleichung dritten Grades abhingt. Eine solche kann man
in folgender Weise aufstellen.

Es sei ¢ eins der Punktepaare, ?{ das Aggregat der iibrigen vier

Wurzelpunkte von f. Beide Formen gehen durch 8 von den 24 linea-
ren Transformationen, welche f mit sich zur Deckung bringen, in sich
iiber. Dabei vertauschen sich**) die 8 Ecken des Wiirfels H unter
einander. Man wird also, da unter den Gruppen zusammengehoriger

8 Punkte ¢ viermal, % zweimal ziahlt, H in der Form darstellen kinnen:
H=— xopt+ - (LY.
zpt+ « - ()
Betrachtet man bier ¢? als Unbekannte, so ist dies eine Gleichung dritten

Grades der gesuchten Art. Dieselbe enthilt, wie alle weiterhin aunfzu-
stellenden Resolventen, noch die Verinderlichen z,, x, als willkiihrliche

¥) Genau geradeso beweist man, dass
HfH}=0, HPH:=0

dieselbe Ecke bez. zweimal und dreimal zihlend vorstellen; Analoges leisten die

Polaren
ru Ty =0, T Ty2 =0, rs Tf =0

der Covariante T = T 12, Andererseits reprisentiren, fiir f= a,% die Polaren:

41 2= 33— 2y 4=
ata, =0, a, ay—l), ala, 0,

unter x eine Oktadderecke verstanden, das Product dieser Ecke in die einmal,
zweimal, dreimal gezdhite gegeniiberliegende.
#*) Man verificirt solche Angaben immer sofort an einem Modell.
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Parameter. Ertheilt man ihnen feste Werthe, so erfahrt man durch
Auflosung der Gleichung den numerischen Werth, welchen ¢? dem-
entsprechend erbilt. Will man ¢* als Function der z kennen, so hat
man dieselbe Berechnung fiir zwei weitere Werthepaare durchzufiihren,
die man, um neue Irrationalititen zu vermeiden, dem urspriinglichen
benachbart wihlen kann.

Zur wirklichen Herstellung der cubischen Gleichung gehen wir
auf die kanonische Form zuoriick:

=z, (2'—2".
Eins der Punktepaare ¢ ist dann:
p=2 T1%y,

wo der absolute Werth so genommen ist, dass die Determinante von
@ gleich — 1. Dann folgt aus dem oben angegebenen Werthe von H:

— 1 9 I3
H=—5 9t =3 (L),
und setzt man jetzt etwa
2
p = glpfz ?

so kommt die Gleichung:

Von ihr gehen wir sofort zu derjenigen iiber, die fiir ein beliebiges
Coordinatensystem gilt, in dem wir durch Einfithren der Invariante 4
des Oktadders, die fiir die kanonische Form den Werth § hat, und
der Determinante A der quadratischen Form ¢, fiir welche wir zu-
nichst den Werth — 1 annahmen, homogen machen. So erhiilt man:

Bedeutet ¢ die durch ein Paar gegeniiberstehender Ecken des Okta-
éders wvorgestellte quadratische Form, & deren Delerminante, und setzt
man:

$0 "hat man:

pd 18 cp+4=0.

z/_ s
Aus dieser Gleichung findet man, indem man noch zur Vereinfachung
des Resultats von der zwischen f, H, T bestehenden Relation Gebrauch
macht:

f2V—A+6T —67
p—]/2 e +}/2 __A st,
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ein Resultat, welches mit dern bei Clebsch p. 451 auf anderem Wege
abgeleiteten iibereinstimmt.

§ 8.
Analoge Untersuchungen beim Ikosaéder®).

Wie beim Oktasder wird man auch beim Ikosaéder jede Ecke
rational durch die gegeniiberliegende darstellen konnen und also
schliessen, dass die Zerspaltung des Ikosaéders f in die sechs Paare
gegenitberstehender Punkte von einer Gleichang sechsten Grades ab-
hangt. Sei ¢ ein solches Paar. Unter den 60 Bewegungen, welche
f mit sich zur Deckung bringen, finden sich 10, welche ¢ ungeiindert

f

lassen. Dieselben vertauschen die 10 Punkte 3 alle unter einander.

Andererseits vertheilen sich mit Bezug auf sie die 20 Punkte von H
in zwei Gruppen von je 10. Man wird also H als Product zweier

Factoren darstellen konnen, die aus @° und —(i— linear zusammengesetzt
sind, d. h. man wird setzen kdnnen: .
H = ¢! 4 lqﬂ-f—}—y%-

Betrachtet man hier @® als Unbekannte, so hat man eine Gleichung
sechsten Grades der geforderten Beschaffenheit.

Zur fertigen Herstellung derselben gehen wir zu der kanonischen
Form zuriick:

[=zz, (2" + 1 23> — 2,").
Eins der Paare ¢, mit der Determinante — 1 genommmen, ist dann
etwa
¢ =21,

Sodann entnimmt man dem oben angegebenen Werthe von H:

122 H = — 2t _;’: gt f— A

310 gt !

und setzt man jetzt:

T = 5 9
= T3,
sVr
so kommt:
a8+ 1073 — 128 -+ 5=0.

Vr
Um zu einem beliebigen Coordinatensysteme iiberzugehen, hat man

die Determinante A von ¢, die gleich — 1 genommen wurde, und
5

die Invariante B von f, welche fiir die kanonische Form gleich — 5

ist, einzufiihren.

*) Vergl. Erlanger Berichte. Juli 1875.
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Man setze also:
5 3/8 B g¢?
“—'_ZV”?'T'"K’
so kommi: ‘
2L 10m 4 RE oy a5—0,
V2100 Bfs

welches die gesuchte Gleichung ist.

Man kann aber ferner beim Tkosasder eine Resolvente fiinften Gra-
des aufstellen, welche aus folgendem geometrischem Probleme erwichst:
die 30 Ecken der Covariante 7' vertheilen sich, wie wiederholt hervor-
gehoben, auf fiinf regulire Oktaéder; man soll diese Oktaéder trennen.

Sei ¢ eins derselben. Dasselbe geht durch 12 der 60 Bewegungen,
welche das Ikosaéder f mit sich zor Deckung bringen, in sich iiber.
Bei diesen 12 Bewegungen vertauschen sich die Ecken von f unter

einander. Andererseits spalten sich die 24 Punkte % in zwei Gruppen

von je 12 zusammengehorigen. Man wird also setzen konnen:

T 2 2
I —atarftup,
und dies ist, wenn man ¢ als Unbekannte betrachtet, eine Gleichung
fiinften Grades der verlangten Art,

Die Ausrechnung gestaltet sich mit Hiilfe der kanonischen Form
folgendermassen. Man findet (vergl. den folgenden §), dass eins der
Oktaéder ¢ gleich gesetzt werden kann:

t= (2" + 2,°) (&' + 225%, = 6 20> — 2 2,2, - 2,%) .
Die zugehorige Invariante 4 (die nun als @ bezeichnet sein soll) hat
den Werth E;—)—- Man findet dann

BT ¢ — 108214 4577,

und setzt man jetzt

P=7T‘7—;
so kommt:
5 10pt 4 45p = 2L,
P P+ 45p Vre

Indem man jetzt zu allgemeiner Coordinatenbestimmung iibergeht,
hat man folgendes Resultat:

Sei t eins der finf Oktaéder, a die zugehirige Invariante, so setze

man:
7B
p=4 V—-Ef- - t.
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Dann besteht die Gleichung:
5-—] 3 5 : ey ———elid
p 0p*+ 45 p V=103 Bf3
§ 9.
Die irrationalen Covarianten des Ikosagders in kanonischer Form,

Des weiteren Vergleichs wegen sollen hier die vorstehend benutzten
verschiedenen irrationalen Covarianten des lkosaéders, fiir die kanonische
Form berechnet, zusammengestellt werden.

Die 12 Wurzeln der Gleichung = 0, fiir
f=2Ma + 11 b0’ — 2,27,

erhalten die folgenden Coordinaten:

&y v
2o =0, oo, a&, — &,
2
wo
2in
5 —14V)5
se=e°, a=£—}—e4=—-—;’-£-

Hieraus beildufig das Resultat: Die Doppelverhiiltnisse, welche man
aus den Ecken des Tkosagders bilden kann, sind rationale Functionen
von & Man kann auch sagen: nach Adjunction von & driicken sich
die 12 Wurzeln einer Tkosaédergleichung durch drei beliebjge derselben
rational aus.

Die 6 Punktepaare @, welche entstehen, indem man die gegen-
iberliegenden Ecken des Ikosa8ders zusammenfasst, sollen als ¢, ¢,
@, - + - @, bezeichnet sein; @, umfasse die Wurzeln 0, oo, g, die bei-

den g&, — L &, Wir wihlen die mit iibrigens willkiihrlichem
y T » g

Vorzeichen so, dass die zugehdrige Determinante gleich — 1. Dann

kommt:
P = 22, 2,

-2
Py = Vg
Um ferner die Okfaéder ¢ zu berechnen, seien ¥, y irgend zwei
der @. Dann stellen, behaupte ich,

v43=0, »—yx=0, [%,1]=0 (Functionaldeterminante)

(e=v2? 4 2,25 — &2,%).

drei Punktepaare von 7' dar, die zusammen ein ¢ bilden. Fiir jedes ¢
erhilt man so drei Darstellungen.

Die beiden Punktepaare ¢ -& 4 == 0 werden nimlich offenbar von
den beiden Halbirungslinien der Winkel ausgeschnitten (auf der Kugel),
welche die Axen der ¢ und y mit einander bilden. Denn sie gehoren
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erstens mit ¢ und g 2o derselben Involution und gehen zweitens durch
digjenigen linearen Transformationen in sich tiber, welche % und %
mit einander vertauschen. — Die Funetionaldeterminante {4, y] da-
gegen stellt diejenige Form dar, welche gleichzeitig zu 3 und g har-
monisch ist und also ausgeschnitten wird von dem gemeinsamen Per-
pendikel der Axen von % und j. '

Nennt man also die 5 Oktaéder in verstiindlicher Reihenfolge ¢,
¢ - - - ¢, so ist {, bis auf einen Factor gleich

(P2t @) (P — @) [0, 0]
Den Factor wihlen wir, in Uebereinstimmung mit dem vorangehenden

Paragraphen so, dass die zugehorige Invariante @, gleich ~2~30— wird.

Man findet ihn (be1 willkiibrlich gewihltem Vorzeichen) —-r—, also

ty = "g— (P + ) (P — 97) [P0 5]
= & (2,° — 22,%,°) + % (&0 + 222,
— & -balrt— - bata’

womit zogleich der oben fiir 7, benutzte Werth verificirt ist™).
Man kann auch schreiben:

e 5
t= 3 (o L 02} @t - Grs) (Prro b 90s)
8 (‘pw - ‘})r) (‘Pv—}-l - %—1) (‘;"1'—%-2 - %«2)
A 1 1
b 5 2 3 %‘
=il g, g e, — ot

In Folge dessen hat man zwisehen der entsprechenden Wurzel p, der
Gleichung fiinften Grades (a =~ :

__2//-—2119 .

und den sechs Wuyrzeln =, =, « - = der Gleichung sechsten Grades
(& = —1):

*) Der Vollstindigkeit wegen sei noch erwihnt, dass die Pusktepaare des
zugehirigen Pentagondodekagders dargestellt sind durch:
V2 — 3+V5
2

1

&y &p — 5+v-’~"22 ’

und dass dfeselben proportional sind zu den fiinften Ueberschiebungen zweier
Oktagder £, {(Das Letztere schliesst man wieder aus dem Umstande, dass es 3
Bewegungen giebt, welche gleichzeitig zwei Oktagder ¢ und ein Punktepaar des
Pentagondodekaéders in sich Uberfiihren.)
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_ 53/ B
. a = —4— }/ .—5— B f . q)
folgende Beziehung:

p! 3 N3
Py == 4—1}:' (75;0 — 7171')-T (”v—*—l - sz—l)r (“v+2 - %—2)%-
5

§ 10.
Beziehungen zn anderweitigen Untersuchungen.

Die Resolventen sechsten und fiinften Grades, sowie insbesondere
die Formeln des letzten Paragraphen stimmen, wie bereits in der Ein-
leitung gesagt, genau iiberein mit Formeln, welche bei Untersuchungen
iber die Losung der allgemeinen Gleichung fiinften Grades von Bri-
oschi, Hermite und Kronecker gegeben worden sind. Es sei
wegen derselben insbesondere auf den Aufsatz von Joubert: Sur
Iéquation du sixieme degré (Comptes Rendus 1867, I, p. 1237—1240)
verwiesen, insofern dort einige Unexactheiten, welche in Brioschi’s
bez. Formeln vorkommen, verbessert sind. Neu ist nur die Bedeutung,
unter der hier diese Formeln auftreten, und die damit zusammen-
hingende geometrische Herleitung derselben. Andererseits entnimmt
man den genannten Untersuchungen, dass die Gleichung sechsten Gra-
des, welche die Punktepaare des Ikosaéders trennt, und also die Ikosa-
dergleichung selbst, durch elliptische Functionen geldst werden kann,
was hier indess nicht weiter verfolgt werden soll. —

Zum Schlusse werde auch noch die Galois’sche Gruppe der
Ikosaédergleichung bestimmt. Den linearen Transformationen entspre-
chend, welche die Gleichung in sich iiberfiihren, sind jedesmal 60 der
Doppelverhiltnisse, welche man aus ihren Wurzeln bilden kann, ein-
ander gleich, die Differenzen dieser Doppelverhiltnisse also Null und
somit rational bekannt. Diese Doppelverhiltnissgleichheiten bleiben,
wie eine nihere Ueberlegung zeigt, bei folgenden und nur bei folgen-
den Vertauschungen der Wurzeln ungedndert:

1. Bei denjenigen (60) Vertanschungen, welche einer linearen
Transformation des Ikosaéders in sich entsprechen, und

2. bel denjenigen Vertauschungen, welche ans einer solchen
linearen Transformation hervorgehen, indem man iiber-
dies jede Wurzel durch die gegenilberliegende ersetut.

Die Galois’sche Gruppe umfasst also 120 Substitutionen. Sie
kann auf 60 Substitutionen eingeschrinkt werden, wenn man den nu-
merischen Werth des Doppelverhilinisses von vier Wurzeln, die nicht
in einer Ebene liegen, adjungirt. Denn ein solches Doppelverhiltniss
stellt eine complexe Grosse vor, welche bel den Operationen 2. in
die conjugirte Grosse iibergeht. Alle diese Doppelverhiiltnisse aber
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stellen sich pach einer im vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung
als rationale Functionen einer fiinften Einheitswurzel & dar, und also
ist die Adjunction von & nithig wnd hinreichend, uwm die Gruppe ouf
60 Substitutionen zu reduciren.

Um die Structur der so reducirten Gruppe zu charakterisiren, ge-
niigt es, darauf hinzuweisen, dass sich bei den 60 Bewegungen, welche
das Tkosaéder mit sich zur Deckung bringen, die finf Oktaéder ¢ unter
einander vertauschen. KEs entsprechen die Substitutionen der Gruppe
demnach den Vertauschungen von fiinf Elementen, welche deren Dif-
ferenzenproduct ungeindert lassen.

Minchen, im Juni 1875.



