Ueber die reellen Ziige algebraischer Curven.

Von
Davip HmserT in Kénigsberg i. Pr.

A. Harnack?®) hat bewiesen, dass die Anzahl der reellen Ziige
einer ebenen algebraischen Curve wxt* Ordnung hdchstens gleich

L n—1)—2 1 ist und er hat zugleich ein Verfahren angegeben,
5 ( )+ g geg

mittelst dessen man in der That ebene Curven #' Ordnung mit

—;—( — 1) (n — 2) 4 1 reellen Ziigen construiren kann. Da eine

solche Curve mit der Maximalzahl reeller Ziige keinenfalls einen Doppel-
punkt besitzt, so darf kein Zug der Curve sich selber oder einen an-
deren Zug durchschneiden und die Curve besteht daher, wenn die
Ordnung » gerade ist, nur aus paaren Ziigen. Ist die Ordnung »
ungerade, so besitzt die Curve einen unpaaren Zug; die iibrigen Ziige
sind simmtlich paar.

Um die wesentlichen Eigenschaften eines paaren und eines unpaaren
Zuges klar hervortreten zu lassen®¥), deuten wir die terniren homo-
genen Coordinaten #,, #,, #; als Coordinaten eines Punktes im Raume,
bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, so dass jedem Punkte
der urspriinglichen Ebene eine durch den Anfangspunkt O gehende
gerade Linie und jedem Zuge der ebenen Curve ein Kegel entspricht,
dessen Spitze im Anfangspunkte O liegt. Ein solcher Kegel theilt nun
den Raum entweder in zwei oder in drei Gebiete. Im ersteren Falle
ist es moglich, eine jede durch den Anfangspunkt O gehende Gerade
durch Drehung um O in jede andere durch O gehende Gerade iiber-
zufithren, ohne den Kegel zu iiberschreiten d. h. ohne dass die Gerade
inzwischen einmal mit einer Erzeugenden des Kegels zusammenfillt.
Es wird dann der Kegel und der entsprechende Curvenzug ein un-
paarer genannt. Im zweiten Falle gehdren zwei Raumgebiete als

*) Mathematische Annalen Bd. 10; S. 189.
#+) Vgl. Mdbius, Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung,
Gesammelte Werke, Bd. 2 und v. Staudt, Geometrie der Lage S. 81,

8*
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Scheitelriume zusammen, insofern alle geraden Linien, welche das
eine erfiillen, nach ihrer Verlingerung in das andere Gebiet hinein-
ragen. Der Kegel und der entsprechende Curvenzug heissen dann
paar. Die beiden zusammengehdrigen Raumgebiete und das ent-
sprechende .Gebiet der Ebene bilden das Innere des Kegels oder der
Curve. Alle iibrigen durch O hindurchlaufenden Geraden erfiillen das
dritte Raumgebiet. Dieses und das entsprechende Gebiet der Ebene
heisst das dussere Gebiet. Zwei unpaare Ziige schneiden sich in
einer ungeraden Anzahl von Punkten; zwei paare Ziige, sowie ein
unpaarer und ein paarer Zug schneiden sich in einer geraden Anzahl
von Punkten. Jeder durch das Innere eines paaren Zuges gelegte
unpaare Zug schneidet den paaren Zug wenigstens in zwei Punkten.

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist das Innere und das
Aeussere eines paaren Curvenzuges in bestimmter Weise unterschieden
und wenn daher eine Curve mit mehreren Ziigen gegeben ist, so kénnen
wir fiir jeden einzelnen paaren Zug angeben, welche Ziige ausserhalb
oder innerhalb desselben liegen und welche denselben umschliessen. Was
hierbei die verschiedenen Moglichkeiten anbetrifft, so erscheint es vor
allem nothig, die Hussersten Vorkommnisse bei der Gruppirung der
Ziige in Betracht zu ziehen und wir untersuchen daher im Folgenden
die Frage, wie viele von den Ziigen einer Curve mit der Maximalzahl
reeller Ziige hiochstens in einander eingeschachtelt sein kGnnen d. h.
wie viele Ziige derart liegen konnen, dass der erste Zug vollstindig
im Inneren des zweiten, der zweite im Inneren des dritten Zuges ver-

lauft u. s. f.
Man erkennt leicht, dass bei einer geraden Ordnumg n hichstens

323 — 1 Ziige in der eben beschricbenen Weise eingeschachtelt sind. Denn

gibe es 1;— eingeschachtelte Ziige, so nehme man auf einem der iibrigen

Ziige einen beliebigen Punkt 4 an und verbinde diesen Punkt A mit
einem Punkte des zu innerst gelegenen Curvenzuges durch eine Gerade,
Da die so gelegte Gerade den Zug, auf welchem A liegt, und ausser-

dem jeden der —g’— eingeschachtelten Ziige mindestens in 2 Punkten trifft,

so hiitte sie mit der Curve im Ganzen wenigstens # -}~ 2 Punkte gemein,

was unmoglich ist.
Wenn wir die Existenz einer Curve der geraden Ordnung n mit

der Maximalzahl reeller Ziige annehmen, von denen in der That
—21 — 1 auf die vorhin beschriebene Weise in einander eingeschachtelt

liegen, so ist leicht ersichtlich, dass die iibrigen %(n2—-—4n+ 6) Ziige

simmtlich unter einander getrennt verlaufen, Denn wiirde auch nur
einer dieser Ziige einen anderen umschliessen, so hitte die Verbindungs-
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linie eines Punktes des letzteren Zuges mit einem Punkte des zu innerst
gelegenen Zuges der Curve mindestens » - 2 Punkte gemein und
dieser Fall ist unmbglich. Dagegen hindert nichts, dass die iibrigen

-%— (n? — 4n -+ 6) Ziige auf verschiedene Weise in den ringférmigen

Gebieten vertheilt sind, welche durch die 1;! — 1 eingeschachtelten

Ziige gebildet werden.
Ist die Ordnung % ungerade,. so besitzt die Curve einen unpaaren

Zug und es sind hochstens -;— (n— 3) paare Ziige der Curve in einander

eingeschachtelt. Denn gibe es —%—(n — 1) eingeschachtelte Ziige, so

nehme man auf einem der iibrigen Ziige einen beliebigen Punkt an
und verbinde diesen Punkt mit einem Punkte des zu innerst gelegenen
Curvenzuges durch eine Gerade. Da die so gelegte Gerade ausserdem
den unpaaren Zug der Curve wenigstens in einem Punkte schneiden
muss, so hétte sie mit der Curve im Ganzen wenigstens # - 2 Punkte

gemein, was unmdglich ist. Die tibrigen —;— (n? — 4n + 7) Ziige liegen

wie vorhin untereinander getrennt.

Wir wollen jetzt zeigen, dass Curven wvon der in Rede stehenden
Art in der That existiren. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei
f =0 die Gleichung einer Curve von der Ordnung #» mit der Maximal-
zahl reeller Ziige, unter denen, jenachdem » gerade oder ungerade ist, die
—g-—-— 1 Zige Z,, Z,, ..., Z,  bezichungsweise die %—(n — 3) Ziige

=—1

ZyyZyyo oy 4, — auf die verlangte Weise in einander-eingeschachtelt
iy N
2

sind, Ausserdem moge es eine Ellipse & = O geben, welche entweder

den Hussersten Zug Z 2 beziehungsweise Z, umschliesst oder
——1 — (n—3)
2 2

ganz im innersten Zuge Z, liegt oder allgemein den Zug Z, umschliesst
und zugleich im Innern des Zuges Z, i liegt, wobei v eine der Zahlen

1,2, -, % —2 bezichungsweise eine der Zahlen 1,2, - - -, - (n—5)

bedeutet. Diese Ellipse k=0 schueide einen der t‘ibrigen—-;— (n*—4n-+6)

bezichungsweise -;-(n2—~4n+7) Ziige in 2n Punkten-4,, 4,,..., 43,

und zwar derart, dass letztere als Punkte der Ellipse in der ndmlichen
Reihe aufeinanderfolgen, wie wenn wir den Curvenzung durchlaufen.
Wir nehmen nun aunf der Ellipse zwischen zweien dieser Punkte, etwa
zwischen A4, und 4, 2n 4 4 Punkte B,, B,, ..., Basps beliebig an
und verbinden B, mit B,, B, mit B, ..., Beays mit Byype durch
gerade Linien. Die linken Seiten der Gleichungen dieser geraden Linien
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multipliciren wir miteinander und bezeichnen das entstehende Product,

welches eine ternire Form von der # -} 2% Ordnung ist, mit g. Wird

dann eine Grosse 0 geniigend klein bestimmt, so ist bei geeignet ge-

wihltem Vorzeichen '
fk+0g=0

die Gleichung einer Curve der n - 2t QOrdnung, welche

=) @—2)+ 14 @r—1) =3 @+n+1
d. h. die Maximalzahl von Ziigen besitzt, unter denen in der That %

beziehungsweise %(n —1) Ziige in einander eingeschachtelt sind. Denn

jeder der eingeschachtelten Zige Z,, Z,,...,Z,  beziehungsweise
- —1
2

Zyy Loy ooy 4, | giebt zu einem nahebei gelegenen Zug der neuen

Curve Anlass. Wir bezeichnen die so entstehenden Ziige der neuen
Curve mit Z, Z,,...,7Z,  beziehungsweise mit Z/, Z;, ..., Z .
S 7 (9
Zugleich entsteht aus der Ellipse ¥ = O ein besonderer Zug Z’, welcher
die Ellipse entweder aussen umschliesst oder sich derselben von innen
anschmiegt, so dass die Ellipse entweder zwischen den Ziigen Z,” und
Z’ oder zwischen den Ziigen Z’ und Z,;, eingeschachtelt ist. Die
Ellipse k=0 schneidet einen der neu entstandenen Ziige in den
2n + 4 Punkten B, B,, ..., B4 und zwar derart, dass die Reihen-
folge dieser Schnittpunkte auf der Ellipse und auf dem Curvenzuge
die niimliche ist. Wir erkennen somit, dass die Ellipse % = 0 gegen-
iiber der neu gebildeten Curve % --2tr Ordnung genau die entsprechende
Lage einnimmt, wie gegeniiber der urspriinglichen Curve s Ordnung,
Das beschriebene Verfahren ist daher von neuem anwendbar und bei
Jjedem weiteren Schritte gelangen wir zu einer neuen Curve von der
verlangten Beschaffenheit, deren Ordnung um zwei Einheiten grosser
ist. Da fiir die niedrigsten Ordoungen die Existenz der Curven von
der verlangten Beschaffenheit leicht erkannt wird, so folgt dieselbe
allgemein.

Durch das angegebene Verfahren gelangen wir in den Fillen
n=26, n==T, n =28 zu folgenden Curven der in Rede stehenden
Beschaffenheit.

n =6.%) 1) Ein Zug Z, innerhalb desselben ein-einzelner Zug,
ausserhalb des Zuges Z 9 untereinander getrennt liegende Ziige.

*¥) Diesen Fall » = 6 habe ich einer weiteren eingehenden Untersuchung
unterworfen, wobei ich — freilich auf einem ausserordentlich umstindlichen
Wege — fand, dass die 11 Ziige einer Curve 6'r Ordnung keinesfalls simmtlich
ausserhalb und von einander getrennt verlaufen kénnen, Dieses Resultat erscheint
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2) Ein Zug Z, innerhalb desselben 9 getrennt liegende

Ziige, ausserhalb des Zuges Z ein einzelner Zug.
n=". 1) Bin Zug Z, innerhalb desselben 2 getrennt liegende

Ziige, ausserhalb des Zuges Z 12 getrennte paare Ziige und ein un-
paarer Zug. -

2) Bin Zug Z, innerhalb desselben 12 getrennte Ziige,
ausserhalb des Zuges Z 2 paare Ziige und ein unpaarer Zug.

8) Ein Zug Z, innerbalb desselben 3 getrennte Ziige,
ansserhalb des Zuges Z 11 paare Ziige und ein unpaarer Zug.

4) Ein Zug Z, innerhalb desselben 13 getrennte Ziige,
ausserhalb des Zuges Z ein paarer und ein unpaarer Zug.

n==8. 1) Bin Zug Z,, innerhalb desselben ein einzelner Zug,
ausserhalb des Zuges Z, 2 getrennt liegende Ziige; diese beiden letateren
Ziige sowie der Zug Z, werden gleichzeitig umschlossen von einem
Zuge Z,, ausserhalb des Zuges Z, 17 getrennt liegende Ziige.

2) Bin Zug Z,, innerhalb desselben 17 getrennte Ziige,
ausserhalb des Zuges Z, 2 getrennt liegende Ziige, die beiden letzteren
Ziige, sowie der Zug Z, werden umschlossen von einem Zuge Z,; ausser-
halb des Zuges Z, ein einzelner Zug.

3) Ein Zug Z,, innerhalb desselben ein einzelner Zug,
ausserhalb des Zuges Z, 14 getrennt liegende Ziige, diese letzteren 14
Ziige sowie der Zug Z, werden umschlossen von einem Zuge Z,, ausser-
halb des Zuges Z, 5 getrennte Ziige.

4) Ein Zug Z,, innerhalb desselben 5 getrennt liegende
Ziige, ausserhalb des Zuges Z, 14 Ziige, diese 14 Ziige sowie der
Zug Z, werden zugleich umschlossen von einem Zuge Z,, ausserhalb
des Zuges Z, ein einzelner Zug.

Die Frage nach der Maximalzahl der reel]en Zige gestattet auch
fir die algebraischen Raumcurven eine vollstindige Erledigung.

Wir untersuchen zundchst, aus wie vielen Ziigen eine irreducible
Raumcurve xter Ordnung hochstens bestehen kann. Halphen*®) und
M. Noether®*) haben gezeigt, dass eine irreducible nicht ebene Curve
nt Ordnung vom Maximalgeschlecht nothwendig auf einer Fliche

zweiter Ordonung liegt. Dieses Maximalgeschlecht wird —i—(n —2)2

mir desshalb von Interesse, weil es zeigt, dass fiir Carven mit der Maximalzahl
von Ziigen der topologisch einfachste Fall nicht immer méoglich ist. Zugleich
folgt ans dem erwihnten Umstande, dass eine Fliche 4%r Ordnung mit 12 Manteln
nicht existiren kann; vgl. die Preisschrift von K. Rohn: ,,Die Flichen 4fr Ord-
nung hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer Gestaltung* 8. 42, wo die Zahl 12
als obere Grenze fiir die Anzahl der Flichenmintel angegeben wird,
¥) Bull. de 1la Soc. Math. de France Bd. 2, 8. 42.

*¥) Zar Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven, Crelle’s

Journal Bd, 93, S. 293.
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beziehungsweise %—(n-—l) (n—3), jenachdem die Ordnung n gerade

oder ungerade ist. Es sei nun eine nicht ebene Curve x' Ordnung
mit der Maximalzahl reeller Ziige gegeben; projiciren wir dieselbe von
irgend einem Punkte aus auf eine Ebene, so entspricht einem jeden
Zuge der Raumcurve ein Zug der ebenen Curve und das Geschlecht der
Raumcurve stimmt iiberein mit dem Geschlechte der ebenen Curve. Die
Anzahl der reellen Ziige einer jeden ebenen Curve ist, wie A. Harnack
in der zu Anfang citirten Arbeit ebenfalls bewiesen hat, hdchstens
gleich dem um Eins vermehrten Geschlechte der Curve und es ist
daher die Zahl der Ziige der Projectionscurve und folglich auch die Zahl

der Ztige der urspriinglichen Raumcurve hochstens gleich —;:(n —2)241

beziehungsweise %(n—l) (n—3)+ 1, jenachdem % gerade oder un-
gerade ist. Zugleich folgt, dass eine jede nicht ebene Curve nter OQrd-
nung, welche genau % (n—2)?+4 1 beziehungsweise 71—(%—— H(n—3)+1
Zuge besitzt, nothwendig auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen muss.

Wir wollen nunmehr zeigen, das die eben gefundene obere Grenze
fiir die Anzahl der Ziige auch wirklich erreicht wird. Zu dem Zwecke
nehmen wir an, es sei eine Curve C, von der geraden Orduung # als
Schnitt eines einschaligen Hyperboloides H = 0 und einer Fliche

F =0, von der Ordnung —;z- gegeben und diese Curve C, habe die

Maximalzahl —41: (n—2)? - 1 von reellen Ziigen. Ausserdem moge auf

dem Hyperboloide H = 0 mittels der Ebene E = O eine Ellipse aus-
geschnitten sein, welche einen von den Ziigen der Curve C, in # auf-
einanderfolgenden Punkten 4,, 4,, ..., 4, schneidet. Wir nehmen
auf dieser Ellipse zwischen den Punkten 4, und 4, % < 2 Punkte

By, By, ..., Byye beliebig an und construiren %(n—]—?) Ebenen, von
denen die erste durch B, und B,, die zweite durch B, und B,, .

und die - (n--2) durch B,(; und B,ys hindurchgeht; es soll keine
dieser Ebenen mit der Ebene E = 0 zusammenfallen. Das Product

der linken Seiten der Gleichungen dieser -;}(%-}-2) Ebenen ist eine

quaternire Form G von der —%—(n-}—?)te“ Ordnung.: Wird dann eine

Grosse & gentigend klein bestimmt, so ist bei geeignet gewihltem

Vorzeichen
FE40G=0

die Gleichung einer Fliche von der -;—(n -+ 2)tee Ordnung, welche aus
dem Hyperboloide H=0 eine Raumeurve Cpys der 5 -2t Ordnung mit
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T—2 1l m—D) =1

reellen Ziigen ausschneidet; denn bei jemem Verfahren entsteht aus
jedem Zuge von O, ein Zug der Curve C,;s und die Ellipse zusammen
mit dem in % Punkten geschnittenen Zuge von C, giebt zu » neuen
Ziigen der Curve C,4s Anlass. Die erhaltene Anzahl von Ztigen ist
die Maximalzahl. Ausserdem schneidet einer der % neu entstandenen
Ziige die Ellipse E =0 in den » - 2 aufeinanderfolgenden Punkten
By, B,, ..., Buys, sodass das eben auf (O, angewandte Verfahren in
entsprechender Weise auf die neu entstandene Curve (s anwendbar
wird. Da fiir » = 2 jene Maximalzahl gleich Eins wird, so kann fiir
das eben beschriebene Verfabhren eine beliebige Ellipse auf dem Hyper-
boloide H = 0 als Ausgang dienen und wir erkennen dann durch den
Schluss von # auf » - 2 allgemein fiir jede gerade Ordnung n die

Existenz von Raumecurven mit -i—(n — 2)% 4 1 reellen Ziigen.

Um die entsprechende Thatsache fiir Curven von der ungeraden
Ordnung # pachzuweisen, nehmen wir an, die Fliche ¥ = 0 von der

—12—(9@ + 1)t Ordnung schneide das einschalige Hyperboloid H =0 in
einer Hiilfsgeraden L und in einer Curve 't Ordnung C,, welche
-Z_(n — 1) (n—38) 4 1 Ziige besitzt, Ausserdem mbge auf dem Hyper-

boloide H = O mittelst der Ebene F == 0 eine Ellipse ausgeschnitten
sein, welche einen von den Ziigen der Curve O, in den # Punkten
A,, A2, ..., A, schneidet. Die Punkte mbdgen simmtlich auf einem
ganz im Endhchen sich erstreckenden Theile des Curvenzuges liegen
und zwar sel beim Durchlaufen dieses endlichen Curventheiles die
Reihenfolge der Punkte genau die angegebene. Die Hiilfsgerade L
treffe die Ellipse im Punkte 4 und die Lage des Punktes A auf der
Ellipse sei derart, dass beim Durchlaufen der Ellipse der Reihe nach
die Punkte 4, A,, 4,, ..., A, aufeinanderfolgen. Wir nehmen nun
auf der Ellipse zwischen den Punkten 4 und 4, %42 Punkte
B,, By, ..., Bupe beliebig an und construiren eine Ebene, welche
durch die Gerade L und durch den Punkt B, geht und hierauf noch

(n+1) Ebenen, von denen die erste durch B, und Bs, die zwezte
durch B, und B und die - (’n-}- 1)te durch B,; und B,,.;.g hindurch-

geht. Das Product der linken Seiten der Gleichungen dieser ‘Fj’(” +3)

Ebenen werde mit G bezeichnet. Bestimmen wir dann eine Grosse &
geniigend klein, so ist bei geeigneter Wahl des Vorzeichens

FE+38G=0
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die Gleichung einer Fliche von der -21— (n-3)er Ordnung, welche aus

dem Hyperboloide H = 0 die Gerade L und iiberdies eine Raumcurve
Cryz von der n -+ 2@ Ordnung mit

T—)—38)+ 14 (r—1) =7 (r+1) (s—1) +

Ziigen d. h. mit der Maximalzahl von Ziigen ausschneidet. Ueberdies
schneidet einer dieser Ziige die Ellipse E =0 in den % + 2 Punkten
B, B,, ..., Byys. Die letzteren Punkte liegen wiederum simmtlich
auf einem ganz im KEndlichen sich erstreckenden Curvenstiicke und
wenn By, B,, . .., Bu.ys die Reihenfolge der Punkte beim Durchlaufen
dieses endlichen Curvenstiickes angiebt, so herrscht auf der Ellipse
die Reihenfolge 4, B, B,, ..., Byts. Das eben auf C, angewandte
Verfahren wird daher in entsprechender Weise auf die neu entstandene
Curve C,2 anwendbar. Da fiir » = 1 jene Maximalzahl gleich Eins
wird, so kann fir das eben beschriebene Verfahren eine beliebige
Gerade des Hyperboloides H = 0O als Ausgang dienen und wenn wir
dann irgend eine Gerade aus der anderen Schaar der Erzeugenden
des Hyperboloides als Hiilfslinie L hinzunehmen, so folgt durch den
Schluss von n auf # - 2 allgemein, dass es Raumcurven von der un-

geraden Ordnung » mit -i- (n—1)(n—3) + 1 Zigen giebt. Wir

sprechen daher den Satz aus:
Die Zahl der reellen Ziige einer irreduciblen Baumcurve nte Ord-

nung ist hischstens - (n—2)* -+ 1 bezichungsweise 5 (n—1) (n—3) 1,

Jenachdem die Ordnung n gerade oder umgerade ist und es giebt in beiden
Fillen Baumcurven, welche wirklich aus so vielen Ziigen gebildet sind.

Wir untersuchen nunmehr Lage und Gestalt der Raumcurven mit
der Maximalzahl reeller Ziige. Da nach den obigen Ausfiihrungen
diese Curven auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen, so ist es nicht
moglich, dass ein Zug derselben sich in einen der iibrigen Ziige hinein-
schlingt. Die Ziige der Raumcurve liegen vielmehr simmtlich getrennt
im Raume derart, dass jeder Zug durch stetige Aenderung auf einen
Punkt zusammengezogen werden kann, ohne dass er wihrenddessen
einen der anderen Ziige durchschneidet. Doch ist damit sehr wohl
vertraglich, dass einer der Curvenziige auf der Fliche zweiter Ordnung
einen der anderen Ziige umschliesst und es sind sogar im allgemeinen
fir die nimliche Curvenordnung # verschiedene Gruppirungen der
Zige auf der Fliche zweiter Ordnung mbglich.

Wir sehen ferner leicht ein, dass eine Raumcurve mit der Maximal-
zahl reeller Ziige keinen wirklichen Doppelpunkt besitzen darf. Wenn
wir ndmhich das Gegentheil annehmen und dann ausserhalb der Raum-
curve auf der die Raumcurve tragenden Fliche zweiter Ordnung einen
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Punkt P so bestimmen, dass keine der beiden in diesem Punkte P
sich schneidenden Geraden der Fliche den Doppelpunkt der Curve
trifft, so liefert die Projection der Raumecurve von diesem Punkte aus
eine ebene Curve von der #'» Ordnung, welche einen gewohnlichen
Doppelpunkt und ausserdem einen n,-fachen und einen n,-fachen
Punkt besitzt, wobei #, 4 %, == n ist. Das Geschlecht der ebenen

Curve wiire folglich kleiner als -i (n—2)? beziehungsweise %(n——l) (n—3).

Da aber die Zahl der Ziige einer Curve hochstens um eine Einheit
grosser sein kann als ihr Geschlecht, so konnte die ebene Curve hier-

nach hochstens -i— (n — 2)? beziehungsweise i— (n— 1) (n — 3) Ziige

haben und das Nimliche wire daber auch fir die Raumcurve der Fall.
Dieser Umstand widerspricht unserer Annahme, zufolge derer die
Raumcurve die Maximalzahl reeller Ziige besitzt. Die Betrachtung
lehrt zugleich die Werthe der Zahlen #, und #, erkennen. Denn da
die durch Projection entstandene ebene Curve nothwendig das Geschlecht

-i— (n — 2)* beziehungsweise —:: (w — 1) (» — 3) Dbesitzt, so ergeben
sich die Werthe #, = 1;—, N, = -g- beziehungsweise 7, = —;— (n + 1),
By == -;— (n — 1), jenachdem die Ordnung n gerade oder ungerade ist.

Die vorhin constroirten Raumcurven mit der Maximalzahl reeller
Ziige besitzen, wie man sieht, keinen oder einen einzigen unpaaren
Zug, jenachdem ihre Ordnung » gerade oder ungerade ist. s ent-
steht so die weitere Frage, ob — ebenso wie fiir ebene Curven —
die Forderung der Maximalzahl reeller Ziige das Auftreten mehrerer
unpaarer Ziige ausschliesst oder ob ausser den vorhin construirten
Raumcurven noch andere Arten von Raumcurven mit der Maximalzahl
von Ziigen vorhanden sind.

Um zunichst eine obere Grenze fiir die Anzahl der unpaaren Ziige
einer Raumcurve nt Ordnung mit der Maximalzahl reeller Ziige zu
bestimmen, projiciren wir wie vorhin die Raumecurve von einem
Punkte P der quadratischen Fliche auf eine Ebene; der Punkt P soll
picht auf der Raumcurve selbst liegen. Die entstandene ebene Curve

nter Qrdnung besitzt zwel —g—-fache oder einen -;- (n + 1)-fachen und

einen —;— (n — 1)-fachen Punkt, jenachdem % gerade ‘oder ungerade

ist. Wir bezeichnen diese beiden Punkte mit 4 und B. Ausser diesen
beiden Singularititen besitzt die ebene Curve — wie vorhin gezeigh
worden ist — keinen mehrfachen Punkt. Jedem unpaaren Zuge der
Raumenrve entspricht auch ein unpaarer Zug der ebenen Curve und
umgekehrt. Denn wenn wir durch den Projectionsmittelpunkt P eine
Ebene legen und wenn diese Ebene einen Zug der Raumecurve in einer
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ungeraden Zahl von Punkten schneidet, so trifft die durch die Ebene
bestimmte Gerade den entsprechenden Zug der ebenen Curve in der
némlichen ungeraden Anzahl von Punkten. Somit kommen wir auf
die Untersuchung der durch Projection entstandenen ebenen Curve
zuriick.

Wir beweisen leicht, dass die ebene Curve hdchstens einen un-
paaren Zug besitzen kann, welcher durch jeden der beiden Punkte 4
und B eine ungerade Anzahl von Malen hindurchgeht. In der That
nehmen wir an, es gibe zwei solche Ziige und beriicksichtigen wir,
dass diese Ziige ausserhalb der Punkte 4 und B einander nicht durch-
schneiden diirfen, so wiirde folgen, dass die beiden unpaaren Ziige im
Ganzen eine gerade Anzahl von Malen einander durchschneiden und
dies ist nicht moglich. In der entsprechenden Weise erkennt man,
dass beim Vorhandensein mehrerer unpaarer Ziige kein einziger von
diesen sowohl durch 4 wie durch B eine gerade Anzahl von Malen
hindurchliuft. Wenn also die ebene Curve mehrere unpaare Ziige
besitzt, so giebt es unter diesen stets einen unpaaren Zug Z, welcher
durch einen der beiden singuldren Punkte etwa durch A eine ungerade
Anzahl von Malen und durch den anderen singuldren Punkt B eine
gerade Anzahl von Malen hindurchgeht. Es miissen dann aber noth-
wendig auch die iibrigen unpaaren Ztige der Curve den ndmlichen
Punkt 4 eine ungerade Anzahl von Malen und den Punkt B eine
gerade Anzahl von Malen schneiden — abgesehen von dem einen
etwa vorhandenen unpaaren Zuge, welcher durch jeden der beiden
Punkte 4 und B eine ungerade Anzahl von Malen hindurchgeht.
In der That, wenn es einen unpaaren Zug gibe, welcher 4 eine
gerade und B eine ungerade Anzahl von Malen schnitte, so miisste
dieser unpaare Zug den unpaaren Zug Z in einer geraden Anzahl
von Punkten durchschneiden und diess ist unmdoglich.

Die bisherigen Ausfithrungen zeigen, dass jeder unpaare Zug durch
einen der singuliren Punkte etwa durch A eine ungerade Anzahl von

Malen also mindestens einmal hindurchgeht. Da nun 4 ein -;ﬁ-facher

bezichungsweise ein -;— (n 4 1)-facher Punkt ist, jenachdem die Ord-
nung # gerade oder ungerade ist, so kann die Curve jedenfalls
hochstens 1;— beziehungsweise —;~ (n-+1) unpaare Ziige besitzen. Diese

obere Grenze fiir die Zahl der unpaaren Ziige wird jedoch nicht er-
reicht, wie man in folgender Weise zeigt.

Wir setzen erstens n=4v, wo v eine ganze Zahl bedeutet
und nehmen an, es existire eine Curve von der Ordnung » mit der
Maximalzahl von Ziigen, welche in 4 und in B je einen 2v-fachen
Punkt besitzt; 2» Ziige der Curve seien unpaar und jeder dieser 2v
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Ziige gghe einmal durch den Punkt 4. Nach den obigen Ausfihrungen
konnte es dann hdchstens einen unter den 2v unpaaren Ziigen geben,
welcher durch den Punkt B eine ungerade Anzahl von Malen hin-
durch geht. Da Puokt B ein 2v-facher Punkt der Curve ist, so
miissten, abgesehen von jenen unpaaren Ziigen, noch eine ungerade
Anzahl reeller Zweige der Curve durch B hindurch laufen. Die tibrigen
unpaaren Ziige der Curve laufen aber simmtlich durch- B eine gerade
Anzahl von Malen hindurch und es miisste daher mindestens einen
paaren Zug der Curve geben, welcher durch B eine ungerade Anzahl
von Malen hindurchgeht. Dieser paare Zug kann nicht auch durch
A laofen, weil sich in 4 bereits 2v unpaare Ziige schneiden. Da
der paare Zug ausserhalb der Punkte 4 und B nirgends einen anderen
Zug schneiden kann, so wiirde er jenen unpaaren durch B eine un-
gerade Zahl von Malen hindurchlaufenden Zug in einer ungeraden
Anzahl von Punkten schrneiden miissen und dies ist nicht mbéglich.
Damit ist gezeigt, dass jeder der 2v unpaaren Ziige durch B eine
gerade Anzahl von Malen hindurchliuft. Wir nehmen jetzt »n > 4
an; es existirt dann ausser den 2v unpaaren Ziigen jedenfalls noch
ein paarer Zug. Wir ziehen von einem beliebigen Punkte eines paaren
Zuges der Curve eine Gerade nach dem Punkte B. Da.diese gerade
Lipie in B mit jedem der unpaaren Ziige eine gerade Anzahl von
Punkten gemein hat, so folgt, dass dieselbe noch jeden der unpaaren
Ziige in einer ungeraden Zahl von Punkten also mindestens in je
einem Punkte ausserhalb B treffen muss. Nun ist B ein 2v-facher
Punkt der Curve und es wiirde also die gerade Linie mit der Curve
mindestens 4» 4 1 Punkte gemein haben. Diese Folgerung steht im
Widerspruch mit der angenommenen Irreducibilitit der Curve. Die
Curve kann daher nicht 2v unpaare Ztige besitzen und da eine Curve
gerader Ordnung auch eine gerade Anzahl unpaarer Ziige besitzen
muss, so folgt, dass unsere ebene Curve und daher auch die anfinglich
betrachtete Raumcurve von der Ordnung % = 4» mit der Maximalzahl
reeller Ziige hochstens 2v — 2 unpaare Zige besitzen kann. Aus-
genommen ist die Curve 4% Ordnung, fiir welche die Annahme zweier
unpaarer Ziige freisteht.

Wir setzen zweitens die Ordnung # = 4v -} 2 und zeigen, dass
in diesem Kalle unsere Curve gar keinen unpaaren Zug besitzen darf.
Nach den fritheren Ueberlegungen miisste namlich jeder der vor-
handenen unpaaren Ziige durch einen der beiden singuliren Puankte,
etwa durch A eine ungerade Anzahl von Malen hindurchlaufen. Nun
ist die Zahl der simmtlichen unpaaren Ziige nothwendig gerade und
da A ein 2v - 1-facher Punkt der Curve ist, so miisste mindestens
ein paarer Zug Z existiren, welcher den Punkt A eine ungerade An-
zahl von Malen schneidet. Andererseits darf hochstens ein unpaarer
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Zug zugleich auch durch B eine ungerade Anzahl von Malens laufen
und in Folge dessen miisste es jedenfalls einen unpaaren Zug geben,
welcher durch BB eine gerade Anzahl von Malen liuft. Dieser unpaare
Zug wiirde jenen paaren Zug Z eine ungerade Anzahl von Malen
schneiden und diess ist unméglich.

Es sei drittens die Ordnung % = 4v - 1; die vorhin fir die
Anzahl der unpaaren Ziige gefundene obere Grenze ist in diesem Falle
gleich 2» 4 1. Diese Grenze wird wiederum nicht erreicht. Wir
nehmen, um dies einzusehen, an, es gibe eine Curve mit der Maximal-
zahl von Zigen; 2v 4 1 von diesen Ziigen seien unpaar und liefen
je einmal durch den 2w» -|- 1-fachen Punkt 4. Hbochstens einer von
diesen 2» -~ 1 unpaaren Ziigen darf zugleich auch durch B eine un-
gerade Anzahl von Malen hindurchgehen. Da aber B ein 2u-facher
Punkt der Curve ist, so miisste in diesem Falle mindestens ein paarer
Zug vorhanden sein, welcher durch B eine ungerade Anzahl von
Malen hindurchliuft. Dieser paare Zug kann nicht durch 4 laufen,
weil sich im Punkte A4 bereits 2v 4+ 1 Zweige der Curve schneiden;
er wiirde folglich jenen unpaaren eine ungerade Zahl von Malen durch
B laufenden Zug eine ungerade Anzahl von Malen schneiden. Dies
ist unmbglich und es ist damit gezeigt, dass keiner der 2 -+ 1 un-
paaren Ziige durch B eine ungerade Anzahl von Malen hindurchgehen
darf. Ausser den 2v |- 1 unpaaren Ziigen existirt, falls die Ordnung
der Curve n > 5 ist, noch ein paarer Zug und wir sehen , wie im
ersten Falle, leicht ein, dass ein durch B und einen beliebigen Punkt
des paaren Zuges gelegte Gerade mit der Curve mehr als % Punkte
gemein bhaben wiirde. Die Curve kann also nicht 2 ~+ 1 unpaare
Zige besitzen und da eine Curve von ungerader Ordnung nothwendig
eine ungerade Anzahl von unpaaren Ziigen besitat , so folgt, dass eine
Raumcurve von der Ordnung # = 4 -+ 1 mit der Maximalzahl reeller
Zige hochstens 2v — 1 unpaare Ziige besitzen kann. Ausgenommen
ist die Curve 5%r Ordnung, fiir welche die Annahme von 3 unpaaren
Ziigen freisteht.

Wir setzen endlich viertens die Ordnung # = 4» 4 3. Die
Curve konnte dann den fritheren Betrachtungen zufolge hochstens
2v 4 2 oder vielmehr, da sie von ungerader Ordnung ist, hochstens
2v + 1 unpaare Ziige besitzen. Auch diese Anzahl wird nicht er-
reicht. Wir nehmen an, es existire eine Curve der verlangten Art
mit 2v -1 unpaaren Ziigen und haben dann zu unterscheiden, ob
Jeder von diesen unpaaren Ziigen durch den 2v - 2-fachen Punkt 4
oder durch den 2» 4 1-fachen Punki B einmal hindurchliuft. Im
ersteren Falle miisste es ausserdem noch einen paaren Zug Z der
Curve geben, welcher den Punkt 4 einmal schneidet. Fiir #n > 3
wird 20 41> 1 und es giebt daher unter dieser Yoraussetzung jeden-
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falls einen unpaaren Zug, welcher durch B eine gerade Anzahl von
Malen hindurchliuft. Dieser unpaare Zug wiirde jenen paaren Zug Z
eine ungerade Zahl von Malen schueiden, was unmoglich ist. Nehmen
wir zweitens an, es liefen die 2» 4 1 unpaaren Ziige der Curve
simmtlich durch den 2v - 1-fachen Punkt B einmal hindurch, so
ist zunichst, wie man leicht einsieht, ausgeschlossen, dass einer dieser
unpaaren Ziige auch durch A4 eine ungerade Zahl von Malen hindurch-
lsuft. Wird dann wiederum # > 8 angenommen, so besitzt unsere
Curve jedenfalls noch einen paaren Zug und wir erkennen dann wie
oben bei Behandlung der Fille # = 4v und » =4v» 4 1, dass eine
durch 4 und einen beliebigen Punkt des paaren Zuges gelegte gerade
Linie mit der Curve mehr als # Punkte gemein haben wiirde und diess
ist unmoglich. Es folgt also, dass eine Raumcurve von der Ordnung
n = 4v -}- 3 mit der Maximalzahl reeller Ziige hochstens 2v — 1 un-
paare Ziige besitzen kann. Ausgenommen ist die Curve dritter Ord-
nung; diese besteht aus einem unpaaren Zuge.

Wir fassen die erhaltenen Resultate wie folgt zusammen:

FEine irreducible Raumcurve w'r Ordnung mit der Maximalzahl
reeller Ziige besitzt unber diesen beziehumgsweise hichstens 2v — 2,
2v — 1, 2v — 1 unpaare Ziige, jenachdem n=4v, 4v 41, 4v -3
ist. In dem Falle n=4v -2 sind simmiliche Ziige nothwendig paar.
Ausgenommen sind die Curven 3%, 4 und St Ordnung, fir welche
beziehungsweise die Anmahme von 1, 2, 3 unpaaren Ziigen freisteht.

Es wird im Folgenden gezeigt, dass die in diesem Satze aus-
gesprochenen Einschriinkungen fiir die Zahl der unpaaren Ziige auch
hinreichend sind d.h. wenn man eine die gefundenen Grenzen nicht
iiberschreitende gerade oder ungerade Zahl wihlt, so existiren stets
Raumecurven von gerader beziehungsweise ungerader Ordnung mit der
Maximalzahl reeller Ziige und mit soviel unpaaren Ziigen als jene
Zahl angiebt. Dieser Nachweis bildet den schwierigsten Theil unserer
Aufgabe.

Es ist zuniichst nothwendig, die Construction einer Raumcurve
4ter Ordnung mit 2 unpaaren Ziigen auszufithren. Zu dem Zwecke
nehmen wir auf einem einschaaligen Hyperboloide H =0 2 Paare
von geraden Linien an, von denen das eine Paar L, M der einen
Schaar und das zweite Paar L', M’ der anderen Schaar von Er-
zeugenden angehort. Wir legen dann durch die beiden Geraden L
und L/, sowie durch die beiden Geraden L und M’ je eine Ebene und
bezeichnen "das Product der linken Seiten der Gleichungen dieser beiden
Ebenen mit P. Es wird dann die quadratische Form P in einem
durch I’ und M’ begrenzten Theile der Oberfliche des Hyperboloides
tiberall null oder positiv und in dem anderen Theile der Oberfliche
null oder negativ. Hierauf legen wir durch die beiden Geraden M
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und L’ sowie durch die beiden Geraden M und M’ je eine Ebene und
bilden das Product @ der linken Seiten der Gleichungen der beiden
Ebenen. Da auch die so erhaliene quadratische Form ¢ auf dem
Hyperboloide nur beim Ueberschreiten der Linien L' und M’ ihr Vor-
zeichen #ndern kann, so ist bei geeigneter Wahl des Vorzeichens
P +- @ eine quadratische Form, welche in den Punkten von I’ und
M’ verschwindet und in allen anderen Punkten des Hyperboloides
einen von null verschiedenen Werth hat. Bezeichnen wir daher mit
G eine beliebige quaterniire quadratische Form, so stellt die Gleichung
F=P+4+ Q4+ 0G=0
fiir gentigend kleine Werthe 0 eine quadratische Fliche dar, welche
aus dem Hyperboloide eine irreducible Curve C, von der 4tn Ordnung
mit 2 unpaaren Ziigen ausschneidet. Zugleich ist klar, dass die beiden
Schaaren von Erzeugenden des Hyperboloides sich gegeniiber den
Ziigen der Curve verschieden verhalten: die Geraden der einen Schaar
schneiden entweder einen der beiden Curvenziige in 2 reellen Punkten
oder sie schneiden die Curve iiberhaupt nicht und die Geraden der
anderen Schaar schneiden jeden der beiden unpaaren Ziige in einem
Punkte.

Die eben construirte Curve C, von der 4 Ordnung ist vom Ge-
schlechte 1 und es lassen sich daher die Coordinaten ihrer Punkte als
elliptische Functionen eines Parameters ¢ darstellen derart, dass die
Parameterwerthe 7 =0 bis ¢ = alle Punkte des einen Zuges und

die Parameterwerthe {== 2;’ —+ 0 bis = L;?- -+ @ alle Punkte des

anderen Zuges liefern. Dabei bedeuten @, .0” zwei reelle Grossen,
und @, @’ sind die beiden Perioden der Curve*). Der Parameter ¢
sei so normirt, dass die Summe der Parameterwerthe fiir die 4 Schnitt-

punkte der Curve mit irgend einer Ebene gleich —i—g—'— wird. Nach
dem Abelschen Theoreme ist dann die Congruenz

bttt e = m;w (@, t07)

die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 4m
Punkte ¢, 4,, ..., fsn durch eine Fliche mtr Ordnung aus der Raum-
curve C, ausgeschnitten werden konnen. Es sei L eine gerade Linie
des Hyperboloides H = 0, welche die beiden unpaaren Ziige der Curve
C, in je einem reellen Punkte trifft. Die Parameter dieser beiden

Punkte seien 4, und —Z—-;'-’— -+ 4,, wo A, und 1, reelle Grossen bedeuten.

Ferner sei L' eine Erzeugende des Hyperboloides, welche der anderen
Schaar angehOrt und einen der unpaaren Ziige in den beiden Punkten

*) Vgl Clebsch-Lindemann: Vorlesungen iiber Geometrie Bd. I, S. 610,
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t = A, und ¢ = 4, schneidet, wo 1, und 4," ebenfalls reelle Grossen
bedeuten. Zur Abkiirzung setzen wir

Te=— A& — A=A +1. (0
Wenn wir nun durch die Gerade L eine Fliche von der ungeraden
Ordnung m legen, so schneidet dieselbe unsere Curve C, noch i
Am — 2 weiteren Punkten und nach dem angefithrten Satze gilt fur
die Parameter %,,%,, ..., tan—s dieser Punkte die Relation

t At Flne=T (0, i)
Ist umgekehrt bei ungerader Zahl m die letztere Bedingung erfiillt,
so giebt es stets eine Fliche mt* Ordnung, welche die Gerade L ent-
hilt und aus der Curve O, jene 4m — 2 Punkte %, %, ..., lun—a aus-
schneidet. Denn stellt die Gleichung G = O eine Fliche m' Ordnung
dar, welche aus der Curve C, die 4m Punkte 7,4, ... lim-2, 4y
10
2
K von der m — 2t» Ordnung derart zu bestimmen, dass die Fliche
G 4 KF = 0 noch m — 1 weitere Punkte mit der Geraden L gemein
hat und folglich die Gerade ganz enthilt.
Ist m eine gerade Zahl, so erkennt man in derselben Weise die
Bedingung

-+ A, ausschneidet, so ist es stets moglich, eine quaternire Form

ty bty =—1 (@, i0)
als nothwendig und hinreichend dafiir, dass eine Fliche von der
mte» Ordnung existirt, welche die Gerade I’ enthilt und aus der Curve
C, die weiteren 4m — 2 Punkte #,,%,, ..., fan—e ausschneidet.
Die Constante = ist, wie man leicht erkennt, unabhingig von
der besonderen Wahl der geraden Linien L und I’ in den beziiglichen
Schaaren von Erzeugenden. Die aufgestellte Bedingung

to bt F =t (0, 10)

ist daher allgemein nothwendig und hinreichend fiir die Existenz einer
Fliche mte Ordnung, welche aus der Curve C, die 4m — 2 Punkte
f,fyy + oo tam—z pusschneidet und ausserdem eine beliebig gegebene
Gerade der einen beziehungsweise der anderen Schaar enthilt.

Dagegen #ndert die Constante v ihren Werth, wenn wir statt
des Hyperboloides H =0 etwa das Hyperboloid H 4 F'=0 zu Grunde
legen, welches ebenfalls die Curve C, enthilt, aber mit dem Hyper-
boloide H — 0 keine Erzengende gemein hat. In Folge dieses Um-
standes konnen wir annehmen, dass die Constante z weder gleich null
noch gleich einem Vielfachen der Perode @ ausfallt.

Nach diesen Vorbereitungen filhren wir den Nachweis fiir die
Existenz der moglichen Arten von Raumcurven.

Wir setzen erstens die Ordnung # = 47 und bestimmen 8 reelle
Grossen ¢,0, £,0, ..., %1, welche den Bedingungen

Mathematische Annalen. XXXVIIL 9
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L0 <0< M < ED <L .- < 8D,

£,0) L 8,0 4 £, e 0 =
gentigen, Ausserdem sei {=0 ein im Endlichen liegender Punkt
der Raumcurve C, und der grosseren Anschaulichkeit wegen nehmen
wir die Grossen #® und 4 dem absoluten Betrage nach so klein
an, dass, wihrend der Parameter ¢ von #® bis £,!) wichst, der ent-
sprechende Punkt eine ganz im Endlichen gelegene Strecke der Curve

C, durchlduft. Darauf bestimmen wir 16 reelle Grossen ¢,®,£,®, ..., ¢,
welche den Bedingungen

L0 <60 <0< 60 <t® <. < 4P < t2<1),
tl(z) + t2(2) + t3(2) + -+ tl(g) —

genligen, dann 24 reelle Grossen #®, £,®, ., (f) mit den Be-

dingungen
4@ < 1® <0< t ® < BB < t(?’) t2(2)
,® 4+ £,® 4 ADNS S (3)
u.s. f, bis wir zu einem System von 8(v — 1) Grossen .

-1 -1 —1
tl(” ), tg(" ), e ((1’1’__1))

gelangen, fiir welche die Bedingungen

tl(y-z) & ti(w—xs <0< t2<y_1) <t, (v—1} <iin g b‘s ,_1) < t(v—2)

A U A R ts‘?r-‘n =
erfiillt sind.

Nach den obigen Ausfilhrungen sind durch die Parameterwerthe
40, 4,0, ..., & auf einem der beiden unpaaren Ziige der Curve C,
8 Punkte bestimmt, welche durch eine Fliche 2tr Ordnung aus der-
selben ausgeschmtten werden konnen. Die Gleichung dieser Fliche
2ter Ordnung sei G®W = 0. Fiir gentigend kleine Werthe 0@ stellt
dann die Gleichung ’ .

FO = F 4+ 0G0 =

eine quadratische Fliche dar, deren Schnitt mit dem Hyperboloide
H =0 ebenfalls eine Curve 4'r Ordnung mit 2 unpaaren Ziigen ist.
Der eine von diesen beiden unpaaren Ziigen schneidet den entsprechenden
Zug der urspriinglichen Curve C, in den 8 Punkten #,®,£®, .. ., £®
und zwar in der Weise, dass beim Durchlaufen des unpaaren Zuges
der neuen Curve jene 8 Punkte #,®,£,0r. .. £® in der nimlichen
Reihenfolge anftreten, wie beim Durchlaufen der Curve C,. Der zweite
- Zug der neuentstandenen Curve Iiuft neben dem entsprechenden Zuge
der urspriinglichen Curve C, entlang, ohne ihn zu schneiden, Es sei
nun G® =0 die Gleichung einer Fliche 4t Qrdnung, welche aus
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der urspriinglichen Curve C, die 16 Punkte £,®,£®, ... £ aus-
schneidet. Dann stellt die Gleichung :
F® = FFO + dOG® =0

bei geelgnet gewihltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine Werthe
8@ eine Fliche 4t Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide H =0
eine Curve 8tr Ordnung mit 2 unpaaren und 8 paaren Ziigen aus-
schneidet. Denn von den 4 unpaaren durch F' = 0 und F® = O be-
stimmten Ziigen bleiben lediglich die beiden sich gegenseitig nicht
schneidenden unpaaren Ziige auch nach der angegebenen Variation
unpaar, wihrend die unendlichen Theile der beiden anderen unpaaren
Ziige einen einzigen in’s Unendliche sich erstreckenden paaren Zug
liefern. Die iibrigen neu entstehenden 7 paaren Ziige verlanfen
simmtlich im Endlichen. Unter ihnen ist einer vorhanden, welcher
einen der unpaaren Ziige der Curve C, in den 16 Punkten #®,
£,®, ..., te schneidet und zwar derart, dass beim Durchlaufen jenes
paaren Zuges die 16 Punkte in der ni#mlichen Reihenfolge #,®,

£,®, ..., 43 erscheinen, wie beim Durchlaufen des unpaaren Zuges
der Curve C,. Wenn ferner G® = 0 die Gleichung einer Fliche der
6ten Ordnung darstellt, welche aus der urspriinglichen Curve C, die
24 Punkte £,®,49), ..., 2 ausschneideb, so ist

F® = FFO® 4 00 6 =0
bei geeignet gewdhltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine Werthe
0® die Gleichung einer Fliche 6'r Ordnung, welche aus dem Hyper-
boloide H = 0 eine Curve 12t Ordnung mit 4 unpaaren und mit
8 4 14 = 22 paaren Ziigen ausschneidet. . Denn einer von den un-
paaren Ziigen der Curve C, und der von diesem in 16 Punkten ge-
schnittene paare Zug liefern zusammen einen unpaaren Zug und 15
paare Ziige. Einer dieser 15 paaren Ziige schneidet einen der un-
paaren Ziige der urspriinglichen Curve C, in den 24 aufeinander-

folgenden Punkten #,®, ,®, ..., ). Pahren wir in derselben Weise
fort, so erhalten wir bei dem nichsten Schritte eine Fliche F® von
der 8t» Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H = O eine Curve
von der 16tr Ordnung mit 6 unpaaren und mit 8 -} 14 -} 22 = 44
paaren Ziigen ausschneidet. Wie man sieht, kommen mit jedem weiteren
Schritte noch-2 unpaare Ziige zu den vorhandenen hinzu, wihrend der
Zuwachs zur Anzahl der paaren Ziige mit jedem weiteren Schritte um
8 Einheiten grosser ist, als bei dem vorhergehenden Schritte. Wir
gelangen daher nach g — 1 Schritten zu einer Flache

F#) = FFe) + WG =
von der 2pte Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H =0 eine

Curve von der 4 g» Ordnung mit 2y — 2 unpaaren und mit
9*
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841442213044 (8y —10) =4u?>—6u -} 4
paaren Ziigen ausschneidet. Dabei ist g eine Zahl, welche die Zahl »
nicht tiberschreitet.

Die Fliche G® =0 von der 2ut» Ordnung schneidet einen der

beiden unpaaren Ziige der Curve C, in den 8y Punkten ¢,®),4,®), ...t
Es sei jetzt G'® = O die Gleichung einer Fliche von der nimlichen
Ordnung 2u, welche aus dem anderen unpaaren Zuge der Curve C,
irgend 8y reelle Punkte ausschneidet. Dann wird bei geeigneter Wahl
des Vorzeichens und fiir geniigend kleine Werthe 6’® die Gleichung

F'®) = FFe=D 4 §'0) G’ = 0

eine Fliche darstellen, welche aus dem Hyperboloide H = 0 eine Curve
4u'r Ordnung von der nimlichen Gestalt ausschneidet, wie die Fliche
F® = 0. Auch trifft diese Schnittcurve 4yt Ordnung die urspriing-
liche Curve C, in 8y aufeinanderfolgenden Punkten; aber es ist jetzt
ein unpaarer Zug, welcher die 8y Punkte aus der Curve C, aus-
schneidet. Nunmebr sei G®1+) =0 die Gleichung einer Fliche von
der Ordnung 2u 4 2, welche aus dem ersteren unpaaren Zuge der
Curve C, irgend 8y + 8 reelle Punkte ausschneidet; dann stellt die
Gleichung
Fut) = FF @ 4 §#H) Gt = 0

bei geeigneter Wahl des Vorzeichens und fiir geniigend kleine Werthe
0+l eine Fliche dar, welche aus dem Hyperboloide H = 0 eine
Curve von der 4u + 4t Ordnung mit 2p — 2 unpaaren Ziigen und
mit (4u? — 6y 4 4) | 8u paaren Ziigen ausschneidet. Denn die sich
in’s Unendliche erstreckenden Theile der beiden sich schneidenden un-
paaren Zige liefern nach der Variation einen einzigen paaren Zug, so
dass die Gesammtzahl der unpaaren Ziige bei dem Verfahren ungesndert
bleibt. Einer von den unpaaren Ziigen der eben construirten Curve
der 4y - 4! Ordnung schneidet einen der beiden unpaaren Ziige der
Curve C, in 8y -+ 8 aufeinanderfolgenden Punkten und es wird daher
der nichste Schritt auf eine Fliche F®+?» = ( fiihren, welche aus
dem Hyperboloide H =0 eine Curve mit der nimlichen Anzahl 2y — 2
von unpaaren Ziigen und mit (4p%— 6yu 4 4) 4+ 8u 4~ (B8p + 8)
paaren Ziigen ausschneidet. Die Schnittpunkte mit der Curve C,
nehmen wir beli jedem weiteren Schritte abwechselnd auf dem einen
und dann auf dem anderen unpaaren Zuge der Curve C, an, so dass
es stets ein unpaarer Zug der neu construirten Curve ist, welcher
einen von den unpaaren Ziigen der Curve C, schneidet und in Folge
dessen die Zahl der unpaaren Ziige bei allen weiteren Schritten un-
gedndert bleibt. Andererseits wird der Zuwachs fiir die Anzahl der
paaren Ziige bei jedem Schritte, ebenso wie frither, um 8§ Einheiten
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vergrossert. Nach » — p Schritten gelangen wir so zu einer Curve
von der Ordnung % = 4v mit 2g — 2 unpaaren und mit

(4u* —6p+4)+8u+Bu+8)+---+ {8(» —1)}
=41 — 4y —2u 44

paaren Ziigen; dieselbe besitzt also insgesammt
4 — 4y 4 2= 2@ —2)2+1

Ziige und dies ist, wie frither gezeigt worden, die Maximalzahl.
Setzen wir der Reihe nach w=2,3,...,v, so erhalten wir Raum-
curven 4vter Ordnung mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen
beziehungsweise 2, 4, ..., 2v — 2 Ziige unpaar sind. Da die Existenz
von Raumcurven mit der Maximalzahl von Ziigen ohne einen un-
paaren Zug bereits oben nachgewiesen worden ist, so ist damit die
gestellte Aufgabe im ersten Falle n = 4v erledigt.

Im zweiten Falle » = 4» -+ 2 darf eine Curve mit der Maximal-
zahl reeller Ziige unseren friiheren Entwickelungen zu Folge iiberhaupt
gar keinen unpaaren Zug besitzen und wir wenden uns daher sofort
zu der Untersuchung des dritten Falles n=4v 4 1. Zu dem Zwecke
erinnern wir uns der vorhin aufgestellten Bedingung fiir die Existenz
einer Fliche mter Ordnung, welche 4m — 2 gegebene Punkte aus der
Curve O, ausschneidet und zugleich eine gegebene Gerade des Hyper-
boloides enthilt. Die dort bis auf ein Vielfaches der Periode o de-
finirte Constante z werde nun so gewihlt, dass ihr Werth zwischen O
und o fallt. Durch eine lineare Transformation des Hyperboloides
H — 0 konnen wir leicht bewirken, dass diejenige Strecke der Curve
C, ganz in’s Endliche fillt, welche der Punkt beschreibt, wihrend
der Parameter ¢ von O bis 7 wichst. Ferner sei & eine positive Grosse,

welche kleiner ist als jede der beiden Zahlen —1?7— und —;—, so dass die
Ungleichungen

y—1 y—2 s

& &
0< o < << 7

&
8y — 17

erfilllt sind. Wir bestimmen jetzt 9 reelle Grossen
tlu)? t2(1)7 ¢t 9 tS(I)’ ‘

<r—elT—88< <=8t

ferner 17 Grossen
‘ L@, 50, . H

und schliesslich 8» — T Grossen

(v~1) —1) y—1
tl ) tz(’ ?*e " (1—7);

welche den Bedingungen
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O0<t < <o < LY < ®,
LO LB <. < B < 48,
4L < 4B <t D < t,@,
BOD < B0 < < D < v — gy
HO L0 e 0 = 1,
S té?’ = o,

LO-D L 0-0 L ts,’,’l'%’ =g

geniigen. Es lassen sich solche Grossen offenbar leicht finden, indem
man jede der Grissen ¢,®), %), .., ¢ gentigend wenig verschieden

von dem Werthe = 5— annimmt, ferner jede der Grossen
£®, 6,0, ., 4
geniigend wenig von f—gi verschieden und schliesslich jede der Grossen
BOD, 00, L 6T
geniigend nahe dem Werthe ~é—;—s:—7~ annimmt. Setzen wir noch
1 — — &Y, W = — & o BT =1 — ¢,

so gelten die Bedingungen
0 <HD <L <o <BD <D < T,
KD <D <10 <<t <) <o,
ﬁ’<$’<$’<m<£’<w < 4,

—9 — — 1 —
&%<W”<w”<~<ﬁi<wﬂ s

LD 0 0 o ) = 1,
4,® —]—t(?) +...+tf2> +t(2)

I

T,

t(y—.l) + t(v—-l) + + t(7—1)+ tg(:‘:é)___

Es sei jetat L eine gerade Linie auf dem Hyperboloide, welche
Jeden der beiden unpaaren Ziige der Curve C, schneidet. Ausserdem
sei diese Gerade L so gewihlt, dass von 1hr diejenige Strecke der
Curve C; gar nicht getroffen wird, welche ein Punkt beschreibt, dessen
Parameter von O bis v wichst. Wir wihlen dann aus der anderen
Schaar der Erzeugenden eine solche Gerade L’ aus, welche die Curve C,
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iiberhaupt nicht schneidet. Die Ebene, welche die Geraden L und L'
enthslt, sei durch die Gleichung E == 0 dargestellt. Den fritheren
Ausfithrungen zu Folge giebt es eine Fliche 3' Ordnung, welche die

10 Punkte #,0, £,0, ..., t’-aus einem der Zige der Curve C, aus-
schneidet und zugleich die Gerade L enthdlt. Die Gleichung dieser
Fliche sei G® = 0. Fiir gentigend kleine Werthe 0™ stellt dann die
Gleichung
FO = FE 460G = 0

eine Fliche 3t Ordnung dar, welche die Gerade L enthilt und iber-
diess aus dem Hyperboloide H == 0 eine Curve 5tr Ordnung mit 3 un-
paaren Ziigen ausschneidet. Der eine dieser unpaaren Ziige schneidet
den beziiglichen unpaaren Zug der Curve C, in den 10 Punkten
4O, M, .., 4 und zwar in der Weise, dass beim Durchlaufen
des unpaaren Zuges jener Curve 5tr Ordnung die 10 Punkte in der
namlichen Reihenfolge auftreten, wie beim Durchlaufen der Curve C,.
Bs sei nun G® = 0 die Gleichung einer Fliche 5t Ordnung, welche

die Gerade I enthilt und aus der Curve C, die 18 Punkte £,®,£,®,...,£%
ausschneidet. Dann stellt die Gleichung
F@ = FFO 00 GO =0

bei geeignet gewihltem Vorzeichen und fiir gentigend kleine Werthe
0® eine Fliche 5t Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide H =0
die Gerade L und ausserdem eine Curve 9t Ordnung mit 3 unpaaren
und mit 10 paaren Zigen ausschneidet. Denn nur die 3 sich gegen-
seitig nicht schneidenden Ziige bleiben auch nach der Variation un-
paar, wihrend die unendlichen Theile der beiden anderen unpaaren
Ziige einen einzigen sich in’s Unendliche erstreckenden paaren Zug
liefern. Die tibrigen 9 neu entstehenden paaren Ziige verlaufen sammt-
lich im Endlichen. Unter ihnen ist einer vorhanden, welcher den be-
ziiglichen unpaaren Zug der Curve C; in den 18 aufeinanderfolgenden
Punkten £,®, £, ..., t3 schneidet. Stellt jetzt G® = 0 eine
Fliche Ttr Ordnung dar, welche die Gerade L enthilt und aus der
Curve C, die 26 Punkte #,®, £,®), .., tsy ausschneidet, so ist
FO — FF® 4 86 GO =0

bei geeignet gewihltem Vorzeichen und fiir gentigend kleine Werthe
3® die Gleichung einer Fliche 7' Ordnung, welche aus dem Hyper-
boloide H == 0 die Gerade L und ausserdem eine Curve 13t Ordnung
mit 5 unpaaren und 10 4 16 =26 paaren Ziigen ausschneidet. Fahren
wir in derselben Weise fort, so erhalten wir bei dem niichsten Schritte
eine Fliche F® =0 von der 9t Ordnung, welche aus dem Hyper-
boloide H = 0 die Gerade L und eine Curve von der 17' Ordnung
mit 7 unpaaren und 10 4 16 + 24 = 50 paaren Ziigen ausschueidet.
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Wie man sieht, kommen mit jedem weiteren Schritte noch 2 unpaare
Ziige zu den vorhandenen hinzu, wihrend der Zuwachs zur Anzahl
der paaren Ziige mit jedem weiteren Schritte um 8 Einheiten grosser
ist, als bei dem vorhergehenden Schritte. Wir gelangen daher nach
v — 1 Schritten zu einer Fliche F® = 0 von der 2v 4 1t Ordnung,
welche aus dem Hyperboloide H =0 die Gerade L =0 und eine
Curve von der 4v - 1stn Ordnung mit 2» — 1 unpaaren und mit

1041642445324+ 4 8(v— 1) =422 — 4o} 2

paaren Ziigen ausschneidet. Diese schliesslich entstandene Curve von
der Ordnung % = 4v - 1 besitzt also insgesammt

40 — 20+ 1=2(n—1)(n—3) + 1

reelle Ziuge und dies ist, wie frither gezeigt worden, die Maxi-
malzahl.

Es bietet nunmehr keine Schwierigkeit, auch die Existenz der
Curven 4v +- 1¢% Ordnung mit der Maximalzahl von Ziigen nachzu-
weisen, unter denen weniger als 2v — 1 unpaare Ziige vorhanden
sind. Wir bezeichnen mit g eine Zahl, welche kleiner ist als v. Das
eben beschriebene - Verfahren fiihrt dann nach u — 1 Schritten zu
einer Curve von der 4u 4 1s» Ordnung mit 2u — 1 unpaaren Ziigen.
Diese Curve behandeln wir mittelst der vorhin im ersten Falle % = 4 v
angewandten Methode, indem wir durch abwechselnde Benutzung beider
unpaaren Ziige der Curve O, bewirken, dass allemal ein unpaarer Zug
der neu construirten Curve einen der unpaaren Ziige der Curve C,
in lauter aufeinanderfolgenden Punkten trifft und in Folge dessen bei
allen weiteren Schritten die Zahl der unpaaren Ziige ungeindert bleibt.
Die Lage der Punkte auf den beiden Ziigen der Curve C, ist so zu
wihlen, dass nach der Variation die grosstmogliche Anzahl neuer
Ziige entsteht. Nach » — p Schritten entsteht eine Curve von der
Ordnung # = 4 -- 1 mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen
2 — 1 unpaare Ziige vorhanden sind. Hierbei ist g > 1 angenommen.
Doch ist .bereits frither nachgewiesen worden, dass es auch Curven
von der Ordnung % = 4v - 1 mit der Maximalzahl reeller Ziige giebt,
unter denen nur ein unpaarer Zug vorhanden ist.

Um schliesslich den letzten Fall n=4» 4 3 zu erledigen,
setzen wir 7" =@ — 7 und bewirken durch lineare Transformation
der Coordinaten, dass diejenige Strecke der Curve C, ganz in’s End-
liche fillt, welche der Punkt beschreibt, wihrend dér Parameter £ von
O bis z° wichst. Ferner bezeichne &’ eine positive Grosse » welche

2 und -%-, so dass die Un-

kleiner ist, als jede der beiden Zahlen i3

gleichungen
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g g'v1 s’

0< 5 <3 <" <53

&
Ty < &<t =K =<

erfilllt sind. Mit Beriicksichtigung dieser Ungleichungen ist es in
entsprechender Weise wie vorhin im Falle n = 4v 4 1 leicht, 6 reelle
Grossen #®, ¢, ... #M, ferner 14 Grossen #,®,£,®, ..., 4% und
schliesslich 8» — 2 Gréssen £,®, 4,0, ..., &) 3 zu finden, welche den
folgenden Bedingungen gentigen:

0 <O <O <D < W < 7
L0 < L0 <AL <& 1 < 49 < Y,
6 <t <tP<...<t <t <P,
Sl <t < <<t < ke < 85T,
RGN (N E + t0 = 7,
5O £, ... + 4y =1,

4O - 50 . + ) = 7.

Es sei L' eine Erzeugende des Hyperboloides H = 0, welche
keinen der beiden unpaaren Ziige der Curve C, trifft. Den fritheren
Ausfithrungen zufolge giebt es dann eine Fliche 2¢r Ordnung, welche
die Linie L’ enthdlt und aus dem einen der Ziige der Curve O, die
6 Punkte #®, £,®, ... #® ausschneidet. Die Gleichung dieser
Fliche sei F) = 0. Es werde ferner durch die Gleichung G® =0
eine Fliche 4t Ordnung dargestellt, welche die Gerade L' enthdlt
und aus der Curve C, die 14 Punkte #®, ,®,..., ¢ ausschneidet.
Dann stellt die Gleichung

FO —FF® 4 30 GO =0

bei geeignet gewihltem Vorzeichen und fiir gentigend kleine Werthe
0® eine Fliche 4t Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide H =0
die Gerade L’ und eine Curve T Ordnung mit einem uanpaaren und
6 paaren Ziigen ausschneidet. Einer von diesen paaren Ziigen schneidet
einen unpaaren Zug der Curve C, in 14 aufeinanderfolgenden Punkten.
Ist ferner G® = O die Gleichung einer Fliche 6% Ordnung, welche
die Gerade I/ enthilt und aus der Curve C, die 22 Punkte 59,8, .. ot
ausschneidet, so stellt bei geeignet gewihltem Vorzeichen und fiir ge-
niigend kleine Werthe @ die Gleichung

F® =FF® 4 §0 GO =0
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eine Fliche 6%r Ordnung dar, welche die Gerade L’ enthilt und aus
dem Hyperboloide H = 0 eine Curve 11t Ordnung mit 3 unpaaren
und mit 18 paaren Ziigen ausschneidet. Wir gelangen so schliesslich
zu einer Fliche F'¢+) =0 von der 2v -}- 2t Ordnung, welche die
Gerade L’ enthélt und aus dem Hyperboloide H == 0 eine Curve von
der Ordnung # =47v 4 3 mit 2» — 1 unpaaren und mit 422 4 2
paaren Ziigen ausschneidet. Diese Curve besitzt folglich insgesammt

4424 1=1(—1)(n—3) +1

reelle Ziige und dies ist, wie friiher gezeigt worden, die Maximalzahl.

Der Nachweis fiir die Existenz von Curven der Ordunung #=4v-+3
mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen weniger als 2v — 1
unpaare Ziige vorhanden sind, wird in entsprechender Weise gefiihrt,
wie oben in den Fillen % = 4» und n = 4v -~ 1 geschehen ist.

Die eben ausgefiihrten Constructionen liefern, wie man sieht, alle
diejenigen Arten von irreducibeln Raumcurven, welche in dem frither
abgeleiteten Satze nicht als unmoglich ausgeschlossen worden sind.
Es ist daher im Vorstchenden die Frage nach den gestaltlich ver-
schiedenen Arten der Rauwmcurven von einer beliebigen Ordnung n mit
der Mazimalzahl reeller Ziige vollkommen erledigt.

Konigsberg i. Pr., den 19. November 1890,




