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L1NEE GEODETICHE 

T R A C C I A T E  S O P R A  T A L U N E  S U P E R F I C I E .  

Nota di M. L. A I b e g g i a n i ,  m Palermo. 

Adunanza dd 2 4 marzo t889 

In questa Nota sar:l applicato alla ricerca delle lit~ee geodetiche un 
metodo elegante sviluppato nei suoi particolari dal sig. D a r b o u x nella 
di lui interessante opera: Leqons sur la th~orie gdn~rale des surfaces, 
Paris, I887-89 : sul proposito pub anche confrontarsi la recente mono- 
grafia del sig. K n o b l a u c h ,  Einleitung in die aUgemeine Theorie der 
Krummen Fl?tchen, Leipzig, I888 

Esporr6 nella parte I il metodo sudetto e ne far6 poi applicazione, 
nella parte III, al ritrovamento delle equazioni funzionali delle geode- 
tiche di talune superficie~ non lasciando di tener presente la classifica- 
zione delle stesse fatta dal sig. S o p h u s  Lie nella pregevole Memoria 
Untersucbungen uber geodatische Curven (Math. Ann., B. XX, S. 357), della 
quale classificazione sar~t tcnuto ragionamento nella II parte del. pre- 
sente lavoro. Sar~ oggetto dl altra Nota 1o studio delle principali pro- 
prier5 di cui godono le pi~ interessanti tra le geodetiche delle quali si 
sono in questa ottenute le equazioni in termini finiti. 



LINEE GEODETICHE TRACCIATE SOPRA TALUNE SUPERFICIE. 81 

I. S, consideri la superficle rappresentata dalle equazioni: 

(i) x = ~ ( , , ,~) ,  y = ~ , 0 , , ~ ) ,  v = ~ ( , , , ~ ) ,  

nelle quali le u, v in&cano due sistemi di linee u - - -cos t . ,  v - - c o s t .  
tracciate sopra la superficie ed i cui valori particolari si assumono come 
coordinate (curvflmee) dl ciascun punto della stessa. Ponendo al solito : 

c) x " x 8 x  G - -  
E =  ~ , F =  ~ a v '  k a y /  

l'elemento lineare delia superficie prende, come & noto, la forma 

ds = - -  E d u  = + 2 F d u d v  + G d v  =. 

Siano ora 
(2 )  0 = 0 ( . , v ) ,  0~ = 0~ ( . , v )  

certe due funzion[ dl u,v supposte tall clae l'equazione O, - -cos t .  rap- 
presenti una famigIia d~ geodetiche delia superficie ( I )  e the l'equa- 
ztone O - - c o s t .  rappresent, la famiglia di curve trajettorie ortogonali 
delle geodenche considerate; le curve 0 - - c o s t .  cosntuiscono ci6 che 
si &ce una famigha di hnee geodeticamente parallele o semplicemente di 
curve parallele. 

Suppongansl inoltre le funzmni O, O, tall che per ogni punto della 
superficie, o di una regione & essa, passi una sola coppia di curve 
appartenenti alle due famiglie, di maniera che ogni coppia di valori 
dei parametri O, O, determina univocamente un punto della superfide, 
o della regione, co,lsiderata, e viceversa, o che& lo stesso, le funzioni O, O, 
siano tah che ad ogni coppm dt valori dl u, v risponda una sola coppia 
di valori di O, O, e viceversa; si omene cosi un nuovo sistema di coor- 
dinate curvihnee O, O, legato al precedente dalle relazioni (2) : cerchiamo 
quale sark nel nuovo sistema coordmato l'espressione dell'elemento li- 
neare della superficie. 

Rend. Ore, Matem., t. I/I, parte i~.--Stampato it 6 maggio ~889. II. 
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Dette E', F',  G' le analoghe deile E, F, G nel nuovo sistema, cio6 : 

v, ax  ox v ( a x y  a v  , a < ,  

sl ha da prima F ' - - - o ,  dl poi, essendo le curve 0 , - - cos t .  geodetiche 
delia superficie, l'equazlone dlfferenziale delle geodetiche, la quale, nel- 
l'ipotesi F I - - o ,  6 la 

2 E' G'(dOd'-O~ - -  d0,d'0) 

- -  E' a E' ( a E' E' O G'~ ~ 7  do3 + \ GI --ao - -  2 ---~-~ j dO'dO, 

[ E  0 G' 
8 O, 

c ) E )  dOdO~ - -  G t OG' dO3 - -  - -  2 Gt - ~  . - ~  , 

deve essere soddlsfatta da d0 , - ' - o ,  11 che ha luogo quando abbiasi 

tIE' 
~,,~e' --" o ovvero E' "-- E ' (0) ,  

allora scrlvendo, per non introdurre nuovi simboli, ancora dO per 

V F d 0 ,  posto G r - ' -  ~'-, st trova che l'elemento lineare della super- 
ficie viene espresso dalla: 

ds "~ - -  d~ ~ + *=dO~. 

Egli 6 d'altra pal te evidente che, se le condizioni 

E--- I~ Fl--o 

sono soddtsfatte, le curve O,---cost. sono geodetiche delia superficie 
e quindi le curve O---cost. sono Ie loro trajettorie ortogonah, difatfi, 
in virtfl delle poste condlzioni, I' equazione dlfferenmale delle geofleti- 
che, test6 scritta, resta identicamente verificata per dO,---o.  

Osserwamo infine che neila forma or ora trovata dell' elemento 
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lineare della superficie, 11 pararnetro 0 indica l'arco delle geodetiche O, 
contato a partire da una trajettoria ortogonale fissa 0 = o. 

2. Per venire ora alia determinazione delle funzioni O, 0,, ~ osser- 
viamo, the  esse sono funzioni di u, v tall da aversi identicamente 

(3) E d W  + 2 F d u d v  + G d v ' - - d O  ~ + ~dO~. 

Pertanto, avuto riguardo alia natura delle funzioni O, O, e posto: 

ao ao  
a u  a v  

D - -  

a0, a0~ 
a u  a v  

dale (2) si ha per iuversione. 

a u  O0 a v  a0, a v  ao 8 u  80, D - -  D D 
D ~ ] = O v '  ~ av  ' oo - -  ou  ' o o , - - o u  ' 

onde: 

(4) 

ed moltre 

8O a0, dO ~ d0, D d u - - "  a v  ~ ' 

a0, ao dO[ D cl v - -  ~ .~-~ d O -1-- -~-~ 

D2 ~ - -  E G . - -  F "- (*). 

Sosutuendo quindl nel primo membro delia (3) le espressiom dl 
du, dv tratte dalle (4) e comparando i coemclenti di dO 2, dOdO,,  dO~, 

tenendo presente la (5), si trova: 

(*) Cfr. K n o b l a u c h ,  I. c . ,  pag I3. 
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(aoA  (aoA: E o - (6) E \ a v . /  - - 2  ~ a~ + G'3-~',. / = ." ' 

EO0 00, FfC) O 80, 00 O0,'~ 80 80, 
(7) - ~  Ov k, f f u - -  + + G - -  - - : o  8v 8-d - ~ /  8 .  Oz~ " 

(8) _~ F ,, ao-- + \ ~ / =  ~ o - -  ~-'. 

Pongasi 

\c) v,J 2 F c ] u  c)v 

E G - - F "  

8 0)'- 
- -  - - - t -  G ~7 --zxO 

e dicasi, con B e l  t r a  m~,  tale espiessione: paramelro d~fferen(mle del 
I ~ ordine dz O, allora la (8) prende la forma 

( 9 )  A 0 - -  i .  

II soddisfacimento della (9) dice che il polinonio omogeneo di 2 ~ gra- 
do in du, dv 

+ un quadrato perfetto, quindi qualunque slano du,  dr, se la (9) 
soddisfatta, si pu6 porre: 

d :  - -  d 0' --- (md u + n d v)'-, 

dove m,  n sono certe due funziom di u,  v. O1a 6 noto che st pu6 

sempre determinare un fattore I .  funzione dt u e di v, tale da aversi 

mdtt + ndv 
"-- dO, 
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e per6 : 
cls ~ - -  dO ~ + o'~dO~ 

85 

dove 02 ~ funzione diversa dalla 0 ed il determinante D # o ch~ altri- 
menti ds" sarebbe un quadrato perfetto, contro l'ipotesi. Da quanto 
precede si pub~concludere, che ad ogni soluzione della (9) risponde 
uua famiglia di curve parallele cio~ di curve le cui trajettorie ortogo- 
nali sono le geodetiche 02 - - c o s t .  

DI tal che per determinate tutte le possibili hnee parallele gia- 
centi sopra una superficie data ( 0  bisogna integrare generalmente l'e- 
quazione (9) ,  in seguito l'mtegrazione della (7) permette dl determi- 
hare la funzione 0, di maniera che le curve 0 , - - c o s t . ,  le cui traiet- 
torie ortogonali sono le curve 0 - - c o s t ,  siano linee geocietiche della 
superficie; finalmente la (6) d~t l'espressione di a'. 

3- Frattanto si pub effettuare la dete~minazione della funzione 0 I 
dopo aver trovato l'mtegrale generale della (9) ,  od anche l'integrale 
completo, senza eseguire alcun'altra integrazione. 

Suppongasi infam che, volendo procedere alia integrazione della 
equazione alle derivate parziali del I ~ ordine (9), siansi determinate per 
mezzo del sistema di equazioni dlfferenziali ordmane corrispondente alla (9), 

le c~0 80 c~,---~ ' if-v-' soddisfacenti alia equazione data ed alle condizioni d'in- 

tegrabilit~, qual[ funzioni di u, v e di una costante arbitraria a la quale 
figura almeno m una di esse, m tal caso l'mtegrale 0 confiene la co- 
stante a, oltre di quella che pu6 essere aggiunta a 0 per addizione e 
soddisfa identicamente all'equazione (8), la quale derivata parzialmente 
rapporto ad a, poich~ E, F, G non contengono a, d~: 

( ~o) E c90 a'O 
cgv 8vega \-a~ avaa -iav a**Oa) + G  a u  a,~aa - ~  

c90 
La (IO) coincide con la (7) ove m questa si scriva ~ - p e r  02, ma 

se l'mtegrale 0 (u,  v, a) soddisfa identicamente alla (8), la funzione aO 
ace 
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soddisfa identicamente alla ( io )  quindi 

c30 
0 , - -  ~-.-~ --- cost. --" d 

un mtegrale della (7), cio+ per determinare la funztone 0, basta de- 
rivare l'integra!e 0 rispetto alla costante a. 

I1 precedente ragionamento non soffce variazione nel caso in cui 
Hntegrale 0, in luogo di contenere la costante a, contenga una t;~nzione 

arbitraria il cui argomento ~ funzione determinata d~ tee di v ottenuta 

per l'integrazione del sistema di equazioni differenziali ordinarie su- 

det te ,  soltanto devesi allora intendere che le differenziazioni rispetto 
ad u ed a v siano cot@lete vale a dire supponendo a funzione di u 
e d i v .  

b0 
L'equazione ~ --- d contiene pertanto due costanti arbitrarie delle 

quali si pu6 disporre per far passare la linea geodetica per un punto 

dato (uo, %) e secondo una direzione assegnata, vale a dire in modo 
da avere in quel punto una tangente determinata. Infatti ~ chiaro che 
la curva 

(i  i) 0~ (,,, v, ~) - 0~ (%, ~o, '0 

passa pel punto (u o, vo) pel quale passa pure la cutva 

(:2) 0 (,,, v, ~ ) -  0(,,o, ~o, ~)- 0o, 

inoltre essendo le due curve ( I I ) ,  (I2) ortogonah, l'angolo che la dl- 
rezione positiva della curva ( I i )  fa nel punto (Uo, %) con la direzione 
positiva della curva v - - c o s t ,  passante per lo stesso punto, ~ 11 com- 
plemento dell'angolo fatto in quel.punto dalle dlrezioni positive delle 
curve (I2) e v --" cost ,  detto o~ fl primo di questi angoli si ha quindi : 

I / d u o ) 
tang(o = V E  G - F2-~E'd'-Vo + F (*) 

(*) Cfr. p. es. B i a n c 11 i, Geometrm d~fferen~mle, pag. 49. 
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d Uo d u 
dove ~-~ indica ci6 che diventa d"vv' tratto dalla equazione 0 - -cos t . ,  

nel punto (Uo, Vo) , cio~: 

d u___o ~ __ a 0 o . a 0___o 
d v o - -  c)v o " OUo" 

Per mostrare quindi che pub darsi ad co un valore a piacere basta 

d u o mostrare che ~ contiene la costante arbitraria a, basta perci6 mostrare 

che fl rapporto: 

aO aO 
aT = + (u,v) 

~0 O0 
non ~ indipendente dalla costante a, per vero ore cosi fosse le c~--u' c~'--v 

ricavate dalla (9) e dalla a0 a0 b-b--"a-u +(u ,  v) sarebbero entrambe indi- 

pendenti da a contro 1' lpotesi. Si pub quindi determinare un valore 
delia costante a' per modo c h e l a  curva 

0 i - "  d 

passi pel punto assegnato ( % ,  vo) , e pu6 inoltre determinarsi un valore 
della costante a tale che l'angolo o, abbia un valore dato prima, o altri- 
menti tale c h e l a  stessa curva 

abbia in que! punto una tangente data. E poich~, come ~ noto, una 
linea geodetica ~ deterrninata dalle condizion{ di passare per un punto 
dato ed avere ivi una tangente data, cosi l'equazione 

a0 - -  - - a ]  
a a  



8 8  M . L .  A L B E G G I A N I  

rappresenta tutte le posstbih linee geodetiche tracciate sulla superficie. 
Dopo cl6 pu6 enuncialsl il teorema 
P e r  d e t e r m i n a r e  le l i nee  g e o d e t i c h e  d e l l a  s u p e r f i -  

c ie  (x ) ,  si c o n s i d e r 1  l ' e q u a z i o n e  a l l e  d e r l v a t e  p a r z i a l i  
de l  I ~ o r d i n e  

A 0 ~ I  

O g n i  s o l u z i o n e  dl q u e s t a  e q u a z i o n e ,  e g u a g l i a t a  ad 
u n a  c o s t a n t e ,  d e t e r m i n e r 5  u n a  f a m i g l i a  dl c u r v e  p a r a l -  
l e l e .  Se si  ha u n a  s o l u z i o n e  c o n t e n e n t e  u n a  c o s t a n t e  
a r b i t r a r i a  a l ' e q u a z i o n e  d e l l a  l i n e a  g e o d e t i c a  la pifl  ge -  
n e r a l e  

30 _ _  ---. (/% 
3ct 

e l ' a r c o  c o m p r e s o  f ra  d u e  p u n t 1  dl q u e s t a  l i n e a  g e o d e -  
t i c a  ~ e g u a l e  a l l a  d i f f e r e n z a  d e l  v a l o r i  di 0 r e l a t l v l  a 
q u e s t i  d u e  p u n t i  (*). 

II. 

4. Apphcheremo d metodo esposto alle principali tra le superficie 
classificate dal slg. L ie  nella Memoria citata, cioh a que!le super4ic~e 
alle quali 4 permesso di potere lmprimere uno scommento mfinltesi- 
male sopra s6 stesse, per modo che ogre geodeaca delta superficie 
venga, dopo tale spostamento, a coincldere con altra sua geodetica infi- 
mtamente vicina. 

Considereremo per ultimo il caso del parabaloide elhttico o iper- 
bolico, fi cui elemento lmeare si presenta nella forma osservata da 

L i o u v i l l e .  
Mostriamo intanto in che cons~ste la classificazione razionale data 

dal slg. L i e  per le superficie sodd~sfacenti alla condiz~one sudetta. 
Si dice che sulle coordinate curwhnee l b v dt un punto apparte- 

nente ad una superficle sl opera una trasforma(wne infimteszmale, quando 
i!. s~stema u, v viene tr,~sformato nel sistema infinitamente vicino 

(*) Cfr. D a r b o u x ,  1. c., t. II; pag. 428. 
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U + 8U --- U + ~(", V) St, 

89 

v + 8v----v + ~,(u, v)o~t, 

a denotare tale operazione si scnvono le relazioni: 

03) 

dove ~r, ~ sono funzioni di u e di v. Ad una trasformazione infinite- 
simale risponde evidentemente uno scorrimento infinitesimale della su- 
perficie, alla quale appartiene il punto considerato, sopra s~ stessa, di 
maniera che una curva tracciata sulla superficie prende, dopo lo spo- 
stamento, una posizione diversa sulla stessa superficie coincidendo con 
altra sua curva infinitamente vicina, ed avviene, in generale, che l'ele- 
mento lineare, misurato sulla curva considerata, varia di lunghezza dopo 
lo spostamento, cio~ ogni scorrimento infinitesimale della superficie 
sopra s6 stessa ~ accompagnato, in generale, da uno stiramento (Debnung) .  

Si consideri ora l'equazione differenziale 

du  d ~ u ) 
( I4)  �9 u, v, d r '  d v  2 ' " ' "  - - ~  

legata alia superficze, vale a dire tale che ad essa soddisfino certi entiil 
cui msieme forma una famiglia dl curve tracclate sulla superficie; ciascun 
individuo della famiglia si direr una curva integrale della ( t4 )  e sar/t rap- 
presentato dalHntegrale di essa 

f ( u ,  v ,  a~, a~,  . . . )  - -  o 

per certi particolari valori dati alle costanti o alle fianzioni arbitrarie 
che vi sl contengono; ci6 posto dlremo che l'equazione (I4) ,  e per6 
anche la famigha di curve da essa rappresentata, comporta la trasfor- 
mazione infinitesimale ( i 3 ) ,  allora quando, operata siffatta trasforma- 
zione, ogni curva integrale viene nella posizione ad essa infinitamente 
vicina restando ancora curva integrale dells ( r4)  , vale a dire allora 
quando l'espressione variata 

Rend. Cwr Matem., t. II1, parte I~.~Stampato i! 6 magg~o i889. x2. 
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[ o, o,] 
f (u ,  v, a, , G ,  . . .) + r. -~7 + CO ~v 8t " - "  0 ,  

che si ottiene dopo la trasformazione, formsce ancora un integrale del- 
l'equazione (14); 6 chiaro pertanto che ore l'espressione 

of of 
= N T +  aa- 7 

debba fornire ancora una forma dell'mtegrale deIl'equazione differenziale 
data, deve essere soddisfatta una qtmlche condMone, cosl p. es. se la (I4) 
ha la forma semplice. 

du dv 
U I/" ~, 

dove U, U sono funzioni dl u, v, la condizione a soddisfarsi 6: 

va~. , ~,a= au  . o r  va~ ~,a~ a v  d ~" 
au -'- f aT --  ":F V - -  ~~ au + a v - - ~ g 7 7 - -  o r  

U ~ V 

che sl pub mettere sotto la forma: 

U K 
0 0 

U G - -  K'~ U 6 ~  Vw 
3 t~ + 3v - -  o. 

5. Ora 6 noto che le geodetiche dl una superfide sono curve in- 
tegrah dell'equazione differenzaale del 2 ~ ordme 

05) 

-- (E OE FOE. aF)du~ 
- a7 + a;  2 E a . /  

( aE OE OF OG) 
+ 3 F ~ 7  + G-~u 2Fj-~ 2E-~--~ du'dv 

OG E O G  2F 
- -  3 f - a T +  gg -- 

aF 
2G dudv ~" Ov g-g 

c) G 3 G  
G-37; + F O v 

OF\  
- - - -  2G j-~ldv,l 
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supponendo quindi, che per uno sr infinitesimale, rappresen- 
taro dalle (13) , della superficie sopra se stessa, venga una sua curva 
geodetica a coincidere con la geodetica ad essa infimtamente vicina, si 
dirS. che l'equazione &fferenziale (15) , o ancora la famiglia di geode- 
fiche da essa rappresentata, ammette la trasformazione infinitesimale (I3).  

Frattanto intendansi riferiti i punti della superficie ad un sistema 
di coordinate simmetmche u~, v~, allora l'elemento lineare della superficie 

si presenta delia forma: 

(16) ds ~ - -  f , (u , ,  %)du, dv, 

e la ( I5)  diventa semplicemente, poich& E,-'-- G ~ - - o ,  

0 F~ du~dv~. 

In tal caso il s N. L i e  dice che una superficle ~ : 
della I classe quando le geodetiche di essa ammettono la trasformazione 

infinitesimale: 

a, , ,  a t .  ' a t ,  

della II classe quando le geodetiche dt essa ammettono la trasforma- 
zione infinitesimale : 

8uF--w(u,)St , avs -&(u , ,  %)8t; ovvero 8u,---~(u v v,)at, av,--~,(v,)at, 

della III classe quando le sue geodetiche ammettono la trasformazione 
infimtesimale �9 

od altrimenti, riferendosi alle quantitS. 
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la superficie apparterr.~ rispettivamente .,lla I classe, a!la II classe o 
alla HI classe secondo che entrambe le quanut~ ( I7)  sono nulle, o Io 

soltanto una, o nessuna. Pub una supetficie appartenere contempo- 
raneamente a due o a tutte le tre class~ se le geodetiche tracciate sopra 
di essa ammettono nello stesso tempo le corrispondenti trasformazioni 
infinitesimali. 

Le trasformazioni della I classe sono trasformazioni conformi, infatti, 
dicendo u[,  v~ ci6 che diventano le u,,  v~ trasformate, si ha 

~/~ = u, + 8 . , ,  v', = v~ + ~v,,  

onde, tenendo presente le espressioni di ~u, ,  ~v, per le trasformazioni 
della I classe, poich~ d'altra parte o~t non dipende dalle variabili, con- 
segue che u~, v~ sono rispettivamente funzioni della sola u, e della 
sola v~ cio~ : 

08)  . :  = ~( . , ) ,  ~f = +(~,). 

Dicasi u, v un sistema ortogonale isotermo, a parametri isometrici, 
tracciato sulla superficie, allora 1' elemento lineare ( I6)  verr,~ espresso 
nelle coordinate u, v se si pone 

esso diventer~ quindi della forma 

(i9) ds=--f(z t ,  v)(du= -{- dye): 

sia ancora u', ff il sistema ortogonale lsotermo nel quale ~rasformast 
il sistema di coordinate slmmetriche u',, v~, sx ha: 

u~ - - . ,  + ~ V .  ,,~ = ,., - -  ~ V, 

onde dalle ( I8)  segue: 

u' + iv' ?(u  .q- i v ) ,  u t - -  iv' --" + ( u -  iv) 
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cio~ u' + i v  t ~ funzione analitica di u + i v  ed u t - -  i v '  ~ funzione 
analitica di u -  iv ,  ma tanto serve a caratterizzare la rappresentazione 
conforme del piano delle variabili u, v su quello delle variabili u r, v r. 

6. Senza seguire il sig. L i e  in ulteriori sviluppi, diciamo che egli 
nella Memoria citata studia in tutta la sua generalit~t il problema di de- 
terminare la forma dell'elemento lineare di quelle superficie le cui geode- 
tiche ammettono una o pifl trasformazioni infinitesimali; dalle fatte de- 
terminazioni deduconsi pertanto i seguenti risultati. 

Ammettono trasformazioni infinitesimali conformi le geodetiche 
tracciate 
a) sulle superficie il cui elemento lineare ~: 

ds~ "-" .,'l (u , )  B (v , )  du ,  dz1, , 

le quali sono superficie sviluppabili, A ,  B indicano funzioni qualunque 
del loro argomento, 
b) sulle superficie il cui elemento lineare ~: 

ds" - -  e " " : , ( u ,  - -  v , ) d u ,  dv~ 

dove a + una costante qualunque eav ~ funzione arbitraria di u , - - v , ,  

in particolare per a - - o  si ha:  

ds:"-"  ~ ( u ,  - v l ) d u ~ d v  ~ 

che ~ l'elemento lineare di una superficie applicabile sopra una super- 
ficie di rivoluzione e le cui geodetiche comportano una trasformazione 
infinitesimale che non ~ accompagnata da stiramento alcuno, 
c) sulle superficie il cui elemento lineare ~ :  

ds  2 = (u s - -  v 3 - "  du,  d y e ,  

le quali sono superficie a curvatura costante, 
d) sulle superficie il cui elemento lineare ~: 

ds'- - "  (u  ~ v ~ ) ' d u f l z ~  m, costante finita, # - -  
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le quali sono le evolute (Ceulraflachen) di superficie i cui raggi di cur- 
vatura principali stanno in un rapporto costante, [i casi b)', c), d)di- 
stinguonsi pel s che in b) r, dove ~ rappresenta una funzione qua- 

lunque di u~ w %, le geodetiche ammettono, in generale, una sota tra- 
sformazione infinitesimale conforme, nel caso c) amrnettono pi~l di due 
trasformazioni infiniteslmali conformi, ed infine nel caso d) ne ammet- 
tono soltanto due]. 

Non ammettono trasformazioni infinitesimali conformi , o l'am- 
mettono insieme ad altre, le geodetiche traccmte 
e) sulle superficie i1 cui elemento lineare ~: 

ds=-~ (a + u,%)du, dv , ,  

f )  sulle superficie il cui demento hneare ha la forma osservata per la 
prima volta da L l o u v i 11 e ,  cio6 : 

ds" - -  [~(u~ + v,) + + (u~ - -  %)]du, d%, 

nel caso e) al valore a = o corr,spondono superficie sviluppabili appar- 
tenenti contemporaneamente alia I ed alia I[ classe; al valore a--"  I 
corrisponde una famiglia d~ superficie reali appartenente alla II classe sola- 
mente; per ogni altro valore di a ottengonsi famlglie d, superficie ap- 
partenenti contemporaneamente alia I, alla II ed alia IlI classe; 
nel caso f )  si hanno superficie appartenenti o alla III classe solamente 
come p. es. quelle" il cui elemento lineare ha la forma. 

[ i I ] 
ds=--" cos=(% + v,) - -  cos= (u, - -  %) " du~dv,, 

ovvero alia IK classe ed alia I, o alia I I ,  contemporaneamente, e tra 
queste ve ne ha appattenenti in p,fl di un modo alia HI classe come 
queUe il cui elemento lineare ha la forma: 

- -  ( u ,  + v ,y  + - -  v,) 
A, B costanti, 

le quali vi appartengono in dopplo modo. 
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III. 

7" SUPERFICIE SVILUPPABTLI.- Scriviamo le equaziom di una retta 
dello spazio, nferita ad un sistema di coordinate cartesiane ortogonali, 
esprimendo le coordinate x, y, z~ di ciascun punto della retta in fun- 
zione di un parametro u, si hanno cosi le 

(20) 

Se ora le ~ ,  W, sono funzioni date di altro parametro v ,  le 
equazioni (2o) rappresentano una superficie rigata i cui punti vengono 
riferiti al sistema di coordinate curvllinee u ,  v tracciato sulla super- 
ficie; le curve v - - -cos t ,  sono evidentemente le generatrici stesse della 
superficie; suppongasi inoltre che le curve u- - -cos t ,  siano trajettorie 
ortogonali delle generatrici e che il parametro u indichi una lunghezza 
portata sopra ciascuna generatrice t partire dalla curva fissa u - - o ,  al- 
lora, dicendo /1,', W', le derivate delle funzioni V ,  W, rispetto a v ,  

ed osservando che in causa della natura del sistema di coordinate scelto 
deve aversi E - -  I, F - - o ,  si trova 

~V,V,--- i, ~V,W',-- o, i - - i ,  2, 3. 

Se inoltre le V', W~ sono tall da soddisfare alle relazioni 

la superficle ~ sviluppabile e si ha:  

onde l'elemento lineare di essa ~: 

i ' - - I ~  2~ 3, 
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la qual forma dell'elemento lineare mostra che le v - - c o s t ,  sono geo- 
detiche delia superficie. Scrivendo nelle V~ invece di v una certa fun- 
zione di v, ~ (v), si pub con una semplice quadratura determinare 9 (v) 
in modo da essere soddlsfatta la 

basta perci6 porre 

= f v z  r: r, , v 

allora l'elemento lineare della superfir prende la forma : 

ds" - -  &~" + (~ - -  v)'-dv'. 

Osservando che il 2 ~ membro di questa espressione si pu6 scrivere 

[~,, + i(,, - ~)dv] [d,~ - -  i(,, - 9 d r ] ,  

cerchiamo un fattore integrante della equazione del I ~ ordine 

( 2 0  d,~ + i ( ,  - v)dv = o. 

L'equazione dtfferenziale (2 0 
tesimale 

8 u : ~ S t ,  

ammette la trasformazione infini- 

s e  ~v~ 

~v --" 8 ~t 

sono funzioni di u e di v soddisfacenti alia condizione 

+ i "-- o au  av  

ciob alia 

I 
(22) i ( u - ~ ) ~ + =  

I I 

+ 6~--*) ~ 6 ' - ~ ) ~ + ~  + i ~  o. 
Ou Ov 
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Pongasi 
I 

+(v) 

allora la (22) diventa 

onde integrando 

"/( (v), t5 --- 

+ (~) + ,  d + (v) _ 
dv 

+ (v) = e'", 

7. (v) 
i ( .  - ~) 

O, 

97 

cio~ l'equazione dlfferenmale ( 2 I )  a m m e t t e  la trasformazione 
tesimale 

8 .  = [e -'~ - -  x (v) ] o~t 

infini- 

8 v = X (v) ~t 
i ( u  - -  ,,) 

ed al corrispondente fattore integrante + e '~, quindi e -'~ 
mtegrante della 

d u  - -  i ( u  - -  ~ ) d v  = o .  

il fattore 

Volendo ora riferire 1 punti della superficie ad un sistema di coor- 
dinate simmetriche u~, v, si porr,~ 

(23)  
f . 4 ( . , ) a . , =  l a,, + i (u  - ~)dv]~ ,~ 

in virt~ delle quali l'elemento lineare della superficie prende la forma 
data sopra (6, a) cioe 

ds ~ - "  A(u,)B(v~)du~ dv~ 

e le relazioni tra le coordinate u, v e d  u, ,  v I s]. ottengono mtegrando 
le (23); esse sono quindi 

f Adu ,  - -  ue ' ~ -  i f  ~e'"dv 
ReM. Circ. Matem., t. II[, parte i~.~Stampato 1'8 maggio I889, 13, 
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f B d v , = l t e  + z f  ve ely. .... .... 

L'equazione (9)  da doversi integrare 6 nel caso in esame,  

4 O0 O0 
A . B  0u, by ,  

I --- O~ 

ed il sistema di 

sponde ~ : 

equaztoni differenziali ordinarie che ad essa corrl- 

dp dq __ d~.___, = dv__a, 
A' - -  B' q p 

--~-pq -B-pq 

O0 O0 
dove p --- ~ ,  q --- ff~-[, si trova facdmente 

c?O a O0 B 
- -  - d _ a, costante arbitrarm 

c]t~ r 2 ~ Ou~ 2 a  ' 

e per6 [ 'equazlone delle curve patallele della superficle, espressa nelle 

coordmate u , ,  % ,  

0 -- ~ Adla -k Bdv, -- cost. 

Nel sistema e,i coordinate u, v, In vlrt~t della nota  relazione 

e -+ ~' - -  cosy ~ ,  s e n v ,  

la  s t e s s a  e q u a z t o ~ e  d t v e n t a  

~ [  lNI 
+ 2 ( a - - ~ a )  u s e n v - -  vcosvdv ---cost 

Pongasi 
I I V k~ a-l-- a- - -  2 k,  segue a a ~ 2 ~ I - -  
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ed aflinch~ l'elemento lineare dO di una certa geodetlca sia reale ]a 
costante k deve sceghersi m modo da aversi I - - / : 5  o, si pub quindi 
porre k - - cos~z  e l'equazione delle curve parallele diventa 

,cos(v + =) +f,,sen(v + cost. 0 

dove la costante c~ pub essere positiva o negativa. 
Pertanto l'equazione delie geodetiche ~: 

cio~ 

8O 
O, c3~. 

usen(v -I- e) - -Jvcos(v  +  )dv = d .  

Se o~ &l'angolo che fa nel punto @, v) la geodetica (~, d ) d a t a  
sulla superficie con la generamce passante per quel punto, si trova 

tang ~o + tang@ q- ~) - -  o. 

Come esempi di superficie sviluppabili consldereremo le superficie 
comche e le superficie cilindnche. 

Superficie coniche. -  Supponendo che fl vertice d~,ila superficie sia 
l'origme delle coord,nate cartesiane, detto v l'angolo che una genera- 
trice fa con l'asse delle Z e w l'angolo che un piano passante per lo 
stesso asse fa col piano ( x ,  l'equazmne v - - - c o s t ,  per un valore asse- 
gnato alla costante, rappresenter~t r generatrice della superficie allo- 
raquando w sia funzione data di v, in tal caso nsolvendo l'equazione 
w - - c o s t ,  si otterranno mtte le intersez~oni, reali o imaginarie, del 
piano considerato con la superficte; pertanto le equaztoni della super- 
ficle s o n o  : 

x - - u s e n v c o s w ,  y - - - l~senvsenzv ,  ( --- ucosv  

dove ~r indica un segmento di generatrice misurato a partire dal ver- 
tlce, il sistema di coordinate curwlinee sulla superficie ~ s dalle 
generatrici v -= cost. e dalle intersezioni z~ - -  cost. di sfere aventi i centri 
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nel vertice del cono con la superficie data. L'elemento lineare 

superficie ha la forma: 

della 

ponendo 

esso diventa : 

[ ds~'--du'- + I + sen~-V\dvj jtt'-dv~-; 

I q- sen~v dv -'- d% 

de  = du'- + u:dv~ 

che ~ della forma trovata sopra ove si ponga v --- o, quindl l'equazlone 
delle curve parallele 

0 - -  u cos (v, + ~) = cost. 

e quella delle geodetiche 

usen(v ,  + ~ ) - - a  t , 

ponendo in quest'ultima per v, la sua espresstone m funzione di v 
essa dwenta : 

usen [f  Vde + sen~vdw ~ - } -~]- -a ' .  

Se ~o + l'angolo fatto dalla geodetica (~., a') nel punto (u, v ) c o n  
la generatrice che ivi passa si ha:  

tang co + tang[ f  Vdv2 + sen=vdw: + ~] = o. 

Pel cono di rotazione l'angolo v ha un valore costante ~ qumdi 
d v = o  e per6 si ha:  

equazione delle geodetiche tt sen (w sen ~ + . )  = a' 

angolo co tangco + tang (w sen B + , )  --- o. 
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Superfide cilindriche. - -  Data una superficie cilindrica si pu6 sempre 

supporre che le generatrici della stessa fossero parallele all'asse delle x 
di un sistema cartesiano-ortogonale, onde, se Z--" F ( y )  ~ l'equazione 
delia traccia del cihndro sul piano YZ, indicando con u una lunghezza 
contata sulle generatrici a partite dal piano Y Z e con v la distanza di 
un punto della tracSfa dall'asse delle Z, la superficie verr~t rappresentata 
dalle equaziom 

x - - ~ ,  y - - v ,  z = F ( v ) .  

Le curve v - - c o s t ,  sono generatrici della superficie ottenute pet" 
mezzo deli'intersezione dei piani y "-- cost., Z - -  cost.; le curve u - -  cost. 
sono trajettorie ortogonali delle generatrici cio& sezioni rette della su- 
perficie. L'elemento hneare, come ~ facile venficare, ha la forma: 

cio~ : 

ove si & posto 

Scrivendo 

[ (dpy] d: d s 2 - - d u =  + I + \ d v  } j 

ds  = - -  d*: + dv  '= 

I + \ d v ]  d v = d v ' .  

si trova 
du + idv '  : d u , ,  d u - -  adv r - -  dv,  

ds ~ - -  du, dv,  . 

Pertanto l'equazione che devesi integrare ~ la 

00 c~0 
40u  ' c~vx i - -  o ,  

eseguendo l'mtegrazione trovasi facilmente 

O0 a O0 
- - - -  

0u~ 2 0% 
I 

2 a  
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segue quindi che ['equazione delle curve parallele espressa helle coor-  

dinate u, v' 

0 = k~ - -  V C - P v  , = c os t . ,  

dovendo per6 l 'arco dl geodetica essete reale Sl porr5 k " -  cos c~ onde si ha 

0 --- u cos = - -  v r sen ~ - -  cost. 

e per6 l 'equazione delle geodetiche nelle primmve coordinate 8 :  

fv/ (dey u s e n ~  + cos~ I+\dv] dv=d. 

Riguardo all 'angolo co fatto nel punto  (u, v) dalla geodeuca (a, a ' )  

con la generatrice che passa per quel punto si trova : 

tang o~ + tang e - -  o. 

8 .  SUPERFICIE DI RIVOLUZlONE. - -  L'asse Z di un sistema cartesiano- 

ortogonale sia l'asse della superficie, &casi n la distanza di un punto 

del merldiano dall'asse e v l 'angolo che ,/ piano del mertdiano fa col 

piano Zx, allora le equazioni della superficle sono 

x - ' -  u cos v ,  y - -  u sen v ,  Z --- F ( u ) .  

Le curve u - - c o s t ,  sono i paralleh della superficie e le curve 

v - - c o s t  ne sono i meridiam. L'elemento hneare ~ espresso dalla:  

Pongasi : 

[ ( IW] 
ds ~ =  I +  \ d ~ u j d l r  "-. 

+(aSV- 
\ d u , ]  dt~ -'- d d  

allora sar:l n ~- funzlone di u' cio~ l, ~- - -  q0 ( d )  e l 'elemento hneare prende 

la forma 

ds ~ = du"  + ~ ( u ' ) d r  
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Sia (at,, %) un sistema di coordinate simmetriche; si trasforme- 
ranno le coordinate u', v nelle ui ,  v, merc+ le relazioni : 

(24) 

I 
=~va[Vgd~' + ,a,,,] = d<, 

I 

: ,  V ~  [V~d~ - ~d,,, 1 = d ~ , ,  

dalle quali si trova senza dafficolt~ : 

_ _ [ "  d u  ~ 
du'  = d ( u ,  - -  v , ) ,  onde integrando ,,, - -  v, - J V - 4  
V {  

inoltre, poich+ u' ~ s di a , -  v , ,  si ha :  

ds= - - - -  4 ? d u t d v i  = r -- v , )duxdr4  , 

che & una delle forme dell'elemento lineare di una superficie gi~ con- 
slderate dal sig. Lie .  Pertanto l'equazione (9) diventa la 

4 O0 O0 
0 ( < -  v,) Out Or, I "--0~ 

procedendo all'mtegrazlone dl questa equazione col metodo sopra ado- 
perato si trova : 

e per6 : 

O0 + O0 O0 O0 
0 a~7, ~-7, = 2 a ,  moltre 

Ou t c)v, 4 

V- V O0 ~ O0 Ou . _ a  + a= _ ,  av 
- -  4 " ~ t  ~ a - -  a 2 -~ 

quindi l'equazione delle curve parallele ~ la 

f V : "  = o = aO, + ~'3 + u 
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d v  7d 
Ola dalle (24) si ha d(G q - % ) - - - - : -  ciob G 4-, v ~ = -  e 

per la realt~ deli'arco (3 dovendo supporre la costante a puramente ima- 
gmaria, si trova facilmente per l'equaztone ddle curve parallele, nelle 
primitive coordinate u, v:  

;v' (% - -  ~ COSt. (25) O = a v +  I +  a7  " . 

e per l'equazione delle geodeuche: 

(26) 

" d F ' -  

, , ,_. , .  ~ - - - v - - a  - - - -  

O a d V ; y  - u  " 

Infine pel solito angolo o~ s dalla geodetica (a, a') con 
l ineav  - -  cost. si trova : 

ed dncora 

i . lna 

tang r __ ~ / ~  __ a ~- 

a 
sen co = - 

la quale ultima relamone contiene un noto teorema di C l a i r a u t .  
dhssede.  - -  Fra le superficm di rivoluzmne, a parte quelle del 2 ~ or- 

dine per le qualt le ricerche riguardann le loro geodetiche ttovano corn- 
pluto svolgimento nella bella anahs~ che ne f a i l  sig. H a l p h e n  nel 
t. II, dell'opera & l m ,  Tra,t~ des fonctwns elhptlq~es ecc., merita poi 
spectale menzione quelIa generata dalla rotazione dl una calenaria attorno 

alia sua base, che 6 pure l'asse Z dt un sistema cartesuno-ortogonale, sif- 
fatta supcrficie vien detta percl6 catenoide ed anche ahsseute, essa 6 l'unica 
superficie ad area mznuna, o semphcemente superficie minima, d~ nvolu- 
zione, vale a dtre superficm tale chem clascun punto della stessa i raggi 
prmcipah di curvatura sono eguah e dx segno contrario. Chiamando u la 
&stanza di un punto del meri&ano dall'asse, l'equazione della cate- 

naria 6 .  

(27) n ' - -~ -  e v -t-e - T  ; 
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da questa e dalla identit~t eT.e - T  --_-- I si trova 

onde 

'1' + V " " -  b �9 
el,--- 

b 
V ; ~  b 2 

b 

< ~ V T -  b 2 
e'g, __ e--a- __ . 

b 

Derivando la (27) nspetto ad u, fatto Z - - F ( u ) ,  si ottiene : 

(dF'~ = __ u 2 
I + \ d u ]  - - u  2 -  b" 

da cui, introducendo una nuova vanabile u r, 

+++' 
+ dF +'du = V,+-3---- ~ _ du' 

ed integrando si ha"  

1~ 2 - - -  :tfl 2 -}- b 2  

4 

e perb la forma dell 'elemento hneare della superficie ~: 

d S ~ '--- - - - -  
~1'z 
__ b, du2 + u=dv = - -  du ,+- + 01' '2 + b=)dv 2. 

lt, 2 

Tenuta  presente l 'equazlone trovata (26) e facendo le opportune 

sosntuzioni, tutte le possibili geodetiche della superficie vengono rap- 

presentate dalla 

f du __ ar" 
- ~ V ( r  - ~ 2 ) 0 , 2  _ v )  " 

e le loro trajettorie ortogonah , avuto riguardo alia (25) , dalla 

f (u 2 - -  a2)du o = v~ + V ( r  - ~ ) ( r  b9 - cos t  

Rend. Circ. Malem., t. II[, parte iL--Stampato 1'8 maggio i889. I4. 
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Gl'integrah che entrano nelle due ultime equazioni essendo elIittici, 

l 'mtegrazmne pu6 avere e~etto per funzmm elhttiche, a tal uopo osser- 

vmmo che iI polinomlo aI quaie trovast sottoposto al segno radtcale si 

riduce del 3 ~ grado ponendo u ~ - -  t ,  e poich6 cosi facendo le radici 

del polinomio risuttante sono o ,  a'-, b ~, facendo la sostituztone 

t :  - -  a~ m + a~- + b-" __ ~P m - -  e r , (*) 
3 

~o grado in p m  iI quale, a meno del fat- si ottiene un pol inomm del ) 

tore 4, coincide con a;'-tu, si hanno pertanto le relazioni. 

/)2 - -  2 g= 
a = --- a = = p m  -~ : ~put - -  e , ,  

3 

u-" - -  b ~ = ao u~ + 
a = - -  2 b ~" 

- -  a~ m - -  e~ , 

2 u d u  - - -  p ' m d l u ,  

onde, sostituendo ed mtegrando, si nova  per l 'equazmne delle curve 

parallele deli 'ahsseide. 

0 = a v  - -  z,(m) - -  e~m = cost. 

e per l 'equazione delle sue geodetiche : 

a, e r sono costanti atbittarle ed e= ~ iunzmne d, a. Nelle nuove quan- 

tit~ l 'elemento hneare viene espressc dalla : 

d :  = 0 " "  - -  ' O ( , P " '  - -  d " :  + - -  dv'- 

(*) Per le formu!e, qul ed m segmto adoperate, rlguardanfi funziom elhttmhe, 

veggasl 1l t. I deli'mteressante opera del slg H a 1 p h e n ,  Tra~td des fonct~ons elhpt~ques 

et de leurs apphcat~ons La funzione ~ (u 0 coincide con la funzmne ~ (m) stu&ata dal 

sudetto Autore neli'opera cltata. 
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e l'angolo co formato nel punto Ou, v) dalla geodetica (a, a ' ) e  dalla 

curva v = cost. passanti per quel punto ~ dato daila: 

a 
tang o __  ~ / ~  m - -  e~, 

Se v "-- cost. ~ una curva reale, per assicurare la realtk della geo- 

detica e del suo arco deve essere 

a = < b = < u ~ ovvero b = < a-" < u'. 

Superficie a curvatura c o s t a n t e . -  Fra le superficle di rivoluzione 

occorre considerarne ancora talune le quah sono a curvatura costante, 

positiva o negativa. Indmhisi, come + solito farsi, con K la quantit,~ 

che serve a misurare la curvatura totale di una superficie in un suo punto, 

supposto l'elemento lineare della superficle espresso in un sistema di 

coordinate simmetriche per mezzo della 

ds ' - - - -2F~du ,  dv~, 

la quantit!t K vlen data dalla formula 

I a ~ log  F ,  
( 2 8 )  K = - -  - 

F~ ~u ,0 v l  

la quale facilmente si trae dalla formula generale facendovi E ; - -G I - ' - o  (*). 

Ora supponghlamo che l'elemento lineare della superficie scritto in una 
forma aualoga ad altra determinata dal sig. L i e ,  ma pifl generale, sia 

ds= - -  +- 4 b2( u, - -  v , )"  d.~ dr ,  ; 

(*) Cfr. in proposito B l a n c h a ,  I. c. pag 135edanche J o a c h i m s t h a l ,  
Anwendung der D~.-u. Integrahechnung, etc. 2. Auflage, I88x, pag. lO 3. 
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facendo uso della (28), pel valore di K sl trova 

11a 
K ~ . .  I- 2b.-(u,--v,y '+-' 

ore i segni si corrispondono. Pertanto K sarh costante cio6 indipen- 
dente da u~ ~ v, quando m + 2 - -  o cio~ quando m - - - - -  2, allora 

e propriameiate 

I K - - + ~  

I 

b ~ 

Se 

Se 

d s  ~---  + 4b=(u, - -  v , ) - = d u ,  dv ,  , 

d s  = - -  - -  4 b=(u, ~ v , ) - = d u ,  dr ,  , 

nel primo di questi casi + in parttcolare K- - -  + 4 se 

ds 2 - -  ( * * ,  - -  v,)-"du, dr, 

la quale forma dell'elemento lineare apparisce tra quelle determinate 

dal sig. L i e .  
Lasciando per ora da parte ll caso delle superficie a curvatura co- 

stante positiva, fermiamoci a considerate quello delle superficie a cur- 
vatura costante negativa. Per queste superficie adunque l'elemento h- 

neare & : 

ciob delia forma 

('9) 

Intanto ponendo 

d s �9 __ 4 b~ (u  __%)= du ,  dr .  

ds  ~ --- av(u, - -  % ) d ~  dr ,  . 

2b  du  I - - d r "  -Jr- , d u "  , 

si tro'Va 

2 b d r ,  - -  d v 'r m i d u  'l 

4 b = d u t d r 4  - -  du,  l~ + d v  ''~ , - - b = ( u  - - v ~ ) 2 - - - u  ''~ , 
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e per6 : 

pongasi 

si ha 

ds= - -  b ' (du"~ + d v " ' )  
UtI~ 

d u  II 
zJ' --" ~ du  , d v  tt - -  d r ,  

d s ~ ' - - b ' ( d t d  + d"dv~) .  

Se si pone in questa 

b d u - -  d u ' ,  b d v - ' -  d v  r 

si ha 

(30) ds 2 = du  '~ + d T  d v C  

Le forme (29), (30) dell'elemento lineare, paragonate con quelle 
trovate a pag. 23, 24, mostrano, chela  superficie considerata potrebbe 
essere applicabile sopra superficie dl rivoluzione, essa per vero 6 la su- 
perficie generata dall'evolvente della catenaria (27) che ruota attorno al 
suo asintoto il quale coincide con la base della catenaria, siffatta curva 
sl chiama tratlrice, essa gode della propriet~ chela  porzione di tangente 
in un punto della cvrva, compresa fra il punto di contatto e 1' asin- 
to to ,  6 costante per ogni punto delia curva, ed eguale al parametro b 
delia catenaria, dicesi perci6 anche curva dalle langent~ eguali. Come la sfera 

la pifi semplice forma di superficie a curvatura costante positiva, cosi la 
superficie che qui si considera 6 la pih elementare tra quelle a curvatura 
costante negativa e prende il home di p~eudosfera. Essa appartiene al 
npo di snperficie pseudosferiche dettoparabolico, vi hanno altri due tipi 
di siffatte superficle, cio~ le superficie di tipo ellil&o il cui elemento 
]ineare ha la forma: 

le superficie di npo perbohco il cui elemento lineare ha la forma 
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Per ulteriori particolari riguardanti le superficie pseudosferiche veg- 

gasi il corso di Geometria differen:iale del prof. B i a n c h i non che l 'ope- 

ra pi/1 volte citata del sig. D a r b o u x. 
Frattanto, facendo uso "di formole trovate per le superficie di ro- 

tazione si otnene senza diificoltk l'equazione in termini finiti delle curve 

parallele tracciate sulla pseudosfera ed anche l 'equazione delle sue geo- 

detiche, esse sono:  

curve parallele: 0--- av + 7 V  b~ e2" - -  a~ du - -  cost. 

curve geodetiche : 
f" d~ a' .  

v - -  a i d ,  Vb~ ~ 7 , ,  a �9 = 

Eseguendo le integrazioni si t rova:  

: = c o s t .  

V b  . . . .  , 2 = , , .  

In modo analogo si possono trattare gli altri due tipi dt super- 
ficie pseudosferiche; ponendo pol 

sen 2 iu - -  t, o pure cos2i tt - -  t 

si perviene in entrambi I cas :  ad integrah della forma 

j " dt f dt 
V-aF +b t  + c '  t V a r  -~ bt + c 

9- Et icomi.  ~ Una superficie ehcoide deve intendersi generata dal 
moto elicoidale di una curva attorno ad un asse, vale a dire da una 
curva i cui punti s'imaginano legati ad un punto mobde sopra di un'elica 
tracciata sulla superficie dt un cilindro di rotazlone avente per asse 
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quello dell'elicoide. Chiamando adunque meridiano o profilo meridiano la 
curva intersezlone della superficie con un piano passante per l'asse, in un 
cetto Istante det movimento, pub intenders, generata l'elicoide col moto 
elicoldale del suo profilo, ed alLora mantenendo le notazioniadoperate 
nel caso delle staperficie di rivoluzione, indtcando con h il passo ridotto 

delI'elicoide, vale a dire fl rapporto tra la velocit~t del moto di trasla- 
zione e quella del moto di rotazione, le equazioni delia superficie sono: 

x - -  u cos v, y "-- u sen v, Z --- F(zO + by. 

L'elemento lineare di essa presentasi della forma: 

ds :" -  I + \ d u j l d U ~ + 2 h  u d v + ( u ~ + h ' ) d v  ~, 

ovvero ponendo : 

I' / (aFy b aF 
I + u~ + h~ \ d u ]  du ' -"  dW,  dv + u~ + h2 du du-"dv', 

poich~ aUora # + h ~ "-- ? (ur), si ha : 

d s ~ =  du, ~ + ~ ( u ' ) d v  '~ 

che ~ Ia forma dell'elemento lineare delle superficie di rivoluzione, 
noto infatti che le elicoidi sono superficie app!icabiit sopra quelle. 
1~ facile ricavare le espressioni di u, v, F(u) per le u', v', veggasi in 

proposito il t. I dell'opera cltata di D a r b o u x ,  pag. 9 I. Servendosi 
delle formule trovate pel caso delle superficie di rivoluzione e facendo 
le opportune sostituztoni si trovano facilmente le equazioni del!e geo- 
deuche tracclate sulla superficie e delle loro trajettorie ortogonali, equa- 
zloni che per brevit,~ st tralasciano dl scrivere. 

Se Z "-- cost. per tutti i punti del profilo meridiano, allora l'elicoide 

dF 
generata ~ l'eIicoide gobba a piano direttore, in tal caso ~ ~ - - - -  o, posto 

h = b s i  trova: 

ds ~--  du~ + (u ~ + b ~) dv ~ 
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che 6 la forma del['elemento lineare dell'alisseide, cio& l'elicoide gobba 
a piano direttore & apphcabile sull'alisseide, dicesi perci6 anche ehcoide 
rigata ad area minima. 

IO. PARABOLOIDE - -  ]~ noto che per ogni punto dello spazio passano 
tre parabo[mdi confocah, di cut due sono paraboloidi elhttici ed fl terzo 

un paraboloide iperbolico, le loro equaziom sono: 

X 2 y2 
V + ba + 2 ~ : = o ,  

X2 ya 
(3I) a=--)~ + b ' ~ x  + 2Z + "X = o, 

x ~ y__[~ 
a ~ 8 .  + b~__ ~. + 2Z + ~,. --- o. 

Risolvendo queste equazmni rispetto ad x, y, Z si trova 

X 2 - - - - -  

a ~ ~ b" 

y,- __ _ b" ( b~ b ' ?')_( b~a " b'-) 

2 ;~ -'-" (a= @ b 2) - -  (~. -[- l~) 

Le equazioni 2 . - - -cost . ,  8---" cost rappresentano due sistemi di 
curve tracclate sulla superficie la cui equazione r la prima delle ( 3 0 ,  
e propriamente rappresentano le linee d~ curvatura di questa superficie. 

Calcolando i coefticienti che entrano nell'espressione dell'elemento 
lineare della superficie si trova: 

4 E "--  ( a  ~ _ ?,)(b'- - -  ~ ) '  F - - -  o ,  (a" - -  ~,.)(b ~ - -  ~z) '  

onde l'elemento lineare della superficie ha la forma. 

= 4 L(a - ~) (b - -  x) d V  - -  ( ~ _  ~) ( b ~ _  V-) 
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Posto 

V(~ ~ -  ~,) (b 2 - x )  V ( r  v-)( b~-  ~) 

l'espressione dell'elemento lineare diventa della forma 

d s  ~ = F~(.) + +(~)](d~' + d~3 

che 6 quella considerata da L i o u v i l l e .  
Pertanto nel caso in esame l'equazione dlfferenziale A 0 - ' - I  &: 

(a  = - -  ) , ) ( b '  - -  X) / / ~ 0 ~  = _ _  X_ _ _  ( a '  - -  ~ ) (b"  - -  B) [ ~ 0 ~ '  

?, \O ?,] 4 - -  ~- \O F /  4 

Adoperando i procedimenti soliti per venire alia sua integrazione, 
si trova: 

( o 0 3 ' =  ~(e + x) (o0 V 
OX] 4(a ~ - x ) ( b  ~ - x )  ' \ O F /  - -  

v-(c' + tO 
4 (a" - -  ~) (b = - -  ~) " 

Perci6 l'equazione in termini finiti delle curve parallele tracciate 
sulla superficie + la: 

(32) 

f x 0" + x) 
o - -  V ) , ( a ,  _ k ) (  b= _ ~ ) (  c= + ?,)- d),  

__+f ~(c" + i~) = cost. 
V ~(,e - ~) (b �9 - -  v-) (e + ~) 

O0 
e quella delle geodetiche, loro trajettorie ortogonali, 6 la - ~ - - d ,  

cio+ la : 

V~,(a~--~,)(b~--~)(e+~,) Vt<~'--t,)(b'-tO(e+tO 
Rend. C~rr Matem., t. III, parte xa.--Stampato il 9 maggio 1889, I5. 
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Gl'integrali contenuti in queste equazioni sono ellittici, eseguiremo 
quindi le integrazioni indicate per mezzo delle funzioni ellittiche. 

A tale uopo si ponga 

) ,__ 

"r ' u--e~, P(pu--e~) a 2 - -  ~. -"  "r'(pu--e~'). b'--), - -  

da esse relazioni si trae 

a 2  _ b2  ___ _ _  
%.2 

e~ - -  pu~ 

el- 2 

" - - -  ]0 t g  - -  e,r 

a2 _ _  b ,  = ":" - -  e . )  

in queste formule -r 2 ~ un fattore costante, p u, ~ u~ sono funzioni degli 
argomenti u, u,; e~, e~, ev ~ sono le radlci della equazione di 3 ~ grado: 

4 t3 - -  g ~  t - -  g 3  - -  o .  

Dicasi R il polinomio di 4 ~ grado in ~, contenuto nei denomina- 
tori delle (32), (33), conoscendo le radici della equazione R - - o ,  pren- 
dendole in ordine crescente o decrescente che sia, sar~ noto il valore 

del loro rapporto doppio vale a dire l'invariante assoluto g~2 - 2  o il too- 
g3 

dulo k delle funzioni ellittiche che si adoperano ; inoltre la relazione 

a ~ _ _  ~p t u  - -  el~ 
a 2 - -  b z - -  e ~  ~ e~ 

permette di determinare u~. 
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Ora, sostituendo in R le nuove espressioni dei fattori che lo com- 
pongono, si ha :  

e per6 

(34) 

R _ (~o u - -  p iu)4 1 :  p u~ - -  e .  - -  (p  u - -  ~o m )  4 p"zu  

x ( :  + x ) d x  _ - -  . = ( p , , - - ~ r ) V ' , u d .  

( 3 5 )  

ma si ha :  

- -  ~ l l d g  

~ou - - ~ m  

onde 

3',dX _ _ - -  p tmdu  

V ~  - + ~ "  - ' 

- ~: ( .  + . , )  - -  ~: ( .  - -  . , )  - 2 ~ ( . , )  (* )  

"XdX. __ .+ .  I:~( u + C u ) -  . l ( u -  z u ) -  2 ( ( ~ u ) l d u  ; 

moltre sL ha :  

p u  - -  ev __ ~ola - -  ev I 

quindl : 

p f ~ u @ u - -  ev)du I I ~  ] 
(~u,--e~)(pu--~uO ~ --p'u~ (u + m) --b p(u--iu) q-2J~u, du 

+ L V ~  - 
e ponendo 

si ha : 
~' u* Cp u~ - -  ev) 

- - - r  

(*) Per le formule che qm abb,sogna richmmare cfr l'opera citata de! rag. H a I p hen  
t. I, pag. 204, 205; la funzione :r qui adoperata deve intendersi ,dentica alla funzione 

usata dal sig. H al p h e n. 
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x(c" + ~,)dx 
V-~ - 

_ ,e [~o,+,~o+~(,,-,~o + ~(~o+ r[~:(,, + ' ~ ) - - ~ ( ~ - - ~ 0 - - : ~ ( ~ ) ] ]  a~, 

di tal che, integrando, l'equazione delle curve parallele diventa, dopo 
facili trasformazioni, 

[~(~ + ~) ]' 
�9 ~ ( u  ~ m) e - ~ " ~ ( " )  e-~(,,+~,)-~( . . . . .  )+~,,K,,,) 

.+ C [.'~(v + uO (v ~ m) e-2~('~ e-~(~+'~)-~( . . . .  ) + ~ K ~ , )  . - - -  o 

dove C 6 la costante arbitrana e v + un argomento corrispondente al 
parametro ~. 

Pongasi 

dove 9(u,  ut),  9(u,  ~ u 0 sono qumdi funzioni dl 2 ~ specie, allora 
l'equazione precedente diventa: 

~ ( u , - , ~ ) _ l  - -  L ~ ( ~ , , - - , , , ) J  - - "  

Operando in modo analogo servendosi dell'espressione trovata di 

),dX 

per l'equazione delle geodetiche si ha: 

~(u, ~,) + - o .  
~(v ,--"O 



LINEE GEODETICHE TRACCIATE SOPRA- TALUNE SUPERFICIE, II 7 

Le espressioni che danno le coordinate di un punto delia superficie 
per mezzo degli argomenti u, v sono:  

a = - e - - e ~  K ~ ( u + u t )  e ( u - - u t ) r  ' 

( .  + ~ )  ~ ( .  - ~ )  - ~ (~ + ~,~) r  - ,o~)1 .. ~ = ~-; [z-z+ ~ (,, + ut) ~ ( .  _ ut) + & 7(~  + ut) ~ (v - ,,,) j 

= ~-; [H,  ~ (~ + ,o~) ~ (~ - .,~) ~ ( .  + ,o~) ~ ( .  - ,o~) 1 
0,  + ut) ~0 ,  - ut) + K, 7 0 ,  + - 0  ~ ( .  - ut) a '  

dove si 6 scritto: 

g4ut I 

,ecoce,o~ , +(ut+,o.>(ut-~o.), K=~(.+.,~>(, ._,o~) 

Agl'indici ~, ~, .v si debbono dare i valori I, 2, 3; suppongansi, in 
ogni caso,  le ra&ci e~,  % e v scritte in ordine crescente e si cerchi 
dentro quale de' quattro intervalli 

( - -  ~0~ e~), (e[~ e2) ~ (e=J e3)~ (e3~ .-~ 0o) 

possono variare le funzioni pu, pv, put affinch~ i punti della superficie 
abbiano coordinate reali, ed affinch+ t'arco di geodetica sia reale. 

Osserviamo intanto c h e ,  in virtfi delle poste relazioni, si pub 
scrivere 

x "  = - -  A ' ( p  u t  - -  e ~ ) ( e a  - -  e s ) ( p u  - -  e . ) ( p v  - -  e ~ , ) ( p u  - -  p u t ) ( p v  - -  p u t )  

y ~  = - -  B ' ( p u t  - -  e ~ )  (er  - -  e ~ ) ( p t t  - -  e p ) ( p v  - -  e ~ ) ( p u  - -  p t u ) ( p v  - -  p u t )  
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onde segue: 

x ~ + y '  = - ( ~ . ,  oo p , , ~  ~ ) [ . 4 . ( p . ,  - e , ) ( , .  - e~) ( ~ , ,  - -  ~.)  (v  ~ - - , . )  

+ Y(~ ~ _ ~ )  (~ - -  ~ )  ( p .  - -  ,,) (p ~, _ ~ ) ] ;  

per essere quindl x, y reali debbono essere x 2, y2 positive e per6 i 
rapporti doppi (~ ut ooe~e~), (j3upv e~,e~) debbono avere segni contrari, 
inoltre per essere l'elemento di arco di geodetica reale, o dO reale, le 
funzioni pet, pv,  put debbono essere comprese fra intervalli tall delle 
radici i cui ranghi siano della stessa paritL 

Supponghiamo da prima che abbiasi 

( V u ~  e ~ e r  o,  (;u;ve=e~)<o 

allora put deve essere esterna alla coppia e~, e~ la quale poi deve sepa- 
rare la coppia p u ,  pv  ed essere separata da essa, quindi qualunque 

sia per essere la posizione della terza radice ev: 

pv  si trover~t nel 2 ~ o nel 3 ~ intervallo 

e perb rispettiamente pu  ~, ,, 4 ~ ~, ~, I ~ ,~ 

~)~/t )) )) 4 ~ )) )) I ~ )) 

ma in tal caso i fattori di A ~, F nella espressione che d~ la somma 
x ~ +  y~ saranno entrambi negativi quindi deve essere : 

(~utoo p u p v ) >  o 

cio~ p ue esterna a p u, p v. 

Sia ora 

allora put resta compresa fra e,. e~ e 8ar~l nd  2 ~ o nel 3 ~ intarvallo; 
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saranno percib p u, p v  entrambe comprese nel 4 ~ o n e l  i ~ intervallo 

od anche entrambq comprese nel 2 ~ o nel 3 ~ intervallo insieme a p ul, 
perb ~ facile vedere che o r a i  fattori di A :, B 2 avranno entrambi se- 

gno positivo quindi deve essere 

cio~ p zu deve essere compresa fra l~u, p v. 

Una pica minuta disamina dei vail casi possibili riguardando pifl 

da vicino la natura della superficie e delle sue linee geodetiche, come 

ho detto in principio, sar~ oggetto di altra Nota. 

Palermo~ apnle x889. 

M. L. A L B ~ . G G I A N n  


