Reduction des Transformationsproblems der hyperelliptischen
Integrale.
Von L. KéxtasperGEr in Wien.

In der im Journal fiir Mathematik Bd. 81, Heft 3 vertffentlichten
Arbeit ,iiber die allgemeinsten Beziehungen zwischen hyperelliptischen
Integralen® zeigte ich, dass, wenn zwischen hyperelliptischen Integralen
verschiedener Ordnung irgend eine in den Integralen lineare Relation
mit constanten Coefficienten bhesteht (und diese ist nach dem von mir
in demselben Journale Bd. 84, Heft 4 bewiesenen allgemeinen Satze
niiber die algebraischen Beziehungen zwischen Integralen verschiedener
Differentialgleichungen® der allgemeinsten algebraischen Relation zwi-
schen jenen Integralen #quivalent), fir je =zwel solche in der ange-
nommenen Beziehung vorkommende hyperelliptische Integrale

: :
Jf' (z, ¥ R(z))dz und [F (y, VB, (v))dy,

in denew
1/1::(5) =y/(z‘a|_) (2_ aq) Tt (z—aoll+,),

VE () =Vi-a) et - (T—tars)

ist, awischen den Differentialen der zugehdrigen hyperelliptischen In-
tegrale erster Gattung die Relation stattfindet:
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in derselben bedeuten die Functionen
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ganze Fanctionen ¢— 1 Grades von z,,
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Lasungen einer algebraischen Gleichung

@ AL VRE) P+ fala, VRED) =0,
in welcher

fis by - fa

rationale Functionen von z, und }'E(z,) vorstellen, und

VlL (‘Ux) » ¥V }"f (Jw ’/I‘ (Jﬂ
lassen sich mit Hiilfe eben dieser Grossen #, und p/ E ( 2,) rational durch
die resp. y in der Form
(3) 1/1:1 (y") = q}(yﬂv &y }/R (2’1))
ausdriicken.

Die Beziehungen zwischen den Integralgrenzen lassen sich jedoch
noch vereinfachen, und die folgende Ueberlegung fihrt zu einem Er-
gebniss, welches eine weitere Einsicht in die allgemeiie Transformations-
theorie gestattet, und mir fir die Behandlung der Frage der Integral-
rechnung, welche hyperelliptische Integrale irgend einer Ordnung auf
solche von niederer Ordnung reducirbar sind, wesentlich su seip scheint.

Nehmen wir eine der oben erhaltenen Differentialgleichungen

'”x dy, y, clyJ y:dyﬂ I' {241 d”

) VR:(%) V}‘"n‘% -+ + VE iy, Viiz,
und setzen

- VR '&:x) Statt 1/'{‘)' (zi} ?
so werden die Losungen der Gleichung (2) v,, ,, -+ #s in die Lo-
sungen der Gleichung

G w41, (-Zn -VE (ZxD U O o fa (Z;, — V—H(Z:)) =0
fibergehen, welche wir mit

By Yoy ° " Yo
bezeichnen wollen, wihrend die zugehorigen Irrationalititen durch die
Gleichung
(6) V-Rl(’?r) == g {Ti": Eyy ™ VH 21))
bestimmt sein werden, und wenn wir die so entstehende Differential-
gleichung
- ndn g dny igdng  _ Filwds
D Ve T VR T Ve T 7 VR
durch Subtraction mit der Gleichung (4) verbinden, so folgt die Be-
ziehung
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die nunmehr genauer untersucht werden soll.
1st ¢ eine gerade Zahl, so seize man

W
-}

m =,

(3]

bezeichne mit p(y) eine ganze Funetion m' Grades von y, mit ¢(y}
eine ganze Function m —6—1'"" Grades derselben Variabeln, und he-
stimme in der Gleichung o

2 — 4 VE(y),

oder in
(9} umym'{"am—! y’”wl‘l" - '+(51y+ by bm Ao«.xy”“””’ VR( (y}
. st Y B B Ry 0
ie
2m—6+1=26-+1
Constanten

Umy Guety = byy Gy buegety buogosy - b, b
so, dass dieselbe durch die 26 Werthe
(«) Yoo Yor ~* " Yar My Yoy~ Ya
and die dazu gehdrigen Irrationalititen

B V By, Vi), - VEiga), ~VE @), VR, - —VEm,
befriedigt wird; dann weiss man nach dem Abel’schen Theorem, dass
die Gleichung

(10) p{y)° — 4@ B (y) =0,

welche vom 2m = 36* Grade ist, ausser den Losungen («) noch ¢
andere Wurzeln

(?) Yw Y?r"‘ Ya

besitzt, welche mit den Grissen («) und (8) durch die transcendente
Beziehung verbunden sind,
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wenn die zu den Grdssen (p) gehorigen Irrationalititen durch die
Gleichungen bestimmt sind

12) VE (T = Y, EiYy— 2%
’ ’ P T qlY,)
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Gehen wir nunmebr auf die Form der Coefficienten der Gleichung
(9) niher ein; das dieselben bestimmende Gleichungssystem

e yita, T b, T R bV By =0,
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.........................................
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kann, wenn wir beriicksichtigen, dass

;/'fé\é‘ ) wad VR (),
nach den Gleichungen (3) und (8) als rationale Functionen vop y,

resp. 3, und 2z, und Y E(3) darstellbar sind, in die Form gebracht
werden :

aw{F, (2, VEG ' + Fo o, VBGE w  Hf +
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worin die Functionen
. ,
F(n -Z’n ‘D‘,, ‘D,,-"

ganze rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Grissen be-
deuten.
Addirt man jetzt die ersten ¢ Gleichungen des Systems (13}, nach-
dem dieselben mit
111,

Yo Y» -~ Yo,

.........................................



b

..........

A MURRES
muultiplicirt sind, verfahrt ebenso mit den zweiten o Gleichungen dieses
Systems, und setzt:

;’I:+1:é+--.-+y:=5u 7);+1];+"'+ﬂ;=s,-7
so folgt:

.........................................

an{Fy (2, VB(2) Stgoms + F, (20, VE(E)) Stpome + -+ -+
= buot {‘po (51 ; VRy(zx ))sl-#n‘—l -+ @, (z“ VR‘(?;)) Siggmat ot } —e
Uy {Fa (El y VRz}:j) Sk -+ F (5: 3 VR (zx),\’ Si—1 s ald } -+ -
+ buea-1 {®(z,, - VE()) S + O, (z, ~VEE)) St + - - } +--

Da sber die Potenzsummen s und S der Lisungen der Gleichungen
{2) und (5) sich rational durch deren Coefficienten ausdriicken lassen,
und die beiden Gleichungen sich in den Coefficienten der zu berech-
nenden a- und b-Grossen nur durch das verschiedene Zeichen von
VR (z,) unterscheiden, so werden wir das System (14) auch in die
Form bringen kbnnen:

.........................................

u(on — B VEE) + - + baos (Pew — Qo VEG) + -

-----------------------------------------

.........................................

A ‘&‘Fa (51: ~VR (5t)> Sipg-a1+ F, (-"’s P 4 'R (%, )) bk+6-—2+'”} +--
L +bmaa-l {q)o (’zl H "MV}zle}) Sl+a~~t+ Q)n (51 » V-RTz—;D Sl—}a—s"f* . } + cee

=0,

am(Aim + Blm;/ﬁm) + et bta—»a*l (le + le }/R'(Zi)) —_ o &= 0’
o (Asn + Bia VRE) + - — bucos (Pow+ Q2 VER(z)) —--- =0,

“ﬁ(‘iﬂu‘f‘ B,,.]/B(s,)) + R (Pam+ Q&mx/fi”@) —ee=0,
(41— Bim }fR(Z;)) + ot gt (Pra — Qu VE(E) + - =0,

. -

La*(“iﬂt "'Bau}’fi{(};}) + s +‘ bm—a-l (Pma - Qan VR—@S) + cee= 0.
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Wenn man nun die entsprechenden Gleichungen, welche sich nar

traction mit einander verbindet, so erhilt man z B. aus der 1t® und
61t Gleichung des Systems (15) die Gleichungen

20 Ay oo ~2bugt Quu VR(2)—- + =0,
2aBin VR(#) 4 o — 2bpgoy Prog — v oo o= 0,
oder, wenn die zweite dieser Gleichungen durch YR (z,) dividirt und
»1%—2% == P{, , ete,

gesetzt wird:
26y Asnt - — 2bagr G VE(z) — - - - =0,
2aBiu+ o = 2bumer Pl VE@E)— - =0,

und es folgt somit ans (15) zur Bestimmung det «- und ¥-Constanten
das nachstehende Gleichungssystem:

2amAlm + et 261«—-0’»1 le VEGS e == ‘)J
2a,, Asn + 2bn g le VRQ‘;:) """ == 0’
gamAgm + e — 21’/::—0%—1 QU?!:VI£ ("';'13 e = 0!
aey e |
2a.,B: e -1 -le VR('?":) — =1,
Ql’lmBzm ']L e zblzc—c—'l Pi’m I/PP;‘(Z)- = O’
2amBam+ v 2bm‘a-—£P¢;ml/Rl(E;> et =0'

Beachtet man nun, dass nur fiir die b-Grossen die Determinante
des Zihlers der Auflosungen den Factor JB(z,) einmal weniger hat
als die Determinante des Nenners, so ergiebt sich, wenn, was gestattet
ist, eine der a-Grdssen, z. B. ¢, =1 gesetzt wird :

dass die a-Grissen simmilich rationale Functionen von z, sind,
withrend die b-Grossen durch das Product von in z, rationalen
Functionen in die Irrationalitit Y B (2,) dargestelit werden, oder
dass die Coefficienten, der Function p (y) rational in z;, dic von
q(y) -ebenso, jedoch mit dem Factor Y R(z,) behaftet, ausge-
driickt sind.

Da nun aber die Gleichung (10) die Form hat:

(17} p*— WP R Y =4, Y~ W) Y Yo) Y1 (Y 1) - Y1)
<y Yy~ Xy ly— Yo,
ferner: v ;
Y—2,) Y—Ya - - Y~ Yol (Y— ) Y} - (Y- 10
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als Product der linken Seiten der Gleichungen (2) und (5), wie un-
mittelbar daraus zu erkennen, dass

ﬁ (zir V.R(Z,)) + f! (511 ‘*} R<53))ﬁ—1(31: ]/-R(Z_x—)) + .
+f§“-1(zi) - V'R(Zl))fl(zi s Vm) + ﬁ(zn “I/M)

. eine rationale Function von z; ist, in der Form darstellbar ist

e o'} (51)?/2.0'1 o P (F)Y F Yeole) =0,

(5}, ¥.(2), - - - ¥2a ()
rationale Functionen von z, sind, so werden nach (17) die Cocfficienten
des Polynoms
G—Y)y—Y) Yo )=+ @&+ -+ 1 (2)

ralionale Functionen von z, sein, wikrend dic zu den Grissem Y,
Y,, .- X, gehirigen Irrationaliliten nach den Gleichungen (12), wie
aus der oben gefundenen Eigenschaft der Coefficienten der Polynome
ply) und q(y) hervorgeht, rationale Functionen der zugehirigen Grissen
Y und der Grisse z,, multiplicirt mit der Irrationalitit V' B (z,) (z,) , sein

werden.
Es bedarf kaum eiuer weiteren Erliuterung, dass sich dasselbe
Resultat aueh fir den Fall des ungeraden ¢ ergiebt; denn setzt man

worin

36 =2m—1,

und bildet, wenn « eine Lbsung der Gleichung R, (y) =0 bezeichnet,
den Ausdruck

(® —«)Py) — Q) VE®),
in welchem P(y) ein Polynom
o 1 == 2T

Grades, @{y) vom -
Mm—6—1= i’.:l";;?m

-

Grade ist, so wird man wieder die

6"1_*_6—1 +1=26

Constantenquotienten so bestimmen kbnnen, dass der Ausdrack () fiir
die Werthecombinationen

A 2 AUANEERES 2 NUB IS A —~VE @) -+ ne, —VE (00
verschwindet, und es werden nunmehr alle weiteren Schliisse dieselben
bleiben, so dass sich wieder vermbge der Beziechung

| y—ay PU) — QulR, ()
=) y—w) YY) Y—7) - W= n0) 9 — ) -+ y— ¥
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die Grossen
Y, ¥, - Y,
als Losungen einer Gleichung ergeben, deren Coefficienten rational
aus 2, zusammengesetzt sind.
Hieraus folgt,
dass das oben aufgestellte System hyperelliptischer Differential-
gleichungen sick in allen Fillen durch das folgende.

_M_':}XL__ + _,-.d Yg _ + + aY, 2R d
VE(Y) VE, (Y, ' YRY,y — FE@
. Y,dY, Y, d Y, Y dY, 2By {zhdz

Vs T Ve T T v, T 7Rw

Yitay, Y{ldYy, ¥o-rdy, 5 QN CAY I
ey Tovme T T ey T Ve
ersetzen ldsst, in welchem
le _Y“ e Y,
die Lisungen einer algebraischen Gloickung davstellen, deren
Cocfficienten rationale Functionen von z, sod, und
VR(Y), VE Yy, - - VE(Ya)
sieh als rationale Funclionen der zugchérigen Y- Grissen wnd
2, ausdriicken lassen, multiplicirt mit V' E(z,),
ein Satz, der auch aus der Transformation der &- Functionen der hyper-
elliptischen Integrale hergeleitet werden kann.

Wie die eben besprochene Vereinfachung des Transformations-
problems zur Herstellung beliebig vieler hyperclliptischer lntegrale ver-
wendet werden kann, die auf ebensolche Integrale niederer Ordnung
reducirt werden konnen, ist leicht einzusehen; ich zeige in einer nfich-
stens in Borehardt’'s Journal fir Mathematik erscheinenden Arbeit
die Anwendung des obigen Satzes auf die Ermittelang von hyperellipti-
schen Integralen, welche auf elliptische Integrale zuriickféihrbar sind.

Wien, im Marz 1878,



