
Reduc4ion des Transformat ionsproblems der  hyperet l ipt ischen 
In tegmle .  

Von L. KS.~tGSBE~Ea in Wien. 

In der im Journal ffir Mathematik Bd. 81, H e R  3 verSffentlichten 
Arbeit ,fiber die allgemeinsten Beziehungeli zwischen hyperelliptischell 
lntegralen a zeigte ieh, dass, wenn zwischen hyperelliptischen In~egralen 
verschiedener Ordnung irgead eine in den ]nt~gralen lineare Relation 
n i t  con~tanten Coefficienten besteht (uud diese ist nach den yon mir 
ia demsetben Journale Bd. 84, Heft 4 bewiesenen allgemeinen Satze 
,fiber die algebraischen Beziehungen zwischen Integralen verschiedener 
Differentialgleichungen" der al|gemeinsten algebraischen Relation zwi- 
schen jenen IntegrMen ~quivalent), ftir je zwei solche in der ange- 
nommenea Beziehung vorkommende byperellii)tische Integrale 

in denea 

ist, zwisehen den Differentialen der zugehSrigen hyperelliptischen In- 
tegrale erster Gattung die Relation utattfindet: 

d Y= dy= dy a I,~ (zt) dzt 

y, dyt Yz dy~ Ya dYa /"1 (:,)dz, 

y'~-' dy, 2ff y~-' d9= y~-I dy o ]~_, (zi)dz, 
= + "  + : 

iu der~elben bedeuten die Functionea 

Fo(z,) , F,(z,) ,  - - -  F~_,(z,) 

ganze Funetionea a - - 1  ~" Grades yon z~, 
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Yl, Y':, " ' "  9~ 

LSsungen einer algebraischen Gleiehang 

(:~) ~' + / ,  (.-,, ~ , '~ i~ : : )~- '  + . . .  + fo (--,, V ~  (.-,)) ~ , ,  
in welcher 

L,f~., " fo 
rationale Functionen yon z, und ~t~(z;) vorstellen, und 

lassen sieh mit Hiilfe eben dieser GrSssen z, and t/1~ (z,) rational durch 
die resp. y in der Form 

�9 ~y,) = ~ (y,., z,, 
ausdrficken. 

Die Beziehungen zwisehen den Integralgrenzen lassen ~ieh jedoch 
noch vereiufachen, und die folgende Ueherlegung fiihrt zu einem Er- 
gebniss, welches eine weitere Eir~sicht in die allgemeitie Tran~formations- 
theorie gestattet, und mir far die Behandlung der Frage der Integral- 
rechnung, welche hyperetliptische Iategrale irgend einer Ordnung auf 
solche yon niederer Ordnung redacirbar sind, wesent]ich zu sei~, scheint~ 

Nehmen wir eine der oben erhaltenea Differentialgleichungen 

und setzen 
- - / / R , z l )  statt J / R  (Zl). 

so werden die LSsungen der Gleichung (2) y,~ Yz, " ' ' Y .  in die I~- 
sungen der Gleichung 

(~,) ,~~ + f ,  (...,, - V~(.~, i )r  + , . .  + f o (~ , ,  - - r ~ l ; . i ) ) =  o 
fibergehcn, welche wir mit 

bezeiehnen wollen, w'ghrend die zugehSrigen ]rrationalit~ten durch die 
Gleichung 

(6) V:t~ (~ , )  = ~ {,~,, z , ,  - -  Vi~ ~,)) 
bestimmt sein werden, und wenn wir die so e;~tstehende Differential- 
gleichung 

~ d ~  ~ 
(~) -V~;~.i - + ~V-i~.~; + "  + Y ~ , i : ; ~  . . . . . . . . .  t ~ ; ;  ~ 

durch Subtraction mit der Gleichung (4) verbinden~ so tblgt die Be- 
ziehnng 



y~ayl ~a~  ~au. 

L~,  (~;;)  l/it-(cn, i V~,(,~,,, 

die nunmehr genauer untersucht werden soil. 

Ist a eine gerade Zahl, so setze man 
3a 

2 

bezeichne rait p ( y )  eine ganze Fuaetiort m '~~ Grades yon y ,  mit q(y)  
eiae ganze Fanetion m ~ a ~ l  ~'~ Grades derselben Varlabeln, und be- 
stimme in der GIeichung 

PO) - -  q(Y) V~I (y), 
oder in 

(9) a,, ,~'*q-a,~y~'-~.f- . . .q-al  yq-a , - -  b,,_o_ly ~-"-z ~/ ~l~y) 

die b,,_~.~y 1/Ir . . . . . . . .  b( , l / I~  yl 0 

2 m : - - a - { -  I = 26--1- 1 
Gmstanten 

aa ,  a~- t~  . . .  al~ a~j, b ,~-a- t ,  b,,...a-z, - . .  b I, b o 

so, dass dieselbe dutch die 2a  Werthe 

( a )  Y t ,  Y'z, " ' "  Ya, ~ 1 ,  ~b.,, " ' "  "q. 
and die dazu geh5rigen Irraiionalit'Xten 

(is) V i : i i~ - , i ,  r  . . .  V~,~y,),. . - - V •  V~,i*~-.,.5, . . -  - V~::" ~ ~  .... 

befriedigt wird; d,'mn weiss man nach dem A bel 'sehen Theorem~ dass 
die Gleiehuag 
0 o )  ( . . . . . . . . .  1) .Y)" ~ q~.Y)'P~ ~Y) --~ O, 
welche yore 2m ~--3a t~" Grade ist, ausser den LSsungen (a) noeh a 
aadere Wurzeln 

(~') Y,, Y~, - . .  Y, 
besitzt~ welche mit den GrSssen (a) und (fl) durch die transcendente 
Beziehung verbundert sind, 

d ~ ~' 

= t -~ , i~- ; ;  + -~n,--iL7 + ' + - r ~ : i ~ ; ~  ' 

wema die zu den Gr5ssen (?) gehSrigen Irrat ionali~ten durch die 
Gleiehungen bestimmt sind 
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Gehen wir nmlmehr auf die Form der C~ffici~nten der Gleichung 
(9) nBher ein; das diesetben bestimI:nende Gleichungssy~tem 

a ~ , Y ~ - ~ - a , n - z Y t  " r - ' " - ~ - a o  =b,,,_,~_~Yl I~ 1,r ............ b o F l l t f Y d  ' ' ~ 0 ,  

a,,y~ --[-a,,,.__ly, z -T- . . . -r -a , ;  b . . . . . .  ~?1~ ~ t , ~ 9 . ~  . . . . . . . .  bo 

. . . .  ' " " - : i  b f l / l i i ~ l s  ~ 0 ,  a , ya - .~  a,,,_~ y a + . . . + a d -  b . . . . . .  , y'a'~ - a - i  l / 1 , ~ j r  . . ,  

sJa 1 4 ~ - - |  t . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . .  , . . . . . . . . . . . .  o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

�9 " T % - k b . , _ , , _ ~ %  t / A r  +bfl l , l ~ t ,  , , 0  

kann, wenn wir beracksieMigen, dass 

Y[/~,:E:i ~=,1 VI:, (,1.), 

nach den Gleichungen (3) und (6) aIs rationale Functionen vo~ y ,  
. ;. ;: ;" 

resp. ~, mid zl and J/~l(~l) darstetlbar sind, in die Form gebracht 
werden : 

t ? am ~ ] o (Z:l ~ I~'TT," --:'~ t . . . . . . .  t , : . - -  

--5o,_s_,.1%(.:, ' . . . .  ' ' ' .... ' , ' " '  , /=(=,) ) : , to  + % (=,~ ~, • + .... } . . . . . . . .  ", 

- : / t , ,~ , ) )  ,/, + I,; m ,  + . ' .  } + .  
+ b , o _ . _ , { % ( ~  -,I=;;-'~,/,+*,0,, :~'; ' '-' y1~z~i),i, + - . , }  ~- . . . . . .  . ,  
. . . . . . . . . . . . . . .  �9 , . . . . . . . . . . .  , . . . . . . . . . . . . .  

. . , ,{~00, ,  / ~ ; : ) ~ o + ~ , ( = , '  , m,.,-':;':;,io'-".-c-, . . . . . .  } + 
- l / t : ! z ~ ) , i , , + % ( z , ,  y t t , : z , ) , l , ,  . . . . .  o ,  

worin die Functionen 
F~,, t"~, . . -  %,,  0 ~ ,  - . -  

ganze rationale Funetionen def in ihnen enthaltenen GrSssen be- 
deuien. 

Addirt man jetzt die er,sten a Gldehungen des Systems (13)~ nael,- 
dem dieselben mit 

1 i - - , 1 ,  

Yt Y-~ " ' "  Y*, 
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~) 
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Y, - - -  y ~ ,  
�9 �9 . . �9 , o �9 �9 

~+F' y7 ~ -" . ~+7' 
multiplicirt sind, verf'aJ~rt ebenso mit den zweiten 6 Glelehungen dieses 
Systems, und setzt: 

y ~ + g + . . . + y ~ f f i , ~ ,  ~ , + ~ + . . .  + ~ - - & ,  

so folgt: 

- b,-~-, {r  + ~, ( ~ , , / ~ - ~ ) , , - ,  + - . . }  . . . .  o, 

- -b . -o- ,  {%(~,, r + r (~,, f~(~i))~,  + . - -}  . . . .  O, 

- ~- , , - ,  {r (~,, Vi~ (~, )) s ,+ ._ ,  + r  (~,, r  ... } . . . .  o 

, .  {Fo(~, .  - / ~ )  s~ + ~, ( ~ , , - V ~ ) s , _ ,  +...} + . .  
+ ~,.-~ {| (~,, r'/~(~;-)) s, + r (~,, - VR-~,)) s,_, + . . . }  + . . . .  o, 
�9 ~ . . . .  , , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , . . . .  . . % * . . . . . , 

a,. { F ,  (~, , . i / - l ~ ( ~ i )  S~.+.,~_, -.l- F ,  (z,  , -. - f P ,  (-~,))S~+,_+.+...} + ... 

1)~ abet die Potenzsummen s und S der L~sungen der Gleiehungen 
(2) und (5) sich rational dutch deren ~fficienten ausdriicken lassen, 
und die beiden Gleichungen ~ich in den Coefficienten der zu berech- 
nenden a- und b-GrSsaen nut durch das verschiedene Zeichen yon 

~/a~~ unteracheiden, so werden wir das System (14) aueh in die 
Form bringen kSnnen: 

, , ( a , .  + ~ , .  Y~W))  + . . . .  ~,._o_, (e,,~ + Q, . , /~-(~))  . . . . .  o, 

( , . . +  ,=Y  ~ , ) ) +  . . . .  . _ . . _ , (  o . , + q , , , , r  ( , ) )  . . . .  

. .  ( a , .  - ~ , .  g~-~i-)) + - . -  + ~,.-.-, (~o. _ Q,., r  + . . . .  o, 

,,,. ( . ~ .  - :n~. V-.RiT,~) + - . -  + ~.-..-, (v.~.. - 0 ~ .  f ~  + . . . .  o, 
�9 . ~ ~ . . . . .  ~ . . . o . . . .  . . . . . . . . . . . . . .  o �9 . ~ ~ . . . . .  . 

( a . .  - ~ . .  r  + . . .  + b._._, ( v o . -  oo. r + . . . .  o. 
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Wenn man nun die entsprechenden Gleiehungen, we|che sich nur 
dareh das Zeiehen yon/ /R-(~I)  unterscheiden, dutch Addition und Sub- 
traction mit  einander verhindet~ so ertu~lt man z~ B. aus der 1 ~ und 
a-t-11~ Gleiehung des Systems (15) die Gleiehungen 

2~,A,~ + . . . . . . . . . . .  2b~_~ q.+ V~- (~3 . . . . . . .  0, 

2a :B, , , ,  V'/~ (xl) -{- . . . . .  2b . , -+- , /~ , , ,  - -  . . . . . . . . . .  0, 

oder, wenn die zweite dieser Gleiehungen dureh J/=tt (zl) dividirt und 

gesetzt wird: 

2a0,13~,,. + . . . .  2b~_.,,--tF~,+ t/:i7+(-~) . . . . . .  O, 

und es folgt somit aus (15) zur Bestimmung dei" a -  und b-Con~tantea 
das naehstehende Gleiehun~system: 

2a,,,Aa., + . .  �9 2b.,-o..~ Q,,,: t / ~ z ~ )  . . . . . .  % 

2a,,,A.>.,,~ + . . . .  2b . . . . . .  ~ (2~ l/.I'g(z~) . . . . . .  O, 
�9 . . . . �9 �9 �9 �9 . . o �9 �9 . . . . . .  . �9 �9 �9 �9 , �9 , �9 �9 

2~,,,~,,  + . . . .  2b,,,_~_., qo,,,Vi~ (zl) : . . . . .  o ,  

2a~,131~ + . . . .  2b,,,-o-a -P;,,,, V ~ (zi)  . . . . . .  O, 
r - 7 - - ' ~  

2a,,,Y3z,,, + . . . .  2b , . - e -1P~, ,  I/-~,(zi) . . . . . .  O, 
. . . . . .  . . . . ~ . * ~ , ~ �9 . * �9 . o . . . .  . . . . .  

2a#,Bo,,, + . . . .  2b,~:a-.x Pd~ V R  (z~) . . . . .  O. 

Beaehtet man nun, dass nur ftir die b-GrSssen die Determinante 
) . . . . . .  

des Ziihlers der AuflSsungen den Factor I/2+ (z~) einnml weniger hat 
als die Determinante des Nenners, so ergiebt sieh, wenn, was gestattet 
ist, eine der a-GrSssen,  z. B. a., = 1 gesetzt wird: 

dass die a-Gr~ssen  stimmaich~rationale Functionen yon z~ siml, 
wiihrend die b-Ga'6sse~) duz'ch das -Product vcm in z I r a t i o n a ~  

.F,,~.i,>n,,, ~,) d~ I , ,m io~ i ta t  / ~ - ( ~  aa~.a~au ~>erd~, ~ "  

d z ~  die Coe[fwienten der ~ 'unaien  p (y) r~ iona l  i~ z~, die ~:on 

q(y )  ebenso,  jedovh mi t  dem _~'aclor ~/~t~(zj) bd~aflet, ausge- 
drikX~t sind. 

Da nun aber die Gleiehung (10) die Form hat: 

Yw'" ;9 -  Yr Y ~  ~t)~Y ~ ) " ' ( Y - - ~ a )  
x iv -  ~' ,}  :v  -- Y,~-'- ~ -  Y.!, 

�9 r er: 
~,~-y,)  ~ y~.) - - -  i V - y o )  (y- -nO ty-- ,~ . ) .  - .  iv - ,~o)  

M a t h e m a ~ c h e  Ann~le~: t .  X l I ,  L 



als Product der ]inken Seiten der Gleichungen (2) und (5), wie un- 
mittelbar daxaus za erkennen, dass 

r~ (~,, f ~  + r, (--,, - ~ )  r~-, (~,, f ~ ( ~ ) )  + . - .  

eine rationale Funetion yon z~ isL in der Form darstellbar ist 

r176 + ~(z~)r176 + . . .  + r  + ,p~(z,) o,  
worin 

rationale Funefionen yon z I sind, so werden nach (t7) die Coeffi~c-ienten 
des ~dynoms 

( y - - Y , )  (y--  Y~)""  (2/- Yo) = Y* + Zi(z,)Y ~- '  -1- �9 - �9 q- Zo (z,) 

raliqnale _Punctlom~n yon z: sein, wiihrend die zu den Grgsscn Y~, 
)f~, , . "  ~fa geh~igen lrrational~iten nach den Gleichungen (12), wie 
aus der oben gefundenen F~igenschaft de~ CoeffwTentcn der t)olynome 
~v(y) ulid q(y) h~>rv~geht, rationale -~unctionen der zugels GrT;ssen 
Y und do" Gr~sse zt, ~nultiplicirt mi~ der Irrationalit~it I / ~  (zi) , sein 
werden. 

Es bedarf kaum einer weiteren ErlKuterung, dass sich dasselbe 
Resultat aueh fiir den Fall des ungeradeii a ergiebt; denn setzt man 

3 a ~ - 2 m - -  I s 

und bildet, wenn a eine LSsung der Gleiehung ~ t ( Y ) =  0 bezeichnet, 
den Ausdraek 

(~) @--  - ) ~ @ )  - -  O@) V~T-@), 
m welehem I>(y) ein Polynom 

m - - l =  .. . . . . . . . .  , )  

Grades, Q(y) yore 

Grade ist, so wird nian wieder die 

3 r  a - - I  .,. +---T--., + 1 = 2 a  

Constanteaquotienten so bestimmen kSnnen, dass der Ausdruek (d) i~ir 
die Wertheeombinationen 

versehwindet~ und es werden nunmehr idle weiteren Sehlfisse dieselben 
bleibea~ so dass sleh wieder vermSge der Beziehung 

( ~ .  ~)'-l)~) -~ _ O ~ ) . ~ ,  @) 
�9 == @ - - . )  @ - ~ , ) . . .  Os--~.) O--,1,)---  ~ - ~ . )  0 -  ~',) --- ~,~-- ~:)  
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die GrSssen 

als LSsungem einer Gleichung ergeben~ deren CoeflleienLen rational 
aus zl zusammengesetzt sind. 

IIieraus folgt, 
dass das oben aufgesV~llte Systo~ hyperdtiptiseher l)iffero~ial- 
gl~ichungen ~ich in allo~ .Fiillen durch das foO*m&~: 

Yld Y, Y.zd Y2 Ya d Ya 2I'~(z,)d:a 

--t>:~S~-~ + w ; i Y ; )  -~ . . . . .  + -,; ; :  r ..,. o; . . . . .  ;~,~:~:.-;~ 
ersetzo~ liimst, in welchem 

Y~, Y. , , . . .  Yo 
(lie L~sungen e i ~  algebvaiseh,~'~ Gl~ichung dars~llcn, dcren 
Coeffi~-iente~ ratlo~mle ~(ncLionen yon zt shul, und 

W,, cY:), , -  ) / ~ ; ( Y ; )  

sieh als rationale .Fu~tionen der z~geh~riocn Y-Gr~isser~ ~.,zd 
z, ausdriid;en lassen, mzdtiflieirt mit V-t:(z*), 

ein Satz, der aucIa aus der Transformation der #- Fm~ctio~en der hyper- 
elliptisehen Integrale hergeteitet werden kann. 

Wie die eben besproehene Vereinfaehung des Transformations- 
problems zar Herstelltmg beliebig vieler hyperelliptizeher iategrale ver- 
wertde~ werden kann, die auf ebensolehe Integrale niederer Ordnung 
redueirt werden kSnnen, ist leieht einzusehen; ieh zeige in einer n~ieh- 
stens in B o r e h a r d t ' s  Journal ffir Mathemafik erseheiaenden hrbeit 
die Ar~wendung dez obigen Satzes auf die Ermitt~lung yon hyperellipti- 
sehen lntegralen~ welehe auf ellip~i~che Integrale zuriiekfiihrbar si)~d. 

Wien,  im M~z 1878. 


