
Uber eine Aufgabe aus der darstellenden Geometrie, 

Von Emil ~raelseh in Prag. 

Die Aufgabe: ,,In e i n e r  d u r e h  i h r e  S p u r e n  g e g e -  
b e n e n E b e n e  d i e G e r a d e n z u b e s t i m m e n ,  d e r e n G r a n d -  
n n d  K r e u z r i s s  s i e h  d e e k e n  ~ seheint mir als lJbungsaufgab~ 
in der darstellenden Oeometrie und als Anwendung der projeetiver 
Geometrie zweekdienlieh. 

Im folgenden werden zun~tehst in Art. 1 dureh eine einfaeh( 
Betraehtung die bekannten Gebilde ~) mit sieh deekenden Projee. 
tionen beJaandelt und in Art. 2 die Geraden bestimmt~ ftir di~ 
G r u n d - u n d  Kreuzriss zusammenfallen. In Art. 3 und 4 werder 
dann L~sungen der obigen Aufgabe angegeben und die Bedin- 
gungen aufgestellt dafiir, dass reelle LSsungen vorhanden seien. 

1. Ist ein Punkt a dutch seinen Grund- und Aufriss a', a". 
gegeben (Fig'. 1)~ so findet man seinen Kreuzriss ~"' in bekannte~ 

Weise mit Hilfe des gezeiehneten Viertel- ~" 1._._/.. ~" kreises. Ist H die gezeiehnete Ilalbierungslinie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1~2 

I , ~  zwisehen der X- und Y-Axe, so kann man 
- / ~ /  7, den Zusammenhang zwisehen den drei Pro- ! ~ - L  i'~'jeeti~176 

Die drei Prqieetionen des Punktes a sind 
- ........... Eeken eilaes Reehteeks, dessen Seiten parallel 

Fi~. 1. sind zu den Projeetionsaxen und dessen vierte 
Eeke a auf H liegt. 

g Wit nehmen nun an~ dass zwei oder 
alle Projeetionen eines Punktes zusammen- 

r ~"a ..... falletl (Fig. 2). 
' ! ~  c~) Fallt far einen Punkt c~, die Projee- 

/ ~ ~  tion cd mit a" zusammen, so muss die Reeht- 
eekseite a" ~(~ ............ ;'X ce' versehwinden, also aueh die 
Seite ~ a'". Der Kreuzriss cd" des Punktes 

""~" f~llt daher auf H;  der Punkt a liegt dem- 
naeh in der Ebene Hf, welehe H zur Kreuz- 

r~g. 2. rissspur hat und die X-Axe enthMt. 

*) S. z. B. F i e d l e r ,  ])arstellettcle Geometrie I. p. ft. 
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b) Ist b . . . .  b"' fiir einen Pnnkt b~ so muss die Reehteekseite 
b"b'" also aueh die Seite ~b' versehwinden. Der Grundriss b' 
des Punktes fallt daher anf H;  der Pnnkt b liegt demnaeh in der 
Ebene Hs~ welche H zur Grundrissspur hat und die Y-Axe enthglt. 

c) Wenn alle drei Projeetionen nines Punktes c zusammen- 
fallen~ werden beide Reehteekseiten versehwinden; die Proiectionen 
des Punktes mttssen daher in einen Punkt der Geraden H fallen. 
In der That liegt naeh a) nnd b) ein solcher Punkt in der Selmitt- 
linie h der Ebenen H,, Hs und die Projeetionen dieser Sehnitt- 
linie fallen in die Gerade H. 

d) Ist d'--~d"' Nr einen Punkt d~ so liegt er nicht mehr in 
einer Ebene, win unter a) und 5); hier mtissen die 10eiden Reeht- 
eekseiten gd'~ 8 d"' versehwinden~ weshalb aneh d" naeh g f~tllt. 
Ein soleher Punkt gehSrt daher za den Punkten c)~ er liegt auf h. 

2. Um eine Gerade g zu bestimmen, kann man zwei ihrer 
drei Projeetionen annehmen. Wird der Grnndriss g' mit dem 
Aufriss 9" zusammenfatlend angenommen~ so hat ieder Punkt dieser 
Geraden zusammenfallenden Grund- nnd Aufriss, daher fsllt sein 
Kreuzriss (naeh 1 a~) in die Gerade H nnd es ist g" '=H.  Ist 
Nr nine Gerade g " ~ g " ' ,  so ist (naeh 1 b~) g ' = H .  

Wenn abet far nine Gerade g'~---g'" ange- 
nommen wird (Fig. 3), so sind die Projeetionen \ ~:~. .......... ~.~,~ 

ct'" eines Punktes derselben Eeken des Recht- ~ .,: 
e'eks a 'a"a" '  ~. Fallt daher a' in den Sehnitt- " . . . . . . . . .  
punkt io der Geraden H nnd y'~ so f~tllt aueh a'" ~ : :  ~ 'i  i "  
nach p; die Gerade y enthal~ demnaeh einen Punkt~ ~: ..:, 
dessen Ornnd- und Kreuzriss und daher (naeh 1 c~) __ 
auch dessen Anfriss nach 2 f~tllt~ sic schneider g /  
die Gerade h. Die Projection g" der Cxeraden ist 
demnach dureh den Punkt p und ihren zweiten 
Spurpunkt v" gegeben, sig. ~. 

Man sieht leicht~ dass es dutch einen beliebigen Punkt a i m  
Raume nut nine Gerade g gibt~ far welehe g!=g'" ist; dean sind 
(Fig. 3) a', a"~ a'" die Projeetionen dieses Punktes~ so nmss t / = g ' "  
identiseh mit der Verbindungslinie a' a"' sein.~ worauf dann naeh 
dem soeben Gesagten g" bestimmt ist. 

Liegt dot gegebene Punkt ~ auf h~ fallen also seine ch~ei 
Projeetionen auf H naeh p~ so kann g'=ff '" den Punkt p ent- 
haltend~ aber sonst beliebig angenommen werden. Der Anfriss- 
punkt v" der Geraden besehreibt dann eine gleiehzeitige tIyperbel 
~ deren Mittelpm~ki der Punkt p ist, welehe die X- nnd Y-Axe 
zu Asymptotenriehtungen hat und den Pnnkt o entht~It. Die Ge- 
raden #7 welehe den Punkt ~ enthalten~ und fgr die g'-----g'" ist~ 
erfttllen denmaeh den Kegel ~ dessert Seheitel ~ ist und dessert 
Leiteurve diese Hyperbel g$ ist. 

Man kann zu diesem Kegel ~ aueh auf tblgende Weise ge- 
langen. Wenn fttr eine Gerade g, welehe den Punkt v enth~tlt~ 
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y '=g ' "  ist~ so sehliegt die Projection der Gemden ~uf die Grund- 
rissebene mit der X-Axe denselben Winkel eill~ wie ihre Projection 
auf die Kreuzrissebelle mit der Z-Ax% so dass bei den Drehungell: 
welche diese Projeetionsebenell in die Aufrissebene bringeI b die 
Projeetiollen der GerMen sich decken. Eine solehe Gerade y ist 
demllach der Sehnitt zweier Ebenell~ welche die X-~ resp. Y-Axe 
enthalteI1 and zur Grund-~ resp. Aufrissebene gleich geneigt sin& 
Die so mSglichen Gel'aden y liegen demllach aui einem Kegel K 
zweiter Ordnung~ welcher sieh dureh eongTuellte Ebenenbtisehel~ 
deren Axen die X-~ resp. iF-Axe sind~ erzeuzen lassen. Dieser 
Kegel bertthrt daher die Grundrissebelle in dmFX-Ax% die Kreuz- 
rissebene in der Y-Ax% er enthalt die Get&de h und ist symmetrisch 
zur Aufrissebene. 

Sehlleidet man nun die Projeetiollsebellen ulld die Gerade h 
mit einer Ebene @~ die senkreeht zu h ist~ so erhalt man ein gleich- 

seitiges Dreieek (Fig. 4)~ dessen Eeken die 
' ~ - * ~ .  Durchstof~punkte mit den Projectionsaxen sind 

uud dessen Mittelpunkt der Durehstol~punkt 
, mit his t .  Die obigen eongrnenten Ebellen- 

~ btisehel sehneiden diese Ebene in projeetiven 
Strahlenbiiseheln~ in welehen den Str~hlen 

Fi~. ~. xy~ xz~ xh die Strahlen yz~ yx; yh ellt- 
spreehen~ welche demnaeh congruent sind 1mid 

dell gezeichneten Kreis erzeugen. Die Ebene ~ schneider daher 
den Kegel K in einem Kreise k. 

Die Geraden y~ welehe dutch den Punkt f) yon h gehen ulld 
die auf dem Kegel ~ liegen~ mtissen paralle! sein zu dell Erzeu- 
genden des Kegels K. 

Die Get.den y~ itir die y'~y"'  ist~ bildell demnach due 
Strahlencongruenz erster 0rdnung zweiter Classe. 

3. Eine Ebelle E schneider die Ebene H, in einer GerMen 
h~ deren Grnnd- und Aufi-iss zusammenfallen; die Ebene H~ 

.~ sehneidet sie in einer Oeraden h2~ derell Auf- und 
'~ .q Kreuzriss sigh deeken. Die beiden @er~den h.,~ h~ 

;," .... ; schneiden sieh in dem Pnnkt f) dieser Eben% dessen 
:g ...... drei Projeetionen zusammenfallen. 8ei l~,~,'ig. 5) die 

Ebene dureh ihre beidell Spuren E': gegeben: 
y ,  so kann der Punkt f) als Durehstol3punkt der Ebene 

'ge< E m i t  der Geraden h~ deren s~tmlntliehe Projec- 
~ig. ~. tionell naeh H fallen~ gefunden werden.; man hat 

dann nnr den Punkt t)' mit dell beiden Punktell 
und r~ tier Spuren E' E"  zu verbipdell~ nm die Projectionen der 

Geraden h,~ h~ zu erhaIten. 
Durch den Punkt f) der Ebene E m~issen nun naeh Obigem 

die in der Ebene eventuell vorhandenen Geraden h a geben~ far die 
h ' ~ h s ' "  ist. Um sie zu finden~ bestimmen wit ihre Aufriss- 
punkte v". Dieselben liegell naeh Art. 1 anf der gleichseitigen 
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tIyperbel @; die Punkte, in welehen $2 die Spur E" schneidet, 
sind die gesuchten Aufl'isspunkte. Es gibt zwei solehe Gerade 

h~: h~ deren Projeetionen leieht gefunden werden kSnnen. 

Eine zweite Construction kann mit Hilfe eines Kreises aus- 
gefiiln't werden, indem man den Kegel K des vorigen Art. beniitzt. 
Legt man dutch o die zu E parallele Ebene E, so sehneidet diese 
den Kegel K in zwei Erzeugenden "r welehe parallel sind zu den 
Geraden ha der Ebene E. Urn die Geraden "~a, wenn die Ebene E 
gegeben ist, zu bestimmen~ lege man die Ebene @ senkreeht zu h~ 
far die alle drei Spuren zusammenfallen. Dann lege man den 
Kreis k (Art. 2) um die Spur @" in die Aufrissebene um und ebenso 
die Schnittlinie s der Ebenen @ und E u. s. w. 

4. Man kann die Projeetionen h'8 aueh als Doppelstrahlen 
projeetiver Strahlenbtischel oder einer Strahleninvolution erhalten. 

Die Projectionen l' der Geraden l des Strahlenbtisehels (1) in 
der Ebene s mit dem Centrura l) bilden ein Btisehel (l'), das pro- 
jectiv (l) ist. Ebenso ist (l'") -~ (l)~ daher (l') ~ (l"'). In den letzten 
projectiven Bitscheln entsprechen den Geraden h['~ H die Geraden 
H~ hi '  und die parallele Gerade zur X-Axe der parallelen zu 
Y-Axe. Die Doppelstrahlen h:] dieser Biisehel kSnnen daher in 
bekannter Weise construiert werden~ indem man die projeetiven 
B~tschel mit einem Kreise schneidet~ der durch den Punkt ~' geht. 

Betrachten wir nun das Btisehel (j), dessen Centrum o ist, 
so kann es aufgefasst werden als Grundriss eines Btisehels @ der 
Ebene E .  Das Bttsehel (g'") ist projeetiv zu (g'); ziehen wir durch 
o die Geraden 7"' parallel zu g"', so erhalten wit ein Basehel (,/") 
alas projeetiv (g') ist. Werden die dutch o gehenden zu E'~ E'" 
parallelen Geraden mit ~'~ z"' bezeiehnet, so 'ist ftir g'=X,  Y, a' 
resp. g " ' =  Y~ s"'~ X~ daher ~,'~--- t~ z"', X. Man hat daher die fol- 
genden entspreehenden Strahlen der Baseheh z', X; X~ ]5; Yz"'. 

Wird yon X~ resp. Y der vierte Mrmonische Strahl beztiglieh 
s'~ Y resp. z'"~ X bestimmt, so erhnlt man den Strahl ~, resp. D. 
Die beiden Strahlenpaare X3~ YD trennen (nach einem bekannten 
Satze tiber projective Gebilde) die Doppelstrahlen der projectiven 
Bitschel harmoniseh. Die beiden Strahlenpaare X3{~ YD be- 
stimmen daher eine quadratische Involution, deren Doppelstrahlen die 
beiden Geraden "@ ~ sind~ welehe zu den Geraden h"s parallel sind. 

Die Strahlen X~ D k~nnen auf folgende Weise gefun- 

den werden. Man bestimme den Punkt ;~. o ;~--  2 o ~,1 

ist; dann ist die Verbindungslinie /~E'} des Punktes "~} mit. ~'~ [I 

x/ parallel zu ~ ]. 
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Die  D o p p e l s t r a h l e n  "qa a l so  a u e h  d i e  G e r a d e n  ha 
sind d a n n  r e e l l ,  wenn  d i s  S t r a h l e n p a a r e  Xg~, Y ~  s igh  
n i g h t  t t b e r g r e i f e n ~  im G e g e n f a l l e  i m a g i n S r ;  sis  f a l l e n  
znsa ramen~  wenn  d i e  S t r a h l e n  9~, ~ e o i n c i d i e r e n  und  die 

e i n e  G e r a d e  h~ d i s  h i e r  auf t r i t t~  ist 
(Fig. 8) pa ra l l e l  zu E, p a r a l l e l  Es 1). 

Fig. 6. 

Punkte ~ die Tangents 
schneider den Kreis in 

Um im ersten Falle die Doppelstrahlen 
zu eonstruieren (Fig. (0, besehreiben wir den 
Kreis mit dem Mittelpunkt ~_,, weleher den 
Punkt ~ enth~ttt and bestimmen die zwei 
Punktepaare tier Punktinvolution~ welehe 
die Paare X ~, Y ~  der Strahleninvolution 
aus Jhm aussehneiden. Das eine Punktepaar 
wird yon tier Geraden E, ausgesehnitten~ 
das andere yon der dureh den Punkt ~ auf 
die Gerade E3 gefallten Senkreehten. Die 
Construction gestaltet sieh daher in folgen- 
tier Weiss: Dis Senkreehte veto Punkte ~t 
auf E~ sGhneidet die X-Axe in einem 
Punkte ~; dis Parallele zu E~ schneider Jm 
des Kreises im Pnnkte ~. Dis Gerade ~ 
den Punkten der Geraden ~ia. 

2) Man kann  dieses Kri ter ium in ~,erschledener Weise 
ausdriicken z. B.:  W e n n  tier Schni t tpunkt  der Geraden E j ,  
.E 2 in einem der schraffierten Ebenentheile liegt (Fig. 7 
and  7'), so sind die Geraden h 3 reell. Liegt  er im Unendllchen,  
so fallen sie zusammen,  und  fallt er au f  eine der l~bergangs- 
linien, so wird die Ebene .E, resp. zur Grnndrissebene, zur 
Kreuzrissebene und zur Ebene,  die den Kegel K ]gngs h 
bertihrt. 

Fig. 7 und 7'. 


