
Etude moyenne
du plus grand commun diviseur

de deux nombres .

(Par ERNEST CFSIRO, itudiant, a Torre Annunziata .)

1 . (u, v) d6signant le plus grand commun diviseur de u et v, et F(u, v)
4tant une fonction quelconque de (u, v), fAchons d'

	

I- Somme des va-
'leurs que prend F(u, v), lorsque it et v varient s4par4meit do 1 a n. A cet

e9eQ observons que, pour avoir (u, v) = p, it faut et it s,..ft quo 1' on ait
u =pu,, v = pv, , les entiers u' et v' 4tant premiers ent, eux. 11 en - mite
que, daps la Somme consid6r4e, F(p) entre autant de fois qu'il y a de coil-'

de nombres premiers entre eux, non suphieurs a [I?
= q. . Par consequent,p]

si I(x) est le nonibre des f?-actions ira Muctibles, dont les termes ne surpassed
pas x, on a

Y,F(u, v)

Vapres des principes connus (--), si l' on pose

III (x) = F(1) + F(2) + .F(3)

	

+ F(x),

et Wautre part, A l'on reprisente par i(x) le nomb, '-
dont un terme au moms est egal et x . d" ' - , -, - que l' on ait

-T(x) _-__ i (1) + i(2) + i(3) +

	

+ i(x),

on peut krire, au lieu de (1),
n

AdF (it, v)

	

(p) T (q_p) .
P=1

2. Les formules (1) et (2) ne sont pas toujours faciles h utiliser d, ,
Vottide moyenne du plus graod commun diviseur de deux nombres . Aussi,
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allons-nous les transformer, de maniere a pouvoir en tirer le plus grand profit
possible . A cet effet, observons que la fonction i(x) n'est que le double de ?(x),
sauf pour x = 1 ; car i(1) = 2 ?(1) - 1 . Consequemment

i(a) -}- i(b) -{-- i(c) -f- . . . = 2n - 1,

a, b, c, . . . etant tous les diviseurs de n. De cette identite on de duit (*) 1' identite
plus generale

F(a)i(a) + F(b)i(b) + F(c)i(n) + . . .

	

1

=(2n-a) f(a) +(2n-b)fbb)+(2n-c)f~c~ {- . . .,

i(a)F(a)+i(b)F(n) + . . ._(2a-1)f( )-!-(2b-1)f()+ . . .,

pourvu que
f (a) + f (b) + f (c) +

Si, dans la premiere de ces identites, on change successivernent n en n - 1,
n - 2, . . . 3, 2, 1, on obtient, par addition,

L' autre identite donne, par le meme procede,
p= n

	

p=-n

i(p) `F(q_p) _ (2p - 1 )~(qT,),

~(x)=f(1)-+-f(2)+f(3)+ . . . .f fix) .

en posant

P

~ F(p) I(qp) ~ qr f(p) •

(3)

On peat done, aux identites (1) et (2), substituer les suivantes :

'VF(u, v) = q+ f( 1 ) - q f(2) ± g3f(3) + . . . + gnf(n),

	

(4)

~~ F(u, v) _ (q=) + 3 (q2) + 5 (q3) -!-
. . . ._}_ (2 n - 1) ' (q.),

	

(5)

qu' it est facile d' obtenir directement, ainsi qu' on le verra dans une autre
Note (**).

3 . Chacun des membres de (3) est une certaine fonction (n), definie



puffs :

De cette faCon, l' evaluation moyenne des doubles sommes que noes etudio
se trouve ramen4e a 1' evaluation moyenne des sommes simples, dont nous nous
sommes occup6 Bans le Premier MJmoire . Dans le dernier exemple, on sait
clue, si 1' on n6glige les, quantit4s d'

	

ordre inf6rieur a celui de n', on a

16 (ul V)

	

7,

,

w .

Done, en moyenne, 6(u, v)= 7 , c'est-h-dire que : a Deux nombres quelconques
IX 2admettent, en moyeMe; T diviseurs communs

De mime, soit f(x) _-_ x, et, par suite,

F(x) = fx,

	

(x)

	

2 x 0 (.,r,) -fx ;
]a formule (6) donne

>)=2(9(1)+29(2)+ . . . + (fi +f2 + -

8"if(u, v) = n, log g? .

On satisfait a cette 4ga,lif6 en prenant, en moyenne,

de deux nombres.
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par 1' une on Paufre do 4gahAs

100 = 2 V TQ) F(wu ) -- F(n) = 2 !'a f(n) -- F(n) .A~d

Yapres ce qui a 40 dit dans le paragraphe precedent, on peut 4crire

Y

	

+F(u, v) = ~(1) + ~(2) + S (3) + . . .

	

(n),

de sorte qu' une double sirie se trouve mise sons l
Ainsi, pour f(x,) = 1, on a d'abord

d'une sdrie simple .

== log 6-v .
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4 . On peut aller plus loin, dans la derniere evaluation . Dans le Pre-
mier Memoire nous avons, en effet, enonce, sans demonstration, la proposition
suivante :

u La moyenne somme des diviseurs commons a deux nombres quelconques
est egale au demi-logarithme naturel du produit de ces nombres, augmente de
la constante 0,83196 . . . . n

lei, les formules (4) et (5) sont insuffisantes. Il faut avoir recours a la
transformation asymptotique connue (*)

IF (u, v)2; q) f (p) +p2; (2p - 1 ) q (qp) - n q (fin) .

	

(7 )
p=I

	

p=i

Pour f (x) = x, on a d' abord

F(x) = fx,
puis la formule (7) de'vient

Ob

	

1 ~'n

	

%in

J(u, v) =-- 2 .'~~pgn - ~ qP -f ?r1~gp - 2jqp - 2

Or, en negligeant les quantites d' un ordre inferieur a celui de n2 , on trouve

F

	

do 1

	

1
n 2 Y - = 2 n2log n + Cn 2 ,

1n

	

~(n 1 J 2
Y

Ltqn = n2 ~l = 6 n2 .

~(x)=
x(x+l),

Les deux autres sommes sont negligeables vis-a-vis de n 2 . Conse'quemment

v f(u, v) = n2Iogn + (20_. i-2 - 2 n2 .

	

( 8)1.64

TAchons de satisfaire a cette egalite en posant

f(u, v) ,= Kl og (u v) + K' .

Faisant varier separement a et v, daps la derniere halite, depuis I jusqu' a n,
on trouve, par addition,

= 2Knlog(I • 2 .3 . . . n) -l• K'n2 ,

(9)



de deux noinbres .
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ou bien, asymptotiquement,

IJ (u, v) = 2 Kn 2 log n + (K' - 2 K) n 2 .

Par comparaison avec (8), on obtient

1

	

'=2C-' Y -}-1 .K- 2 ' K '=2C--+- .
2

L' egalite moyenne (9) devient done

f(u, v) = 2 log (u v) + 2 C - 22 -}- z

ou bien, approximativement,

5(u, v) = log Iuv -{- 0,83196 . . .

	

(10)

5 . On pourrait chercher directement la moyenne somme des diviseurs
de (u, v), multiples de a . Ak cet effet, apres avoir fait f(x) = x, pour x mul-
tiple de a, et f (x) = 0, daps les autres cas, on trouverait d' abord

x x

et l on emploierait, ensuite, la formule (7), ainsi qu' it a ete fait dans le para-
graphe precedent. Mais nous suivrons une voie indirecte, beaucoup plus aisee,
et nous resoudrons, en meme temps, une question plus generate . Soit

- x, si x est un multiple de a

f(x)= , +x, six a la forme £t a + r

0, dans les autres cas.

Iei, et, en general, dans tous les cas ou 11 s' agit de trouver une valeur moyenne
constante, la formule (4) suffit . Elle donne

2;f(u) v) - If(u) v) = r qr - % q' + (a + r) q2,
I r --

2 d q2 +~

	

. . .

Nous designons par fx la somme des diviseurs de x, qui, divises par a, donnent

le reste r : nous supposons, en outre, que r soit toujours positif, de sorte que
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les multiples de a repondent au cas de r = a. Asymptotiquement, la derniere
formule devient

Vf(u, V)
-
Jf(u) V) = 722

1

	

1

	

i

	

1r - a
J + r 2 , +

Done, en moyenne,

J(u, v) -) (u ' v)

	

r

	

a. H(a)

	

(11)

r

	

vZ

pourvu que 1' on represente par H(x) la fonction harmonique, c' est-a-dire la
fonction

~1- s

	

1

	

i

	

1

	

1

	

1

1-_
dp=1 -1-~-x+2

	

)+x + 3 °3 .+x + . . .,

0

dont it a ete question dans le Premier 1llemoire . Le second membre de (11)
peut aussi titre mis soul la forme

- 1 H (r-a~

a

	

a.

On en deduit que : Si l' on considers les diviseurs commons u deux nombres
quelconques, l'exc~s de la somme de ceux qui, divises par a, donnent le rests r,
sur la somme de ceux qui sont divisibles par a, est egal, en moyenne, a

Par exemple, pour a = 2, r = 1, on a

1 fl

	

2

2

	

1 - p
	 `l4=log2=i
p2

Par consequent : « La somme des diviseurs impairs, commons a deux nombres
quelconques, surprise, en moyenne, de 0,6931 . . . la somme des diviseurs pairs . a>

6. On a aussi, en vertu de proprietes connues
1 ( H (- rl H(r

	

1)}

	

~, cot ) •f-f== d~

	

a

	

a

	

o:

	

v.
r

	

a-r

De la, one nouvelle proposition .



7. Reprenons la formule (11) . En y faisant varier r, de 1a a, on
obtient, par addition,

(1+1+ .' . +f J-of=H(a)-x~H(a)+H(a)+ . . .+H(')},
01

1

	

2

	

a

	

a

e' est-h-dire (*)
J(u, v) - a f(u, v) = logai

d'ou, en tenant compte de (10),

J(u, v) = a log yu v + a (2 C - 12z + -log .) .
M

Telle est la moyenne somme des multiples de a, diviseurs commons de deux
nombres quelconques . Ainsi, pour a = 2, on trouve que : , la somme moyenne
des diviseurs pairs, communs a deux nombres, est eyale au quart du logarithme
natvrel du produit des deux nombres, augmente de la constante 0,06940 . . . "
Il reste, pour la moyenne somme des diviseurs impairs, le quart du logarithme,
augmente de la constante 0,76254 . . .

8 . En tenant compte de (12), la formule (11) dDnne
~ -3

loga-f1 I1	d cp) .f(u v) 01.
log ju v + a (2C- 1

7-2
2 + -2-

Par exemple, pour o-4,

f(u) v) = 4 C
log Vuv + 2 C - _F2 + 2 + sin - (- 1)r + cos 2 log 21 .

2 -2

Faisant successivement r = 1, 2, 3, 4, on trouve les egalites moyennes sui-
vantes

de deux nombres .
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J(u, v) =

	

n

	

-0,01142 . . .

- 0,13858 . . .

Annali di Matematica, tomo XIII .

	

32

0
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9 . Nous avons dit que la formule (4) suffit pour la recherche des va-
leurs moyennes constantes . Pour en donner encore un exemple, nous ferons

f(x) =
x

, de mamere que F(x) represente la somme 0-,,,(x) des inverses des
nternes puissances des diviseurs de x . La formule (4) donne

1 0-"' (u, v) = n2sm+2,

S .,, designant toujours la somme de la serie 1 + 2m + 3m -}- • • Done, en

moyenne, B_m (u, v) = sm+2 . Ainsi, pour m = 1, on trouve que : , la somme
des inverses des diviseurs, communs a deux nombres, est moyennement egale
a 1,202056 . . . » La derniere egalite moyenne pout prendre cette autre forme

(u, v) _
S

(tt, V)772

- m+2,

8m(x) etant la somme des naen~es puissances des diviseurs de x ; mais on ne
pourrait en deduire 1'expression moyenne de em (u, v), memo en connaissant
celle de (u, v)m.

10. Dans bien des cas, on pout employer, pour le calcul d' une expression
moyenne, la formule (5), alors que la formule (4) est insuffisante . Nous allons
prendre comme exemple la recherche de 1' expression moyenne de 6m(u, v) .
La formule (4) donne

2

OM (u, v) - Ipm q , .

Or, on a
n2pm-2 -2 npm-i I pm <

pmg2
< n2pnt-2 ;

puis, en negligeant les quantites d' unn ordre inferieur a celui de n"Z {',

1

	

2 +

	

l
nm+1

	

-
991
T
M

	

1

	

J 6,n (u, v)

	

?7t - 1

II est done impossible d' obtenir, par cette voie, 1' expression cherchee . Em-
ployons, au contraire, la formule (5) . Elle donne

n
(u, v) -_ ~(2p - 1)°'m(gp),

	

(13)

1

en posant
d'm(x)=1m-}-2--+3m

.+ . . .+x'.

Remarquons d' abord, que 1' on a

6m~?,)
PM 6m(gp) < 6m (--)

f



Par consequent, en vertu de (13),
n

	

(~t)

	

n	 -Y(2p - 1)a n -
nmV Z ppm	 1 < 19m(u, v) < S(2p - 1)c,,,

La difference entre les deux limites etant d' un ordre inferieur a celui de n72} ',

tant que m > 1, on peut la negliger. Done, asymptotiquement,
n

	

11)
em(u, v)

	

(2 p - 1) ant ( .

Cela revient a prouver que, dans la formule (13), it est permis de remplacer

qp par '-
2 • En outre, a cause de
P

xm+~

	

xm

	

xm_i
Cm(x)=2z+1 + 2 +

m

12 { . . .,

on peut ecrire, asymptotiquement,

7 Em"~-i x~ 2p- 1

	

nm+i
0.(U, v)

912 + 1

	

pm+i

	

m -+-
1 (2Sin

- S"2+,)

II est done permis de poser l' egalite moyenne

6 n,(u, v) = K(vuv)'n - i,
qui donne

N 0m(u, v) _
( YIL +i1), nm+

i .

De la comparaison avec (14) resulte la valeur de K ; puis :

Om (u, v)

	

+
1 (2 Sin - Sm+~) (VU v)n`- i .

Par exemple

e2 (u, v) =

de deux nombres .

	

243

z - 3 • 1,202056 . . . -

4

	

vuv.

Ainsi : u la somme des carrels des diviseurs, communs it deux nombres, est
moyennement egale a la moyenne geometrique de ces nombres, multipliee par
la constante 1,56585 . . . „

11 . Les consequences qu' it est possible de tirer des identites (4) et (5)
sont tellement nombreuses, les moyens d' y parvenir soot si faciles a entrevoir,
que nous ne croyons pas utile d' y insister davantage, d' autant plus que nous
nous proposons de donner, dans une Note ulterieure, des developpements d' une
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plus grande generalite (**) . Cependant, nous ajouterons encore quelques con-
siderations sur la maniere dont on pourrait traiter les questions analogues aux
precedentes, mais relatives au plus petit common multiple [u, v] des nombres
u et v . On sait que

(u, v) [u, v] = uv .

	

(15)

Cela etant, cherehong de combien de manieres it est possible d' avoir [u, v] = n.
Il faut d' abord que (u, v) soit egal a un diviseur de n : soft a ce diviseur . L' 6-

U(15) devient a n = u v. On sait, en outre, que les quotients
a

,
a

, dont

le produit est n , doivent titre premiers entre eux. Le systeme des equations
a

[u, v] = n,

	

(u, v) = a,

admet done autant de solutions qu' it y a de manieres de decomposer

	

en un

produit de deux facteurs, premiers entre eux . Fideles a nos notations habi-
tuelles, nous designerons par w(x) le nombre de manieres de de'composer x en
un produit de deux facteurs, premiers entre eux ; ou, tie qui revient au meme,
le nombre des diviseurs de x, qui n' admettent pas de diviseurs carres, autres
que 1' unite . Cela pose, si l'on egale successivement (u, v) a tous les diviseurs

a , b
, '~ , • •

	

de n, on trouve que le nombre des solutions de l' equation

[u, v] = n est
w (a) + w (b) + w (c) + . . . = 0 (n 2 ) .

Consequemment : « la quotite des couples de nombres, qui admettent n pour
plus petit common multiple, est egale au nombre des diviseurs de nz ' . Par
exemple, les seuls couples de nombres, qui admettent 10 pour plus petit mul-
tiple commun, sont

[1 , 10],

	

[2 , 5],

	

[ 2 , 10],

	

[5, 2],

	

[5, 10],
[10, 1],

	

[10, 2],

	

[10, 5],

	

[10, 10] .

Leur nombre est egal a 9, nombre des diviseurs de 100 .
12. On pent demontrer autrement le meme theoreme . Soit f (n) le nombre

des solutions de l' equation [u, v] = n. Il est evident que la somme

f (a) + f(b) + f (c) + . . -

exprime la quotite des couples de nombres, qui admettent n pour multiple



common, ou, ce qui revient au meme, le nombre des manieres dont on pout
accoupler deux diviseurs quelconques de n, egaux ou inegaux. Or, cc nombre
est evidemment 6 1 (n) . Par consequent

f (a) + f (b) + f(c) + . . . = 6 2 (n),

d'oiu, par comparaison aver une formule connue (*),

f (n) = 6 (n 2 ) .

13 . Si l' on veut developper la somme
2
F [u, v], on volt qu' une pre-

p
miere partie est 26(p2)F(p), mais l'autre partie, correspondant aux valeurs

2

de [u, v], superieures a n, paralt assez difficile a evaluer. Pour le moment,
nous devons nous borner a faire observer que, si la fonction F(x) est con-
stamment positive, on a

2 6 (p 2)F(p) < 2F[2~, v] < 2 6 (p2)F(p) •

On pout done ecrire, asymptotiquement,
.,F [u, v] = 6(1)F(1) + 6(4)F(2) + 6(9)F(3) + . . . ,

toutes les fois que la serie du second membre est convergente . Soit, par exemple,

F(x) =
m

On trouvex

Or, si I' on pose

on obtient

I

de deux hombres .
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1

	

_ 6(p)9) _ sm
[u, V]m

	

PM

	

S2m

712

1

	

K
[u, v]m

	

(u V)-

I I = Ksm .Aa
[u,

V]-

(*)

Ii en resulte, d' abord, K = S„z ; puis, on voit que l' en pout ecrire, moyen-
S2m

nement,

[a, v]'72 - S2m (a v)m .
En particulier :

1

	

_ 15

	

1
[u,

v]`
- ^ 2 (u v) L



246

	

Cesaro : Etude moyenne du plus grand commun diviseur

Consequemment : u le carre de l' inverse du plus petit multiple, commun a deux
nombres, est egal, en moyenne, au carre de l'inverse du produit des deux nom-
bres, multiplie par la constante 1,5198 . . . n

14. En tenant compte d' autres formules connues, on trouve que, si r
ne peut recevoir que les valeurs

1, 4, 6, 9,

	

10, 14,

	

15,. 16, 21, 22, 24, 25, . . .,

composees d' un nombre pair de facteurs premiers, egaux ou inegaux, et si l' on
ne donne a s que les valeurs

2, 3,

	

5, 7,

	

8,

	

11,

	

12,

	

13,

	

17,

	

18,

	

19,

	

20, . . .,

composees d' un nombre impair de facteurs premiers, egaux ou inegaux, on a

~„

	

1

	

`,

	

1

	

-, 0(r 2 )

	

9(s') - S2m- S

	

-,
[u, VI-

	

u, V]m

	

V rm

	

J b.2n

	

S 3

les sommes J5'", r' se rapportant respectivement aux valeurs [u, v], qui appar-
tiennent a la premiere ou a la seconde des series ci-dessus . La combinaison
des formules

donne

Par exemple

3S T/b

S2m

e

	

3
V,i _ 5T2 rt S2m
I" 2 S2m Sm

IV,

	

2
`"

	

'

	

8 29n

6d

	

V

	

S 3
m

f

	

3
5 2n2

V 2 S2m Sm

1

	

133 2

	

V„

	

1

	

_ 117 2S [u , v]' = 600 ~ ,

	

'" [ it, vj' - 600 " .

Ainsi : « la somme des inverses des carres des plus petits communs multiples

de toes les couples de nombres possibles est 4,11233 . . . . Les 133 de cette

somme, c'est-a-dire 2,18776 . . . , se rapportent aux plus petits multiples, com-
poses d'un nombre pair de facteurs premiers, egaux ou inegaux . Il reste
1,92457 . . . pour les plus petits multiples, composes d'un nombre impair de
facteurs premiers, egaux ou inegaux . n

15. Le developpement de f~,,,} .F [u, v] West pas absolument necessaire
pour le calcul des expressions moyennes, relatives au plus petit multiple commun
de deux nombres quelconques . Bien souvent, les formules (4) et (5), ou des for-
mules analogues, suffisent, pourvu que 1' on ait egard a la relation (15) . Ainsi,

M



par exemple, par un procd6 analogue a eelui qu
la relation (4), nous trouvons

u v F(u

de deux hombres .

in)=

	

p2q(qJ

)

	 )pEn particulier, pour f(x) = x

	

) (***), on a F(x)

	

- (), et la derniere
formule devient

UI)

	

I
(u, v)

	

4 q (qp +

on biers, en vertu de (15), et asymptotiquement,

[u, v] = n 4

	

7(p) p(p)
---

Or, on salt (*) que
,	 ( P ) P (P
4.4 pm

	

Sm-2
Done

3 s
[u, v]=-2 i

n4

[

D'autre part, si 1' on pose [u, v] = Ku v, on trouve

u,v]=K .(1+2+ . . .+n)2= 4 n4 .

On dolt done prendre K=

	

et 1' on pent dire que : Le plus petit mul-

tiple, commun dens hombres, est egal, en moyenne, an produit do ces nom-
bres, multiplie par la constants 0,73076 . . .

16. En general

u' v1' F(u, v) = (q

Supposons que la fonction f soft tells que l'on alt toujours

f(a) + f(b) + f(c) -F. . . . = 172 .
Alors F(x) = -, et la formule (17) devient

n
[u, - . .4k'I
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Or, on sait quo
x2fh+2

	

x27n-}-i

	

2 m T 3_		 2YYt
(m+1)2+n2-}-1+12 (m+ 1)x { . .

On pent done, au lieu de (19), ecrire la formule asymptotique
,22m } 2

	

f (p)[u) Vim

	

(m ~_ 1)2
S	

p2 '

parceque les ordres de

	

t') ,( ~ vf(p), etc . . . . soot respeetivement inferieurs
i p

	

i
a ceux de n, n 2, etc. . . .

Cola est evidemment vrai pour m = 0, comme pour m = 1, et, a plus
forte raison, pour touts valour positive de m. D' apres les principes exposes
daps le Premier Memoirs, l' identite (18) donne lieu a la formule

7f(~))
Sr } pr = Stn+r .

i

Par consequent

sr u, nx _ 6 Sm+2

	

n2>n+2
[

	

v]m

	

(772 ---
	
1) 2 ,

Or, si 1' on pose
[u, v] "t = K(uv)m ,

Cesay o : Etude moyenne du plus grand eommun diviseur

on trouve

Done, moyennement,

Par exempie :

rr [u,
,2 2n1+2

v] m = K(n) = K . (m+ 1 ) 2

[u, V]2 = 1 55 (u v) 2 ,

e' est-a-dire quo: le carte du plus pent commun multiple de deux nombres
est moyennement egal au carne du produit des deux nombres, mult'ip lie' par
la constants 0,65797 . . . n

17. Ii y a plusieurs autres manieres de developper F [u, v], parmi
lesquelles noun signalerons la suivante : - II est elair quo les quotients, par n,
des nombres

[u v] 97a = 0 Syn+2
(UV)m.

[1, n],

	

[2, n],

	

[3, n], . . .

	

[n, n],

soot egaux, daps un certain ordre, aux nombres premiers avec les diviseurs



do n., et respectivement inferieurs on gaux t ces diviseurs . Ii en results quo
Si I' on pose

9n (x) F(n ) + F(n ) + F(n v) +"'

oi , j3, y, . . . soot es nombres non suprieurs et premiers a x, on a

F{p
p=I

En particulier, si la fonction F est tells quo Von ait

F(xy) = F(x)F(y),
et Si 1' on pose

on a :

F[p, n] =F(n) (G(a)+G(b)+G(c)+ .H
p=i

Par consequent, si 1' on represents par '(x) Ia Somme F(p), on pent ecrire

F[u, v] = 2
p=1

G(p)F(p)W(q) - W(n) .

18. En particulier, pour F(x) = x", on a W(x) = m(X), 0(x) =
et la derniere formule devient

n
[u, V] m 2 )pmpm (p) .m (qp) - m (fl) .

	

(20)

Mais cello-cl no so prete pas, aussi facilement quo la formule (19), aux transfor-
mations asymptotiques . Par exemple, pour m .=1, on trouve

p2q (q + l)p (p) .

p meat :

de deux nombres.
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(

£ etant moindre quo l'unite, en valour absolue . Ici, le second terms n'est pas
n6gligeable, car nous aeons dmontrt ailleurs (*) los galites asymptotiques

33



250 Ce s a r o : Etude mogenne du plus grand common diviseur, etc.

~.r [u, v1=
3'J

~E4 n

C' est tout ce que 1' on peat aflirmer . Comme verification, comparons cc resultat
It celui qui a ete trouve dins le para.graphe precedent . Nous trouvons

=3(1-s3)=0,60616 . . .

Enfin, it est intcressant de comparer les egalites (19) et (20). On retrouve, It
l' aide de quelques trasformations simples, les proprietes des ,fonctions ~, etu-
dices daps le Premier Jifenmire .

O Vos•e Pro pier Memo irc d'tlritlaandtiguc .
(") Sur lc plus graiad common diuiscur do plusicurs non,Urcs .
("") Pans cette Note ct clans les suiyantas, 0(x) dcsignera constamment le n mlre des

diviseurs de x, et n(x) le produit des facteurs de e, chacun d'eux etant prix negativement .
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