Ueber eine einfache Gruppe von 360 ebenen Collineationen.

Von

A, Wivax in Lund.

§ L
Die ebenen projectiven Gruppen von endlichem Grade.

Die Gruppe, welche wir hier betrachten wollen, ist mit dey geraden
Vertouschungen von 6 Dingen holoedrisch isomorph. Da es mir aber
scheint, dass die Existeuz einer solehen ebenen Gruppe bisher nicht
bekannt geworden ist, glaube ich die folgenden allgemeinen Erorterangen
voranschicken zu diirfen.

Die Aufgabe, alle mbglichen endlichen Gruppen linearer Sub-
stitutionen im bindren Gebiete zu bestimmen, wurde bekanntlich zuerst
von Herrn Klein durch geomeirische Betrachtungen, dann von
Herrn Gordan rein algebraisch erledigt. Sodann hat Herr C. Jordan
die entsprechende Aufgabe im (lerndren Gebiete behandelt®). Die
Schwierigkeit der Aufgahe bei mehr als zwei homogenen Veriinderlichen
erwies sick schon daraus, dass Herr Jordan in seiner ersteren Arbeit
eine Gruppe von 168 Collineationen der Ebene iibersehen hatte, welche
inzwischen von Herrn Klein durch Betrachtung der Transformationen
7. Ordnung der elliptischen Functionen abgeleitet wurde.

Indessen germisst man bei Herrn Jordan auch diejenige Grappe,
welche den Gegenstand der vorliegenden Abhandlung bilden soll. Die-
selbe ist erst spiterhin von Herrn Valentiner aufgestellt worden™).
In der citirten Arbeit wird gezeigt, dass die fragliche Gruppe aus 45
symmetrischen Collineationen, 80 von der Periode 3, 90 von der
Periode 4 und 144 von der Periode 5 besteht. Man findet nun leicht,

*} Mémoire swr les équations différenticlles lindaires & i?ttégfale algébrique,
Journal fiir Mathematik Bd. 8¢ (1878), sowie: Sur la détermination des groupes
dordre fmi contenus dans le groupe lindaire, Atti della Reale Accademia di

Napoli (1880). ) ] )
*#) De endelige Transformations-Gruppers TW, avec un résumé en frangais
(1889) in den Abhandlungen der Dinischen Akademie 6. Reibe V.
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dass innerhalb der Gruppe der geraden Vertanschungen von 6 Dingen
die gleiche Zahl Operationen von den beziiglichen Periodenzahlen auf-
treten, Doch hat Herr Valentiner nicht den Sehluss gezogen, dass
letztere Gruppe mit der von ihm gefundenen ebenen Gruppe holoedrisch
isomorph sei. Er begniigt sich statt dessen mit der Bemerkung, dass
seine Gruppe die Ikosaedergruppe als Untergruppe enthalte. Diese
Ausdrucksweise ist nicht gliicklich gewiblt, weil dieselbe zu der
irrthiimlichen Ansicht Anlass geben kann, es handle sich hier wm eine
ausgezeschnete Tkosaedergruppe, Das wirkliche Verh3ltniss ist aher, wie
wir weiterhin finden werden, dieses, dass die zu besprechende Gruppe
swei Systeme wvon jJe sechs gleichberechtigten lkosaedergruppen enthilt.

Da eine Zusammenstellung aller miglichen endlichen Collineations-
gruppen der Ebene wohl niemals gegeben worden ist®), mége eine
solehe hier ihren Platz finden. Diese glauben wir durch die gleich-
zeitige Benutzung der Resultate der Herren Jordan und Valeantiner
erhalten zn konnen. Dass keine Gruppe der Aufmerksamkeit dieser
beiden Verfasser entgangen ist, scheint niimlich um so weniger zweifel-
haft, als ihre Arbeiten voilig unabhiingig von einander entstanden sind.
Herr Valentiner kennt nimlich die Arbeiten von C. Jordan offenbar
nicht, was daraus ersichtlich ist, dass er nirgends Herrn C. Jordaxn
citirt, und tiberdies einen anderenfalls leicht zu vermeidenden Fehler
begeht; auf Grund ejner irrigen Voraussetzung verneint er nimlich die
Existenz der von geometrischer Seite her schon lange bekannten
Hesse’schen Gruppe vom Grade 216%%).

Bezeichnen wir nun solche Gruppen als #rivial, bei denen ent-
weder eine Gerade stefs in sich tibergeht, oder auch drei Punkte sich
geschlossen perinuiiven, so bleiben nur noch sechs Fiille zo erwihnen
tibrig. Von diesen braucht man aber in lefzfer Instanz wur drei von
den Gradzahlen 216, 168, 360 zu beriicksichtigen, weil die drei iibrigen
bereits in ihnen als Untergruppen euthalten sind; zudem ist von den
Letsteren, deren Gradzablen == 72, 36, 60 sind, die Gy, keine andere
als die ternire Ikosaedergruppe. Die drel Hauptfille seien bier nun
angefihrt.

1) Die Hesse'sche Gruppe von 216 Collineationen.

Diese Gruppe gehbrt zu eirem Biischel:

L, F 4 4, H=0,

wo F' eine cubische terniire Form, H ihre Hessé'sche Covariante be-

*) Herr Franz Meyer giebt zwar eine solche in seinem Bericht ber den
gegemwdrtigen Stand der Invariantentheorie (Jahresbericht der Deutschen Mathe-
matiker-Vereinigong I). Dort ist aber offenbar die wahre Bedeuntung der von
Herrn Valentiner gefundenen Gy nicht erkannt,

#*) 8. 151, 222 der citivten Arbeif.
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ze.iehx.xet. F und H erfabren niimlich bei der Gy, die linearen Sub-
stitutionen einer Tetraedergruppe, durch welche je 12 Curven des
Biischels mit derselben absoluten Invariante in eipander éibergefihrg
werden. Von den fundamentalen Formen der Tetraedergruppe sind
bekanntlich zwei von der Ordnung 4 und eing von der Ordnung 6;
letzterer entspricht das System der 6 harmonischen Curven des Biischels,
den ersteren die Systeme der 4 dquianharmonischen Curven und der 4
Wendepunktsdreiecke. Die Hesse'sche Gruppe besitet eine ausgezeichnete
G, welche der inmerhalb der Tetraecdergruppe ausgezeichneten Vierer-
gruppe zugeordnet ist. Den symmetrischen Operationen innerhalb der
Vierergruppe entsprechen drei Gy, von denen jede 2 harmonische €
in sich iberfithrt; der Identitit aber eine innerhalb der G, aus-
gezeichnele G, bei welcher jede Curve des Bischels in sich tibergeht.
Dic Untergruppen G, und Gy sind oben als nicht trivial angefihrt™).

2) Eime Gruppe von 168 Collincationen. Als ein einfaches in-

variantes geometrisches Gebilde tritt hier eine C auf:
3y + Y’z + Bz = 0%*).

3) Die hier zu untersuchende Gruppe von 360 Collineationen. Als
Eigenschaften derselben seien im voraus die folgenden mitgetheilt. Die
Gy ist, gleichwie die Gy, einfach, und man erkennt leicht manche
Aralogien zwischen diesen beiden Gruppen; namentlich lassen sich
ihre vollstindigen Formensysteme in vollig iibereinstimmender Weise
ableiten. Die einfachste zur G4 geborige Form kann wan auf die
folgende Gestalt bringen:

F, = 102%y® 4 92(#°+9°) — 452y 2 — 13bzyst + 2755
Das Formensystem besteht nun aus Fy, threr Hessc'schen Determinante H,
der durch die Derivivten H,, H,, Hy gerinderton Hesse'schen Deter-
minante © ynd der Functionaldeterminante ¥ von F, H und &, welche
letatere, gleich Null gesetet, 45 Symmetricazen darstellt.

Innerhalb dor Gy, treten 2wei Systeme von je 15 gleickberechtigten
Oltaedergruppen wnd. zwei Systeme von Jé 6 gleichberechtigten Ikosaeder-
gruppen auf. Durch die geraden Vertauschungen der su den ez’nzelne?z
Thosaedergruppen eines solchen Systems gehirenden Gebilde entsteht d?e
G- Von anderen Untergruppen innerhalb der G erwibnen wir
10 Gy, welche alle gleichberechtigt sind. Diese Gy sind Collineations-
gruppen von harmonischen C; und sind folglich schop als Untergruppen
der Hesse’schen Gruppe bekannt.

o der Hesse’schen Gruppe findet man in einer

*) Eine eingehende Behandlung | :
Abbandlung von Herrn Maschke, Aufstellung des vollen Formensystems ewner

i j Substituti th. Ann., Bd. 33,
waterniren Gruppe von 51840 linearen Substitutionen Matk ., Bd
! =) Diese Gruppe ist wiederholt und erschopfend in Klein-Fricke's ,Modul-

functionen* besprochen.
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§ 2
Die Oktaedergruppen inmerhalb der G,,. Aufstellung der
Substitutionen.

Die Frage, ob es in der Ebene eine umfassendere projective end-
liche Gruppe giebt, welche die Tkosaedergruppe als Untergruppe ent-
hilt, wollen wir spaterhin direct erledigen; za dem Ende brauchen
wir ja pur zu untersuchen, ob irgend welche bei der Ikosaedergruppe
invariante geometrische Gebilde noch weitere Collineationen in sich
gestatten. Hier sei nur vorab das Resultat mitgetheilt, dass man auf
diese Weise in der That eine Gruppe von 360 Collineationen erhilt,
bei welcher der bei der urspriinglichen Ikosaedergruppe invariante
Kegelschnitt in 5 andere iibergefiihrt wird, und dass diese 6 Kegel-
schnitte bei der Gy, alle moglichen geraden Vertauschungen erfahren.
Wenn A und B die bei der Ikosaedergruppe invarianten Formen
2. bez, 6. Grades darstellen, so hat man in A% kB eine bei der
ganzen Gyg, invariante Form, wobei % eine gewisse Constante bedeutet.

Nun Iisst sich leicht beweisen, dass innerbalb der Gruppe der
geraden Vertauschungen von 6 Dingen 2 Systeme von je 15 gleich-
berechtigten Oktaedergruppen auftreten. Wir erhalten eine Oktaeder-
gruppe des einen Systems, wenn wir 4 beliebige Dinge, etwa (1234),
allen mbglichen Vertauschungen unterwerfen, doch so dass bei den
ungeraden Vertanschungen dieser 4 Dinge auch 5 und 6 permutirt
werden. Kine analoge Bildungsweise hat man aber auch fir die
Oktaedergruppen des anderen Systems, weil bei der Gy, anch 6 andere
Kegelschnitte alle mogliche gerade Vertauschungen erfabren, so dass
die beiden Systeme von Oktaedergruppen auf 2 Systeme von je 6
Kegelschnitten oder Ikosaedergruppen bezogen sind.

Eine Oktaedergruppe besitzt bekanntlich eine ausgezeichnete Vierer-
grappe. Zu den 3 Operationen von der Periode 2 innerhalb dieser
Vierergruppe gehtren 3 Perspectivititsaxen, welche ein bei der Oktaeder-
gruppe ausgezeichnetes Dreieck bilden. Durch die Combination der
Vierergruppe mit den Vertauschungen der Seiten dieses Dreiecks ent-
steht die ternsre Oktaedergruppe. Wihlen wir das genannte Dreieck
zum Coordinatendreieck, so konnen wir bewirken, dass jede bei der
Oktaedergruppe invariante Form in volliger Symmetrie in Bezog auf
x,y und z auftritt; zudem ist zyz die einzige beziigliche Form von
ungerader Ordnung. Fine invariante Form von der Ordnung 6 kann
man also in der folgenden Weise schreiben:

(1) Fﬁ = xG + y@ + 26 + a(xiy'l+x2y4+x452+x254+y422+y224)
+ baty?et.
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Man soll nun ¢ und b so bestimmen, dass die Form F nicht nur bei der
Oktaedergruppe sondern auch bei einer Gy, der fraglichen Art in sich
iibergeht. Zu dem Ende bemerken wir, dass bei der Gruppe der geraden
Vertauschungen von 6 Dingen 45 Operationen von der Periode 2 guf-
treten, z. B. diejenige, bei welcher (1,2) und (3,4) vertanscht werden,
5 und 6 je in sich iibergehen. Die Curve F; == 0 soll also 45 Sym-
metrieaxen besitzen., Weil aber die Curve durch 2 Systeme von je 15
Oktaedergruppen in sich iibergefithrt wird, muss jede Symmetrieaxe
dem ausgezeichneten Coordinatendreieck von 2 Oktaedergruppen an-
gehoren; anderenfalls wiren ja 90 Symmetrieaxen erforderlich.

Nun gehen durch die Coordinatendreiecke z == y == 0 zwei andere
Symmetrieaxen: # + ¥ =0 und # —y=0. Danit die obige Be-
dingung befriedigt werde, muss die Curve F, =0 auch durch eine
andere Oktaedergruppe in sieh iibergehen, bei welcher das zur aus-
gezeichneten Vierergruppe gehorige Dreleck aus den Geraden z =0
und # + 4 = 0 besteht, Es soll somit mbglich sein die Form Fy, anch
wenn dieses Dreieck zam Grunde gelegt wird, in der Gestalt (1) zu
schreiben. Wir wollen das erreichen durch die Coordinatentrans-
formation :

2) © =o@+y), y=elz—y), &=0627)
Auf diese Weise geht, weun der Factor of weggelassen und 6° = )
gesetzt wird, die Form Fy in die folgende iiber:

@) Fy = 2(a+1) (&) - 0920 + (30— 2a) (e'y* +2"y)
+ Zatb)d (st L ytet) + 208424y )
+ (124—2b)d z*y* 2~
Mithin kdnnea @, b und 8 durch das Gleichungssystem:
2(a-+1) = 6%
(4) 30 — 2¢ = (2a-+b)0 = 2ad*
bestimmt werden, Sehr leicht ergiebt sich nun
(5) 8 4 8% -— 202 — 32 = (0--2) (&* —8+4) (0230 +4) = 0.
Wir haben also drei Fille zu berticksichtigen.
1) & = 2. Man erhilt Fy = (2 +y2 24P Dieser Fall interessirt
uns hier nicht.
2) 82 4 30 + 4 =10. Das System der Losungen ist hier:
§=—3 :t‘—?;
a= UV

b= — 5(3 Y7
*) Hier bezeichnen x, y’, 2 die alten, 2, y, » die neven Coordinaten.
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Die Curve Fy = 0 ist aber fiir diese Werthe von o und b keine andere
als die Hesse'sche Curve emer C, mit 168 Collineationen in sich. Die
im vorigen Paragraphen erwihnte G,;, besitzt ja 2 Systeme von je 7
gleichberechtigten Vierergruppen (und Oktaedergruppen), und jede G,
innerhalb der G4 betheiligt sich an je einer Vierergruppe jedweden
Systems*). Die Gleichung der speciellen C,, welche durch die G, in
sich iibergeht, kann man auf die Gestalt:
w4yt 4t @By 2P ) =0

bringen, wenn die Coordinatenaxen ein zu einer Vierergruppe gehbriges
Perspectivititsdreieck bilden. Nun findet man in analoger Weise, wie
oben die Constanten in F; bestimmi warden,

a4 = —g(lii]/ﬂ.

Von diesen a-Werthen gilt der eine oder der andere, je nachdem die
C, auf eine Vierergruppe des einen oder anderen Systems bezogen wird.
Es ist nun leicht zu bestiitizgen, dass die obenerwihnte C; die Hesse’sche
Covariante dieser C, bildet.

3) 02— 0 4+ 4=0. Man erhilt hier:

8= Q+iyB);
(6) o= —3(5+i)/15);
b= 3(pFiyip).

Werden a und b nach (6) bestimmt , so besitzt die Curve Fy= 0 eine
Gruppe von 360 Collineationen in sich.

Die beiden in (6) erhaltenen Werthsysteme bezeichnen wir mit
d,, ay, b, und 0,, a,, b,. Man findet leicht:

15 —a 6a;, —b)¢

) ey WAy,
Aus den Gleichungen (3), (4) und (7) erschliesst man, dass das eine
Werthsystem gilt, falls die Curve auf die urspriingliche Oktaedergruppe
bezogen ist, das andere aber nach der Transformation auf das zur
neunen Oktaedergruppe gehorige Coordinatendreieck. Die beiden Oktaeder-
gruppen sind folglich wicht gleichberechtigt immerhalb der Collineations-
gruppe, welche die Curve Fy =0 in sich diberfiihrt. Den Oktaeder-
gruppen ist eine diedrische G, gemein, bei welcher 2 =0 in sich
tibergeht, und folglich auch die cyklische Untergruppe G,. Die Glei-
chung der C, muss okne doppelie Zeichen gegeben werden konmnen,
falls man die Fixpunkte bei dieser G, als Coordinatenecken wihlt, da

#) Man sehe Klein-Fricke, Modulfunctionen I, 8. 710.
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ja alle G, innerhalb der Oktgedergruppen mit einander gleichberechtigh
sind. Die neuen Coordinatenaxen sind folglich #==0 und z+4-y¢=0,
Setzen wir nach (6)

o= —3(4iyD),

so erhalten wir die bezweckte Transformation etwa darch die Sub-
stitutionen:

§ = (i) ) & VTS
n= Gy} & VT

E=uz¢,

wobei die Wurzeln in der Weise gewihlt sind, dass J/F ¢ VEi=1.
Als resultirende Normalgleichung der Cy erhalten wir:

® & 4 80¢tEn — 15082822 + 100833
+ 15718 (& +25m) (1 —") = 0.

Dass diese ; 360 Collineationen’in sich besitzt, folgt schon daraus,
dass 15 Oktaedergruppen jeder Art existiren; eine Oktaederconfiguration
kann ja durch 24 Collineationen in eine beliebige andere gleichberechtigte
iibergefithrt werden. Es eriibrigt also noch jene geschlossenen Systeme
von je 15 Oktaedergruppen aufzusuchen. Nun kommt man immer
nach (2) von je einer Oktaedergruppe des einen Systems zu dreien des
anderen Systems, welche je eine Operation der ausgezeichneten Vierer-
gruppe mit derselben gemein haben. Geht man folglich von einer
bestimmten Oktaedergruppe des Systems S, aus, so kommt man zunfichst
zu drei Gruppen des Systems S,; von diesen gelangt man zu 6 nepen
Groppen des Systems S; und von hier zu 12 negen Gruppen des
Systems S,; geht man so fort, so kbnnte es scheinen, als ob man von
den 12 letzterwihnten Gruppen noch zu 24 Gruppen des Bystems 8,
gelangen wiirde, Es erweist sich aber, dass diese 24 Gruppen
2w je dreien zusammenfollen. Daraus folgt unmittelbar, dass die
Systeme S, und §, geschlossen sind und aus je 15 Oktaedergruppen
bestehen.

Wir haben bereits erwihnt, dass innerhalb der Gy, auch 2 Systeme
von je 6 Ikosaedergruppen existiren. Diese Systeme sind den beiden
Oktaedersystemen in der folgenden Weise zugeordnet: _

Je 2 Thosaedergruppen desselben Systems haben mit einander eine
Tetracdergruppe gemein. Auf diese Weise erhdlé man 15 Tetraeder-
gruppen , welche Untergruppen eines endsprechenden Systems von Oltaeder-

gruppen sind.
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Bezeichnen wir desshalb die Ikosaedergruppen des Systems S, mit
1,,...,6,, so ergeben sich fiir das entsprechende System Oktaeder-
gruppen die Bezeichnungen (1, 2),, ..., (5,6);. Ein Analoges gilt
natiirlich fiir das System S, .

Von der Ausgangsgruppe mit den Axen 2, y, # kommen wir nach

- . X . .
2) zu einer Gruppe mit den Axen 21y 2z, und von dieser zu zwei
p 6y 3 3

nenen mit der ersten gleichberechtigten Gruppen mit den Axen:

v x
R 24
6 z—y, 5 -ty
G ? 6 G2 ? Gy
und so fort. Nun hat man ¢,®> = d,, und wir nehmen in (6)

5, =101 +5y/15),

so dass man

1_Vs—il3

oy - 4
und in gleicher Weise

1 Ve4il3

G 4

setzen kann,

Gleichwie man die Oktaedergruppe durch die Substitutionen erhilt,
welche aus der Combination der Zeichenwechsel und Vertauschungen
von #, y und # hervorgehen, so erhilt man die ganze Gy, wenn man
2,y und z in ana.loger Weise durch die Axen der mit der Ausgangs-
gruppe gleichberechtigten Oktaedergruppen ersetzt,

Es ist aber nicht moglich eine mit der Collineationsgruppe Gig
holoedrisch isomorphe Gruppe von 360 terndren homogenen Substitutionen
hersustellen. Dies folgt schon daraus, dass nach Herrn C. Jordan
die entsprechende Moglichkeit schon fir die Untergruppe G4, welche
die Collineationsgruppe der harmonischen C; bildet, nicht besteht.
Auch findet man, dass es bei der obigen Aufsuchung der Axen der
Oktaedergruppen nicht moglich ist, das System so zu schliessen, dass
man fir die Axen einer Oktaedergruppe blos eine Ausdrucksweise
(abgesehen von den Zeichenwechseln) erhslt; es kommt nimlick die
Multiplication mit den dritten Einheitswurzeln hinzu.

Die Gy, ist aber mit einer homogenen Gy, meriedriseh isomorph;
der Identitit innerhalb der G4, entspricht eine ausgezeichnete G,
welche durch die Operation

?=jz, y=jy, £=js (j=e’)

erzeugt wird.
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Jetzt wollen wir die Mitte] liefern, um die verschiedenen Qktaeder-
gruppen und mithin die ganze G,y berzastellen. Zu dem Zwecke
brauchen wir nur diejenigen Ausdriicke anzugeben, welche gleich Null
gesetzt, die Axendreiecke der beziiglichen (ruppen definiren. Es ist
natiirlich nicht néthig, die bei der homogenen Substitutionsgruppe anf-
tretende Mulfiplication dieser Ausdriicke mit j, bez j2 besonders
hinzuzuschreiben.

(L.2)y: 2,9, 2,
Vs —i¥l3
(]?2)2: 42V

(#+w, 2,

G 0 BB g2,y

5,6, Boilyia, o

(3, 4); Kii;%zi%(x_f-y), VaoilB o _y),

5,6 BEP, lg gy, Boils, .,

(3,5)y: By 1oy Boili, o)

(4, 6);: "’/‘—{)—_E%—Vs ¥+ ‘i‘ (g — ), “T"": (g4 2),

66 BB lyys, BoilEg_p),

4
@5y BE gty _y), Bl
@50 4By =Ty,
BEils, _Liaty),
@6 Sy 1miB ),
B4, 4 Laty),
3,60 S+ =By,
V_—HV

z"""("”‘"?/))
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(‘47: 5)2:

(1; 5.)2:

(2, 6):

(2, ),

(3, ).

(1, 3),:

(2, 4),:

(15 4)?.:

(2, 3),:

(1; 5)1:

A, Winax.

g Ve~ zy’(ij)+1~zV1a(x+y)’

Z"-’%—@z—l—g(w*y},
Yy Vil oy gy 1By,
VotkiVs, 1y,
YVl 1By,
Btilsy L+,
g Vo iVs gy 1 iV g
M?} (6 —z),
0 VEoils gy 1=y g,
V°+’VJ+ 5 (s — ).
2zt »__“_( +z)+““r(1——z),
’f—f;‘—?cx—-%(?/-i-z),
s ViV g VBB,
V«HV 241 Ly +2),

2 Vol g L= 4y,

Vs +iV3 !
va-—§(y~—5);

gwl’é%@(y_z) 42 “Vm 4+ 2).
Va-}-tV—

$+ (?/""2")»
1+V3 75 ,? + V_ 1—;1/535 1+V—
_¢+ 5 29; lw-—}_-_l/_éjj’

+.9
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(2, 6);: —:l—i4z“:5j23 -+ 1;:;—]/—5 x -—Zg 1‘“ +J L _'{-_V_5J’

Vs

z 1 N e £
3= 1 JEt 5.

@8 — 10y a2 dhy, fey1dle,

1+V 1—V5
T+ j¥ ——— 7%
1,6 — g iz 1208, ——“‘ngz#i}/—gx--?’
g__l—V_ V
2

1 ) j —¥5 1—-Vs 14+¥5
1,3): —'tBp, e 108, ———sz_#_x-_?,

§+ 1:1/59.%_*_ 1—1;Z/5j

?

@ o —Hpep 15, dy, 12, fe 1405,
z 1475 . Vs
5 1475 _1-V5 j 1-V5 . 2 1+V5
@3 PR iy, AR, e A,
1475 . 1—V5
sl 1y

T

o )
“

z__ I—Vsj%__li-l/gjy.

2 4 4

Hier ist jede Oktaedergruppe nach den beiden lkosaedergruppen
bezeichnet, denen ihre ausgezeichnete Tetraedergruppe angehdrt. Dabei
stand es natiirlich von vornherein yollig frei, unter den Ikosaeder-
gruppen jedes Systems die Reibhenfolge 1, 2, ...6 in beliebiger Weise
zu vertheilen. Ausserdem haben wir noch verschiedene einfache Hiilfs-
mittel angewandt, um die den einzelnen Oktaedergruppen zugehorigen
Bezeichnungen (¢, k), wo ¢ < k < 6, zu ermifteln.

Es wire nun nicht schwer sowohl die Ikosaedergruppen als auch
andere Untergruppen innerhalb der Gy, aufzustellen. Wir verweilen
aber hierbei nicht weiter. Hier wollen wir nur noch durch das folgende
Sehema den Zusammenhang der verschiedenen Oktaedergruppen mit

Mathematische Annalen. XLVII, 35
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einander veranschaulichen. Je 2 Gruppen, welche durch einen Strich
verbunden sind, haben eine diedrische Gy gemein,

(2,86, “4.8), (2,8, (2,5,
| l
2,6, {1 ,5) (3 ,5) (4,8),

(1,4),’/ \3 5)/ @8, 4 5) S 47 }:‘5)1
(13, (1,37
(2, 5) { 3"" (2% @ s)

-~
(2,5, 4 e, \ / \5 s 2 4),
(1,2), ‘
4 s)2 @,5}
\ (]
fﬁ,{. 1.5), a ,4/),‘ ??:-3)1
(116)1 (2 4)1
(z ,3), (5 6) (2, 4)

(2, 3) \4 5% (3,5/ a.,s),

1,4, (1,37,
el N
28), \(1\,3% (z,s/),_ h4),

§ 3.
Die in der G, enthaltenen Untergruppen G.

Innerhalb der Gruppe der geraden Vertauschungen von 6 Dingen
befinden sich 10 Untergruppen von der Ordmung 18. Als Beispiel
einer solchen nehmen wir diejenige, bei welcher (1, 2, 3) und (4, 5, 6}
als zwel geschlossene Systeme von 3 Dingen permutirt werden, Diese
G5 hat dieselbe Structur wie die Collineationsgruppe der allgemeinen C,.
Betrachten wir nun die umfassendere Untergruppe, bei welcher jene
Systeme (1, 2, 3) und (4, 5, 6) auch mit einander vertauscht werden,
so erbilt man 10G,,, welche sich mit der Collineationsgruppe der
harmonischen €, holoedrisch isomorph erweisen. Bei letzterer Gruppe
werden niwnlich die vier Wendepunktsdreiecke zu je zweien mit einander
vertanscht, und in den Hcken zweier solcher Dreiecke erhdit man
6 Dinge, welche Vertauschungen der erwihnten Art erleiden.

Wir wollen jetzt die C; mit 360 Collineationen in sich als
Covariante der harmonischen C, darstellen. Die Gleichung der C; sei

(1) Fy = 32y - 3zy® + 28 = 0,
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wir bilden so die Gleichung der Hesse’schen Curve®)

L2, 9, O]
2) Hy=\y, =, 2)=—Z“‘x+w’y~—-ys*-~*0n
0, 2, ¥y

Die Invariante 6. Grades 7' verschwindet, und fir die Invariante
4. Grades hat man

(3) S=1.

Ferper giebt es eine unabhiingige Covariante 6. Ordnung, welche nicht
durch ¥, und H, zusammengesetzt werden kann. Als solche whhlen
wir die dureh die Differentialquptienten von H, gerinderte Hesse'sche
Determinante. Wir schreiben also

z Y ) 0 , 2ay—2,

|

i 2 3t

i y ’ x ’ g , x*—3y !
€ B ‘“‘ 0o z ¥y 5, — 2ax

E?my — 2%, 2t — 3y, —2zz, 0 :

== — 5% 4- 92tawy + £ (8at—302%y® — 6y?) + xy(xt— 627y 21 yt).

Unter den Covarianten 6. Ordnung in den Veréinderlichen hat man
nun einen Biischel
6) 8; - A8 F, Hy
vom 8. Grade in den Coefficienten. Man soll den Parameter i so be-
stimmen, dass man fir die Form mit 360 Collineationen in sich
Fs = es + ZSFaH:}
erhilt. Zu dem Ende bemerken wir gleich, dass die Eckpunkte des
Coordinatendreiecks Fixpunkie bei einer cyklischen &, innerhalb der
Gy sind. Bei der Gleichung (8) des vorigen Paragraphen bleiben
auch die Eckpunkte fest bei einer cyklischen Gy. Man hat somit das
linke Glied dieser Gleichumg mit der oben geschricbenen Form (5) zu
identificiren. Nun hat man
— (05 FASF Hy) = 2%  (BA—Natey -+ 3082a%y? - (6— 2R)a3y®
+ 2 [2A (3 — 8) 4 ¥ (34-+6)]
— oylat(143) + (21— 32)].
Diese Form soll vermitielst einer Substitution
§=z, gx—.ua:, 71==ﬁy
in die Form

£ - 30845y — 15082820 + 1008y + 15 Y15 (@ +27) (' —7f)

#) Was die Normirung der.folgenden Ausdricke anbetrifft, vergleiche man
Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der hoheren ebenen Curven, 2. Audl., 8. 243,
2R



544 A Winax,

ibergehen. Man erhiilt daher unmittelbar die Bedingung
(A—8)(21—34) — (BA+6) (1+4) =0,

woraus

(6) i=3-+42iy5.

Fiir « und 8 ergiebt sich dann

15160t = — 5+ 205, BbyTBpt=—5TF2iyb

unter der hinzuntretenden Bedingung, dass

wp— -+

L.

Vs

Damit sind aber auch alle erforderlichen Bedingungen erfiillt.
Die Gleichung

(D O + (3i2’57/5) SF;Hy =0

definirt demnach zwei covariante Gebilde der harmonischen Cy mit 360
Collineationen in sich. Dieselben sind nach der Terminologie des
Hrn. Klein symmetrisch, ob zwar aus der C; zunichst unter imaginirer
Form hergeleitet.

Dass wir in (6) zwei 2-Werthe gefunden haben, kdnnte uns leicht
zur Ansicht veranlassen, es existiren innerhalb der Gy, 2 Systeme
gleichberechtigter G'y;. Dem ist aber nicht so, wie durch die folgende
Ueberlegung auseinandergesetzt wird. F,; und H; sind Hessesche
Covarianten zu einander. Nun kann man natiirlich, statt von ¥y, auch
von H, ausgehen. Dann kommen wir zunichst zur Hesse’schen Co-
variante ¥, und darauf zu einer Covariante 6. Ordnung O, welche
eine andere als O ist. Man muss ersichtlich auch von diesem Aus-
gangspunkte die 2 A-Werthe (6) erbalten. Man findet aber, dass die
A-Werthe, welche derselben Curve (T) zugethedlt sind, verschieden sind,
jenachdem man von F, oder Hy ausgeht.

Von diesem Resultate sei noch die folgende Anwendung gegeben.
Die harmonische C; hat in Bezug auf zwei Wendepunktsdreiecke, welche
bei ihrer G, vertauscht werden, dieselbe Gleichung wie ihre Hesse’sche
Curve in Bezug auf die zwei anderen Wendepunktsdreiecke. Daraus
folgt aber nach dem obigen Satz, dass, wenn die C; mit 360 Collinea-
tionen in sich auof ein solches Dreieck bezogen wird, ihre Gleichung
fiir die zwei ersteren und die zwei letzteren verschieden ausfilit. Nun
giebt es innerhalb der Gy fiir jedes der vier Dreiecke eine Gy, bei
welcher ihre Eckpunkte fest bleiben. Was soeben entwickelt wurde,
bedeutet offenbar fiir diese G,, dass dieselben auch in der umfassen-
deren Gruppe G, nicht alle gleichberechtigt sind. Hiermit haben
wir bestitigt, dass es innerhald der Ggg 2 Systeme G4 giebt, welche
wicht mit einander gleichberechtigt sind.
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§ 4.
Die in der G, anffretenden Ikosaedergruppen oder zehnfach
Brianchon'schen Sechsecke.

Bei der terniren Ikosaedergruppe bleibt bekanntlich ein Kegel-
schnitt invariant®). Da es keine hohere endliche fineare Gruppe giebt,
welche die Ikosaedergruppe als Untergruppe enthilt, so muss jener
Kegelschnitt, falls die Ikosaedergruppe als Untergruppe einer ebenen
Collineationsgruppe Gy, auftritt, mit finf anderen vertauschbar sein.
Diese 5 C, schueiden den ersterwiihnten Kegelschnitt in 20 Pyukten,
welche eine bei der [kosaedergruppe invariante Schaar bilden sollen.
Von solcher Art giebt es aber nur eine einzige Schaar, welche (in iiber-
tragenem Sinne) die Ecken des Pentagon-Dodekaeders darstellt. Den 5
Kegelschnitten muss ersichtlich auch ein System von 5 (und nur 5) gleich-
berechtigten Untergruppen innerhalb der Ikosaedergrpppe zugeprdnet sein.
Die einzigen diesbegiiglichen Systeme sind aber bekanntlich 5 Tetraeder-
gruppen oder die in diesen enthaltenen 5 ausgezeichneten Vierer-
gruppen. Jene Tetraedergruppen sind nun der Art, dass die Ecken
der zugehorigen Wiirfel paarweise in den 30 KEcken des Pentagon-
Dodekaeders zusammenfallen**). Die 8 zu einer Tetraedergruppe ge-
gehorigen Wiirfelecken zerlegen sich nun in die Ecken zweier Tetraeder,
und man findet die 20 Ecken des Peptagon-Dodekaeders auf 2 Weisen
in die Beken von 5 Tefraedern werlegt. Die Sechnittpunkie der 5 oben
besprochenen C, mit dem Fundamentalkegelschnitte kann map also
auch auf 2 Weisen wihlen, Da wir die Existenz der (5, schon friiher
kennen, konnen wir jetzt die Folgerung ziehen, dass jede ebene
Tkosaedergruppe als Untergruppe in 2 Collineationsgrupper G, ent-
halten 4st. Nun ist bekanntlich die Ikosaedergruppe mit der Gruppe
der geraden Vertauschungen vou 5 Dingen holoedrisch isomorph. Als
diese 5 Dinge kbnnen wir ersichtlich die 5 erwihnten Kegelschnitte
betrachten. Da aber diese 5 Kegelschuitte in der (35, mit dem Funda-
mentalkegelschnitte vertauschbar sind, erhalten wir bei dieser Gruppe
6 gleichberechtigte C,, und bei der Gy, erleiden offenbar diese Kegel-
schnitte alle moglichen geraden Vertauschungen. Die Gyg dst also
mit der Gruppe der geraden Vertauschungen von 6 Dingen holoedrisch
isomorph.

Wir bezeichnen weiterhin jene C, als ein System von 6 gleich-
berechtigten  Ikosaederkegelschnitten. Die gegenseitigen Verhiltnisse
dieser (, zu einander sind in vieler Hinsicht sehr merkwiirdig. Je

¥) Beziglich der ternirven Ikosaedergruppe verweisen wir anf Klein, Vor-
lesungen wber das Ikesaeder I1: 4 wnd Clebseh-Lindemann, Vorlesumgen diber
Geometrie 11: 1, 8. 578.

#¢) Man sehe Klein a, a. 0., S, 19,
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zwei von ihnen schneiden einander in 4 Punkten, welche auf beiden
die Verschwindungspunkte einer Tetraederform, mithin mit Hquian-
harmonischem Doppelverhiilinisse, liefern. Dies besagt in der Sprache
der Invariantentheorie, dass die simultanen Invarianten fiir jedes Paar
der 6 Iosaederkegelschwitle verschwinden®). Diese Eigenschaft reicht
in der That hin, um das ganze System projectivisch zu definiren.

Betrachten wir zwei Ikosaederkegelschnitte, etwa 1 und 2, so haben
wir erwdhnt, dass jeder in sich bei einer Tetraedergruppe tibergeht,
welche den beiden Ikosaedergruppen 1 und 2 gemein ist. Vertauschen
wir noch 1 und 2, so kommen wir zu einer jene Tetraedergruppe
enthaltenden Oktaedergruppe, welche wir aus sofort verstindlichem
Grunde schon im 2. Paragraphen mit (1, 2) bezeichnet haben. Beziehen
wir nun die Oktaedergruppe auf ein ausgezeichnetes Coordinatendreieck,
so erhalten wir dieselbe durch die Combination der Zeichenwechsel
und Vertauschungen der Coordinaten; bei der Tetraederuutergruppe
tritt die Beschrinkung hinzu, dass die Coordinatenaxen nur eyklisech
vertauscht werden. Wir erhalten folglich bei der Oktaedergruppe einen
invarianten Kegelschnitt

2ty + 8 =0;
bei der Tetraedergruppe aber existiren noch deren zwei:
@ +Jy’ + 70 =0, @4y 4y =0,

welche bei der Oktaedergruppe vertauscht werden. Nur diese 3 Kegel-
schnitte konnen bei der Tefraedergruppe in sich iibergehen. Diese
Groppe enthilt ja 4 G, bei deren jeder 3 Punkte der Ebene fest
bleiben. Ein Kegelschnitt muss aber bei jeder Collineation in sich 2
feste Punkte besitzen. Jene 12 Fixpunkte bei den G, zerlegen sich
in 3 bei der Tetraedergruppe sich geschlossen permutirende Systeme von
je 4. Die 3 invarianten Kegelschnitte gehen durch je 2 von diesen
Systemen. Man kann so von der Tetraedergruppe zu 3 Oktaedergruppen
hinaufsteigen, bei denen je ein System von 4 Punkten geschlossen
bleibt, die beiden anderen aber sich vertausclien lassen. In dem oben
erwihnten Falle enthilt der Ikosaederkégelschnitt 1 acht von jenen
Fixpunkten, welche wir als Dodekaederecken bezeichneten; der
Tkosaederkegelschnitt 2 geht durch 4 von diesen und noch 4 andere,
die Pole der Verbindungsgeraden zu derselben G, gehoriger Dodekaeder-
ecken in Bezug auf 1. Durch letztere Punkte und die 4 anderen
Dodekaederecken geht der Oktaederkegelschnitt (1, 2). Man ersieht
hieraus, dass, wenn die Ikosaedergruppe 1 gegeben ist, man anf vbllig
bestimmte Weise die Ikosaederkegelschnitte 2, . . ., 6 und die Oktaeder-
kegelschnitte (1, 2), . . ., (1, 6) herleitet, dass aber diese Systeme nichi

*) Man sehe Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 5. Aufl,
S. 668.
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wesentlich verschieden sind. Vielmehr liefern bei dor amderen Gigg,
welche die Ikosaedergruppe 1 emthiilt, (1,2),..., (1, 6) Ikosaederkegel-
schwitte und 2, . . ., 6 Oktaederkegelschnitte.

Haben wir somit gefunden, dass jeder Ikosaederkegelschnitt zu
5 Oktaederkegelschnitten des zugehirigen Systems die Beziehupg hat,
dass die simultanen Invarianten verschwinden, so tritt hierzu der nicht
minder merkwiirdige Satz, dass der Ikosaederkegelschwitt von den 10
anderen Oktaederkegelschnitien doppelt beriihrt wird. In der That wird
jener Kegelschnitt von diesen in 40 Punkten geschnitten, und es giebt
auf jenem kein anderes bei der Ikosaedergruppe invariantes System
von 40 Punkten als die Dodekaederecken, doppelt geziihlt. Die be-
sprochene Thatsache erliutern wir am besten durch das folgende
Beispiel. Die Ikosaedergruppe | und die Oktaedergruppe (2, 3) haben
mit einander eine eyklische G, gemein, bei welcher die Kegelschnitte
1,2, 8 fest bleiben, und die Kegelschnitte 4, 5, 6 cyklisch vertauscht
werden, Bei dieser G, bleibeu also die Kegelschnitte 1,2, 3, (1, 2),
(1, 3), (2, 8) invariant, Jeder von diesen muss durch 2 von den 3
Fixpunkten bei der (; gehen, wobei die Tangenten den 3. Fixpunkst
enthalten. Je 2 von den 6 Kegelschnitten sollen also einander doppelt
beriihren. Die einzige mbgliche Zuordnung in dieser Biosicht ist:
1,(2,3); 2,(1, 3) und 3, (1, 2), was auch daraus ersichtlich wird, dass
z. B. die Gruppen 1 und (2, 3) noch 3 Qperationen von der Periode 2
gemein haben, bei welchen die Kegelschnitte 2 und 3 und auch die
beiden gemeinsamen Fixpunkte bei der G; permutirt werden.

In den bisherigen Erdrterungen spielen die 60 Schnittpunkte der
Tkosaederkegelschnitte 1, ..., 6 eine ausgezeichnete Rolle. Dieselben
erhalten wir als Fixpunkte derjenigen cyklischen G, bei denen 3 Kegel-
schnitte fest bleiben, und die 3 anderen sich cyklisch vertauschen.
Nun giebt es in der Gruppe dev geraden Vertauschungen van 6 Dingen
anch ein anderes System von 20 Gy; bel diesen permutiren sich die
die 6 Dinge cykliseh zu je drei, und keine bleiben fest. Letzteres
G,-System steht aber in genau derselben Beziehung zu dem anderen
System von lkosaedergruppen und Oktaedergruppen, welches in der
G4 enthalten ist.

Zwes Tkosaederkegelschwitte, welche verschiedenen Systemen angehiren,
beriihren einander doppelt. Die einzigen Systeme von 6 gleichberechtigten
_ Untergruppen innerhalb einer Ikosaedergruppe hat man nimlich in 6
G, oder in 6 diedrischen G,,; diese miissen also in der Ggy den 6
Tkosaedergruppen des anderen Systems zugeordnet sein, Das einzige
System von 4 invarianten Punkten bei einer soichen Gy oder Gy,
erhilt man in den doppelt gezihlten Fixpunkten bei der G;, welche
wir (nach rdumlichem Analogon) Ikosaederecken nennen. Daraus ergiebt
sich unmittelbar der obige Satz, welchen wir dahin pricisiren konnen,
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dass ein JTkosaederkegelschnitt von den 6 Ikosaederkegelschwitten des
anderen Systems in je 2 zu derselben G; gehirigen Ikosaederecken
beriihrt wird.

Ein leichtes Mittel, um die vorkergehenden Resultate zu bestitigen
und neue abzuleiten, gewdhrt uns der 2. Paragraph. Wir haben nim-
lich dort die Ausdriicke X, Y, Z, welche, gleich Null gesetzt, die
Axendreiecke der verschiedenen Oktaedergruppen definiren, zusammen-
gestellt. Die zugehorigen Oktaederkegelschnitte werden nun durch die
Gleichnngen

X2+ Y24+ Z22=0
bestimmt, und die lkosaederkegelschuitte durch
X2 4jY* 4222 =0, X*4PY'+j2°=0,
wobei aber jeder Ikosaederkegelschnitt 6 Mal erhalten wird. Da wir
also die Gleichungen der Kegelschnitte kennen, konnen wir folglich
leicht ihre Beziehungen zu einander analytisch studiren.

Bei der terndren lkosaedergruppe sind die invarianten Gebilde

niedrigster Ordnung der Fundamentalkegelschnitt

(H) A=zy+4+252=0
und die Bring’sehe Curve®)
2) B = 2%y — 2(x*+y°) — 2222%y* + Salxy =0,

wobei die Ecken des Coordinatendreiecks Fixpunkte bei einer cyklischen
G, liefern. Statt (2) wiblen wir das aus 6 Geraden (Verbindunglinien
je zweier Ikosaederecken) bestehende Gebilde

(3 A*— B= DB, = 2(a®+y’+bax*y?—bz3zy+2% = 0.

Wir fragen nun nach einem Gebilde

4 A3 4 iB, =0,

welehes 360 Collineationen in sich gestattet. Zu dem Ende bemerken
wir, dass es in der That 2 Gebilde dieser Art geben muss, weil, wie
oben hervorgehoben wurde, man von der Ikosaedergruppe zu 2 Gruppen
Gyg, avfsteigen kann. Weil aber in der Gy, alle Gy mit einander
gleichberechtigt sind, miissen jene 2 Gebilde mit Beibehaltung des
Coordinatendreiecks in einander iibergefiihrt werden konnen. Wir
sollen also 4, und 1, so bestimmen, dass die Form

By 4 4 (@) + BH5A) 222y 4 (B—5dy) Hay + (144,)2
durch eine Substitution

Le=ax, §=8y, #=ypz
in die Form ’

73y A2 (251 %) + (B454,)7 2 2yt  (B—D5i,) e ixy
ECERRYL

*) Vgl. Klein a, a. 0., 8. 217,
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tibergefiihrt wird. Setzen wir
Yo
EB D
50 ergeben sich unmittelbar die Gleichungen:
(3454,)8 =3 454,
() (3—52,)0°=3 — b4,
(14 4)8% =14 2,.
Die Losungen dieses Systems geben wir hier:

— 7+ V15

§ = _Sz -,

—~9T34Vi5

®) dy= T,
i _——-9:4_—373_7/15

1 a0

Alle #ibrigen Bedingungen finden wir erfiillt, wenn

i
“=13=1} y='i:}

A\2

(f;) = 4.
Haben wir nun in (4) 2 = 4, oder 2,, so kénnen wir diese Gleichung
durch die Substitution

. 1042 101,2
O g == bez

weil eben

auf eine Gestalt mit lauter reellen Coefficienten bringen. Wir ersetzen
zunichst ¢ durch z und erhalten hiernach die folgende Normalgleichung
der C; mit 360 Collinentionen in sich

(8) 10z%y® + 92(a*4-y°) — 45 2a?y? — 13D 2twy -} 2748 = Q.
Betrachten wir nun die Gleichung (8), so ist es zunichst unbestimmt,
durch welche der Substitutionen (7) man dieselbe erhalten habe. Gehen
wir zu den inversen Substitutionen zuriick, so erhilt. man 2 Funda-
mentalkegelschnitte (1)

10042xy - 812* = 0 (A==1y, &)
oder nach Einfiihrung der durch (6) gegebenen A-Werthe
9) 622 — (144y/15) 2y = 0.

Hier haben wir 2 Ikosaederkegelschnitte, welche innerhalb der Gy,
nicht gleichberechtigt sind. Die zugehdrigen Ikosaedergruppen kénnen
wir (nach den zun Anfang dieses Paragraphen citirten Abhandlungen)
direct aufschreiben, und sodann durch Combination derselben die
ganze Gy
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Wir wiinschen nun die obige Gleichung (8) auf die Form (8) des
2. Paragraphen zu reduciren. Zu dem Ende bemerken wir, dass die
Gerade £ — y = O eine Symmetrieaxe und der Punkt 4 y =2 =0
das zugehorige Centrum fiir die Curve (8) liefern. Wir benutzen des-
halb zuerst die Substitutionen:
28 =a+y, 2Yy=0o—y, =2,

und erhalten darnach die Gleichung
(10) (222647 —34% (Ba'*—62"324-30' 22" —182"2'3—92'%)

-+ oy 2(—30a" 1804’32 902 22" 2 - 1352'4)

4+ 943042+ 902" — 452'%) — 10y’ ¢ = 0.
Wir haben nun als neue Coordinatenecken auf % = 0 die Puonkte
22’24 624 — 322 =0 zu wihlen. Sodann bringt man die Glei-
chung der Curve auf die gewiinschte Form (abgesehen von einem
numerischen Factor) durch die Substitutionen:

(1) t=c2+2B—y15)], 1=420+75B+V15)], t=v,
wobei die Bedingungen:

44V 4 V15 1
(12) wte= g5 B'="1es » “B="1g
gelten. Damit ist dann die Identitfit der auf vollig unabhingige Weisen
abgeleiteten Gleichungen der C; mit 360 Collineationen in sich bestitigt.

§ 5.
Weitere Eigenschaften der zur G, gehorigen Configuration.

Wir wollen hier die verschiedenen ausgezeichneten Punkt- oder
Geraden-Systeme betrachten, welche bei der G,y auftreten. Im All-
gemeinen permutiren sich 360 Punkte oder Gerade in der Ebene als
ein geschlossenes System; solche Punkte aber, welche bei # Collinea-

tionen der Gy, fest bleiben, geben zu einem System von —3%0 n-fach

gezihlten Punkten Anlass, und ein Gleiches gilb natiirlich fiir die
Geraden. Um dergleichen Systeme zu ermitteln, suchen wir die Be-
schaffenheit der Fixpunkte bei den cyklischen Gruppen.

In der Gy, treten 36 cyklische &, auof; es gehdren nimlich deren
6 zu jeder ITkosaedergruppe, und zwel solche Gy, desselben Systems
haben keine G; gemein, Man erhilt dieselben durch die eyklischen
Vertauschungen von 5 unter den 6 Fundamentalkegelschnitten. Bei
diesen 36 G, hat man insgesammt 108 Fixpunkte, welche zwei sich
geschlossen permutirende Systeme von 72 bez. 36 Punkten bilden.
Von den 3 Fixpunkten bei einer G, sind ndmlich 2 gleichberechtigt
und permutiren sich bei den symmetrischen Collineationen einer
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diedrischen G, Jene 12 Punkte bilden die Ikosaederecken der Funda-
mentalkegelschwitte. Dieselben sind auch nach GI. (8) des vorigen Pura-
graphen Wendepunkte der Fundamentalen Cy, wobei stets je eine Tan-
gente in 2 Wendepunkten berithrt. Die C; besiizt folglich 36 doppelte
stationdire Tangenten. Man beweist aueh leicht nach den Pliicker’schen
Formeln, dass eine O; ohne Punktsingularititen genau 72 Wende-
punkte besitzt.

Im geschlossenen System von 36 Punkten bleibt jeder bei einer
diedrischen G, fest. Jeder lkosaedergruppe sind 6 von diesen Punkten
zugeordnet, welche ein zehnfach Brianchon’sches Sechseck bilden,
Den beiden Systemen von je 6 Ikosaedergruppen ewtspricht die merk-
witrdige Eigenschaft, dass jene 36 Punkie auf zwei Weisen in sechs
zehmfach Brianchow'sche Sechsecke zerlegt werden kimmen. Dabes ist ein
Punkt fiir je swei zu verschiedenen Systemen gehivende Sechsecke gemein.
In #hnlicher Weise bilden die bei den G festen Geraden 2 Systeme
von 12 bez. 36 Geraden, welche sich gegeniiber den 360 Collineationen
geschlossen permutiren, Das System von 36 Linien bestebt aus den
oben erwihnten doppelten stationdren Tangenten der Cy; dasselbe kann
auf 2 Weisen in 6 zehnfach Pascal'sche Sechsseite zerlegt werden.

Die Gy, enthilt ferner 2 Systeme von je 20 cyklischen G;. Jede
G, ist innerhalb der Gy, mit einer G, vertauschbar, welche die
Collineationsgruppe einer allgemeinen ebenen C, lefert. Man folgert
leicht, dass die 60 festen Punkte oder Geraden, welche bei den ein-
zelnen Gy jedes Systems aunftreten, alle mit einander gleichberechtigt
sind. Wir haben hier sonach 2 Systeme von je 60 bei der Gy, sich
geschlossen permufirenden Punlkten oder Geraden. Jdeder von diesen
Punkten (bez. Geraden) bleibt bei einer diedrischen G fest. Man
beweist leicht, dass die fraglichen Fixpunkte nicht anf der funda-
mentalen Cj; liegen. Von denselben befinden sich nimlich 20 (die
Dodekaederecken) auf jedem Ikosaederkegelschnitte, und die ; kann
aus diesem Kegelschnitte nur 12 Punkte (die Ikosaederecken) aus-
schneiden.

Endlich haben wir 45 Collineationen von der Periode 2. Die zu-
gehdrigen Perspeptivititscentren und Axen sind im 2, Paragraphen
gegeben. Jede G, ist Untergruppe einer cyklischen G, bei welcher
ausser dem Perspectivititscentrum noch 2 Punkte auf der Perspectivi-
titsaxe fest bleiben. Wir haben ebenfalls im § 2 gefunden, dass
letztere Punkte auf der fundamentalen O, liegen. Die 270 Punkte der
Gy, welche auf den 45 Perspectivititsaxen liegen, zerlegen sich also in
zwel bei der Gy, sich geschlossen permutirende Systeme. Das eine
System besteht ays 180 Punkten, das andere ans 90 Punkien, welche
letztere die Fixpunkte bei den cyklischen &G, darstellen.

Nach Cayley liegen auf einer allgemeinen ebenen Curve ztr Qrd-
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nung %(12n — 27) Punkte, in denen ein Kegelschnitt mit der C,
6 consecntive Schnittpunkte haben kann¥). Solcher Punkte, welche
man auch sexfactische Punkie nennt, giebt es also anf der C; 270. Da
die (g sich zu jeder Perspectivitiitsaxe symmetrisch verhilt, ist es leicht
zu zeigen, dass die 270 auf diesen Axen liegenden Punkte sextactisch sind.

Durch die Operationen der nun aufgezéiblten eyklischen Gruppen
zusammen mit der Identitdt ergiebt sich die Gesammtzakl der 360
Collineationen. Wir haben in der That fiir die Perioden 2, 3,4, 5 die
beziigliche Zahl der Collineationen: 45, 80, 90, 144.

Wir haben auch das Resultat gewonnen, dass es auf der funda-
mentalen Gy 3 besonders ausgeseichnete Systeme von Punkten giebt, welche
sich bei der Gy geschlossen permutiren. Dieselben bestchen aus den 12
Wendepunkten und aus 2 Systemen sextactischer Punkte, fiir deren Zahl
wir soeben 90 und 180 gefunden haben. Alle anderen der G, gegen-
iiber geschlossenen Punktsysteme der Cy bestehen aus 360 getrennten
Punkter.

An Diedergruppen giebt es innerbalb der Gy 36 Gy, zwei Systeme
von je 60 Gy und 45 G;. Dazu kommen noch als Untergruppen dieser
G, zwel Systeme von je 15 Vierergruppen. Um diese Zahlen aufzu-
finden, branchen wir nur die cyklischen ausgezeichneten Untergruppen
der fraglichen Diedergruppen zu betrachten. Von den 3 festen Punkten
(vder Geraden) bei jenen cyklischen Gruppen miissen 2 bei der Dieder-
gruppe vertauscht werden, der dritte aber muss fest bleiben. Wir haben
die diedrischen G, auf die 36 doppelten Wendetangenten der funda-
mentalen C; bezogen, und gleicherweise die diedrischen Gy auf die 120
festen Geraden bei den G, und die diedrischen Gy auf die 45 Per-
spectivititsazen. Die Collineationen innerhalb der fraglichen Dieder-
gruppen, welche nicht jenen cyklischen Untergruppen angehoren, sind
von der Periode 2, und es ist sofort geometrisch einleuchtend, dass
thre Perspectivititscentren auf der bei der beziiglichen Diedergruppe
festen Geraden liegen miissen.

Man erhilt nun den Satz, dass die 45 Perspectivitiitscentren so
geordnet sind, dass jede Gerade, welche zwei Centren zusammenbindet,
wenigstens ein drittes enthilt. Den Diedergruppen entsprechend haben
wir ja 36 Gerade durch 5 Centren, 120 durch 3 und 45 durch 4
Centren. Diese miissen

10'36—;-3.120_{_6,45%44-45

2

Verbindungsgerade je zweier Centren liefern. Das ist aber auch die
Gesammtzahl solcher Geraden. Der dualistisch entsprechende Satz
gilt npatiirlich fiir die Perspectivititsaxen. Man erweist auch, dass
durch jedes Perspectivititscentrum 4 Gerade gehen, welche 4 andere

*) Philosophical Transactions 155 (1854), S. 545.
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Centra enthalten, und gleicherweise 8 bez. 4 Gerade, welche durch
2 bez, 3 andere Centra gehen, oder dass jede G, als Untergruppe
in 4 diedrischen G, und 8 diedrischen G und (micht ausgezeichnet)
in 4 Diedergruppen G enthalten ist.

§ 6.
Die fundamentale C;. Das System der Covarianten. Schlussbemerkungen.

Wir haben bereits verschiedentlich eine Curve der 6. Ordnung
gefunden, welehe bei der Gesammtheit der 360 Collineationen in sich
bergeht. Da diese (; keine Doppelpunkte besitzt, ist ihr Geschlecht
p = 10. Damit ist ireilich noch nicht bewiesen, dass bei der Gy
keine Curve von niedrigerem Geschlechte in sich iibergefiihrt wird.
Indessen idsst sich das fragliche Resultat vermittelst von Hrn. Hurwitz
gegebener Beweismethoden leicht herleiten®). Wir konnen also den
Satz aussprechen, dass die Gruppe der 360 geraden Vertauschungen
von 6 Dingen sum Geschlechie p = 10 gehdrt.

Die Gleichung unserer Oy haben wir im 4. Paragraphen durch
(1) F,=102%y% 4 9z(z*-} y*) — 45 *2%y* — 13betewy + 2758 =0
gegeben. Wollen wir diese Curve mit Riicksicht auf die Realitdts-
verhiltnisse untersuchen, so substituiren wir zunichst fir z und y die
Ausdriicke z 4 ¢y ber. # — iy und erhalten die Glejchung

2)  10(2*+9°) + 18zz(2* —102*y* 4 5y') — 4522 (2*+9°)°
_ 135\64($2+y2) + 2735 o 0

Diese Curve besitzt zwei reelle Ziige. Betrachten wir 2 = 0 als die
unendlich ferne Gerade, so erhalten wir ein inneres fast kreisfirmiges
Oval und einen #usseren dasselbe umschliessenden Zug, zu welchem 5
gewohnliche Doppeltangenten und 5in je 2 Punkten stationdr berithrende
Tangenten mit reellen Beriihrungspunkten gehtren. Man erschliesst
hierans, dass die Gleichung (2) auf & Weisen dureh reglle projectivische
Transformation in die Form (1) iibergefiihrt werden kann.

Die Form F, bleibt bei der ganzen Groppe der 1080 homogenen
Substitutionen von der Determinante 1 schleckihin imvariant, d. h.
erhélt auch keinen hinzutretenden numerischen Factor. Wir wissen
ja von vornherein, dass dieser Satz bei jeder in der Gesammigruppe
enthaltenen Oktaedergruppe oder Ikosaedergruppe gilt. Weil aber die
G50 durch Combination zweier solcher Gruppen erzeugt werden kann,
muss der Satz allgemein wahr sein.

Natiirlich muss nun auch jede Covariante der C; bei der Collinea-
tionsgruppe Gy, unverindert erhalten bleiben. Eine solche Covariante

#) Man sehe Hurwitz, Ueber algebraische Gebilde mit eindeutigen Transforma-
tionen in sich. Math, Ann. Bd. 41.
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ist erstlich die Hesse’sche Determinante der Form F, fiir welche wir
die Bezeichnung einfithren wollen:
#F #F  pF
oa* ' Jzoy’ xos
oF - oF  BF
owdy’ oy’ oyoz|
" ®F »F  pF |
‘oz 6z’ Gyoz DA |
Lassen wir ¥, durch (1) gegeben sein, so erhalten wir in ausge-
rechneter Form:
(4) H = 38u«8y5 + 468222°y> — 33THztaty* §- 1080252 y*
— 121528 2%y? — 437420 py — 129412
+ 2@+ y°) [— 90x3y® — 108022 22y* + 3242t xy — 29162°]

+ (@044 [— 6oy + 927,

Die Hesse’sche Curve H == O schneidet bekanntlich auf der C; die 72
Wendepunkte ans. Wir haben auch im vorigen Paragraphen gefunden,
dass diese Punkte das einzige gegeniiber der Gy, invariante System
von 72 Punkten auf der C; bilden. Man hat folglich keine andere
unabhiingige Covariante 12. Ordnung. Nun kennen wir ja schon in
den beiden Systemen von je 6 Ikosaederkegelschnitten 2 derartige
covariante Gebilde. Diese miissen wir also durch 2 Gleichungen von
der Form

definiren k6nnen. Um die fraglichen p-Werthe zu bestimmen, bemerken
wir, dass durch die Gleichung (9) des 4. Paragraphen
652 —(1 i) 15) 2y =0
ein Kegelschnitt jedes Systems gegeben ist. Damit einer von diesen
Kegelschnitten in (D) enthalten sei, muss
—3Fi)i5

©®) —=2Ei
sein. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Fiir diese y-Werthe
enth#lt natiirlich (5) anch die 5 anderen Kegelschnitte des beziiglichen
Systems.

Wir bilden uns ferner die Covariante:
82t 7 oxdy ox0r dx
#F PP FF o
dxoy’ oy*' 0yos’ By
@ ©=\%r ar gr om-
gz 02 oyord o2’ 9z ]
oH  oH  oH
ox ' 0y’ oz

®) 20250 H =
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Der Complicirtheit halber geben wir diese Covariante nieht in aus-
gerechneter Form. Jedenfalls iiberzeugt man sich leicht, dass ® =
nicht durch den Punkt z = z = 0 gebt, und dass also & nieht als
eine Function von F uud H auosgedriickt werden kann. Die Curve
® =0 ist von der 30. Ordnung uvnd muss demuach die fondamentale
C; in einem gegeniiber der G4, invarianten System von 180 Pankten
schneiden. Von derartigen Punkisystemen kennen wir aber zwei,
namlich das System von 180 sextactischen Punkten und das doppelt
gezihlte System von 90 sextactischen Punkten. Weil die sex-
tactischen Punkte auf den Perspectivititsaxen belegen sind, mass
ersichtlich jede bei der Gy, invariante Curve, welche auf der C, ein
System von sextactischen Punkten ausschneidet, in diesen Punkien
entweder Doppelpunkte besitzen oder auch die Tangente durch das
beztigliche Perspectivititscentrum schicken, es sei denn, dass die frag-
liche Curve alle 45 Perspectivitiitsaxen enthilt. Da Letzteres offenbar
hier nicht der Fall sein kann, so ersehen wir, dass die Curve ® = 0 die
Cs im System wvon 90 sextactischen Punkien berihren (oder auch dort-
selbst Doppelpunkte besitzen) muss.

Eine newne Covarjante finden wir in der Functionaldeterminante

vou ¥, H und &:
reF BH 9@

|

| 83’ Pz’ dx |

oF ¢H 30 |

8 _ — _— —_—
®) ¥ | oy’ 0y’ oy I
orF oH o%®

ps’ 7t s |

Die Curve ¥ = O stellt die 45 Perspectivitiitsazen dar. Dies folgt ein-
fach daraus, dass die zu den Cuorven des Netzes

aFi0 4 BH - pP2=0
gehbrigen Tangenten, deren Beriihrungspunkte auf jenen Axen liegen,
stets dareh die zugehdrigen Perspectivitiifscentren gehen.

Wir behaupten nun, dass durch F, H, ¢ und ¥ das vollsigndige
System der Covarianten gegeben sei. Man kann ersichtlich die Con-
stante 4 so bestimmen, dass die Curve
® H® 4 19> =
ein beliebiges gegeniiber der Gy, sich geschlossen permutirendes System
von 360 Punkten auf der C; ausschneidet. Wir kdnnen nun einer
beliebigen covarianten Curve Q — O ein Aggregat von der Form
(10) D= georyr [ [ (#p+10%% =0

==l
zuordnen, welches dieselben Schnittpunkte mit der C; besitzt. Darauf
bestimmen wir die Constante g in der Weise, dass die Curve
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(11) Q—p D=0

noch einen weiteren Schnittpunkt mit der C, erhilt. Weil aber das
System der Schnittpunkte schon vorher vollstindig gegeben war, muss
die C; in irgend welcher Multiplicitit einen Bestandtheil der Curve (11)
bilden, Wir erhalten demnach

(12) Q=uZ+ F2Q,.

In shnlicher Weise konnen wir jetzt die Form Q, zerlegen. Fahren
wir fort, so miissen wir schliesslich die Form Q durch F, H, ® und ¥
ausgedriickt erhalten. Hiermit ist aber auch die behauptete Vollstindig-
keit des Formensystems erwiesen.

Fiir einen gewissen Werth von 4, sagen wir 4 = ,, beriihrt die
Curve (9) die C; im System der 180 sextactischen Punkte. Unter
Beibehaltung der obigen Beweismethode kénnen wir nun W2 durch
F, H und & ausdriicken. Dabei ist das von F unabhiingige Glied
vou der Form;

# O (H + 2,0%).
Zwischen den vier Formen des wvollstandigen Systems besteht also eine
identische Relation, welche W? durch die 3 anderen ausdriickt.

Durch die innerhalb der G, auftretenden gleichberechtigten Unter-
gruppen von je 6 Tkosaedergruppen, 10 Gy und je 15 Oktaedergruppen
wird die Aufmerksamkeit auf gewisse Normalgleichungen von der 6.,
10. und 15. Ordpung hingelenkt. Weil aber die Aufstellung der be-
treffenden Gleichungen nicht ohne Schwierigkeit zu sein scheint, und
itberdies verschiedene interessante Fragestellungen hinzukommen, wollen
wir dieselben erst in spiteren Untersuchungen behandeln.

Lund, November 1895.



