
Ueber  eine einfuche Gruppe von 360 ebenen Collineationen. 

Yon 

A. W ~  in Lund. 
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Die ebenen ]~ro~tiv~n 6r~pp~n yon endliohem Grade. 

Die Grupp~, welehe wir hier betraehten wollen, is~ mi~ den gerade~ 
Vertauschungen yon 6 1)ingen holoedriseh isomorph. Da es mir aber 
scheint, d~ss die Existeaz e~ner solchen ebenen Gruppe bisher nicht 
bekannt geworden is~, g]aube ich die folgenden allgemeinen Er5rterangen 
voranschicken zu dttffen. 

Die Aafgabe, alle mSglichen eadlicheu Gruptmn linearer Sub- 
stitutionen im ~ & m n  Gebiete zu hes~immen, wurde bekanntlich zu~rst 
yon Herra Kle in  durch geometrische Betrachtungen, dana yon 
Herrn G o r d a n  rein algebraisch erledigt. Sodann hat Herr C. J o r d a n  
die entsprechende Aufgabe im terngren Gebiete behandelt~). Die 
Schwierigkeit der Aafgabe bei mehr als zwei homogenen Veriinderlichen 
erwies sich schon daxaus, dass Herr J o r d a n  in seiner ersteren Arbeit 
eine Gruppe yon 168 Collineationea der Ebene abersehen hatte, welche 
inzwischen yon Herrn K l e i n  durch Betrachtang der Transformationen 
7. Ordnung tier elliptischen Funetionen abgeleitet warde. 

Indessen ~ermisst man bei Herrn J o r d a n  auch diejenige Grappe, 
welche den Gegenstand der vorliegenden Abhandlung bilden soil. Die- 
selbe ist erst sp~terhin you Herra V a l e n t i n e r  ~u~gesteltt worden**). 
In tier ci~irten Arbei~ wird gezeigt, dass die fragliche Gruppe aus 45 
symmetrlschen Collineationen~ 80 yon der Periode 3, 90 yon der 
Periode 4 and 144 yon tier Periode 5 b~steht. Man finder nun leicht, 

*) Mdmoi~,e sur Zes dguations giff~rentielSes Zindaires h intdgralr alge~rique, 
Journal ~ir Mathema~k Bd. 8a (1878), sowie: Sur Ia dd~erminaO~ des groupes 
d'ordre fini conten~s darts ~e gro~2e Z~/ndaire, At~i delia Rea|e hccademia eli 
l~apoli (IS80). 

*~) D~ enddige T~.a~sfor, m $ i o ~ s - ~ 8  Thenri. avec un r~sumg en fTa~s 
(1889) in den Abhandltmgen der DRniszhen Akademie 6. Reihe V. 
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dass innerhMb der Gruppe tier geraden Veriausehungen yon 6 Dingen 
die gleiche Zahl Operationen yon den bezilglichen Periodenzahlen auf- 
tre~en. Doch hat Herr V a l e n t i n e r  nicht den Schluss gezogen~ dass 
letztere Gruppe mi~ der yon ihm gefundenen ebenen Gruppe holoedrisch 
isomorph sei. Er begniIgt sich start dessen mi~ der Bemerkung, dass 
seine Gruppe die Ikosaedergruppe als Untergruppe enthal~e. Diese 
Ausdraeksweise ist nicht gliicklich gew~hl~, well dieselbe zu der 
irrthfimlichen Ansicht Anlass geben kann~ es handle sieh hier um eine 
ausgezeichnete Ikosaedergruppe. Das wirk]iche Verhfiltniss ist aber, wie 
wir wei~erhin fiuden werden, dieses, dass die zu bespreehende Gruppe 
zwr Systeme yon je sechs gleicI~bereehtigten Ikosaedergruppen enchain. 

Da eine Zusammenstellung aller m6glic]~t en(~li&en Col~ineations- 
gru~pen der JESene wohl niemais gegeben worden ist*), mSge e~e  
solche hier ihren Platz finden. Diese glauben wit durch die gleich- 
zeitige Benutzung der [~esulta~e der Herren J o r d a n  und V a l e n t i n e r  
erhal~en zu kSnnem Dass keine Grnppe der Aufmerksamkeit dieser 
beiden Verfasser entgangen ist, scheint n ~ l i c h  urn so weniger zweifel- 
haft, als ihre Arbeiten vtillig unabh~ngig yon einander entstanden sin& 
Herr V a l e n t i n e r  kennt n~mlich die Arbei~n yon C. Jordan offenbar 
nicht, was daraus ersiehtlich ist~ dass er rArgends Herra C. J o r d a n  
citirt, trod fiberdies einen anderenfalls leieht zu vermeidenden Fehler 
hegehf; auf Grand einer irrigen Voraussetzung verneint er n~mlich die 
Existenz der yon geometrischer Seite her schon lange bekannten 
Hesse ' schen  Gruppe yore Grade 216"*). 

Bezeichnen wir nun solehe Gruppen als t~ivia~, bei denen en~ 
weder e/he Gerade stets in sich i~5ergeht, oder auch drei t)un]~ sich 
gesch~osse~ permutiren, so bleiben nut noch sechs ;Fiille za erw~hnen 
iibrig. u diesen brauch~ man abet in letzfer Instanz nut drei vo~ 
den GradzahZen 216, 168, 360 zu beriieksichtigen, weiI die drei iibrigen 
bereits in ihnen als Un~ergruppen enthalten shad; zudem ist yon den 
Letzteren, deren Gr~dzahlen ~ 72, 36, 60 sind, die G~0 keine andere 
als die ter~i~'e Ikosaedergruppe. Die drei Hauptf~ile seien bier nnn 
angefiihrt. 

1) Die Hesse'sehe GruFPe yon 216 Collineationen. 
Diese Gruppe gehSrt zu einem B~schel: 

wo 2'  eine eubisehe tern~re Form, H ihre Hesse'sehe Covariante be- 

*) Herr Franz Meyer giebt zwar eine solche in seinem :Be~ich$ iiber den 
gegenwS~igen ~ta~d der I~varian~entheorie (Jal~resbericht der Deutscl~en Ma~he- 
matSzker-Vereinigang I). Dort; is~ aher offenbar die ~ahro Bodeutu~g tier yon 
Herrn Vatentiner gefunflenen Gs~ nich~ erkannk 

**) S. 151, 222 dot citixten ~krbeit. 
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zeichnet. F und H erfahren niimlich bei der Ge, 6 die linearen Sub- 
stitutionen einer :Tetraedergruppe, dutch welche je 12 Curven des 
Biischels mit derselben absoluten Invariante in einander iibergefiihrt 
werden. Von den fundamentalen Formen der Tetraedergruppe sind 
bekanntlich zwei yon der 0rdnung 4 und eine yon der 0rdnung 6; 
letzterer entspHcht das System der 6 harmonischen Curven des Biischels, 
den ersteren die Systeme der 4 a;quianharmonischen Curven und der 4 
Wendepun~tsd,'eiecl~e. ]Die ttesse'sche Grul~pe besitzt eine ausgezeichnete 
G:~, welche der in~rhalb der TetraedergruI)pe ausgezeicltneten Vierer- 
gru~pe zugeor~net ist. Den symmetrisehen Operationen innerhalb der 
Vierergruppe eatsp~eehen drei Ga~ , yon denen jede 2 harmonisehe C:~ 
in sich iiberf'iihrt; der Identiti~t aber eiae innerhalb der G216 aus- 
gezeichnete Gjs , bei welcher jede Curve des Btischels in sich tibergeht. 
jOie Untergru21)en G72 und G~ sind oben als night trivia~ angefiihrt*). 

2) ~ine Gru~flpe yon 168 Co]lineationen. Als ein einfazhes in- 
variances geometrisehes Gebilde tritt bier eine C 4 auf: 

x~y + y3~ + ~3 x _~ 0"*). 
3) Die hier zu untersuchende Grup~e yon 380 Co~lineatione~. his 

Eigenschaften derselben seien im voraus die folgenden mitgetheilt. Die 
Ga6 o is~, gleichwie die Gj~s, einfach, and man erkena~ leieht manche 
Analogien zwisehen diesen beiden Gruppen; namentlich lassen sieh 
ihre vollsttindigea _Wormensysteme in vSllig tibereinstimmender Weise 
ableiten. Die einfachste zur G36o gehSrige Form kann man auf die 
folgende Gestalt bringen: 

~6 ~ lOxay 3 + 9~(xS+yS) --" 45x~'Y~Z~ -- t35xyz4 + 27z6" 

1)as .Formensystem besteht nun aus J~'s , ih~'er Hesse' schen Determinante It, 
der dutch die .Derivir~e~ ~ , H2 , 1is ger~i~Merten _Flesse' schen Deter- 
minante r und der ~unetio~a~determina~te ~g yon F, H und (1), welche 
letztere, gleich .~ull gesetzt, 45 Symmetrieaxe~ darstellt. 

Innerhalb der G~o treten zwei Systeme yon je ] 5 gleiclzberechtigten 
Oktaedergr~q)en und'~wei Systeme yon je 6 gleichberech~igten Ikosaeder- 
grup~en au[: ]D~rch die geraden Vertausehungen der ,zu den ein~dne~ 
1-kosaedergr~pAoen eine$ solchen Sy~ie.ms geh6renden Gebdde entsteht die 
G.~so. Von anderen Untergrappen innerhalb der Ga~o erw~,hnen wir 
10 Gs~ we~che a~Ie g~eichberechtigt ~nd. Diese G3~ sind Coliineations- 
gruppen yon harmonischen C3 und sind fblglich schoD als Untergruppen 

der Hesse'sehen Grup]?e bekannt. 

*) Eine eingehende Behaadlung der l-lesse'schen Gruppe finde~ man in einer 
Abhandlung yon Herrn Maschke, Aufs~dlvmg des vollen ~'ormensystems e~,er 
~uaterntiren Grup2e yon 51840 tinea~e~ ~ubstitutionen, Ma~h. Ann., Bd. 33. 

~*) Die~e Grnlope is~ wiede~holt und erschSpfend in Klein-Frieke's ,,Modu~- 
func~ionen" besproch~m 
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Die 0ktaedergruppen innerhalb der G~o. Aufstellung der 
Substitutionen. 

Die Frage~ ob es in der Ebene eine umfassendere projective end- 
liehe Gruppe glebe, welche die Ikosaedergruppe als Untergruppe ent- 
h~lt, wollen wit sp~terhin direct erledigen; za dem Ende brauehen 
wir ja nut zu untersuehen, ob irgend welehe bei der Ikosaedergruppe 
invariante geometrisehe Gebilde noeh weitere Collineafionen in sieh 
gestatten. Hier sei nur ~orab das Resultat mitgeflaeilt, dass man auf 
diese Weise in der That eine Grappe yon 360 Collineationen erh~lt, 
bei welcher der bei der ursprfinglichea Ikosaedergruppe invariante 
Kegelsehni~t in 5 andere flbergeffihrt wird, und dass diese 6 Kegel- 
sehnitte bei der Gs60 alle mSglichen geraden Vertausehungen effahren. 
Wenn A und :B die bei der Ikosaedergruppe invarianten Formen 
2. bez. 6. Grades darstellen, so hat man in A s + ~B eine bei der 
ganzen G~6 o invariante Form~ wobei k eine ge~visse Constante bedeutet. 

Nun l~sst sieh leicht beweisen, dass innerhalb der Gruppe der 
geraden Vertauschungen yon 6 Dingen 2 Systeme yon je 15 gleieh- 
berechtigten Ok~aedergruppen auftreten. Wir erhalten eine Ok~aeder- 
grnppe des eiaen Systems, wenn wit 4 beliebige Dinge, etwa (1234), 
allen mSgliehen Vertausehungen unterwerfen, doch so dass bei den 
ungeraden Vertauschungen dieser 4 Dinge aueh 5 und 6 permutir~ 
werden. Eine analoge Bildungsweise hat man abet auch ffir die 
Oktaedergruppen des anderen Systems, well bei der G3~ o aueh 6 andere 
Kegelschnit~e alle mSgliche gerade Vertausehungen erfahren, so class 
die beiden Systeme yon Oktaedergruppen aaf 2 Systeme yon je 6 
Kegelschnitten oder Ikosaedergruppen bezogen sind. 

Eine O ktaedergruppe besitzt bekanntlich eine ausgezeichnete Vierer- 
gruppe. Zu den 3 Operationen yon der Periode 2 innerhalb dieser 
Vierergruppe gehSren 3 Perspectivi~tsaxen~ welche ein bei der Oktaeder- 
grappe ausgezeichnetes Dreieck bilden. Dutch die Combination der 
u mit den Vertauschungen der Seiten dieses Dreiecks eat- 
steh~ die tern~ire Oktaedergruppe. W]ihlen wir das genannte Dreieck 
zum Goordinatendreieek~ so kSnnen wir bewirken, dass jede bei der 
Oktaedergruppe invariante Form in vSlliger Symmetric in Bezug auf 
x, y und ~ auftri~i zudem ist x y z  die einzige beziigfiehe Form yon 
ungerader Ordnung. Eine invariante Form yon der Ordnung 6 kann 
man also in tier folgenden Weise sehreiben: 

+ bx~y2z~. 
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Man soll nun a und b so bes~immen, dass die Form F s nieht nut  bei tier 
Oktaedergruppe sondern auch bei einer Gse e der fraglichen Art in sieh 
iibergeht. Zu dem Ende bemerken wit, ,]ass bei der Gruppe der geraden 
u yon 6 Dingen 45 Opera~ionen yon der Periode 2 auf- 
treten, z. B. diejenige, bei weleher (1,2) uad (3~4) ver~auseht werden, 
5 end 6 je in sich iibergehen. Die Curve F 6 ~ 0 soil also 45 Sym- 
metrieaxen besitzen. Weil aber fiie Curve dutch 2 Systeme yon je 15 
Oktaedergruppen in ~ich fibergefiihr~ wird, muss jude Symmetrieaxe 
dem ausgezeichne~en Coordinateneh'eieek yon 20ktaedergruppen an- 
geh5ren; anderenfalls wiiren ja 90 Symmetrieaxea eHbrderlieb. 

Nun gehen dutch die Coordinatendreiecke x ~ y ~ 0 zwei andere 
Symmetrieaxen: x ~ y ~ 0 und x ~ t  ~--0. Damit dis obige Be- 
dingung befriedigt werde~ muss die Curve 2'  b == 0 aueh dutch ebae 
andere Oktaedergruppe in sieh fibergehen, bei ~elcher das zur aus- 
gezeichneten Vie~ergrupi~e gehSrige Dre~eek aus den Geradea z-----0 
und x ~ y ~ 0 besteht. Es soil somit mSglich sein die Form F 8, auch 
wean dieses Dreieck zum Grunde gelegt wird, in der Gestal~ (1) zu 
schreiben. Wi t  wollen das erreiehen durch die Coordiaaten~ans- 
formation: 
(~) x' = ~ ( x + y ) ,  y ' =  ~ ( ~ - ~ ) ,  z" = ~ * ) .  
Auf diese Weise geht, wenn der Factor es weggelassen u n d o  ~ = 
geser wird, die Form ~v s in die folgende fiber: 

L~) ~ '  = 2(a+1) (x~+~) -~- ~z ~ + (3o--2a) (z'~j~+x~y ') 

-~ ( 1 2 a ~ 2 b ) ~ x ~ y 2 z  ~, 
Mithin kSnnea a~ b und 6 dutch das aleichangssys~em: 

2(a-J- 1) ~- 6s; 

(4) 30 - -  2a  ~ (2a-~-b)i)" = 2a~ ~ 

bestimmt werden. Sehr leieht ergieb~ sieh nun 

Wit  haben also drei F~lte zu beriieksichtigen. 
1) 5 ~ 2. Man erhiilt ~s ~ (x~q'-Y %']-~)'~" Dieser Fall interessirt 

uns hier nicht. 
2) ~ -{- 35 ~ 4 -~- 0. Das System der LSsnngen ist bier: 

= - 5 ( 3 _ +  ~/?). 
*) Hier bezeichnen x', ~/; z' die alter, x, y, ~ die neuen Coordi~at~. 
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:Die Curve ,F 6 ~--0 ist abet fiir diese Werthe yon a und b keine andere 
als die ttesse'sehe Curve einer C 4 mit 168 Collineationen in sich. Die 
im vorigen Paragraphen erw~ihnte G16 ~ besitzt ja 2 Systeme von je 7 
gleichbereehtigten Vierergruppen (und Ok4aedergruppen), und jede G~ 
innerhalb der Gl~ s betheilig~ sieh an je einer u jedweden 
Systems*). Die Gleichung der speciellen C4, welche durch die G~6 s in 
sich fibergeht~ kann man auf die Gestalt: 

x 4 _~_ y4 .{_ z4 _~ a(x2y2_{_x2z~y2z2 ) ~ 0 

bringen, wenn die Coordinatenaxen ein zu einer Vierergruppe gehSriges 
Perspectivi~tsdreieck bilden. Nun fiadet man in analoger Weis% wie 
oben die Constanten in F G bestimmt wurden, 

3 (1 + i / 7 )  a m  --~, __ . 

Von diesen a-Werthen gilt der eine oder der andere~ je nachdem die 
C 4 auf eine Vierergruppe des einen oder anderen Systems bezogen wird. 
Es ist nun leicht zu bes~tigen ~ dass die obenerw~ihnte C a die Hesse'sehe 
Covariante dieser C a bildet. 

3) d 2 - d ~ 4 ~ - 0 .  Man erh~lt hier: 

~ =  1 0 +  iVg)~  

(6) = - (5 +_ i v y ) ;  

b =  3 (sTiV~5). 

Werden a urM b nach (6) bestimmt~ so besitzt die Curve _F~ ~__ 0 eine 
Gruppe yon 360 Collineationen in sieh. 

Die beiden in (6) erhaltenen Werthsysteme bezeichnen wir mit 
~1, al, bl und d2, a:, 52. Man finder leicht: 

15 -- al ~ a2; (6a~ --bi)r ~ b2.  
(7 )  ~ a ,  + 1 a~ + 1 

Aus den Gleichungen (3), (4) und (7) erschliesst man, dass das eine 
Werthsystem gilt, falls die Curve auf die urspriingliche Oktaedergruppe 
bezogen ist, das andere abet naeh der Transformation auf das zur 
neuen Oktaedergruppe~'gehSrige Coordinatendreieck. :Die beiden Oktaeder- 
grup2en sind folglieh nicht gleichberechtigt innerhalb der Collineations- 
gru219e ~ welche die Curve ~ ~ 0 in sieh iiberfiihrt. Den Oktaeder- 
gruppen ist eine diedrisehe Gs gemein, bei welcher z ~ 0 in sich 
iibergeht, und folglich aueh die cyklische Untergruppe G a. Die Glei- 
chung tier C~ muss ohne dopl~elte Zeichen gegeben werden kSnnen~ 
falls man die Fixpunkte bei diese~ Ga als Coordinateneeken w~hlt~ da 

*) Man sehe Klein-Fricke, ModuIfur~tione~ I, 8. 710. 
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ju alle G a ianerhatb der Okt~edergruppe~ mit einander gleiehberechti~ 
sin& Die neuen Coordinateaaxen sind folglich z ~ 0 and x : ~ y i  = O~ 
Setzen wir n~ch (6) 

so erhalten wir die bezweckte Transformation etwa dareh die Sub- 
stitufionen: 

�9 - h -  

wobei die Wurzeia in der Weise gew~hlt sfnd, dass ?+~ ?-T- i== 1. 
Als resultirende Normalgleichung der G erhalfen wir: 

(8) ~6 q. 30~a~ __ 150~2~-~2 ..~ 1 0 0 ~ a  

q- 15~/]5(r 2 ~ )  (~4--n4) = 0. 

Dass diese C~ 360 Collineationen~in sich besifzt, fol~ schon daraus, 
dass 15 Okfaedergruppen jeder Ar~ existiren; eine Oktaederconfigaration 
kann ja durch 24 Cotlineai,ionen in eine beliebige andere gleiehberechti~e 
fibergefiihr~ werden. Es erfibrig~ also ~aoch jene geschlossenen Systeme 
yon je 15 Oktaedergruppen aufzusucben. Nun kommt man immer 
naeh (2) yon je einer Oktaedergruppe des einen Systems zu dreien des 
anderen Systems, welche je eine Opera~ion der ausgezeichneten u 
gruppe mit derselben gemein haben. Gehf man folglich voa einer 
bestimmten Okfaedergruppe des Systems S 1 aus, so komm~ man zunik&st 
zu drei Gruppea des Systems S~; voa diesen gelangt man zu 6 ne~en 
Gruppen des Systems Sj and yon hler za 12 net~en Gruppen des 
Systems S~; geht man so fort, so kSnnte es seheinen, als ob man yon 
den 12 letzterwiihnten Gruppen noeh zu 24 Gruppen des Systems S~ 
gelangen wiirde. Es erweist sich aber, dass diese 24 GrUl)laen 
zu je dreien zusammenfallen. Daraus folgt unmit~elbar, dass die 
Syst~me S 1 uM S~ geschlossen silid and aus je 15 Oktaedergruppen 
bestehen. 

Wit haben bereit~ erwiihnt., dass innerhaib der G360 uuch 2 Systeme 
yon je 6 Ikosaedergrappexl existSren. Diese Systeme sind den beidea 
Ok~aedersystemea in der iblgeMen Wei~e'zt~geordne~: 

Je 2 Ikosaedergruppen desselben Systems habe~ mit einander eine 
TetraedergruTpe gemein. Au f  diese Weise erMilt man 15 Tetraeder- 
gru]F2en, welche Untergruppen eines entss Systems yon Oktaeder- 

9ru21)en ~ind. 
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Bezeiehnen wir desshalb die 3kosaedergruppen des Systems S 1 mit 
11~. . . ,  61~ so ergeben sich fiir das entsprechende System Oktaeder- 
gruppen die Bezeiehnungen (1~ 2)1~ . . . ,  (5, 6)1. Ein Analoges gilt 
na~irlich fiir das System S~. 

Yon der Ausgangsgruppe mit den Axen x~ y, z kommen wir nach 

(2) zu einer Gruppe mi~ den Axen x + y,  z,  und yon dieser zu zwei 

neuen mit der ersten gleichberechtigten Gruppen mit den Axen: 

z-{ x + y  ~_~ x - - y  
- -  ~t x - - y .  - -  ai ~ + y  

a2 ~ ~I ~ 62 ~ 6t 

und so forL Nun hat man al ~ = 81, und wit nehmen in (6) 

SO d a s s  m a r t  

and in gleieher Weise 

(a + i/]-5),  

a t 4 

a~ 4 

setzen ka~n. 
Gleichwie man die Oktaedergruppe dutch die Substitutionen erhiflt~ 

welche aus tier Combinalion der Zeichenwechsel und Vertauschungen 
yon x, y und $ hervorgehen~ so erh~ilt man die ganze G36o~ wenn man 
x,  y und $ in analoger Weise dutch die Axen der mit der Ausgangs- 
gruppe gleichberechtig~en Oktaedergruppen ersetz~. 

Es ist abet nicht m6gZich eine mit der Collineationsgruppe G36 o 
holoedrisch isomorphe Gru~e yon 360 terniiren homogenen Substitutionen 
herzustellen. Dies folgt schon daraus, dass nach Herrn C. J o r d a n  
die entsprechende MSgliehkeit schon ftlr die Untergruppe G36 , welche 
die Colhneationsgrappe der harmonischen C 3 bildet, nieht besteht. 
Auch finder man, dass es bei tier obigen Aufsuchung der Axen tier 
Oktaedergruppen nicht m5glich ist, das System so zu schliessen, dass 
man ftir die Axen einer Oktaedergruppe blos eine Ausdracksweise 
(abgesehen yon den Zeichenweehseln) erh~tlt; es kommt n~rnlich die 
Multiplication mit den dritten Einheitswurzeln hinzu. 

Die G36 o ist aber mi~ einer homogenen Gl0s0 meriedriseh isomorph; 
der I d e n ~ t  innerhalb der Ga6 o entsprieht eine ausgezeichnete Ga, 
welche dutch die Operation 

2~zi 

x ' = j x ,  y ' = j y ,  ~'--~-j~ ( j ~ - e  ~ - )  

erzeagt wird. 
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Jetz$ wollen wit die Mittet liefera, am die verschiedenen Oktaeder- 
gruppen und mithin die ganze Ga~o herzustellen. Zu dem Zwecke 
brauchen wir nur diejenigen Ausdriicke anzugeben, welche gleich Null 
gesetzt, die Axendreiecke der beziiglichen Gruppen defiairen. Es ist 
nattirlich nicht nSthig, die bei der homogenen Subsfit~tionsgruppe auf- 
trebnde Multiplication dieser Ausdriicke mit j ,  bez. j~ besonders 
hinzuzuschreiben. 

(1, 2)~: x, y, Z, 

0 ,  2h :  ~ - ~  (x + y), ~, 4 

(3, 4 h :  V ~ - ~ ( ~ + _ _ _ x ) ,  y', 4 

(5, 6)~: V~ - i V~ @"l-_~), x,  

(3, 4),: ~ ~ +_ ~ (~ + y) , 

(5, 6),: F'gA-i//3 1 (X - - y ) ,  ~'5--i~/3 ~-4-~ ~ (x+y ) ,  

(3, 5)t: l~ +iV~ y -4- ~ (z .-k x), ~-~1~4 (~ - ~), 

(4, 6), : //5 A-a i//~ Y ._~ ~i (z --- x), /t$ _~ i//~ (z --~ x), 

(3, 6)1: Y~+iV~x_~. i I/g--il/~ - -  .~ (y + ~), ~ (y - ~), 

(4, 5),: Yg-4-i//3x._t - I y~- i ] / a  

z Vg - ~ 1/~ (x-4- y) 4- - -  (3, 5h:  ~ + s - -  
1 - i P ~  (x - -  y) ,  

8 

u .--g(x-[-y), 

(4, 6)~ : 

V~ + i }~ ----~----- z + ~1 (x + y ) ,  

(3, 6h : 
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(4, 5)=: ~ - ~  ( z - - v )  + * - i V g  ( x + y )  
8 - -  8 ' 

I / ~  z + a ~ I/~ 7 (x - -  y), 

(1, 5):~: s ( , + x ) _ _ +  ~ 

4 Y - - ~ 7  

(2, 6)~: 
~ - ~ / / ~  ~ - ~ Y / ~  ( z -  x),  

s (z +~) +-- s 

~ ~ +{ (z+x), 

(2, 5L. : 
+ ~- 4/~ ~ - i Vi-g 

s ( z - x ) •  s ( ~ + x ) ,  

1 y - - ~ ( z - - x ) ,  

(1, 6h:  

(1, 3L:  

- - -  s (z + x), 

V ~ + i ~  1 y + ~(z - -  x). 

x - - ~ ( y + ~ ) ,  

(9., 4)2 : ~ - 4/~ (y (y - z), s + z) - F  ' - i V ~  
"2 ~ 8 

/ / g + i ~  x 1 

(1, 4),,: ~. + s - -  s (y + z ) ,  

1~ + ~  ! 
x - - ~ ( y  - -  z ) ,  

(2, 3)~ : l / ~ s ~ r ~ ( y _  z) __+ s (Y+ 

~t ~ (y - -  z), 

(1, 5)t: 

+ . r ) Y ,  

1 +//'g x +a2av ' 
4 
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(2, 6), : ~, .~ u Y, 

: I " ~ Y - S j x + ~ j ~ ' y .  

(2, 5), : 

(1, 6), :  

+ 

~ Y, : j ~ +  . . . .  fly 

(1, 3)1: 

z 1 --//g.~ l__~_jy,  
:, + - - V - j - x  + 

(2, 4),: 
E- 

ze l+Ygjx.~ 1-~l/Oj~y, 

(2, 3)1 : '"~YS)~z l--Y5 .iJ 1--24Y-gjz ,i'x 1+I/5 
4 ~ :~ ' - 2 4 Y~ 

(1, 4) , :  

2 1--Y5~ j2 x ' -  ~ j y .  

Hier ist jede Ok~aedergruppe nach den beiden Ikosaedergruppen 
bezeiehnet, denen ihre ausgezeichnete Tetraedergruppe a~geh5rt. Dabei 
stand es natiir]ich yon vornherein VS1]ig frei, uater den Ikosaeder- 
gruppen jedes Systems die Reihenfolge 1, 2 , . . .  6 in beliebiger Weise 
zu vertheilen. Ausserdem haben wit noch ve~schiedene einfache Hiilfs- 
mittel angewandt, um die den einzelnen Oktaedergruppen zugehSrigen 
Bezeichnungen (i, k), wo i < k ~ 6~ zu ermi~teln. 

Es were nun nicht schwer sowohl die Ikosaedergruppen als auch 
andere Untergruppen innerhalb der Ga6 o aufzustellen. Wit verweilen 
aber hierbei nicht welter. Hier wollen wit nur noeh durcb das folgende 
Schema den Zusammenhang der verschiedenen Oktaedergruppen mit 

Mathema~i~che An~alem X.LVII. 35 
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einander veranschaulichen. Je 2 Gruppen, welehe durch einen Strich 
verbunden sind, haben eine diedrische G s gemeim 

1 t 1 I 
(2,% O,s)~ (a,s),_ ('~,s) z 

I J t I 

(2,~'), '~'1,5,~ / ),3).t (1,4)~ 
(1,6), (a14~ 

t (~.% (z,3) 2 / (z,4)~. 
,.L / 

w  

Die in der G~ o enthaltenen Untergrul~pen G~6. 

Innerhatb der Gruppe der geraden Vertauschungen yon 6 Dingea 
befinden sich 10 Untergrul~pen yon der Ordnung 18. Als Beispiel 
einer solchen nehmen wir diejenige, bei welcher (1, 2, 3) und (4, 5, 6) 
als zwei geschlossene Systeme yon 3 Dingen permutirt werdem Diese 
Gj s hat dieselbe Structur wie die Co~lineationsgruppe der allgemeinen C~. 
Betrach~en wir nun die umfassendere Untergruppe, bei welcher jene 
Systeme (I ,  2, 3) und (4, 5, 6) auch mit einander vertauscht werden, 
so erh.~lt man 10G36 ~ welche sich mit der Collineationsgruppe der 
harmonischen C 3 holoedrisch isomorph erweisen. Bei letzterer Gruppe 
werden nllm].ich die vier Wendepunktsdreieclre zu je zweien mit einander 
vertauscht, und in den Ecken zweier solcher Dreiecke erh~itt man 
6 Dinge, welche Vertauschungen der erw~hnten Art erleiden. 

Wit wollen jetz~ die C 6 mit 360 Collineationen in sich als 
Covariante der harmonischen Q darstellen. Die Gleichung der C~ sei 

O)  ~.~ = 3 z"- y -}- 3 x y~ -i- "x ~ = o. 
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wir bilden so die Gleiehung der Hesse'sehen Curve*) 

x~ y~ 

(2) / ~ =  v, ~, 

Die Invariante 6. Grades 
4. Grades hue man 

(3) 

543 

S ~ - I .  

Ferner giebt es eine unabh~ngdge Covariante 6. Ordnung, welehe nieht 
durch t7'~ und /Z.~ zusammengesetz~ werden kann. Als solche wlihlen 
wit die dutch die Differentialquotienten yon H.a ger~nderte Hesse'sche 
Determinante. Wir schreihen also 

i x , y , 0 , 2 x y ~ 2 ,  

t y , x , z , x ' ~ - - 3 Y  ~I 

i ' (4) 0 ~ =  0 , z , y , - - ~ x  l 

1 2 x y ~ z  ~, x ~ - 3 y  ~, - - 2 z x ,  0 I 

_~ __ : + 9z~ x y  + z ' ( S x ~ 3 O x " y  ~ - - 6 y  ~) -[- xy(x~--6:~Zy~- + 21y~). 

Unter den Covarianten 6. Ordnung in den Veriinderlichen hat man 
nun einen Biischel 

(5) o~ + zsP~H~ 
yore 8. Grade in den Coefficienten. Man sell den Parameter ~t so be- 
stimmen, class man fiir die Form mit 360 Co!lineationen in sieh 

erhi~lt. Zu dem Ende bemerken wit gleich, dass die Eckpunkte des 
Coordinatendreiecks Fixpunk~e bei r cyk!ischen G~ ianerhalh tier 
G3~ sind. Bei der Gleichung (8) des vorigen Paragraphen bleiben 
auch die Eckpunk~e fes~ bei einer cyklischen G,. Man hat somit das 
linke Glied dieser Gleichung mit der oben gesehriebenen Form (5) zu 
identificiren. Nun hat ma~ 

- -  ( 0 6 +  ~ S F 3 H ~ )  -~ : + (3~--9)zCxy -{- 3 0 : x 2 ~  ~ --]- ( 6 - -  2 ;~)x~y ~ 

+ : [x~(z - s) + v~(3z +6)J 
- -  x y [ ~ * ( t + z )  + v~(~21-3z)~. 

Diese Form soll vermitLels~ einer Substitution 

in die ]~orm 

+ 3 o ~ ' ~  - 1 5 o ~  ~- + Joo~,? + 151/]3 (~:+2~) (~*--~*) 

*) Was die Normirung tier. folgendes Ausdriicke aubetrii~, vergleiche man 
Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie de~" hSheren ebenen Curven 3 2. Aufl., S. 243. 

0 

= - -  : x  W x2Y - -  Y~ = O. 

Y 

T verschwindet, und fiir die Invariante 
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fibergehen. Man erhlilt daher unmittelbar die Bedingung 
(~--8)  (21--3X) - -  (3•-{-6) ( I + X ) =  0, 

w o r a u 8  

(6) X ~ -  3 -}- 2i ~/5. 

Ffir ~ und iS ergiebt sich dann 

unter der hinzutretenden Bedingung, dass 

i 

Damit sind aber auch alle erforderlichen Bedingungen erfiillt. 
Die Gleichung 

(7) O~ + ( 3 ~ 2 i V 5 )  SPa ~ = 0 

definirt demnach zwei covariante Gebilde der harmonischen C 3 mit 360 
Collineationen in sich. Dieselben sind nach tier Terminologie des 
Hrn. K le in  symmetrisch, ob zwar aus der C a zun~ichst unter imaginiirer 
Form hergeleitet. 

Dass wir in (6) zwei 2-Werthe gefunden haben, kSnnte uns leicht 
zur hnsieht veranlassen, es existiren innerhalb der G~f~ 2 Systeme 
gleichberechtigter Ga6. Dem is~ aber nich~ so, wie dutch die folgende 
Ueberlegung auseinandergesetzt wird. lea und H~ sind Hesse'sehe 
Covarianten zu einander. Nun kann man natiirlieh, statt yon ~s,  auch 
yon K s ausgehen. Dann kommen wir zun~ichst zur Hesse'schen Co- 
variante ~'a und darauf zu einer Covariante 6. Ordnung 06", welche 
eine andere als O~ ist. Man muss erslchtlich auch yon diesem Aus- 
gangspunkte die 2 ~-Werthe (6) erhaltem Man finde~ aber~ dass die 
X-Werthe, welche derselben Curve (7) ~ugetheiit sind, verschieden sind, 
jenachdem man yon le a oder B~ ausgeht. 

Von diesem Resultate sei noeh die folgende Anwendung gegeben. 
Die harmonisehe C s hat in Bezug auf zwei Wendepunktsdreieeke, welche 
bei ihrer Ga6 vertauscht werden~ dieselbe Gleichung wie ihre Hesse'sche 
Curve in Bezug auf die zwei anderen Wendepunktsdreiecke. Daraus 
folgt aber nach dem obigen Satz~ dass, wenn die C 6 mit 360 Collinea- 
tionen in sich auf ein solehes Dreieck bezogen wird~ ihre Gleichung 
fiir die zwei ersteren and die zwei letzteren verschieden ausiiillt. Ntm 
giebt es innerhalb der Ga6 ffir jedes der vier Dreiecke eine G a, bei 
welcher ihre Eckpunkte fest bleiben. Was soeben entwickelt wurde~ 
bedeutet offenbar fiir diese Ga, dass dieselben aueh in der umfassen- 
deren Gruppe Ga60 nicht alle gleiehberechtigt sin& Hiermit haben 
wir best~tig~, dass es innerhalb der G~o 2 Systeme Ga giebt, wdche 
nicht mit einander gleichberechtigt s i~ .  
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w  

Dis Jn dor Gs6 o auftrotenden Ikosaodergruppon odor zelmfaeh 
BrianChon'schen Sechse~ke. 

Bei der tern~.ren Ikosaedergruppe bleibt, bekanntlich ein Kegel- 
schnitt invariant*). Da es keine hShere endliche lineare Gruppe giebt, 
weIche die Ikosaedergruppe als Uatergruppe enth~lt, so muss jener 
Keg'elsehni~, falls die Ikosaedergruppe als Untergruppe einer ebenen 
Collineationsgruppe G~ o auftritt, mit ffinf anderen vertauschbar seim 
Diese 5 C~ schneiden den ersterw~hnten Kegelschnitt in 20 PmJkten, 
welche eine bei der ikosaedergruppe invariante Schaar bilden sollen. 
u solcber Art giebt es aber nut eine einzige Sehaar~ we]ehe (in iiber- 
tragenem Sinne) die Ecken des Pentagon-Dodekaeders darstellt. Den 5 
Kegelsehni~ten muss ersichtlich auch ein System yon 5 (und nut 5) gleich- 
berechtigten Un~ergruppen innerhalb der Ikosaedergr~ppe zuge0rdnet sein. 
Die einzigen diesbeziiglichen Systeme sind aber bekanntlieh 5 Teh'aeder- 
gruppen oder die in diesen enthaltenen 5 ausgezeichneten Vierer- 
gruppen. Jene Tetraedergruppen sind nun tier Art 7 dass die Ecken 
der zugehSrigen Wiirfel paarweise in den 20 Ecken des Pentagon- 
Dodekaeders zusammenfallen**). Die 8 zu einer Tetraedergruppe ge- 
gehSrigen Wtirfelecken zerlegen sieh nun in die Ecken zweier Tetraeder, 
und man finder die 20 Ecken des Peatagon-Dodekaeders auf 2 Weisen 
in die Ecken yon 5 Te~r~edern ~erlegt. Die Sehnittpunkte der 5 ob~n 
besproehenen C., mit dem Fundamentalkegelschnitte kann man also 
auch auf 2 Weisen wi~hlen. Da wir die Existenz der Gz6 o schon friiher 
kennen, kSnnen wit jetzt die Folgerung ziehen, dass jede ebe~e 
Ikosaedergruppe als Untergruppe in 2 Collineationsgruppen G.~6 o ent- 
halten ist. Nun ist bekanntlieh die Ikosaedergruppe mit der Gruppe 
der geraden Vertauschunge~ yon 5 Dingen ho]oedrisch isomorph. Als 
diese 5 Dinge kSnnen wir ersiehtlich die 5 erw-~huten Kegelschnitte 
betraehten. Da abet diese 5 Kegelsehnitte in der G3~ o mit dem Funda- 
mentalkegelsehnitte vertauschbar sind, erhalten wir bei dieser Gruppe 
6 gleiehberechtigte C~, and bei der Ga~ 0 erleiden offenbar diese Kegel- 
sehnilte alle mSglichen geraden Vertausehungen. 1)& G36 o ist also 
m it der GrUl~e der geraden Vertauschungen yon 6 Dingen holoedriseh 
isomorl~h. 

Wir bezeiehnen weiterhin jene U~ als ei,a System yon 6 gleich- 
berechtigten lkosaederkegelschnitten. Die gel~enseitigen Verh~itnisse 
dieser C~ zu einander sind in vieler Hinsieht sehr merkwiirdig. Je 

*) Bezfiglich der ~rn~ren Ikos~edergrupp~ verweisen wlr auf Klein, Vor- 
lesungen r das 17~saedev II: ~ und C[ebsch-IAndemann, VqrZesungen iiber 
Geometrie II: 1, S. 578. 

*~) Man sehe Klein a. a. 0., S. 19. 
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zwei yon ihnen sehneiden einander in 4 Punkten, welche auf beiden 
die Versehwindungspunkte ether Tetraederform, mithin mit ~quian- 
harmonisehem DoppelverhEltalisse: liefern. Dies besagt in der Sprache 
der Invariantentheorie~ dass die simultanen Inva~ianten f '~  tides t)aar 
der 6 Ikosaederkegelschnitge verschwinden*). Diese Eigenschaft reicht 
in tier That bin, um das ganze System projectivisch zu definiren. 

Betrachten wit zwei Ikosaederkegelschnitte~ etwa 1 und 2~ so haben 
wir erw~hnt, dass jeder in sich bet ether Tetraedergruppe iibergeh~, 
welche den beiden Ikosaedergruppen 1 and 2 gemein ist. Yertauschen 
wir noch 1 und 2~ so kommen wir zu ether jene Tetraedergruppe 
entbaltenden OktaedergruTpe , welche wir aus sofor$ verstEndlichem 
Grunde schon im 2. Paragraphen mit (1, 2) bezeichnet haben. Beziehen 
wir nun die Oktaedergruppe auf ein ausgezeichnetes Coordinatendreieck, 
so erhalfen wir dieselbe durch die Combination der Zeichenwechset 
und Vertausehungen der Coordinaten; bei der Tetraederuntergruppe 
tritt die Beschri~nkung hinzu, dass die Coordinatenaxen nut cykliseh 
vertauscht werden. Wir erhalten folglieh bei der Oktaedergruppe einen 
invarianten Kegelsehnitt 

x2 + y2 + ~2 = O; 

bet der Te~raedergruppe aber existlren noch deren zwei: 
x ~.+jy2+j2z2__=O, x 2 + j 2 y 2 + j z  ~_~0~ 

welche bei der Oktaedergruppe vertauscht werden. Nur diese 3 Kegel- 
sohnitte kSnnen bei der Tetraedergruppe in sich iibergehen. Diese 
Gruppe enthiilt ja 4 G~, bei deren jeder 3 Punkte der Ebene lest 
bleiben. Ein Kegelschnitt muss aber bei jeder Collineation in sieh 2 
feste Punkte besitzen. Jene 12 Fixpunkte bei den Ga zerlegen sieh 
in 3 bei der Tetraedergruppe sich geschlossen permutirende Systeme yon 
je 4. Die 3 invarianten Kegelschnitte gehen durch je 2 yon diesen 
Systemen. Man kann so yon der Tetraedergruppe zu 3 Oktaedergruppen 
hinaufsteigen, bei denen je ein System yon 4 Punkten geschIossen 
bleibt, die beiden anderen aber sich ver~auschen lassen. In dem oben 
erwiilmten Falle enth~ilt der Ikosaederk6gelschnitt 1 acht yon jenen 
Fixpunkten, welche wit als Dodekaederecken bezeichneten; der 
Ikosaederkegelschnitt 2 geht durch 4 yon diesen und noch 4 andere, 
die Pole der Verbindungsgeraden zu derselben Ga gehSriger Dodekaeder- 
edl~en in Bezug auf 1. Dureh letztere Punkte und die 4 anderen 
Dodekaedereeken geht der Oktaederkegelschnitt (1, 2). Man ersieht 
hieraus, dass, wenn die Ikosaedergruppe 1 gegeben ist, man aufvSllig 
bestimmte Weise die Ikosaederkegelschni~te 2 , . . . ,  6 und die Oktaeder- 
kegelschnir (1, 2 ) , . . . ,  (1~ 6)herleite~, dass abet diese Systeme nichi 

*) Man sehe Salmon-Fiedler, A~at~isehe Geometrie der Kegetschnitte, 5. Aufl. 
S. 668. 
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wesen~lich versch~eden sind. Vielmehr tiefe,~ be~ der anderen G36~, 
welche die Ikosaedergruppe ] entMilt, (1, 2 ) , . . . ,  (1, 6) Ikosaederkege~- 
schnitte und 2 , . . . ,  60ktaederkegelschnitte. 

Haben wir somit gefunden, dass jeder Ikosaederkegelschnitt zu 
50ktaederkegelschnitten des zugehSrigen Systems die Be~iehung hat, 
dass die simultanen Invarianten verschwinden, so trit~ hierzu der nicht 
minder merkwiirdige Satz, dass der Ikosaederkegelschnitt yon den 10 
anderen Oktaederkegelsehnitte~ doppelt beriih~'t wird. In der That wird 
jener Kegelschnitt, yon diesen in 40 Punkten gesehnitten, u n d e s  giebt 
auf jenem kein anderes bei d er Ikosaedergruppe invariantes System 
yon 40 Punkten a]s die Dodekaedereeken, doppelt geziihlt. Die be- 
sproehene Thatsache erl~utern wir am besten dureh das folgende 
Beispiel. Die Ikosaedergruppe t u n d  die 0ktaedergruppe (2, 3) haben 
mit einander eine cyklische G.~ gemein, bei ~ve]cher die Kegelschnitte 
1, 2, 3 f'est bleibeu~ und die Kegelschni~te 4, 5, 6 cykliseh vertausc,ht 
werden. Bei dieser G 3 bleibea also die Kegelschnitte 1 , 2 ,  3, (1, 2), 
(1, 3), (2, 3) invariant. Jeder yon diesen muss dutch 2 yon den 3 
Fixpunkten bei der Ga gehen, wobei die Tangenten den 3. Fixpu~kt 
enthalten. Je 2 yon den 6 Kegelschnitten sollen also einatlder doppelt 
beriihren. Die eiuzige mSgliehe Zuordnung in dieser Bi~sich~ is~: 
1, (2, 3); 2, (1, 3) und 3, (1, 2), was auch da~aus ersichtlich wird, dass 
z. B. die Gruppen 1 und (2, 3) noch 30pera t ionea  van der Periode 2 
gemein haben~ bei welchen die Kegelschnitte 2 und 3 and auch die 
be/den gemeinsamen Fixpunkte bei der G~ permutirt werden. 

In den bisherigen ErSrterungen spielen die 60 Schnittpunkte der 
Ikosaederkegelschnitte 1 , . . . ~  6 eine ausgezeichnete B, olle. Dieselben 
erhalien wit als Fi~punkte derjenigen cyktischea Ga, bei denen 3 Kegel- 
schnitte fest bleihen, und die 3 aaderen sieh cyklisch vertausehen. 
Nun giebt es in der G~uppe der geraden Vertauschungen yon 6 Dingen 
auch ein anderes System ~on 20 G3; bei diesen permuti~en sigh die 
die 6 Dinge cyk]isch zu je drei, und keine bleiben fest. Letzteres 
G~-System steht aber in genau derselben Beziehung zu dem anderen 
System yon Ikosaedergruppen und Oktaedergrulapen , welches in der 
G~ 0 enthalten is~. 

Zwei lkosaederl~egelschnitte, welche verschiedenen Systemen angeh6ren, 
beriihren einander doppelt. Die einzigen Systeme yon 6 gleichberechtigten 
Untergruppen innerhalb einer Ikosaederg~uppe hat man n~mlich in 6 
G~ oder in 6 diedrischen G10; diese miissen also in der Ga~ o den 6 
Ikosaedergrupl)en des ~nderen Systems zugeordnet sein. Das einzige 
System yon 4 invariauten Punkten bei einer soichen G~ oder G,~ 
erh~lt man in den doppelt gez~hlten Fixpunkten bei der Ga, welche 
wit (nach r'~umlichem Analogon) Ikosaedereeken nennen. Daraus ergiebt 
sieh unmittelbar der obige Satz, welchen wit dahin pr~cisiren kSnnen, 
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dass ein 1-kosaederkegelschnitt yon den 6 Tkosaederkegelschnitten des 
anderen Systems in je 2 zu dersdben G~ gehSrigen Ikosaederecken 
beriihrt wird. 

Ein leichtes Mi~tel, um die vorhergehenden Resultate zu best~tigen 
und neue abzuleiten, gewiihrt uns der 2. Paragraph. Wit haben n~m- 
lich dort die Ausdriicke X ,  Y, Z,  welche, gleich Null gesetzt, die 
Axendreiecke der versehiedenen Oktaedergruppen definiren, zusammen- 
gestellt. Die zugehSrigen Oktaederkegelschnitte werden nun durch die 
Gleiehungen 

X 2 q-  Y~ § Z 2 ~ 0 

bestimmt, und die Ikosaederkegelschaitte dutch 

X ~ + j Y 2 ~ j 2 Z 2 ~ O ,  X 2 . - } - j : : Y 2 ~ j Z ~ = O ,  

wobei aber ieder Ikosaederkegelschnitt 6 Mal erhalten wird. Da wir 
also die Gleichungen der Kegelschnitte kennen, kSnnen wir folglich 
leich~ ihre Beziehungen zu einander analytisch studiren. 

Bei der terniiren Ikosaedergruppe sind die invarianten Gebilde 
niedrigster Ordnung der Fundamentalkegelschaitt 

(1) A ---- xy  + ~ = 0 

und die Bring'sche Curve*) 

(2) B ~- x3y a ~ z(x~Jf-y 5) - -  2z2x2y ~ q- 8z4xy  ~ O, 

wobei die Ecken des Coordinatendreiecks Fixpunkte bei einer cyklisehen 
G 5 liefern. Start (2) w~ihlen wir das aus 6 Geraden (Verbindung|iniea 
je zweier Ikosaederecken) bestehende Gebilde 

(3) A 3 -  B = 131 ~= z(xS-{-y~§ 5 z x 2 y : - - S z 3 x y §  ~ O. 

Wir fragen nun nach einem Gebilde 

(4) A 3 -k  ZB~ - ~  0 ,  

welches 360 Collineationen in sich gestattet. Zu dem Ende bemerken 
wir, dass es in der Tha~ 2 Gebilde dieser Art geben muss~ well, wie 
oben hervorgehoben wurde, man yon der Ikosaedergruppe zu 2 Grulopen 
Ga~ o aufsteigea kann. Well abet in der Ga6 0 alle G 5 mit einander 
gleichberechtigt sind, miissen jene 2 Gebilde mit Beibehaltung des 
Coordinatendreiecks in einander iibergeffihrt werden kSnnen. Wir 
sollen also Jl~ und 2 2 so bestimmen, dass die Form 

~ y a  _1_ ~llz(xa_~_y~ ) _~_ (3_[_5~1) z~x~.y2 _{_ (3__511) z4xy _{_ (] +~,l)Z6 
durch eine Substitution 

in die Form 

*) Vgl. Klein a. a. 0., S. 217. 
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fibergeffihr~ wird. Se~zen wir 

s 

so ergeben sich unmittelbar die Gleichungen: 

(3-+-5~2)~ = 3 -4- 5~ , ,  

( 5 )  ( 3 - -  5 ~ )  ~ = 3 - -  5 ~, ,  

Die LSsungen dieses Systems geben wit hier: 

8 

(6) ~: -~  - 9 -T s i V~g 
20 

20 

Alle tibrigen Bedingungen finden wit effiitlt, wenn 

~  7 
weil eben 

Haben wir nun in (4) ~t ~- ~1 oder ~2, so kSnnen wir diese Gleichung 
durch die Substitution 

(7) Z' ~ lO---~t~ bez. l o ~ z  
9 9 

auf eine Gestalt mit lauter reelten 0oefficiente~ bringen. Wit ersetzen 
zun~ehst z' dutch z and erhalten hiernach die folgende NormaZgleichung 
der C 6 mit 360 Collineationen b~ sich 

(8) lOx~y 3 -{- 9z(x'%~-y 5) - -  45zCx~-y ~" - -  135z*xy + 2 7 ~  ~- O. 

Betrachten wir nun die Gleichung (8), so ist es zuni~chst unbestimmt~ 
dutch welche der Substitutionen (7) man dieselbe erhalt,en babe. Gehen 
wir zu den inversen Substitutionen zurtick, so erh~lt, man 2 Funda- 
mentalkegelschnitte (1) 

lO0~2xy-~  8 1 Z ~  0 (Z~---Z,, ~t2) 
oder naeh Einfiihrung der dutch (6) gegebenea /t.-Werthe 

(9) 6 ~  - (~ _++ iV~-O :~y = o .  

filer haben wir 2 Ikosaederkegelsehnitte, welche innerhulb der Gsr 
nicht gleichberechtigt sin& Die zugehSrigen Ikosaedergruppen kSnnen 
wir (nach den zu Anfang dieses Paragraphen citirten Abhandlungen) 
direct ~ufsehreibea, und soda~m dutch Combination derselben die 
ganze G~e o. 
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Wit  wiinschen nun die obige Gleichung (8) auf die Form (8) des 
2. Paragraphen zu reduciren. Zu dem Ende bemerken wit, dass die 
Gerade x -- y ~ 0 eine Symmetrieaxe und der lOunkt x + y ~ z = 0 
das zugehSrige Centrum fiir die Curve (8) ]iefern. Wir benutzen des- 
halb zuerst die Substitutionen: 

2 x ' - ~ x + y ,  2 y ' ~ x - - y ,  z ' ~ ,  

und erhalten darnach die Gleiehung 

(10) (2x'~-.-{-6x'a'--3~ "2) ( 5 x ' 4 - - 6 x ' a z - ~ 3 x ' : z ' ~ - -  l S x ' z ' 3 - - 9 ~  "4) 

y'~(-- 30x' ~q- 180s 135z'4) 

-{- y'4(30x'~-~ 9 0 x ' z ' - - 4 5 z  "~) ~ 10y '6 ~ 0. 

Wir haben nun als neue Coordinatenecken auf y' ~ 0 die Pankte 
2x'2--f - 6 x ' z ' ~  3z  '2 --~ - 0 zu wiihlen. Sodann bringt man die Glei- 
chang der Curve auf die gewiinschte Form (abgesehen yon einem 
numerischen Factor) dutch die Substitutionen: 

O " ~' 

wobei die Bedingungen: 

( 1 ~ )  , g 4 =  4=-[" ~/~i5 ~4  = 4 - -  V'i'-5 g ~  = 1 
1600 ' 1600 ~ 40 

gelten. Damit ist dann die Identit'~t der auf vSllig unabhgngige Weisen 
abgeleiteten Gleichungen der C6 mi~ 360 Collinea~ionen in sich best~tigt. 

w  

Weitero Eigenschaften der zur G~6 o geh~rigon Oonfig~ration. 

Wir wollen bier die verschiedenen ausgezeiehneten Punkt- oder 
Geraden-Systeme betrachten, welche beider  Ga~ o auftreten. Im All- 
gemeiaen 10ermutiren sich 360 Punkte odor Gerade in der Ebene als 
ein geschlossenes System; solche Punkte abet, welche bei ~ Collinea- 

fionen der G3~ ~ fest bleiben, geben zu einem System yon 360 n-fach 

gez~ihlten Pu~kSen Anlass, und ein GleJehes gilt natiirlich fiir die 
Geraden. Um dergleiehen Systeme zu ermitteln, suchen wir die Be- 
schaffenheit der Fixpunkte bei den cyklischen Gruppen. 

In der Gs6 o treten 36 cyklische G~ auf; es gehSren n~mlieh deren 
6 zu jeder Ikosaedergrupp% and zwei solehe G60 desselben Systems 
haben keine G 5 gemein. Man erh~ilt dieselben dutch die cyklischen 
Vertausehungen yon 5 unter den 6 Fundamentalkegelschnitten. Bei 
diesen 36 G 5 hat man insgesammt 108 Fixpunkte, welche zwei sich 
geschlossen permutirende Systeme yon 72 bez. 36 Punkten bilden. 
Van den 3 Fixpunkten bei einer G 5 sind n~mIich 2 gleichberechtigt 
and permutiren sieh bei den symmetrischen Collinea~ionen einer 



Eine einfache Gruppe yon 360 ebenen Collineationen. 551 

diedrischen Glo. Jene 72 t)unkte bilden die Ikosaedereckert der F u ~ a -  
mentalkegelsch~itte. Dieselben sind auch nach Gl. (8) des vorigen t)ara - 
graphen Wendel~tnkte der Fundamentalen C6, wobei stets je eine Tan- 
genre in 2 Wende~vunkten beri~7~rt. Die C~ besitzt folglich 36 dopTelte 
station~re Tangenten. Man beweis~ auch leicht nach den Pliicker'sehen 
Formeln, dass eine C s ohne Punktsingularitiiten genau 72 Wende- 
punkte besitzt. 

Im geschlossenen System yon 36 punkten bleibt jeder bei einer 
diedrischen Gl0 test. Jeder Ikosaedergruppe sind 6 you diesen Punkten 
zugeordnet, welehe ein zehnfach Brianchon'sches Sechseck bilden. 
Den beiden Systemen yon je 6 lkosaedergruppe~ entspricht die merk- 
wiirdige :Eigenschaft, dass jene 36 _Punkte auf zwei Weisen b~ sechs 
zehn/'ach Brianchon'sche Sechseeke zerlegt werden k6nnen. .Dabd ist ein 
�9 'unkt fiir je zwei zu verschiedenen Systemen gehgrende Secl~seeT~e gemein. 
In i~hnlicher Weise bilden die bei den G 5 festen Geraden 2 Systeme 
yon 72 bez. 36 Geraden, welche sich gegeniiber den 360 Collineationen 
geschlossen permutiren. Das System yon 36 Linien besteht aus den 
oben erw~hneen doppelten station~ren Tangenten der Cs; dasselbe kann 
auf 2 Weisen in 6 zehnfaeh Pascat'sche Sechsseite zerlegt werden. 

Die Ga60 enthglt ferner 2 Systeme yon je 20 cyklisehen G~. Jede 
G s ist innerhalh der G~0 mit einer Gjs vertausehbar, wetehe die 
Collineations~o~'uppe einer allgemeinen ebenen C. a liefert. Man folgert 
leicht, dass die 60 f~,sten Punkte oder Geraden, welche bei den ein- 
zelnen G a jedes Systems auftreten, alle mit einaJader gleichberechtigt 
sind. Wit haben hier sonaeh 2 ~ysteme veto je 60 bei der G~6o sich 
geschlossen Termutirenden Punkten oder Ge~:aden. Jeder yon diesen 
Punkten (bez. Geraden) bleibt bei einer diedrischen G 6 test. Man 
beweist ]eicht, dass die ffaglichen Fixpunkte nieht auf der funda- 
mentalen C 6 liegen. Von denselben befinden sich n~mlich 20 (die 
Dodekaederecken) auf jedem Ikosaederkegeischniffe, und die C 6 kann 
aus diesem Kegelschnitte nur 12 Punkte (die Ikosaedereeken) aus- 
schneiden. 

Endlich hubert wir 45 Col]ineationen yon der Periode 2. Die zu- 
gehSrigen Perspectivit:~itscentren und Axen sind im 2. Paragraphen 
gegeben. Jede Ge ist Untergruppe einer cyklisehen G4, bei weteher 
ausser dem Perspeetivitiitseentrum noch 2 Punkte auf der Perspeetivi- 
tiitsaxe test bleiben. Wir haben ebenfalls i m w  2 gefunden~ dass 
letztere Punkte auf der fundamentalen Cs liegen. Die 270 Punkte der 
Cs, welehe auf den 45 Perspee~vit~i~saxen liegen, zerlegen sich also in 
zwei bei der G3s o sieh gesehlossen permutirende System< Das eine 
System besteht aus 180 .Punkten, das andere aus 90 _Punkten, welehe 
le~tere die Fixpunkte bei den eyklisehen Ga darstellen. 

Naeh Cay ley  liegen ant einer allgemeinen ebenen Curve n t~ Ord- 
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nung n ( 1 2 n -  27) Punkte, in denen ein Kegelschnitt mit der C~ 
6 consecutive Schnittpunkte haben kann*). Soleher Punkte~ welche 
man aueh sextactische _Puz~l~te nennt, giebt es also auf der C~ 270. Da 
die C~ sich zu jeder Perspectivitiitsaxe symmetrisch verh~lt, ist es leicht 
zu zeigen, dass die 270 auf diesen Axen liegenden Punkfe sextactisch sin& 

Durch die Operationen der nun aufgezilhlten cyklischen Gruppen 
zusammen mi~ der Identit~t ergiebt sieh die Gesammfzahl tier 360 
Collineationen. Wir haben in der That ffir die Perioden 2, 3, 4, 5 die 
beziigliehe Zahi der Collineationen: 45, 80, 90, 144. 

Wit haben auch das Resultat gewonnen~ dass as auf der funda- 
mentalen C 6 3 besonders ausgezeichnete Systeme yon ~ankten giebt, welche 
sich bei der Gs~ o geschlossen permutiren. ~ieselben 5estehen aus den 72 
Wendepunkten und aus 2 Systemen seztactischer t)un~te, f~ir deren Zahl 
wit soeben 90 und 180 gefu~de~ haben. Alle anderen der G3~ o gegen- 
fiber geschlossenen Punktsysteme der C 6 bestehen aus 360 getrennten 
Punkten. 

An ,Diedergruppen gieb~ es innerhalb der G~6 o 36 G1o , zwei Sys~eme 
yon je 60 G 6 und 45 G s. Dazu kommen noch als Untergruppen dieser 
G s zwei Systeme yon je 15 Vierergruppen. Um diese Zahlen aufzu- 
finden, brauchen wit nur die cyklischen ausgezeichneten Untergruppen 
der frag]ichen Diedergruppen zu betrachten. Von den 3 festen Punkten 
(~der Geraden) bei jenen cyklischen Gruppen mfissen 2 bei der Dieder- 
gruppe vertauscht werden~ der dritte abet muss fest bleiben. Wir haben 
die diedrisehen G~o auf die 36 doppetten Wendetangenten der funda- 
mens 6~ bezogen, und gleieherweise die diedrisehen G 6 auf die 120 
festen Geraden bei den G~ and die diedrischen G s auf die 45 Per- 
spectivitiitsaxen. Die Collineationen innerhalb der fraglichen Dieder- 
gruppen, welche nicht jenen cyklischen Untergruppen angehSren, sind 
yon der Periode 2, und es ist sofort geometrisch einleuchtend, dass 
ihre Perspectiviti4tseentren auf der bei der bez~iglichen Diedergruppe 
res in  Geraden liegen miissen. 

Man erh~lt nun den Satz, dass die 45 ~)erspectivitgtscentren so 
geordnet sind, dass jede Gerade, welche zwei Centren zusammenbindet, 
wenigstens ein drittes entMilt. Den Diedergruppen entsprechend haben 
wir ja 36 Gerade dutch 5 Centren, 120 dutch 3 und 45 dureh 4 
Centren. Diese miissen 

1 0 . 3 6 - ~  3 �9 120 + 6 �9 4 5 - -  4t.~5 
2 

Verbindungsgerade je  zweier Centren ]iefern. Das isi aber aueh die 
Gesammt~ahl solcher Geraden. Der dualistiseh entsprechende Satz 
gilt natiirlich fiir die Perspectivi~iitsaxen. Man erweist auch, dass 
durch jedes Perspeetivitiltscentrum 4 Gerade gehen, welche 4 andere 

�9 ) Philosophical Transactions 155 (1854)~ S. 545. 
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Centra enthalten, und gleieherweise 8 bez. 4 Gerade, welche dutch 
2 bez. 3 andere Centra gehen, oder dass jede G~ als Untergruppe 
in 4 diedrisehen G,o und 8 diedrischen G~ und (nieht ausgezeiehnet) 
in 4 Diedergruppen G s enthalten ist. 

w  

Die fundamentale Cs. Das System der Oovarianten. Sehlussbemerkungen. 

Wir haben bereits verschiedentlich eine Curve der 6. Ordnung 
gefunden, welehe bei der Gesammtheit der 360 Colliaea~ionen in sich 
iibergeht. Da diese C s keine Doppelpunkte besitzt, i st ihr Geschteeht 
p ~ 10. Damit ist freilich noch nicht bewiesen, dass bei der Gas 0 
keine Curve yon niedrigerem Geschlechte in sich iiberg'effihrt wird. 
Indessen l~sst sieh das fragliche Resal~at vermittelst yon Hrn. Ha r wi tz  
gegebener Beweismethoden ]eicht herleiten*). Wir kSnnen also den 
Satz aussprechen, dass die G-ru~e  der 360 go'aden. Vertauschungen 
yon 6 :Dingen zum Geschlechte p ~ 10 g e t ,  ft .  

Die Gleichung unserer C 8 haben wir im 4. Paragraphen durch 
(1) 2~ ~ lOx3y  3 4-. 9 z ( x ~ - y  ~) - -  45z~x2Y ~ ~ 135z4xy  ~- 27z  ~ ~ 0 

gegeben. Wollen wir diese Curve rail Pdieksicht auf die Realitiiis- 
verh~iltnisse untersuchen, so substitairen wir zun~chs~ ftir x und y die 
Ausdriicke x ~7 i y  be~. x -  i y  und erhalten die Gleiehung 

(2) 10(x2-~-y"-) ~ -]- 1 8 z x ( x ~ - -  lOx~y~-~-5y ~) - -  45z~(x~-~-y~) ~- 

- -  135Z~(x~ ~ y  ~) ~-  27 z 6 ~ O. 

Diese Curve besii,zt zwei reelle Ziige. Betrachten wir z-~-0 als die 
unendlich ferne Gerade~ so erhalten wir ein inneres fast kreisfSrmiges 
Oval and einen iiusse~'en dasselbe umsebliessenden Zug, zt~ welchem 5 
gewShnliche Doppeltangenteu und 5 in je 2 Punkten stationiir beriihrende 
Tangenten mit reellen Beriihrungspunkten gehSren. Man erschliesst 
hieraus, dass die Gleichung (2) auf 5 Weisen durch reeZle projeetivisehe 
Transformation in die Form (1) iibergeffihrl werden kann. 

Die Form ~'~ bleibt bei der gaazen Grappe der 1080 homogenen 
Substi~utionen yon der Determinante 1 schlecIdhin inva~,iant~ d. h. 
erhfil~ auch keinen hinzutxetenden numerisehen Fac~)r. Wir wissen 
ja yon vornherein, dass dieser Satz bei jeder in der Gesamm~gruppe 
enthaltenen Oktaedergruppe oder Ikosaedergrappe gilt. Weil aber die 
G~0so dureh Combination zweier soleher Gruppen erzeugt werden kann, 
muss der Satz allgeme~n wahr sein. 

Natfirlich muss nun auch jede Covariante der C~ bei der Collinea- 
tionsgruppe Gs~ o 'unver~inder~ erhalten bleiben. Eine solche Covariante 

*) ~an sehe Hurwitz~ Ueber algebraische ~doilde mit eindeutigen Transforma- 
tionen in sich. ~ath. Ann. Bd. 4,1. 
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ist ers~lich die Hesse'sche Determinant~ der Form F~, fiir welche wir 
die Bezeichnung einFdhren wollen: 

~x ~ ' O x ~ y '  ~ x ~ z  ! 

~F 3~F ~ F  l (3) 2 0 2 5 0 H ~ -  ~ x ~ y '  ~y--~ ' ~ y g z  l" 

~ x ~ z '  ~ y ~ z '  ~z  ~ [ 

Lussen wir F 6 durch (1) gegeben sein, so erhalten wit in unsge- 
rechneter Form: 
(4) H - - ~  3 8 x S y  6 q -  4 6 8 z 2 x ~ y  ~ - -  3375~4x4y ~ q- 1080z~x~y  ~ 

- -  1215zSx2y2  - -  4374z~O x y  - -  729z1~ 

-~- z ( xS  ~ y 5) [ - -  9 0 x 3 y  ~ - -  1080z2x2y2  -4:- 324z~ x y  - -  2916z ~] 

-q- ( x ~ ~  ~~ [-- 6 x y  .-{- 9z~]. 
Die Hesse'sche Carve H = 0 schneider bekanntlich auf der C~ die 72 
Wendepunkte aas. Wit haben such im vorigen Paragraphen gefunden, 
dass diese Punkte das einzige gegenfiber der G~s o invariante System 
yon 72 Punkten auf der C 0 bilden. Man hat fo]glich keine andere 
unabh~ingige Covarianh~ 12. Ordnung. Nun kennen wir ja schon in 
den beiden Systemen yon je 6 Ikosaederkegelschnitten 2 derartige 
covariante Gebilde. Diese miissen wit also durch 2 Gleichungen yon 
der Form 

(5) ~ + ~ G ~ = o 

definiren kSnnen. Um die fraglichen p-Werthe zu bes%immen, bemerken 
wit,  class dutch die Gleichung (9) des 4. Paragraphen 

ein Kegelschnitt jedes Systems gegeben ist. Damit einer yon diesen 
Kegelschnitt~n in (5) enthal~en sei, muss 

- ~-T-i / / /~  (6) ~ = a~ 

sein. Diese Bedingung ist aber aaoh hinreichend. Fiir diese/~-Werthe 
enthiilt natiirlich (5) auch die 5 anderen Kegelschnitte des beziiglichen 
Systems. 

Wir bilden uns ferner die Cowriaate: 

(7) r = 

Bx 2 ' Bx~y ~ ~xBz' 
~ F B2 F B~ ~ 

~2 F ~ F ~2 F 

~x  

~ H  
~y 

~ H  ~ 

ol 
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Der Complicirtheit halber geben wir diese Covariante nicht in aus- 
gerechneter Form. Jedenfalls iiberzeug~ man sieh leieht~ dass (!)== 0 
nicht durch den Punkt x ~ z ~ 0 geht, und (lass also q) nieht als 
eine Function yon /~ uud H ausgedriickt werden kann. Die Curve 
(P = 0 ist yon der 30. Ordnung und muss demnach die fundamentale 
C 6 in einem gegeniiber der Ga~ o invarianten System yon t80 Pnnkten 
schneiden. Von derartigen Punktsystemen kennen wir aber zwei, 
niimlich das System yon 180 sextactischen Punkten und das doppelt 
gez~hlre System yon 90 sextaetischen Punkten. Well die sex- 
taetischen Punkte auf den Perspeetivitgtsaxen belegen sind, mass 
ersichtlieh jede bei der Ga~o invariante Curve, welche auf der C a ein 
System yon sextaetischen Punkten ausschneidet~ in diesen Punkten 
entweder Doppelpunkte besitzen oder auch die Tangente dm'ch das 
bezfigliehe Perspectivitiitseentrum sehieken, es sei denn, dass die frag- 
liche Curve a11e 45 Perspectiviti~tsaxen enthiilt. Da Letzteres offenbar 
bier nicht der Fall sein kann, so ersehen wir, dass die Curve �9 - -  0 die 
C 6 im System yon 90 sextactis&en iPunkten bert&ten (oder auch dort- 
selbst Doppelpunkte besitzen) muss. 

Eine neue Covariante finden wir in der Functionaldeterminante 
yon ~, H und q): 

(s) = ~y~ ~y' ~y 

.Die Curve W ~ 0 stellt die 45 Perspec~tivitiitsaxen dar. Dies folgt ein- 
fach daraus~ dass die ZU den Cnrven des Net,zes 

a F  ~o + / ~ H  5 + 7 r  2 = 0  
gehSrigen Tangenten, deren Beriihrungspunkte auf jenen Axen liegen, 
stets dutch die zugehSrigen Perspectivit~seentren gehen. 

Wir behaupten nun, dass dutch ~, H,  (P und ~/ das vollstiindige 
System der Covarianten gegeben sei. Man kann ersichtlich die Con- 
stante ~ so bestimmen, dass die Curve 
(9) / t  ~ + Z q)'- = 0 

ein beliebiges gegenfiber der Ga60 sich geschlossen permutirendes System 
yon 360 Punkten auf der C 6 ausschneidet. Wir kSnnen nun einer 
beliebigen covarianten Curve ~ = 0 ein hggregat yon der Form 

(lO) w + = o  

zuordnen, welches dieselben Schnittpunkte mit der C~ besitzt. Darauf 
bestimmen wit die Constante 9 in der Weise, dass die Curve 



556 A. Wi~xw. Eine einfache Gruppe yon 360 ebenen Collineationen. 

(11) Q - -  ~ 2 2 ~  0 

noch einen welteren Schnittpunkt mit der C 6 erh~ilt. Well aber das 
System der Schnittpunkte schon vorher vollstEndig gegeben war, muss 
die C6 in irgend welcher Mul~iplicitiit einen Bestandtheil der Curve (11) 
bilden. Wir erhalten demnaeh 

(12) ~ ----- ~ Z  + F d ~  1 �9 
In ~hnlicher Weise kSanen wir jetzt die Form QI zerlegen. Fahren 
wir fort, so miissen wir schliesslich die Form Q durch . ~ / / ,  (P und h u 
ausgedriickt erhalten. Hiermlt ist aber auch die behauptete Votlst~ndig- 
keit des Formensystems erwiesen. 

Ffir einen gewissen Werth yon it, sagen wir it ~ itl~ berfihr~ die 
Curve (9) die C 6 im System der 180 sextactischen Punkte. Uuter 
Beibehaitung der obigen Beweismethode kSnnen wit nun ~g~ durch 
�9 ', H and (l) ausdriicken. Dabei ;st das yon /? unabh~ngige G!ied 
yon der Form; 

~, r ( H~ + ;'l r 

Zwischen den vier :Formen des vollstiindigen Systems besteht also eine 
identische l~elation, welche W ~ dutch die 3 anderen ausdriickt. 

Durch die innerhalb der G3~ o auftretenden gleichberechtigten Unter- 
gruppen yon je 6 Ikosaedergruppen, 10 G36 und je 15 0ktaedergruppen 
wird die Aufmerksamkeit auf gewisse ~Normalgleichungen yon der 6., 
10. und 15. 0rdnung hingelenkt. Well aber die Aufstellung der be- 
treffenden Gleichungen nicht ohne Schwierigkeit zu sein scheint, und 
fiberdies versehiedene interessante Frages~ellungen hinzukommen, wollen 
wir dieselbea erst in spiiteren Untersachungen behandeln. 

L u n d ,  November 1895. 


