
B. B o l z a n o ' s  Bedeutung in der Geschiehtse 
der  Infinitesim~dreehmmg. 

Yon 

O. SwoLz in Innsbruek. 

Cau chy  begrfindete die Infinitesimalrechnung wieder durch die yon 
L a g r a n g e  ver]assene Methode der Grenzen, indem er gl~ubte, class 
nut sic die erforderliche Strenge darbiete. Die Klarheit und Elegunz 
seiner Darstellung bewirkte, dass sie sich immer mehr verbreitete und 
endlich ullgemein angenommen wurde. Wenn auch erhebliehe M.~ngel 
derselben aufgedeckt wurden, so hat sieh doch bisher gezeigt, d~ss 
sie sich durch consequente Entwickelung yon C a u e h y ' s  Prineipien 
in dem Sinn% d~ss aussehliesslich ari~hmetische Betraehtungen benutzt 
werden, beheben l~ssen. 

Einige Jahre bevor C a u c h y  dnrch VerSffentlichung eines Theiles 
seiner VorIesungen fiber Infinitesimalrechnung seinen Ansiehten in weiten 
Kreisen Eingang verschaffte, hatte sehon B e r n h a r d  B o l zano  (geb. 
zu Prag 1781, gest. ebenda 1848) in einer Reihe yon Abhandlungen die 
Grundbegriffe derselben vielfaeh iibcrcinstimmend mit ibm, abet auch 
in wichtigen Punkten vollstgndiger als er entwickelL Wenn auch 
Bo lzano ' s  Darstellung gegenfiber den neueren Forschungen nicht 
immer hal~bar erscheint, so erhebt sie sieh doch an vielen Stellen zu 
einer ungew5hnlichen Klarheit m~d Sicherheit. Bo lzano ' s  Arbeiten 
geriethen bald in Vergessenheit und erst lange nach seinem Tode 
fanden seine Leistungen auf dem Gebiete der Infinitesimalrechnung 
die verdiente Wfirdigung. H. H a n k e l  erkennt ibm die Priorit~t vor 
C a u c h y  in der richtigen Auffassung der Lehre w n  den unendlichen 
Reihen zu*) und Hr. H. A. S c h w a r z  bezeiehnet ihn ~ls den Urheber 
einer yon Hrn. W e i e r s ~ r a s s  weiter entwickelten Schlussweise**)~ 
wovon in lII. die t~ede sein sol|. 

Der Zweck dieser Zeilen besteht darin, die Bolzano  im Gegen- 
satz zu C an e h y  eigenthiimlichen Definitionen und Siitze fiber die Prin- 

*) Allg. Encyklop~,tdle yon E r s e h  und G r u b e r  1. sect,. B. 90 (1871) Artikel : 
~,Grenze" w 19. 

**) B o r c h ~ r d ~  J. Bd. 7t, (187"2) p. ~21, No~e. 
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cipien der Infinitesimalreehnung tibel~iehtlieh zusammenzustellen und  
zu beleuehten, um zur Vergleiehung derselben mit den gegenw~rt ig  
yon vielen Mathematikern getheilten Ansiehten*) anzuregen. Da der  
Wortlaut  mathematiseher Defini~ionen fiber ihren Sinn nieM immer  
vollstgndigen Aufschluss gieb G so musste Serge getragea werden~ den-  
selben aus der Anwendung unzweifelhaft festzustellen. Folgende W e r k e  
B o l z a n o ' s  wurden ffir diesen Aufsatz benutzt:  

1) Beitr(ige zu einer begri~cleten ~arstellu~9 der Mathematik. 1. Licf. 
Prag, 1810 (~--Bt.) 

2) Der binomische Zehrsatz und al,~ Folgerung aus ihm der ~olyno- 
mische u~d die Reil~e,~, die zur Be~'echnu~g der Zogarithme~, u~d 3~'~x- 
2.wne~tialgrTsse'~ diencn, ge~'tauer als bisl~er erwiescn. Pr(Lq 1816 ( ~  L . )  

3) I~ein analytischer J3eweis des Lehrs.atzes, dass zwischen je zwci 
Werthen, die ein entgegengesetztes 2~esultat gewghren, u'eniglens ci;~te 
redle Wurze~ clef GIeichung liege. P,rag 18.17 ( ~  B.) 

4) Die drei .ProbIeme der J%elificalion, der Com2)laqzatio~ u~d tier 
Cubiru~g ohne Betraehlung des u~wndtieh Kleinen, oh~e die Annahmen des 
Archimedes und ohcze irgend eine nieht streng erweis~ich, e Voraussetzung 
gd, Tst, zugleich als 3)ro5c eincr ggnzlichen Uq~gestallung der ]r 
schaft allen Mathematil~ern zur Iu vorgelegl. Zeipz 0 1817" (--~ 1).) 

5) Dr. Ber~zhard BoZzaqzo' s -Paradoxier des U~endliche~ heraus- 
yegeben aus dem sehriflliehe,n "Naehlasse des Verfassers yon Dr. F t .  
.P~:il~onsky. Ze@zig 1851 (=-PrO 
Die ,Beitrr~ge", welehe fiber den Begriff und die Eintheilung der  

Mafhematik, sowie iiber die mathemafisehe Mefhode handeln~ bieten 
ftir meine Aufgabe wenig dar.**) 

Die Abhandlung fiber den binomisehen Lehrsa~z isf bereits auf die 
arithmet~isehe Me~hode gegrlindet~ die sieh bier an manehen Stel len 
strenger dargestellt finde~ als bei C a u e h y .  Aus ihr isf aber sehon 
die Grenze ersieMlieh~ bis zu weleher B o l z a n o  in der Benu tzung  
seiner Grundgedanken forfgesehrit~en ist. Sowie C a u  ehy~ blieb aueh  
ihm der dBegriff der gleichmiissigen Convergenz der Grenzwerthe yon 
_Functionen zweier unabhiinyigen Verbinderlichen unbekann&***) 

Eine bedeutende Erscheinung in der mathematisehen Li t te ra tur  

*) IClan finder sic zus~mme~gestellt in U. Dini 's  Fondmnenti per la teorie~ 
deile funzioni di variabili reali. Pisa 1878. 

**) Geschichtlich bemerkenswerth isr dass p. 147 die Addition zweicr ganzer 
Zahlen mittelst des Gese~zes der Associativith~ f'iir die Summe a q- (b-l- 1) = (a q- b)q-1 
in derselben Weise darehgeffihrt wird, wie sie Hanke] (Theorie d. eomplexen 
Zahlensysteme p. 37) nach Grassma, nn en~wickeI& 

***) Ueber diesen Begriff vgl. Dini 1. c, p. 10'2, 397. Bekannffieh wurde dic 
ungleiehm.~ssige Convergenz yon Reihen yon Hrn. Seidel  bemerkf, tIr. W e i e r -  
s'trass zeigt in seinen Vorlesungen zuersf die hervorragende Wieh~igkei~ des 
erw~ihnfen Begriffes fiir die gauze-Analysis. 
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bildet die dritte Abhandlung, .wiihrend dde vierte nieht jene WJrkung 
ausgeiibt hat, welehe der Verfasser davon erwartete. Alle genannten 
Schriftea sind dadurch ausgezeichnet~ dass sie yon einer ebenso un- 
befangenen, als scharfsinnigen Priifung der einsehlggigen Leistungen 
der glteren Litteratur ausgehen. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehe ieh zur Darlegung 
von B o l z a n o ' s  Ansichten im Einzehlen fiber. 

I. Gleiohhoit zwoior Zahlen. 

Leh l~sa t z  (L. w 27): , W e n n  in der Gleichung A + co = B + co l 
die Grbssen co, so' so klein werden kSnnen, als man nur immer will, 
w~hrend A und B unv~r~ndert bleiben: so muss genau A ~---B sein." 

Die h:~ufige Anwendung dieses Satzes, nieht der Satz selbs~, der 
nur die ariLhmetische Formulirung des Prlncipes der Exhaustions- 
me,bode und die Ausdehnung desse]ben auf die relativen Zahlen bildet, 
ist fiir B o l z a n o ' s  Darstellung charakteristisch (vgl. L. p. XVI, w 28, 
04. B. w 7). 

II. Vsr~nderli~he GrSssen. 

Eine GrSsse~ die alle mSglichen Werthe zwischen zwei gegebenen 
annehmen kann, heisst nach B. p. 49 ,,frei verhnderlieh"~ eine GrSsse~ 
die ohne alle Werthe anzunehmen doeh in der Umgebung eines jeden 
ihr zukommenden Werthes Wer~he annimmt, welche yon denselben 
beliebig wenig abweiehen, heisst ,s~eflig ver~nderlieh." (vgl. B. p. 11, 49). 
- - I m  Folgenden werden diese Mute nicht mehr tiblichen Bezeich- 
nungen meisfl gebraucht.*) 

III. Obore Gronzo einer Voriinderlichon. 

Leh r sa~z .  , ,Wean eine P, igenschaft M nicht a~lert Werthen einer 
ver&~derlichen GrSsse x, wohl abet allen, die kleiner sind als ein ge- 
wisser u, zukomm 4 so giebt es allemal eine Grgsse U, r die grgsste 
derjenigen ist, yon denen behauptet werden karts, dass alle kleineren x 
die Eigenschaft M besitzen." (B. p. 4t.) 

Ueber diesen Satz, der mi~ einem strengen und vollsfiindigen Be- 
weise versehen ist, bemerk~ B o l z a n o  mit Recht (B. p. 48): 

,Vorstehender Lehrsatz ist yon der grSssten Wich~igkeit, . . . 
Siatt seiner hatte man sich bisher nicht selten des falschen Satzes 
bedient: 

*) Eine GrSsse der ersten Arts heisst jetzt stsetig verI~nderlich; die Werthe 
elner GrSsse der zweiten Art heissen im In~ervalle (a, b) iiberall-dicht (nach 
Hrn. G. Cantor diese Annalen Bd. XV, p. 2) oder 2antachisch (nach Hrn. P. du 
Bois-Reymond 1. c. Bd. XV, p. 287) veri~heilt. 
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,, Wenn eine ~igenschaft M nicht yon allen x~ wohl aber yon allen, 
die 7~leiner als t in gcwisses sind, gilt: so giebt es jederzeit irgcnd ein 
grYsstes x~ welel~em die Eige~sehaft M zuI~ommt." 

Dies, sage ich ,  is~ zufolge des soeben 'E rwiesenen  falseh. Denn  
g ieb t  es i rgend eine GrSsse U, welehe die grSsste der jenigen ist, von 
denen gesagt  werden kann~ dass alle unter  ihr stehende x die E igen -  
schaf~ M an sieh haben*) :  so giebt es durum sicher kein grgsstes x, 
dem diese E igenscha f t  zukommt ,  wenn anders x eine entwedcr frei oder 
doch stetig ver~inderliche Gr6sse ist." . . .  

,,~an denke sich, am dies durch ein Beispiel zu erl'~u~ern, eine rechtwinklige 
Hyperbel, und nehme eine ihrer Asymptoten zur Abscissenlinie and nieht den 
Mittelpunkt. c, sondern was immer ffir einen underen Punkt a in dieser Asymptote, 
der die Entfernung I) yon e hat, zum Anfangspunkte 4er Abscissen an. Erkli~ren 
wit nun die Richtung ac ffir die positive der Abscissen und die lCichtung ab, 
welehe die reehtwinklige Ordinate des Punktes a hat, ffir die positive der Ordi- 
naten: so wird yon jeder Abseisse, die kleiner als eine gewis~e, z. B. kleiner als 
t/~D ist, die Eigensehaft geiten, dabs ihr eine positive Ordinate entsprich& Gleieh- 
wohl wird diese Eigensehaft (M] nicht yon alien positiven Abscissen gelten, 
namentlieh nicht von solchen, die grSsser uls )9 sind. Giebt es nun wohl hier 
eine grSsste Abscisse, einen grSssten Werth yon x, ~velchem die Eigenschaft M 
zukommt? Keineswegs; wohl uber giebt es ein U d. h. eine Abseisse, welche die 
grSsste unter denjenigen ist, yon denen gesagt werden kann, d~ss alle kieineren 
als sie positive Ordinaten haben, d. h. die Eigenschaft _M besitzen. Diese Abscisse 
ni~mlich ist -~ / ) . "  

Die GrSsse U heisst nach  W e i e r s t r a s s  die obere Grenze aller  
Wer the  yon x ,  denea  die Eigcnschaf t  M zukommt.  Dabe i  ist j edoch  
zu beaehten ,  dass die durch die E igenschaf t  M definirte Variabele 
hier  als frei oder doeh s~etig ver:,~nderlich angenommen  wird. Sieht  
man  davon ab,  so lautet  der Satz bekannt l ich :  ~L iegen  s~i.mmtliche 
(unbegrenz t  viele) Wer the  einer Ver~nderl ichen x under einer endlichen 
Zahl A~ so g iebt  es eine und nu t  eine endliehe Zahl U yon  der E igen-  
schaf~  dass keiner  der Wer lhe  x sie fiberschreitet~ dass aber  mindestens  
ein Werth  yon x vorhanden  ist, dessen Unterschied yon Uwenige r  betr~gt,  
als i rgend eine beliebig kleine positive Zahl e" (vergl. D i n i  1. c. p. 19). 

Auf  das Verfahren, wodurch B o ] z a n o die Existenz der GrSsse U n a c h -  
weist**)~ bezieht  sich die oben angefiihrte Bemerkung  des Hrn.  S e h w ~ r z.***) 

*) Offenbar ist dabei ungenommen" U selbst hat nicht die Eigenschaft'2/. 
**) Dieses Verfahren, welches mit dem yon D u h a m e l  (Des mgthodes dans 

les sciences de raisonnement II. p. 413) und yon D a r b o u x  (Mgm. sur ]es fonetions 
discontinues - -  Ann. de l']~]z. Normale 2. s6r. T. IV.) 'zu demselben Zwecke ge- 
brauchten ~ibereinstimmt, leistet, wenigstens im Allgemeinen, die J~e~'echnung der 
Grb'sse U nicht. Es liegt ibm keine u~eitere Voraussetzung zu Grunde, als dass 
eine jede unendliche Menge yon Zahlen zwischen gegebenen Grenzen in eine fort- 
laufende Reihe geordnet werden k~nne. 

***) Hr. S c h w a r z  hatte die Gl'ite mir dies auf die yon mir ge~usserte Ver- 
muthung mitzutheilen. 
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Die Wichtigkeit  des vorstehcnden Lehrsatzes wird schon dadurch 
dargelegt,  dass er zura Beweise des Satzes fiihrt, dass eine Function 
f ( x ) ,  welche, w~hrend x sich z. B. wachsend dera G r e n z w e r t h e  a n'Shert, 
mit x best~ndig w~chst, dabei abet unter einer endlichen Zahl bleibt, 
einen endlichen Grenzwerth ftir lirn x = a -  0 haben muss. 

IV. Convergenz yon Reihon aus reellen Gliedorn. 

Unter  den Reihen, deren Wer~h (d. h. die Gr~sse, die durch 
Summirung ihrer Glieder entsteht), soweit man sie fortsetzen mag, eine 
gewisse GrSsse hie fiberschreit~eL~ ist besonders merkwfirdig folgende 
Classe : 

lB. w 6.1 , ,Wenu man den Werth,  welchen die Summe der ersten 
~, n +  I . . . n - [ - r  Glieder e i n e r . . ,  geihe hat ,  der Ordnung nuch 
dnrch F ' x ,  F ~ + I x ,  . . . .  , F ~ + r x  bezeichne~, so stellen die GrSssen 

F ' x ,  F ~ x ,  . � 9  F '~x~  �9 � 9  ~ + " x  

nun eine ncue  Reihe v o r . . . .  Diese h a t . . ,  die besondere Eigenschaft, 
dass der Unterschied, der zwischen ihrera n t~" Gliede t , ' ~ x  urtd jedem 
spSteren ~'~+~x, es sei anch noch so weir yon jenem n t.- entfernt, 
kleiner als jede gegebene GrSsse bleibt~ wenn man erst ~ gross genug 
angenommen h a t Y . . .  

Den Sinn dieser Eigensehafl; erk]'hrfi die yon Bolzano gegebene Er0rterupg 
fiber die geometrische geihe (B. w 5, L. w 22). Yerl~ngert man die Reihe 
a + ae + ae ~ --~ . . .  -~- ae r noch ums  Glieder, so ist~ der Zuwaehs 

aer+19 c ae r + ~ t _  . ._ .+ aer+ s =  aer+ 1 l - - e *  . 
1 - - e  

Wenn nun e seinem absoluten Werthe naeh nnter t liegt, so verbleibt dieser 
Zuwachs, wenn man ers~ r hinlanglich gross genommea hat~, kleiner als jade ge- 
gebene Grgsse~ wie gross aueh s hinterher anwachsen mag. Denn er ist immer 

1 kleiner als 2 net-l-l: ( 1 -  e). Es ist aber f~r -4-e = 1-]-~ (u > 0 )+  e r < D ,  so- 

) bald man r >  ~ - - -  1 :u nimmg. 

Wenn sehon die vorstehende Auseinandersetzung iiber ,die n o t h -  

w e n d i g e  Bedingung der Convergenz unendlicher Reihen prKciser zu 
sein scheint als die beztiglichen Erkliirungen C a u c h y ' s  (C. d'Analyse 
p. 125), so zeig~ sich B o l z a n o ' s  volles Versti~ndniss dieses Gegen- 
standes dutch den folgenden Satz, welcher die hinreichende Bedingung 
tier Convergenz ausspricht~. 

lB. w 7.] , ,Wenn eine l%eihe yon GrSssen 

2 ' 1 x ,  2 ' 2 x , . . . ,  . E ' ~ x , . . . ,  F ~ + ' x  . . .  

yon tier BescMffenheit isis, dass der Un~erschied zwischen ihrera n ~~ 
Gliede / ~ x  und jedem spSteren F ~ + ' x ,  sei dieses yon jenera auch 
noch so wei~ entfernt~ kleiner als jede gegebene GrSsse verbleibt, 

17 * 
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wenn man  n gross  genug  a n g e n o m m e n  ha t :  so g ieb t  es jedesmal  s ine  
gewisse bestSndige GrSsse und zwar  nur  sine, der  s ich die Gl ieder  
dieser Reihe  immer  mehr  n~he rn  und der sie so nahe  k o m m e n  kSnnen~ 

als man n u t  will~ wenn m a n  die Reihe  wel t  genug  f o r t s e t z L " * )  
Der  a. a. O. vo rge t r agene  Beweis  z e i g t  zwar  n u r ,  dass die An-  

nahm% es sei f ~ i r / ~ ' ( x )  bei l im n ~ -~-oc ein endl icher  G re nz w e r th  X 

vorhanden ,  au f  ke inen  W i d e r s p r u c h  stSsst.  - -  Der  Beweis  ]Ssst sich 
le ieh t  f i ihren rnit Htilfe der  vo~ Hrn .  P.  d u  B o i s  R e y m o n d * * )  
e r ihndenen  U n b e s t i m m t h e i t s g r e n z e n  y o n / ~ ' x  bei  l ira n = -[- oe. Dass 
b ie r  beide endl iche  Zahlen 0 ~ U sein mfissen, e rhe l l t  soforL Es  
entsloricht  a b e t  j ede r  lOositiven Zahl  e eine Zah l  ~ ,  so dass fiir alle 

n > ~ U - - ~  < ~ ' ~  < 0 - ~ -  ~; und wenn qn i rgend  eine ganze  Zah~ 
> # beze ichne t ,  so muss es mindes t ens  zwei Z a h l e n ,  k ,  1 grSsser  als 

m geben ,  wofi i r  ~ > 0 - -  z, ~ < U + ~. Da nun zufolge  Voreous- 
se tzung angenommen  werden  kann~ dass fiir n > /~ auch sei 

so fo lgt ,  wenn  zuerst  +~ = ~, h ie rauf  k selbst  an  Stel le  yon  m gesetzt  
and  demnach  l >  k angenommen  wi rd ,  0 .... 2 e  < U - { - ~  oder  

0 ~ 0 - -  U <  3e  d . i .  O ~  U. D e r g e m e i n s a m e W e r t h  d i e s e r Z a h l e n  
is~ der Grenzwer th  lira i f ' . * * * )  

Was insbesondere die binomische Reihe, die B etz an o nur ffir reelle Werthe 
des hrgumentes und Exponenten betrachtet, betrifft, so besteht seine Leistung in 
dem strengen Beweise des Satzes, dass das Product zweier binomischen t~eihen 
zu den Exponenten p,  g die binomische l~eihe zum Exponenten /o-~-ff sei (L. 
w 38-42) . t )  - -  Die Behauptung (L. w 46), dross die binomisehe lZeihe ffir einen 

rationalen Exponenten ~ sich beim Grenzfibergange lira __n = i,  worin i sine 
m m 

irrationals Zahl bedeutet, die binomische Reihe zum Exponenten i zum Grenz- 

*) H a n k e l ,  der B o l z a n o ' s  ~fters anerkennend gedenkt, gl~ubt (1. c. w 4--8) 
vorstehenden Satz zuers~ aufgestellt zu haben. Offenbar war ibm die Abhandlung 
B. nieht zug~nglich.-- Sein Beweis des Satzes scheint mir indess auch nich~ haltbar. 
Er will zeigen, dass unter Voraussetzung der Relation, es gehiire zu jedem e ~ 0  
sine positive Zahl s yon der Art, dass f(ir 0 ~ e  l f (a - -~) - - f (a . -~) l~a  , die 
Annahme unmiiglich sei, dass ffir f(~) bei lira x=a--~O kein Grenzwer~h vorhan- 
den sei. Dann kiinnte a~lerdings, was immer die Constante A sein mag, zu dem 
beliebigen ~ keine Zahl z gehiiren, sodass filL. 8 ~ s stets ] f ( a + ~) - -A l~a  w~re. 
Aber wenn er dann f(a~-~)=A setzt, so liisst er ausser Aeht, dass f ( a + e ) e b e n  
keine Constante ist, sondern dutch s yon a abh'~ngt. 

**) Neue Lehrsittze fiber die Summe unendlicher Reihen. A~t~itts2ro- 
gramm etc. p. 3. 

***) Einen anderen Beweis des in Rede stehenden Satzes giebt Hr. D in i  
1. e. 1). 27. 

~-) Ueber die Li~eratur dieses Satzes vgl. L a c r o i x  Compldment des dldmens 
d'Alg~bre IV. ddi~ion 1817 p. 163. 
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wer6he habc, erfordert noch den ftbrigens leicht zu erbringenden lqachweis, dass 
die binomische l~eihe, in welcher das Argument einen constanfen absolu~ genom- 
men unter 1 liegenden Werth erh~lt, bezitglich aIler ~wischen zwei ra~ionalen 
(]renzen ~, v gelep, enen Wcrthe des Zxponenten gleichm:,'~ssig convergire. 

V. Stetige Functionen.  

(B. p. ] [ . )  . N a c h  einer  richtigen E r k l ~ i r u n u . .  versteht mal~ 

under der Redensa r t ,  da~s eine Pu.nction fx  fiir allc Wcrthe vot~ x, 
die inner-  odor ausserhalb gcwi~'ser Grenzen liegen, nach dcm Gesetze 
der Stetigkeit sich iindre, nut" so viol, dass, wcnn x irgcnd cin sotcher 
Wor th  ist,  dcr Unterschicd f ( x  + co) - -  f x  kleincr als jede gegebcne 
Gr6sse gemacht werden k6nne, wenn man co so klein,  als man nur  
immer  will,  annehmcn kan~t . . . .  "*) 

Um den S inn  dieser Erkl~rung fes~zus~ellen, be~raehte man  den 

Beweis  des S a t z e s  (B. p. 56):  

, J ede  Func t i on  yon der Form a --~ b x "  --~ cx" --~ . �9 �9 + px" ,  in  
welcher  m ,  n . . .  r ganze positive Exponen ten  beze ichnen ,  ist ffir 

alle W e r t h e  yon x eine nach dcm Gesetze dcr Stetigkeit ver'~nderliche 

GrSssc." 

, ,Beweis.  Denn wenn sich x in x -~  eo ver~ndcrt; so ist die Aendcrung, 
welche die Function erf~hrt, cffenbar 

b [(~ + ~)'o - x ~ ]  + ~ [r + ~)'~ - x",] + . .  + ~, [(~ + ~)~ - ~ ;  

eine GrSsse, yon der sich leieh~ darthun l~sst., dass sic so klein wcrden kSnne, 
als n~an nur immcr will, wenn man m klein genug nimmt. Denn . . . (es) ist 
diese Gr6sse ~--- 

mbx'n- l  + m  ~ 1 _  bx,~,_2 + . . . + ~  . . . .  ' I 

�9 . . Bezeichnen wir . . . durch S die Gr6sse, die herauskommt, wenn man dio 
~Verthe~ die alle einzelnen Glieder des (in den Klammern enthaltenen) Ausdrt~ckes 
ffir ein bestimmtes ~ z. B. to~ annehmcn, so zu einander addirt, als ob sic alle 
einerlei Vorzeichen hhtten, so ist tier wirkliche Worth, den dicser Ansdruck f~ir 
eben dasselbe ~l hat, gewiss nich~ > S~ derjenige aber, den er f~ir jedes klein'tore 
eo anniramt, sicher < S. Verlangt man daher, dass dic Verhnderung, welchc die 
Function a -1 u bx m + cx n --~ " . . - ~ x  r erf~hrt, < D ausfalle; so nehme man nut 
ein a~, das zugleich < ~ot und auch < D : S  ist: so wird ~ .  S und umsomchr 
das Frodue~ aus r inoeine Gr~sse, die < S ist, < D sein m~issen." 

Aus diesem Beispiele erhel l t ,  dass B o l z a n o ' s  Definition genau  

Fo lgendes  besagt:  f (x )  heisst in der U m g e b u n g  des Werghes x stetig,  
w e n n  jeder  beliebigen~ noeh so kleinen posi t iven Zahl 1) eine yon 

*) Der Schluss lautet bestimmter; ,,wenn man ~ klein genug nimmt;" wie 
B o l z a n o  sonst sagt (L. p. 34, B. p. 57). 
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Null verschiedene positive Zahl 6 entspricht, so dass die Differenz 
f ( x  + co) - -  f (x )  absolut genommen kleiner ist als D ft'tr alle Werthe 
yon co, die ihrem absoluten Betrage nach ldeiner sind a l s / )  (vgl. I)ini 
]. c. p. 46). Dass aber f ( x - ~  co) alle Werthe zwischen f(x) und 
f(x)  ~ D annimmt, ist in dieser Definition keineswegs ausgesprochen. 

Mit Hiilfe vorstehender Erkli~rung der Stetigkeit und des Satzes 
in III. leitet B o l z a n o  (B. p. 51) den  Lehrsatz ab: 

, W e n n  sich zwei Functionen yon x, f x  und epx entweder ftir 
alle Werthe yon x oder doeh flit alle~ die zwisehen a und fi liegen, 
nach dem Gesdze der Stetigkeit 5ndern; wenn ferner fa  ~ cfe~ and 
ffl ~ qofl ist: so giebt es jedesmal einen gewissel~ zwischen c~ und 
liegenden Werth  yon x, ffir welchen f x  ~ q~x wird."*) 

Und er bemerkt ~reffend (B. p. ]2): 
,Dass . . . die stetige Funetioa niemals zu einem hSheren Werthe 

gelange, ohne erst alle niedrigeren durehgegangen zu sein d. h. dass 
f ( x  ~ n A x )  jeden zwischen f x  und f (x  -~- Ax) liegenden Werth an- 
nehmen k5nne~ wenn man n naeh Belieben zwischen 0 und -~- 1 nimmt:  
das is~ wohl eine sehr wahre Behauptung~ abet sie kann nicht als 
.~rkl~irung des Begriffes der Stetigkeit angesehen werden**), sondern 
ist vielmehr ein Zehrsatz fiber denselben und zwar ein solct~er, der 
sich nut erst nach Voraussetzung des (eben erw~hnten) Satzes be- 
weisen l~sst . . . .  Aus dieser allgemeinen Wahrheit  nSmlich ergiebt 
sich jene erstere Behauptung in dem besonderen Falle,  wo die Func- 
tion ~(x) in eine constante GrSsse M iibergeht." 

Die Abhandlung P. (w ! - -6)  giebt weitere S~tze fiber die stetigen 
Functionen. Der erste derselben (w 2.) kann auf folgenden Satz 
zurtiekgefiihrt werden: :,Sind zwei Functionen /7(x),  ~ ' ( x )  ftir aide 
Werthe yon x im Interva]le a �9 �9 �9 a -~- h(h ~ 0) eindeutig definirt 
und in der Umgebung yon x ~ a stetig~ weiss man ferner, dass der 
Unterschied F ( x ) -  F'(x)  seinem absoluten Betrage naeh kleiner ge- 
macht werden kann als jede beliebige Zahl, wenu man nur x hin- 
15nglieh nahe an a nimmt, so folg~ nothwendig if(a)~---_F'(a)." ]n  
der That es sei /U'(a)~--A, F ' ( a ) ~  A' und e eine gegebene positive 
Zahl, so hat man ] / ~ ( x ) - - A I  < ~ ,  ] F ' ( x ) - - A "  I < e ffir alle x 
zwisehen a und a q - d ,  wenn d eine 2ositive hinl~inglieh kleine Zah] 
bezeichnet. Da aber auch I /~(x) - - / ; " ( x )  ] ~ e, wenn nur x hiH- 
liinglich nahe an a liegt, so folgt I A - -  A' I ( 3~ d. i. A --~ A'. h u s  

*) Bekanntlich lieferte auch C a u c h y (Cours d'Analyse p. 460) einen s~rengen 
Beweis desselben S~tzes. Dabei wird zugleich die Berechnung der Werthe ge- 
l~hrt, woffir f(x) -- ~ (x) ~ O. 

**) Sie wiire dazu nicht einmal ausreichend, wie D a rb o u x 1. c. bemerkt hat. 

1 ffir x ~<~ 0. Mo.n nehme nur f(0)-~ 0, f(Tc)~--sin x 
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dem vorstehenden Saize ergiebt sich nun der folgende: , ,Wenn  sieh 
die Func~ion f (x)  far nile Werthe des lntervalles a . . .  a ~ - h  stetig 
~nder~; wenn mall ferner vow der GrSsse X so viel weiss, dass sie 
ffir die eben genannten Werthe yon x ausser x = a a u s  den Werthen 
von f ( x )  dergestalt herleitbar set, dass sich zwar vielleicht die Regel 
dieser Herleitung bet einer Variation yon f ( x )  gleiehfalls iindert~ aber 
doch immer war nach einem gewissen Gesetze der Stetigkei~ yon solcher 
Art ,  dass dig Aenderung yon X kleiner als jede gegebene Zahl zu 
werden vermag, wenn man die Variation yon f ( x )  klein genug macht; 
und wenu endlich X fiir x = a definir~ und ste{ig ist: so ist der 
Wer th ,  den X f[ir x ~ a annimmt,  blos aus dem Werthe f(a)  be- 
s t immbar."  ~') 

Hier is{ X eine zusammengesetzte Function yon x : X - ~ - 9 ~ ( f ( x ) )  
~ - / ~ ( x ) .  Ersetzt  man abet f ( x )  dutch eine beliebige andere stetige 
Function f ' ( x ) ,  ffir welche jedoch f ' ( a ) - ~ - f ( a )  set, so erhi l t  man 
X '  ~ ' ( f ' ( x ) )  P ( x ) .  Die Functionen l~'(x), (x) gentigen nun 
vo]lstgndig den oben vorausgesetzten Bedingungen; denn es sell sein 
! /7 (x) - -  ~ '  (x) l < ~, wenn nur I f ( x )  - -  f ' ( x )  l < @ d. i. ftir alle 
(x - -  a) < ~. Somit ist ~'(a) ~--- ~ '  C('~)- 

Es ist klar,  dass sich an dean Satze nichts ~ndert, wenn die GrSsse 
X aus den Wer then  einer endliche~ Anzahl  vow stetigen Functionen 
/o (x), fL (x) �9 �9 �9 f~(x) in 5hnlieher Weise herleitbar ist (P. w 3.). Denn 
man hat zufolge Voraussetzung [ E ( x ) -  /7"(x)[ < e, wewn nur 
I f~(x) - -  $'/(x) I < @~ (r -~- O, 1 �9 �9 �9 ~). Und da letztere Ungleichung 
besteht fiir alle i x - - a ! <  #~, so i]ndet man sicher I _ F ( x ) ~ _ ~ " ( x ) < e  
fiir a l le [  x - -  a [ < 6, unter ~' die kleinste der Zahlen ~0 b'l " " " ~,, ver- 
standen. 

In(less wird, entgegen der Ansicht B o l z a n o ' s ,  der in Rede 
stehende Sa~z nicht mehr unbedingt gelten, wenn die Anzahl der Funk- 
tionen fo(x) ,  fl (X), �9 �9 .~ durch welche X bestimmt ist, in's Unendliche 
w~chst. Dass die Zahlen do dl . ' "  in inf. eine yon 0 verschicdene 
untere Grenze h~beu~ bilde~ vielmehr eine neue An~ahme.  Oaher 
wird denn auch der folgende Satz, auf welchen es B o l z a n o  vor- 
nehmlich ankomm~, nicht ohne Einschrinkung gebraucht werden 
kSnnen : 

(P. w 5.) , W e n n  sich f ( x )  f[ir alle Werthe 0 �9 �9 �9 h stefig ~indert; 
wenn m~m ferner yon der GrSsse X ~ F ( x )  soviel weiss, dass sie s 
alle eben erw~hnfen Werthe you x ausscr x - ~ - 0  aus allen denjvnigcn 
V(erthe~ bestimmbar set, welche die E~nction f ( m x )  annimm~, falls man  

*) Der Kfirze wegen citire ich hier und im folgenden S~tze nicht gen~u 
~vSrtlich, sondern s~elle den Wortl~u~ so, wie r yon B o l z a n o  zufo]ge des Con- 
textes gemeint war. 
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f l i t  m in ihr jedcn denkbarcn cchtcn -Bruch , 0 und 1 mitgerechnct , ~etzet, 
wobei iiberdies dos schon oben beschriebene Gcsctz tier Stet igkeit  be-  
folgt  wird, und wenn endlich X ftir x - ~ - 0  defi~irt und stetig i s t* ) :  
so ist~ auch der zu x ~ 0 gehSr ige  W o r t h  yon X bloss durch den 
Weri~h f(O) bes~immbar." 

Sicher r ichtig wird dieser Satz unter  fo}gender Vorausse~zung 
seh,. Ersetzt  man f ( x )  durch eine beliebige stetige Funct ion  f ' ( x ) ,  
i tir welche jedoeh f ' ( 0 )  "---f(0) set, so mSge F ( x )  in 2 " ( x )  i ibergeheu. 
Dann  soll zu jeder  positiven Zahl e e iae  posilive Zahl ~ geh5ren,  so 

dass I ~ ' (x)  - -  ]~"(x) I < ~', wenn I f ( m x )  ~ f ' ( m x )  I < ~, glcichviel 
welchen Werth m z~visclten 0 und 1 erhalten mag. J etzt ha t  m a n  
n~mlich zufolge der Stetigkeit  y o n / ' ( x )  und f '  (x) I f ( m x ) - - f ' ( m x ) l <  6, 
wenn nu t  x seinem absolu~en Be~rage nach hinl '2nglich klein ist~ so 
dass auf  l~'(x) utld ~ ' ( x )  der oben geze ig te  tt i lfssatz angewende t  werden 
t~ann. 

VI. Ueber dio Differonzirung unendlicher Roihen. 

Grosse Wich~igkei~ legt  B o 1 z a n o (vgl. L. 1 o. XVI)  dem folgende~ 
Satze (L. p. 29) bei: 

, ,Lehnsatz .  Wean eine Function yon x,  yon beliebig vielen, aber nut nach 
bestimmtem Gese~ze zu bildenden Gliedern, ~"rx, die Eigensch~ft hat, dass sic 
entweder fiir alle x, odor doch f~ir alle, die innerhalb gewisser Grenzen a undb 
liegen, blos durch die Vermehrung ihrer Gliederzahl r so klein wcrden kann, 
als man nut immer will; wenn ferner f r x  cine zweite Function yon ebenso bo- 
liebiger Gliederzahl bedeutet, die yon dcr ersten auf solche Art abh~ngt, dass 
zwischen beiden ffir jeden innerhalb a und b liegenden Worth yon x die Gleichung 
stattfindet: 

(1) l'7~ (x-t- ~) --  ~ x = f~ x-}- ~, 
CO 

worin ~ so klein werden kann, als man nur immer will, wenn es oJ wcrden 
kann- so behaupte ich, ouch die Function f r x  besitze die Eigenschaft, dass sic 
fiir eben dieselben Werthe yon x, wie F r x ,  so klein werden kann, als man nur 
immer will, wenn man ihre Gliedermenge r gross genug annimmt." 

Wie  in IV., so beze[chnet auch h ie r  ~'~ (x) die Summe der r -[- 1 
Anfangsgl ieder  eincr unendl ichen Re ihe ;  man kann  also setzen 

~ r x  ~ n X  ~ r x  -~-- n X 

0 0 

*) Bet Anwendtmg dieses Satzes hat~ B o l z a n o ,  wie ouch schon F. p. 2 an- 
gegeben ist, nut die Stetigkeit yon 2'(x) ffir alle Werthe 0 . . .  h gefordert. 
Diese Bedingung ist sicherlieh nicht einmal gleiehbedeutend mit tier, dass 
lira [2"(x) --/~'(x)] ~ 0 set fiir lira x ~--- 0. Dass er auf den Iqachweis dieser 
Relation fiir die variirten Functionen sp~er z. B. in VII. nicht eingeht, bildet 
cine ffihlbare Liicke in seinen Demonstra~ionen. 
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und dabei a n n e h m e n ,  ~ ( x )  sei fiir die Wer the  a ( x ~ b e i n e  s te t ige  
Funct ion yon x ,  wodurch F ' ( x ) ,  wie B o l z a n o  nach ( t )  bemerkt~ 
eine s te t ige Funct ion von x wird. Dann  k a n n  der vors tehende Satz 
auch so ausgesprochen  werden:  , ,Ha t  eine unendliche R e | h e ,  deren 
Glieder ffir alle a ~ x ~  b stet ige Funet ionen  yon x sin(l, for  diese 
Wer the  durchaus  die Summe 0 und besitzen ihre G]ieder sSmmtlich 
Different ia lquot ienten,  so hat  auch die aus denselben gebildete unend-  
liche Re |he  fiir jeden der bezeichnetea WerLhe die Summe 0 . "  Dieser  
Satz | s t  jedoeh bekannt l ich  n ieht  | tamer  r icht ig;  er besteht  abe t ,  falls 
man  weiss, dass die l~cihe %" (x) ~ ~ ( (x )  + �9 �9 �9 -p ['iir tdle a < x ~  b 
convc~yirt z~,~zd zwar glcich~n&'ssig. Wenn diese Re |he  convergir t  fo r  
die genann ten  Wer the  yon x und ausserdem einc stctige Sum'me f'(x) 
besitzt ,  so gilt  der Satz aueh noeh im Falle ,  dass die Reihe nut  i ~  
Allgemeinen gleiehmSssiy convergirt. D~mit |st  nach Her rn  D i n |  
(1. c. p. 102) gemeint~ dass die gleichmSssige Convergenz nur  besteht ,  
naehdem aus dem Interval le  (a, b) eine endliche Anzah[  yon In t e r -  
vallen~ deren jedes beliebig klein angenommen  werden kann ,  aus- 
geschieden worden  |s t*) .  B o l z ~ n o  ha t  in'dess seinen in drei Thei |e  
zerfal lenden Beweis so ange leg t ,  dass derselbe sich ohne Miihe zu 
einem Beweise des ber icht ig ten  Satzes ergSnzen ]Ssst. 

1. Zuniichs~ wird der Mit te lwerthsatz  abgelei tet  

: F ~ ( x - t - ~ ) - / ~ r ( x )  
(2) . . . . . .  ~ . . . . . . . .  / ' ( ~ 0 ,  

worin ~(') e inen mit t leren Wer th  zwischen x und x-~-  co bezeichnet,  
der natiirl ich n icht  allein yon diesen Zah len ,  sondern auch yon dem 
Zeiger r abhiingt .  

*) Ist keine dieser Bedingungen err(tilt, so kam~ der Satz seine Giltigkeit 
verlieren. Setzt man z. B. 

~rc~nxV~- ~ret~mx l / G -  i 
% (x) -~- - ~rct~nx q~n (x) = Vn yn--{- l--- " (n ~- 1; 2 . . . ) ,  

|st f~ir jedes endliehe x ~ p , ~ ( x ) 0  und f~ir x ~. 0 aueh cpj (x)=0;  SO 

0 0 

dagegen fiir 'x = 0 hut die letztere l~eihe die Summe --  1. 
Durch Aussorachtlassung d'er Bedingung, dass ~Tcpj(x) mindestens eonver- 

giren m~isse, wurde Bolz~no  zur unriehtigen Ansicht gef~ihrg (L. p. 47), dass 
die binomisehe ICe|he ffir x ~ --P 1 hie den Wer~h yon (I -~- x) ~ geben kiinne, 
es sei dean n eine ganze positive Zahl oder ~/ulL 

Auch B o l zano ' s  berichtigter Satz liis~ jedoch nieht vollstiindig das Problem 
der Differenzirung unendlicher Re|hen und |st niehg identisch mit dem Satze, den 
Herr D in i (l. c. p. 115) zeigt. Dean iiberfragen auf die Gleiehung Y(x) -- H(Pn (x) ~---O, 
verl~ngt er, dass die Existeaz des Differentialquotientea yon /~(x) bekannt eel. 
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2. Liiss~ lllan in (2) #' zur Grenze -4-er fibergehen, so iblg~ ge- 
miiss den Voraussetzungen 

(3) lira / ' (g")  = 0 d . i .  I F  (g ~) I < / 9  far  r > M. 
r ~ - ~  

Nun abet kann man nieht ohne Weiteres behaupten,  dass zwisehen x 
und x + co ein Werth  ~ vorhanden sei, wofih" lira f ~ ( ~ ) ~  0 sei. Es 

fblgt jedoch leieh~, wenn die gleichm6ssige Convergenz tier Reihe 
q~,((x) @ q)((x)-1-  . . . .  f ( x )  gefordert wird, dass /~i,r die Unbe- 
stimmtheitsgrenzen der t ,)mction ~ bei lim r = -[- ~ : ~ > ~' in der 
That/'(f) = f(~') = o sei. 

Man finder n~imlich bei gleiehm~ssiger Convergenz vorstehender 
Reihe, dass zu jeder posi~iven Zahl / )  eine Zahl A > 0 gehSre, so 
dass fiir jeden Werth a < ~ < b 

(4) I F ( ~ + i ) - F ( ~ ) I  < 2 )  far  alle [ i l  < A * ) .  

Is~ ~ die obere Unbesfimmtheitsgrenze yon ~ fiir lim r ~ - 1 - o e ,  so 
entspricht der Zahl A eine positive Zahl 13, so dass fiir allc r >  R 
~ <  ~ - [ - A ,  class abet, wenn s irgend eine ganze Zahl grSsser als 
1~ bedeute~, mindestens eine ganze Zahl k ~ s vorhanden sein muss, 
wofiir g* > ~ - -  A. Nimmt man s > 3 / a n ,  so folg~ demnaeh naeh 
(3) und (4) 

I P ( ~  ~) I < 9 ,  t fk(~ ~) - f~(~) I < D. 
22 ' Und da wegen der Convergenz der l~eihe ~,~ @) 

I f'~(~) - -  f(~) I _< D ,  
wenn nut s auch noeh grbsser als m vorausgesetzt wJrd, so ergieb~ sieh 

I f (~)1<31) a.i. f (~)=o.  
3. Die Function f (x)  ist zufolge der in 2. gemaeht.en Voraus- 

setzung ei~e sWki.qe 1Yunctw~'~ yon x fiJr alle x i m  Interva]le (a~ b) 
( D i n i  1. e. p. 109). ba in jedem In~erva]le x, x -}-re mindestens ein 

*) Naeh Vorm~ssetzuug existirt, was immer x ffir ein Werth im Interv,~lle 
(a, b) scin mSge, eine ganze Z~hl m, so d~ss 

(p~ (x) < -~- fiir ~ > m, 
r-4-1 

wobei s jede beliebige ganze positive Zahl sein kann. Setzt man 
m+, m+s 

f,,,+,(~+~)- f,,,+. (x) = (f.,(~+~)- f~ (~)) + ~ % : ( ~ + ~ ) -  ~ %: (~) 
m--p1 m-~ l 

1 und bedenkt, dass ffir alle [ i ] < A l ] fm(x--~i) -- fro(x) ] < - ~ -  1), so folgt 

] f ' + S ( x + i ) - - f m + S ( x ) l < l )  I i ] < A ~ .  
Daraus ergiebt sieh dann yon selbs~ die i:~elation (4). 
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Wer~h x = ~ sich befindet, woftir f(x)= 0 is~, so ist s~e far alle 
Wer~he a ~ a ~ b  Null. In der That ist I f ( a ) - - f ( x ) l  ~ D fiiralle 
g ~ x ~ cr ~ f l .  Zwischen a und fi ist aber ein Werth ): vor- 
handen, wofiir f(~:) ---~ O. Somit folg~ I f (a)  I < 1) d. i. f ( a )  ~ 0"). 

VII. Die Rectification der Curvem 

Die Schrift P. enth~lt einen Versueh, die Probleme der Recti- 
fication, Complanation und Cubirung zu ]Ssen ohne Hi',lfe der Axiome 
des A r ch i m e d e s, und was das ersterc, au[" das wir uns hier beschdtnken, 
betrifft, auch ohne u des Satzes, dass das Verhiiltniss 
yon Bogen and Sehne sich bei unbegrenzter Abnahme des ersferen 
(richtiger: der lefzteren) dem Grenzwerthe i niihere. Die meisteu 
Geometer vor B o l z a n o  batten mit A r c h i m e d e s  a]s Grundsatz an- 
genommen~ dass yon zwei convexen Linien, die auf derselben SeJte 
ihrer gemeinsamen Sehne ]iegen, die umschlossene die kleinere sei:~'). 
Mit der Forderung,  dass diese und die iihnlichen Annahmea nut  
Folgerungen aus der Rectificationsfermel sein sollten, befand s i ch  
B o l z a n o  vollkommen im Rechte; nut verfuhr er nicht radical genug. 
D e n n e r  betrachtete noch die Liinge einer stetigen Linie ohne Weiteres 
als el,no Gr6ssc (P. p. 34) d. i. nach B~. p. 4 aIs , e tw as ,  welches 
durch Zahlen bestimmt werden kann".***) Schon aus diesem Grunde 
kann sein Versuch heute nut  mehr historisches Iateresse beanspruchen. 
Es  sind aber auch die fibrigen Annahmen, auf welche B o l z a n o  sieh 
stfitzt, der Art,  dass sie schon bald naeh Erscheinen der Sehrift P. 
Widerspruch erfuhrent) .  Ist y ~ f ( x )  die Gleieh~ng der gegebenen 
ebenen Curve in rechtwinkligen Coordinaten und /~'(x) die L'[inge des 
Stiickes, welches zur Abscisse x gehSrt, so wird zuerst angenommen 
(P, p. XVIII) ,  dass F (x )  sich nach dem T a y l o r ' s c h e n  Satze e~t- 
wickeln lasso. Diese an sich nicht zulSssige Voraussetzang wiire abet 

*) Die oben angeffihr~e Vera[lgemeinerung des Satzes ergiebt sich leicht. 
In der That, es sei c -  7~�9 c-[-~,~ das erste der ausgeschiedenen Intervalle, so 
h~  man ffir die Werthe a ~ x < ~ c - - y i ,  f(x)-~O und da /(x) auch in der 
Umgebung des Punk~es c ster sein soil, w[thrend ~'1 beliebig klein werden k,%nn, 
nothwendig f(c) ~ O. 

*') Legendre  (~14mcns de GSom6trie 12. 4dition. L. IV. prop. 9) suohte 
den angefiibrten Satz flus dem ersten Axiome des Archimedes,  dass die Geradc 
die kfirzeste Linie sei, abzuleiten. Er stfitzt sich abet hierbei auf die falsche 
Behauptang, dass unter allen Linien, die eiae gegebene einsehliesseu~ vine die 
kleinste sein miisse. (P. p. XII.) 

***) 1)uhameZ liJste die yon Bolzano gestellte Aufgabe, indem er zun~chst, 
diejenige Zahl definir~e, welche die L~Jmge des Bogens heissen sell. (Vgl. Des 
m~hodes etc. III. p. 386.) 

j-) Vgl. die Besprechungen der Schrif~ P. in der aZlgemeinen Literaturzeitung 
Jahrg. 1819 Nr. 236 und in der LeiTziger .Litera~urzeitun9 Jahrg. 1822 p. 1393. 
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hier eigentlich nich~ nothwendig~ vielmehr wiirde es geniigen, die 

Existcnz des Di/]'erentialquotienten dI,' *). " der -dx anzunehmen Bezfighch 

Function f ( x )  ist die analoge Festsetzung zu treffen. 
dF  d f  ~ u a  wird welter der Nachweis versucht, dass -3x- blos aus dx 

bcstimmbar sei, wozu B o l z a n o  sieh eines Grundsatzes bedient, den 
man heute dahin formuliren word% dass in ~hnlichen ebenen Systemen 
entsprechende Bogen dasse]be Verhiiltniss besitzen wie irgend ein Paar 
entsprechender Strecken**). Dies vorausgesetzt ergieb~ sich n~m]ich 

leicht, class die {E(x  -~- Ax) - -  _F(x)} : A x  = T(Ax)  blos durch die 

Werthe bestimalbar sei, welche die Function { f ( x  ~ m A x) - - f ( x )  } : m A x 
giebt, wenn man for m jeden echten Bruch nebst 0 und 1 setzt. Be- 

zeichnet man {f(x + Ax) --/(x)} : A x  mit  ~p(Ax) und versteh~ nach 

P. p. 2 unter ~b(0) df  --~-~ so ~ndert sich ~p (A x) allerdings stetig mit A x. 

Dasselbe gil~ yon W(Ax) ,  wenn ~ g ( 0 ) ~  d ~  -dx- is~. B o l z a n o  weudet 

nun den Schlusssatz yon V. an~ wozu das a. a. O. angefi ihrb Gesetz 
der Stetigkeit ffir die Aenderung der Function T(Ax)  gegeniiber einer 
A_biinderung yon ? ( A x )  erforderlich ist. Es ist aber nicht nachgewiesen. 

Soweit has B o 1 z an o' s Verfahren func~ionentheoretisches In~eresse. 
Wenn er ferner den Grundsatz aufstellt (P. p. 49): es mfisse irgend 
ein f[ir ~lle Linien gleichlautendes Gesetz geben~ naeh dem man ihre 
Liingen aus ihren Gleichungen y --~ f (x)  herleilen kSnne; so heisst dies 
die Aufgabe der Analysis verkennenj die ja eben ermitteln sell, ob und 
fib welche Arten yon Linien ein solches Gesetz besteh~. 

A n h a n g .  

1. Ueber das Problem tier Rectification der Curven. 

1. Die griechischen Geometer betrachteten zwei beliebige begrenztc 
Linien, sowie zwei beliebige begrenzte Fliichen als untereinander ver- 
gleichbar. Unter dieser u nimmt A r c h i m e d e s  an~ dass 

*) Vgl. hierzu die Anmerkung auf Pr. p. 66, nach welcher der Differential- 
quotient einer stetigen Function stets existiren sell, ausgenommen fiir isolirte 
Werthe des Argumentes, welche fibrigens aueh in unendlicher Anzahl vorhanden 
sein kSnnen. 

**) Vgl. P. p. 49. Diese Annahme h~ngt mit Bolzano's geometrischen 
Ansichten zusammen, die mit denen Legendre ' s  (1. c. Note II) (ibereinstimmen. 
Dariiber berichbt ausffihrlich Herr R. Zimmermann (Sitz.-Ber. der Wienec 
Akademie, phil. CI. III p. 163). 
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yon den Linien, welche einerlei Endpunkte haben, am k(irzesten die 
gerade se~; dass yon anderen Linien mit einerlei Endpunkten in einer 
Ebene,  welche naeh derselben Seite ihrer gemeinsamen Sehne hohl 
sind~ die umschlossene die kleinere sei. Ja sic legten jedem solehen 

f .  
Padre yon GrSssen ohne Weiteres ein Verhiilt~dss bei. ttierbei welst 
das geometrische System E u k l i d ' s  eine ftihlbare Lticke auf. Denn 
nach E]em. V. Def. 3. haben GrSssen zu einander ein Verh:,ilbniss, 
welche vervielfiiltigt einaiider tibertreffen -kSnnen. Demnach sollte, 
be re t  veto u zweier Kreisfliehen gesproehen wird (Elem. XII. 
prop. 2), der Naehweis geffihrt werden, dass eine Kreisfl~che existire, 
welche grSsser als die grSssere der beiden betrachteten Ereisfliichen 
and  dabei ein u der kleineren sei. Diese Lticke wird slier- 
dings beseitigt dureh die letzte tier An~ah~ten des A r c h i m e d e s * ) :  
,, Aueh ist bei ungleiehen Linien, Fl~iehen und KSrpern der Ueberschuss 
des grSsseren fiber des kleinere so gross, dass er durch mehrmalige 
Zusammenf~igung zu sich selbst grSsser werden kann,  als jede GrSsse 
yon der Art der verglichenen."**) Es bleibt jedoeh ungewiss~ ob er 
sie gerade der eben berfihrten Schwierigkeit wegen aufnahm. 

2. Das Problem tier Rectification ha~ eine klare und eingehende 
Darstellung gefunden durch Duhamel***) .  Er verlang~ vet Allem 
den Nachweis tier Behauptung, dass ein gegebener Curvenbogen ein 
Verhil tniss zur L:~ingeneinheit besitze, odor dass ihm eine Zahl ent-" 
spreche, und sucht denselben such t'~ir den Fall eines eonvexen Bogens 
zu liefern. Sein Verfahren gieb~ zu iblgender Er~rterung Anlass. 
Zunlchs t  kann man fragen, was ftir einen arithmetischen Sinn die 
Definition babe: ,Die Liinge einer gegebenen Curve ist die Grenze, 
der sieh tier Umfang eines der Curve eingeschriebenen Polygons bei 
unbegrenzter Abnahme der Seiten n iher t . "  Es handelt sieh hierbei 
um den Grenzwerth einer Function yon unbegrenzt vielen, unter 
einander nut dutch eine einzigo Bedingung verkntipften Veriinderlichen, 
wenn  jede derselben unabhiingig yon den fibrigen zur Grenze 0 con- 

*) Archimedes,  Von tier Kugel und dem Cylinder. Vgl. Nizze Archi- 
medes Werke p. 4~4. 

**) Beiliufig bemerkt spielt dieses Axiom des Archimedes eine wichtige 
Relic in tier allgemeinen Arithmetik. Es sei eine unendliche Menge yon (~bstracten) 
Objecten A, B , . . .  gegeben. Dutch Defini~ionen werde festgese~zt, welehe unter 
ihnen gleich and welches yon .ie zweien ungleichen das gr~sere sei. Wird ferner 
die Addition und Subtraction, die Vervielfiltigung und Theilung derselben de- 
tinir~, so folg~ noeh nicht, dasses mSglieh sei, ein gegebenes Object der Schaur 
so oft zu vervielf'iltigen, dass dadurch jedes andere iibertroffen wird. Ein Beispiel 
einer Art yon Objecten, welche den zuerst genmanten Postal~ten gen~igen, dem 
des Archimedes  abet nicht, bieten die Unendlich der lPunctionen, welche 
Hr. P. du Bois-l~eymond betraehte~ hat. (Diese Annulen XI. p. 150.) -- 

***) Des mg~hodes etc. II, p. 411 f. 
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vergirt. Es sei dem Bogen A B  d~s Polygon A A t A 2 . . .  A ~ _ ~ B  ein- 
geschrieben und I A~_I A~[ ~ s~. 1)ie S u m m e  s I + s 2 + �9 �9 - + s,, ~ p~ 
hat  einen endlichen Grenzwerth  L fiir lira s~ ~ O, wenn jeder  positivert 
Zahl  e cine Zah l  A ~ 0 zugeordnet werden kann ,  so dass der Unter .  
schied p,~ - -  L seinem absoluten Betrage nach kleiner ah' ~ ist fiir allc 
Systeme yon Wer then  s t ,  s2, . . . ~  s , ,  deren jedcr Meiner aZs A ist. 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung for die Existenz eines 
endlichen Grenzwerthes yon p,, bei lira.%. ~ 0 besteht ferner darin, 
dass zu jeder Zahl e > 0 eine Zahl A > 0 gehSrt, so dass der Unter= 
sehied 

v t �9 s / +  s., + . . .  + s , , - -  ~v, = p , ,  - -  p,, 

seinem absoluben BeLrage nach kleiner a|s ~ ist ftir alle Werthsysteme 
s~ ~ A~ falls nur  keine der Seiten des ebenfalls dem Bogen A B  ein- 
geschriebenen Polygones 2~, grSsser is~ als irgend eine der Seiteu des 
Polygones p~ d. i. s/~ ~ s~. < A. 

3. D u h a m e l  hat das Zutreffen der soeben erwShnten Bedingung 
mit Hiilfe des erstell Theiles des yon ihm formulirten , ,principe fon- 
damental des infiniment pet i tes"  (1. e. II, p. 398) gezeigt, der jedoch 
mit Sicherheit nur nnter einer weiteren Voraussetzung gebraucht wet= 
den kann. Dieser bekannte Satz muss so lauten: , W e n n  die Summe 

-der positiven Zahlen aj,  ~ 2 , ' "  "~ am, deren jede sich der Grenze 0 
niihert und deren Anzahl dabei unbegrenzt wiichst~ unter diesen Urn- 
st~nden einen endlichen Grenzwerth liar, so nghert  sich auch die 
Summe der Zahlen t~j, f12~ "" ", fl,~ demselben Greuzwerthe, falls der 
Quotient ft, : a~ gleichmiissig bez@lich aller Werthe  n ~ 1 , 2 ,  �9 �9 �9 fiir 
lira a,, ~ - 0  zum Grenzwerthe 1 eouvergirt."*) Daher muss man 1)el 
tier in Rede stehenden Untersuehung zunSehst folgenden Satz fest- 
s t e l l en :  ,, 1st tier 2Bogen A B convex**)~ so n~ihern sich ftir alle Punk~e 
3 I  desselben die Winkel N M T  und 2V 'MT'  zwisehen der Taugente 
in M : T M T '  und den Sehnen zu beiden Seiten yon $ / [ : M N ,  M2V"  
gleichmiissig der Grenze Null bei unbesehriinkter Ann~herung der Punkte  
2V, 2Y' an den Punkt  21I. ~' D . h .  zu jeder Zahl e ~ 0 gehSrt eine 
Zahl 6 > 0, so dass 12g.MT] < e und ] N ' M T '  t < e fiir alle Sehnen 
I M N  I < 6 resp. IM~V'] < ~, gleiehviel wo der Punkt  ~ /  auf dem 
Bogen A]2 gew~ihlt wird. 

*) Dies hat bereits Hr. Dini nuch seinen autogr~phirten Vorlesungen im 
Studienjahre 1877/78: ,Analisi infinitesim~le" I, p. 7 bemerk~. 

**) D. h. wird er yon einer Geraden hSohs~ens in zwei Punkten gesehnitten 
nnd in ebensovielen yon jedem Kreise, tier yon einem seiner Punkte mi~ him 
l~nglieh kleinem ]~dius besehrieben wird. Ein solcher Bogen besitzt in allen 
seinen Punkten Grenzl~gen ffir seine Sehnen, welche jedoeh zu beiden Seiten 
eines Punktes verschieden sein kSnnen. 
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B e w e i s. Es sei 6 eine beliebige positive Zahl und [ M_N] ~ ] M N'  I ~  
gemach~. Dunn sind entweder alle Winkel N M T ~  N'21IT '  kleiner 
als e~ oder es ist mindes~ens ein P. C ~uf A B  (mit tier Tangente E E ' )  
vorhanden,  woffir einer tier Winkel D CE,  D'CSE'(I C.D i '~  [ CZ)']-~- a) 
grSsser als ~ ist. Im ersten Falle kann man 8 = a setzen, im zweiten 

wiederhole man den Versueh mit der 8trecke 6a ~--- ~ 6. Finde~ sicl~ 

auch je~zt noch eill Punkt  CI, woftir einer der Winkel D 1 C t J~l, 
] ) l ' C l ' ~  I' grSsser als e is~, so kann C : - C  a genommen werden, da 
dcr Winkel  D C E  mit wachscndem [CD] auch wiichst. U. s. f. Auf 

diese Art gclangt man entweder zu einer Streeke e,,, ~- ~a,i- ~ der die 

ZMfi ~ gleichgesetz~ werden kann, oder zu einem Punkte C auf A B ,  
/9,, C E grSsser sind als woffir entweder alle Winkel D , , C E  oder alle ' ~ "' 

~, wie gro.ss auch n angenommen werden mag. Die letztere Ann,~hme 
vert~riig~ sieh abet nieht damit~ dass ffir jeden Punk~ C ~uf A B  
Jim Z)C/~ ~ 0 fiir lira CD ~ 0 und lira 33 'C~ '  ---~ 0 ftir lira C D ' ~  0. 

Denk~ man sich nun die Ecken der Polygone ~ ,  p,,~,, zu einer 
for~laufenden Reihe vereinigt, welche die gebrochetm Linie p~ liefern 
mSge, so ergieb~ sich durch Projection der zwischen A,.-1 und Ar 
liegenden Ecken yon ~9"~ auf die Gerade At_ ~A,. sofort die Relation 

) 0 < p , , ~ ) ~  < s,. c o s g ~  1 
1 

worin co,. den grSsseren der Winkel bedeu{et~ welehe die 8ehne A~_~A~ 
rnig den Tangenten in ihren Endpunkten bilde~. Da nach dem vor- 
stehenden Satze zu jeder Zahl ~ > 0 eine Strecke ~ > 0 geh~r~, 
SO d ~ S S  

COS ~0 r 

so folgt p~--- /o~ ~ ~q wenn q den Umfang eines Polygones bezeichnet, 
das auf derselbea Seite der Sehne A B  liege, wie der Bogen A/~ und 
ihn  umschliessL Auf iihnliche Art ergiebt sich 

vv ~" v 

somit IP~, - - / ) - [  < 2aq.  q . e . d . * ) .  

*) Del~nirt man die Zahl L mit Duh~mel zuns ,~ls Grenzwer~h der 
Umf'~nge einer besonderen Clause yon eingeschriebenen Po]ygonen, so l'hsst sich 
~L u]s Grenzwerth im ~llgememen Sinne erweisen dutch ein Verfahren, ~velches 
qcur die einfachsten Siitze der ~Zanimetrie voraussetzt und auch in der Nicht- 
~uklid'schen Geometrie brauchba~" ist. IYlau ~chreibe demnuch dem Bogen AB 
ein Polygon yon k Seiten ein und lcite daraus ~ndere ~b, indem man jede Seite 
halbirt und in ihrem I~ittelpuakte else 8eakrech~e errichtet-. F~ir die Umf~ge Q~n. 
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4. Ganz  :,ihnlich ergiebL sich der  Sa tz :  , ,Cons t ru i r t  m a n  in den 

P u n k t e n  A ,  .4~, A.2, - . . ,  A ~ _ I ,  /3 die T a n g e n t e n  tier Curve, welche 
die gebrochene  Lin ie  A B ,  B 2 . . .  B~,B bilden~ so ex is t i r t  fi ir  [ A B ~ I  
+ [ B 1 B ' z ] + ' ' ' + I B  I3] ein Grenzwer th  bei  l i r a s , . = 0  und zwar  

is~ er die Z,~h] L . " * )  
5. Zu a l l geme ine ren  SStzen g e l a n g t  die ana]y t i sche  Geomet r i e .  

Man  ve rdank t  die volle Einsieh~ in die N a t u r  des h i e r h e r g e h S r i g e n  

Rec t i f i ca t ionsprob lemes  t t rn .  P.  d u  B o i s - R e y m o n d * * ) .  Die grosse  
W i c h t i g k e i t  des Gegens t andes  wird es r e c h t f e r t i g e n ,  wenn  bier  noch  
e inmul  da rau f  e ingegangen  und der Beweis  des yon  ~hm gegebenen  

Satzes u n t e r  Z u g r u n d e l e g u n g  der  ~n Nr.  2. a n g e n o m m e n e n  Defini t ion 
vo rge t r agen  wird.  E s  sei CC'  eine e infache s te t ige  L i n i e ,  de ren  

der so entstehenden Po]ygone yon 7r ~m Seiten sei lira ~ L nnd Q,~ ~ L. 

- -  Bezeiehne~ nun /~' den Umf,~ng eines A ~  eingeschriebenen Polygones, dessen 
Seiten nieh~ grosset sind als die eines eingeschriebenen Polygones ~ yon r Seiten 
mit nut stumpfen Winkel~, so finder man unmittelbar, wenn 8 '  die grSsste der 
Seiten des Polygones ~ '  bedeu~et, 
(~) 2 ' - -  ~ > - -  (r - -  1) S'.  
Damit zeig~ man zuerst, dass der Umfang eines beliebigen A B  eingeschriebenen 
Polygones ~o l~leiner als I~ sein muss. Zun'~chst folg~ nach (a), wenn nur ~n so 
gross genommen wird, dass nile Selten yon @m kleiner sind als jede der 
Seiten yon 2 

2 <  @ , ~ + ( r - -  1) 2 ' < L + ( r - -  1)~ ' ;  

semib, da S '  beliebig klein sein kann, /0 < /5. Da man naeh demselben Gesetze, 
vermSge dessen die l 'olygone Qm nacheinander gebildet werden, zu p ein Polygon 
_P mit nur stumpfeu Winkeln finden kann, welches somit nicht grSsser als L sein 
kann und dabei grSsser Ms io ist, so folgt, dass 2 ~ ~L sein muss. 

Andererseits ergiebt sieh aus (,~), falls die ~r Seiten eines Polygones 2~, deren 
grSsste s sein mug, s~mmtlich kleiner sind als irgend eine Seite eines Polygones 
Qm mi~ nut stumpfen Winkeln 

(b) ~ - -  9,~ > - -  (*n - -  i) s. 

is~ nun se ine  gegebene positive Zahl und 0 < z ' <  z, so kann eine ganze Zahl 
m so gewahl~ werden, class @m > L - -  e" und dabei zufolge des in _Nr. 3. gezeigten 
H~lfssatzes nur stumpfe Winke[ besi~z$. Nimmt man dann s so an, dass 

(m--  1) s <  s - -  d, 
so folgt nach (b) . 

p n ~ ( L - - ~ ' )  - -  ( e - -d )  d. i. 0 < / 5  - - io  n < ~  ffir nile S t <  m -- 1 

d. i. lira io~ = / 5  ffir lira s r = O. 
*) Im Trait@ de G6om6trie yon E. I{oaeh~ und Oh. de C o m b e r o u s s e  

(IV. gdition) finde~ sich ein Beweis des Satzes yon lqr. 2., welcher sich auf einen 
Theil des Satzes yon l~r. 4. stfitzt. Aueh bier (I, Nr. '290, 1.) ist der Hiilfssatz in 
Nr. 3..n6thig. Herr de T i l l y  zieht diesem Verfahren das von D u h a m e l  vor 
(Mgmoires de la soc. des sciences phys. etc. de Bordeaux 2. sgr. T. I l l ,  p. 87) 
und zwar, wie ich glaube, mit Recht. 

**) Diese Ann~len Bd. XV, p. 285. 
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Gleichung zv~ischen den ihren Endpunkten entsprechenden endlichen 
Abscissen x -~- 0 A  ----- a und x ~ 0A" ~ a '  durch die eindeutige und 
stetige Function y - ~  f(x)  dargestell~ sei. Zwischen A ,  A'  schalte 
man  die (n - -  1) Punkte A1, A2, . . . ~  A~ I mit den Abscissen 

al ~- a -~ d 1, a2 -~ al ~- ~ ,  . . . ,  a~_l --~ b - -  ~, 

ein ,  zu denen die Curvenpunkte Cl, C2~ . . . ,  C,~-1 gehi)ren. Unter  
dieser Voraussetzung besteht der Satz:  

,, Wenn die eindeutige und stetige J~netion y ~ f(x) wenigstcns in 
alle~t 1)unkten a < x < a' mit Ausnahme eines endlichen Punktsystemes 
erster Ar t  (d. i. yon endlicher Ordnung) einen (vollst'~ndigen) I)ifferen- 
tialquotienten besitzt~ der eine fiir den Bereieh der iibroen .Punkte cnd- 
liche und im endlichen Intervalle (a, a') integrirbare .Function bildet~ so 
existirt flit  die gebrochene Linie L~ ~ ] C C 11 ~- I Cj C~ I ~ . . . -~- I C,-1 C' t 
bei unbegrenzter Abnahme der Intervalle ~1, d 2 , " ' ,  d.,~, deren Summe 
jedoch stets a ' - - a  bleiben muss, ein endlicher Grenzwerth L~ und 
zwar ist : 

a" 

= j l  + Z I. d x . "  
(s 

Setzt man f(a) -~ b, f(a') ~-- b', f (a , )  ~ b,, so ergiebt sich unter 
u  rechtwinkliger Coordinaten 

Daraus  folgt~ wenn zun'~ehst angenommen wird~ dass f(x) mindestens 
ffir alle Punkte a < x < a'  e inen  Differentialquotienten yon der er- 
wiihn~en Eigensehaf~ besitzt, naeh dem Mittelwerthsatze in der Form 
y o n  O. B o n n e t * )  

1 

Es  ist abe t ,  wenn f ' ( x )  integrabel ist im endliehen [ntervalle (a~ a'), 

auch  [ y l  -[- f ' (x)  "~ I integrabel**); so dass sich ergieb.t 

(e) L, = j ]  + [. = a e. CO'.***) 
O'r--O a 

*) Ser re t  C. de calcu~ diff6rentiel p. 23 und G. Cantor  Borchardt Journ. 
74, p. 141. 

**) Vgl. P. du Bois -Reymond l. e. p. 286. 
***) Dabei liegt die arithme~ische Definition des bestimmten lntegrales zu 

Grunde. Es sei f(x) eine Function, welche in dem endlichen Intervalle a ~ x ~ a '  
fiix alle oder doch fi~r i~berall-dicht vertheitte Werthe yon x eindeutig definirt ist 

Mathemat i scho  A.nnalem X V l l l .  18  " '  
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Diese Formel besteht auch noch, wenn f ' ( x )  nach Ausschluss 
einer endlichen Anzahl yon Punkten der Bedingung des Satzes Geniige 
leistet. Es sei der Punkt x ~ d ~ O D ( a  ~ d ( .  a')  ausgeschlossen. 
Be| jeder Zerlegung yon d ~ a wird entweder ein Theil vorkommen, 
der  den P u n k t  1) enthSlt~ oder  zwei The i l e ,  die in 1) zusammens tossen .  
]m ersten Fal le  seien die Grenzen des e i n e n  The i l e s ,  im zweiten die 
yon D verschiedenen  Grenzen der be |den  Thei le  d - - 6 '  ~ 0 D ' ,  
d ~ - 6 " ~ - O D ' .  Wer, n nun die den Segmen ten  A D ' ,  D " A "  ent-  

sprechenden Thei le  yon L ~  L'~,  L"~ heissen ,  so h~t man 
~' a - ~ '  a+~"  i '  

4 ;§ . . . . ,  I. a a - "~+d" 

wor ia  

,~ - - - l v ' ~  -4- [fCd) - -  f ( d  - -  ~ " ) ] ~ - l +  I / ,~ ''~ + [ l ( d  + ,~") -- / ( ,d)]  ~ I. 
Jede r  g e g e b e n e n  pos i t |yen  Zah] ~ entspr':ch~ nun eine  Zahl  ~' > 0,  so 
d~ss, wenn n u t  ~' ~ ~ und 6" ~ ~,  sowohl das zweite  als auch das 
dr i t t e  Glied rech t s  k le iner  | s t  als ~. D e n k t  m a n  sich demgem'~ss ~', 6" 

und deren ~mmtliche Werthe zwischen zwei endlichen Zahlen liegen. Theil~ man 
nun das Intervall a ' - -  a in n Theile 

setzt 
a = a o ,  a --~ ~l  = aJ ,  a 13V ~ = a~, . . ., an_  1 - ~  i~ ~ a n = a ' ,  

und versteht unter x r einen beliebigen Werth zwisehen ar_  1 und a r ( a r - I  ~ X r ~ a r =  );  
n 

existirt fiir die Summe > !  3 .  ['(%.) be| unbegrenzter Abnahme der Theile 8 0  3r 
1 

ein endlieher (Irenzwerth J dann und nur dann, wenn zu jeder posit|yen Zahl 
eine Zahl Q :~ 0 geh~r~, so dass die Ungleichung 

n 

besteht f i i r  alle Wer the  ~, ,  ~, ,  �9 �9  t n ,  deren S u m m e  ~ a' - -  a ist  u n d  yon denen 
j eder  einzelne k le iner  als 0 |st. Die Zahl J heisst d~s bestimmte Integral 

a '  

f / ( x ) ,  d x .  - -  Diese Definilbion entnehme ieh im Wesentlichen den Vorlesungen 

des tim. Wei  e r s t r ~ s s .  - In fi~hn|ieher Art l~sst sich der endliche Grenzwerth flit 

r ~ / ' ( x ,  ,~), worin x'~ dieselbe Bedeutung hat wie xr, bei lira 8~ ~- 0 definiren, 
I 

weleher r a i t ; . ; f (x ,x )dx  zu bezeiehnen ist. Mit Hfilfe desselben dehnt man den 
a 

im Texte angegebenen Satz auf die ebenen Curven x = ~0(t), y ~ ,~(t) und ~uf 
die Curven doppelter  l~ .r i im~ung aus. 



Ueber Bolzano. 275 

festgesetzt, so kann nach dem Vorstehenden fiir die fibrigen Intervalle 
(~,. eine Grenze 0' > 0 gefunden werden, so dass, wenn nut  ~ < q'~ 
das zweite und vierte Glied rechts ebenfalls unter a liegen. Somi~ 
existirt eine Zahl ~)~ so d,~ss ftir ~lle ~ < 

a'  

[]/1 +f' (xTI  dx < 4~ 

d. h. es gill wieder die Formel (2). Aehnlich wird man vorgehen, 
wenn zwischen a und a' eine endliche Anzahl yon Punkten oder uuch 
ein unendliches Punktsystem yon erster Art auszuschliessen ist. 

6. Wenn f'(x) aueh nach Aussehliessung eines unendlichen [)uakt- 
systemes erster Art  keine endliche Function wird, so hat die Summe 
L ,  bet unbegrenzter Abnahme der if,. dann und nut dann einen end- 

q ;  

lichen Grcnzwerth L,  falls das Integral j ]  l/]-~- ~ l  dx existirt und 
a 

zwar ist derselbe ihm gleich. Dabei wird~ wie es die his jetzL iibliche 
Erkl~rung des bestimmten Integrales (vgl. D in i  Fondamenti p. 300) 
erheischt, vorausgesetzt~ es set nut ein unendliches System ersier Art 
yon solchen Punkten zwischen a und a' vorhanden, so d,~ss in jeder 
aueh noch so kleinen Umgebung irgend eines derselben eine der 
Orenzen yon f ' (x)  unendlich ist. - -  Der Beweis des Sa~zes wird in der 
bekannten Weise durch allmi~hliches Aufsteigen zu den hOheren Punkt- 
systemen geffihrt. Es set zunSchst ein einziger Punkt x ~ d ~  0 D  
yon der eben erw:~hnten Eigenschaft zwischen a und a' vorhanden. 
Zerlegt man L~ wie in Nr. 5. und setzt 

d - - J '  a '  

so folgt ~_ ~, ,z- a' 

- -  ' " L '  

ez'  ~ '  

. _ _  L:)§ 8 ") 
Man nehme nun d'~ J '  so klein, dass das zweite, vierie und letzte 
Glied rechts absolut ldeiner sind als die gegebene Zahl a. Sind d', d" 
demgemi~ss angesetzL~ so kann eine Zahl 0' gefunden werden yon der 
Ar t ,  dass die erste und drit~e Differenz ftir alle WerLhe der darin vor- 
kommenden (~,, welche unter p' liegen, absolut genommen, je kleiner 
sind als E. Demnaeh existirt aueh eine Z~hl Q~ so dass ffir alle d~ < 0 

18" 
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~ L ~ - - J ' - - J " I ~ 5 ~  d . i .  ] i m L ~ J ' ~ J " .  

7. Is~ einer der Grenzwerthe (3) unendlich, so hat auch die Summe 
L~, einen unendlichen Grenzwerth. Denn es ist L~ grSsser als jede 
beliebige Zahl G, we~m nur die lntervalle ~,. klein genug sind. In 

tier That es sei G' > G~ so ist nach Vor~ussetzmJg z. B. ~.~: . .  G' 
t t  

fiir alle 6' ~ a, und wenn 6' fixirt is~, so kann ftir die in L:, vorkom- 
menden Theile ~, eine Grenze p' gefund en werden~ dass fiir ~,. ~ O" 

d - - J '  

L', ~][- -  . . - -  (G ' - -  G), mithin L~ ~ G ]st. Bedeutet~ p die kleinere 

der Zahlen a, p', so [iberschreite~ die fiber dem Segmente A D  stehende 
Summe gewiss fiir alle ~}~ ~ q die Zahl G. 

( t  p 
/ ' i  

Es is~ leicht ersiehtlich, d~ss lulls . i  f '  (x) dx  absolut convergir~, 

a p ~ '  

0~ 6~ 

d~sselbe auch yore zweiten Integral gel~en mfisse. Diese Bemerkung 
fi]hrt zur Aufstellung yon stetigen Curvenbogen, fiir welche die Summe 
L .  bei unbeschriinkter Abnahme dcr ~ iiber alle Grenzen wiichst. Es 

sei z. B. ftir x ~ 0 ,  y ~ 0 ;  ffir x ~ 0 

j ~ 1 d~ dy 1 t 
y ~  s i n ~ .  x ~ dx -~-x- sin ~-, 

0 

f l '  so hat ~ sin ~- dx  bekanntlich den Wergh 4- ec; demnaeh hat das 
o 

StrUck der Curve vom Anfangspunkte 0 bis zu einem beliebigem Punkte 
M, wenn man will, eine unendliehe L':iage. 

Daraus erhellg die Unzuliissigkeit der Annahme, dass jedem stetigen 
Bogen eine Zahl als L~inge entspreehe. Die vermittelsg derselben ab- 
geleiteten Resultate haben daher nur Gtil~igkeit unter der u 
dass der betraehtete Bogen messbar sei. 

8. Is~ der Bogey1 naeh einer der vorstehend entwiekelten Methoden 
als Zahl detinirt, so folgen, wie D u h a m e l  hervorgehoben hat, die 
Annahmen des A r c h i m e d e s  iris nothwendige S~it;ze. Das Ngmliche 
gilt vom Theoreme: are. A C ~ are. A B + arc. ~ C. 

Der Satz: , I )as  VerhSltniss des Bogens M N  zu seiner Sehne 
M A  r hat far lira I M N [  ~ 0 den Grenzwerth 1"~ ergiebt sich far 
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convexe Linien unmit telbar*) ,  in der unalytischen Oeometrie aus der 
Formel  

l j'l 
xo 

welche jedoch die Existenz und Endl ichkei t  des Grenzwerthes lira f ' (x~-~)  
f'iir lira ~ ~ q-  0 voraussetz~. Ein  ~ihnlicher Satz besieht flit lira ~ ~ - -  0.**) 

9. I n  iihnlicher Weis% wie das Problem der gectif icat ion,  sind 
auch die der Quadratur ,  Complanation und Cuhirung zu behandeln. 
So fo lgt  der Satz~ dass die yon der hbscissenaxe,  der Curve y ~ .  [ ( x )  

und zwei Ordinaten begrenzte Fliiehe eine Zahl sei~ aus der Existenz 
g' 

des best immten IntegrMes f f ( x ) . d x .  Es isg befremdlich, dass i~ einem 

Werke~ welches die Methoden der (~xactea Wissenschaften darstellt, 
umgekehr~ die Existenz des bestimmten Integrales  auf die der Fliichen- 
zahl gegr~indeb ist***), w~hrend letztere ebenda friiher als Ergebniss  
eines ar i thmetischen Verfahrens,  nSmlich eines Grenztiberganges,  be- 
zeichnet  wird. 

Die Quadratur einer von einer convexen Li~de L begcenzten ebenen Fl~che 
kann nach der in Nr. 2. gegebeuen Definition durch f'olgende [~emerkungen er- 
ledigt werden. I) Aus dem Hiifssa~ze in Nr. 3. tblgt leieh~, dass man fiir die 
Seiten G eines der Linie L eingesehriebenen Polygones A~A~ . .  �9 A ,  eine Grenze 
5' angeben k,~nn, sod~ss, wenn nur alle s r ~ ~, der Abstand aller Pu~ktc des fiber 
jeder Sehne Ar_~A  r stehenden Bogens yon dieser Sehne kleiner ist als eine vor- 

*) Vgl. Rouchd  etc. 1. c. I, p. 184. 
**) Beim Beweise dieses S~tzes wird der Mittelwerthsat~z gebr~ucht in folgen- 

tier Form, die n~t/irlieh unter der allgemeinen des Hrn. D ini (Fondamenti p. 192 f.) 
cnthal~cn ist, ~ber auch f/ir sich abgeteltet wet'den kann: ,, Ist #(x) im Intervalle 
a ~ x ~ b eindcutig, stetig und mit einem endlichem verderen (hinteren) Differen- 
tialquotienten ~0(x) begabt wenigstens ffir ulle a ~ x ~ b  mit Ausnahme eines 
unendlichen Punktsystemes erster ArG so k~nn der Quotient [ f (b)--[ ' (a)]:(b--a)  
nieht ausserhalb des yon der oberen und unteren Grenze yon ~p(x) gebildeten 
Intervalles f~llen." 

***) D u h a m e l  1. e. III, p. 348 nnd II, p. 406. Dabei wurde ausser Acht 
gelassen, dass bereits Caucby  (vgl. Moigno,  C. int6gr~l p. 4) den arithmetisehen 
Beweis yon der Existenz des bestimmten Integr~les einer stetigen Function ge- 
liefert hatte, zu dem freilich noch das Theorem yon der gleiehmi~s~gen Stetig- 
keit dieser Fuuction hinzugeftigt werden muss . -  Es finder sich auch die Ansichr 
d~ss die Fl';~chenzahl ohne Grenzfibergang denkbar sei, die Bogenzahl abet nicht, 
z. B. bei Courno t  Thdorie dldm. des fonctions 2. dd. 1, p. 296. So scheint es 
denn nicht ~berflr mit Hrn. de T i l l y  (1. c. p. 90) zu betonen~ d~ss die Existen~ 
der Ft~chenz~hl l~icht einmal dutch den bier betraehteten (~renzfibergang ~us den 
ein- und umgeschriebenen Polygonen ~llein gesichert sei, sondern erst dunn, wenu 
dieselbe Z~hl ~uch ~ls Grenzwer~h der Summe der (ger~dlinig begrenzten) Theile 
erscheint, in welche die vorgelegte Fliiche dutch zwei Curvensysteme zer- 
schnitten wird. 
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gegebene Zahl ~. 2) Bezeiehne~/~" die Fl~che eines beliebigen L eingeschriebenen 
Polygones yon r Seiten und F '  die eines ebensolchen, dessen Seiten aber nicht 
grSsser sind als die yon F ,  so hat man 

S ' H "  (a) F "  - -  l x  ~ _ ~. . _ _  
2 

worin S' die gr~isste unter den Seitea yon F ' ,  H "  das Maximum des Abstandes 
der Punkte des fiber jeder dieser Seiten stehenden Theiles yon Z voa ihr 
bezeichnet. 

3) Nun construire man nach dem Verfahren vqn D u h a m e l  Polygono wo- 
dureh man einen Grenzwer~h A ffir ihre Fl~chen ~ finder: lira ~m ~ .4 und ~lm ~ A. 

4) Aus (a) folg~ ferner, dabs die Fl~ehe f eines jeden L eingesehriebenea 
Polygones kleiner ist als A. Denn man hat be~ genfigend hohem m 

r ~ S ' H ' ,  

und da S ' H '  beliebig klein genommen werden kann, /~ '~  A. l~ach demselben 
Gesetz% durch welches die Polygone 2 m nach einander gebilde~ werden, finde~ 
man aber zu f ein Polygon, dessen Fl~che F grSsser ist als f; demnaeh ist f <  A. 

5) Andererseits ergiebt sich aus (a), falls die ~ Seiten s,. eines eiugeschrie- 
benen Polygones yon der Fliiehe fn ,  deren gr~isste s sein mag, s~mmtlich kleiner 
sind, als irgend eine Seite eines Polygones vonder  Fliiche ~1,~, 

(b) F .  - -  92,z ~ - -  ~ -  s h  , 

worin h gegenfiber f~ dasselbe bedeutet, wie H '  gegenfiber /~". 1st nun e eine 
gegebene positive Zahl und 0 ~ ~' ~ ~, so kann m so gross gew~thl~ werden, dass 

2 ~ n ~ A - -  #. Nimmt man dann s dO klein an, dass ~-  s h  ~ ~ - -  e', so folgt 

naeh (b) 
f ~  A - -  ~ ' - -  ( ~ - -  #) d. i. O ~  A - - f ~ , ~ ,  

wean nur alle s r kleiner sind als die eben ffir s ermittelte Grenze. Somit hat 

man lira fn  ~ A ffir lira s r ~ O. 

2. Ueber die Di~erentialquotienten unendlicher Reihen. 

Die  F rage ,  ob der Differentialquotient  einer unendl ichen Relhe, 
deren Glieder eindeutige und stetige Funct ionen einer u  
x : f .  (x) sind,  - -  falls ein solcher i iberhaupt vorhanden ist - -  gleich ist 
der Summe der aus den Differentialquotienten f ~ ( x )  gebildeten t~eihe, 
dtirfte vor  B o l z a n o  (vgl. ob. VI.) kaum eingehend erSrter~ worden 
vein. D u h a m e l  stellte (Liouville J .  T. X I X ,  J a h r g a n g  1854,  p. 118) 
den Satz auf :  I s t  2 ~ f , ( x )  in einem Interval le  ( a - - d l ,  a - ~ - d ~ )  con- 
ve rgen t  und gleich f ( x ) ,  mind abe t  f ( a -  0) und f ( a - { - 0 )  yon ein- 
ander  verschieden,  w~hrend sonst f ( x )  eine stetige Func t ion  yon x 
bildet~ so ha t  ~ f ' ( a )  eine unendl iche Summe. B e r t r a n d ,  der diesdn 
Satz  in seinen Traitd du Calcul diff6rentiel (p. 271) aufgenommen ha~, 
sag l  blos~ 2~'f~ (a) sei divergent.  Mit Benu tzung  eines yon Her rn  
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D a r b o n x  gegebenen Beispiels l~ssfi sieh darthun, dass dieser Satz 
nieht stiehhaltig isL Setzt man in der That 

x >_= 0 A ( x )  = e - ' ~  - -  e -(~'+'e~'~', x <__ 0 [;, (x)  = e-I~+o'~" - -  e-.,~'~", 

( n =  l , 2 ,  . . . ) ,  
so is~ 

also 

x > O f ( x )  = e -x~ f(O) = O x < O f (x )  = - -  e - ~ ,  

f ( - o ) - - - 1 ,  f ( + o ) - - + J .  
ao 

Gleiehwohl finder man 2 ~  ];~(0) = 0. 
I 

Sicher ist der f6lgende Satz, den man entweder dureh Umkehrung 
des Satzes fiber die Integration der unendlichen Reihen oder un- 
mifitelbar naeh Herrn D i n i  (Fondamenti ~te. p. 115) beweisen kann. 
, ,Wenn in dem Interwlle (a -- ~1, a + 62) X[~(x) eonvergirt und 
ihre Glieder jo einen endlichen Differentialquotienten besitzen, und 
wenn in demselben Intervalle 22[~(x) eonvergir~ und zwar in gleichem 

~.umme f ( x )  der Reihe S f .  (x)  f t ir  x = a Grade, denn hat auch die .q 
einen endlichen Differentialquotien~en~ welcher gleich ist der Summe 
der Reihe X['~(a)." 

Wenn aber die Reihe 2~[~(x) in dem Intervalle ( a -  ~'1, a - ~ - ~ )  
eine stetige Summe besitzt, so kann dieser Satz aueh ausgedehnt werden 
auf den Fall, dass sie nut  i~z AlIgemeinen gleiehmiissig convergirt d. i. 
dass die gleiehm~issige Converger~z nut  besteht, nachdem aus dem er- 
w~ihnten Intervalle eine endliehe Anzahl yon Intervallen, deren jedes 
beliebig klein angenommen werden kann, ausgesehiedea worden ist. 
(Diese Bezeichnung ist yon Herrn D i n i  I. c. p. 102 enfiehnt.) In 
der That is~ eines derselben ( a -  7J, a-~-7~),  so hat man ffir die 
Werthe 

a - -  (St ~ x ~ a - -  Tt , 

Und da 
oo 

~ t '  lira f ' ( a  -- ~) = ,,(a) 
l 

so folg~ wegen 
Lim f (a- -  6) - f(a) 
~=+o 

oo 

f '  (x) = . ~  f~ (x). 
1 

ftir lim ~ = + 0, 

= Lira f '  ( a  - -  ~) 
~=+o 

( D i n i  I. c. p. 82), dass der hintere Differentialquotien~ yon f (x)  for 

x ---~ a ~ f~ (a) sei. Dasselbe gilt bezfiglich des vorderen Differentiul- 
1 

quotienten yon [ ( x )  ftir x ----- a. 

I n n s b r u e k ,  9. Febraar 1881. 


