B. Bolzano’s Bedeutung in der Geschichte
der Infinitesimalrechnung.

Von
0. Storz in Innshruck,

Cauchy begriindete die Infinitesimalrechnung wieder durch die von
Lagrange verlassene Methode der Grenzen, indem er glaubte, dass
nur sie die erforderliche Strenge darbiete. Die Klarheit und Eleganz
seiner Darstellung bewirkte, dass sie sich immer mehr verbreitete und
endlich allgemein angenommen wurde. Wenn auch erhebliche Miingel
derselben aufgedeckt wurden, so hat sich doch bisher gezeigt, dass
sie sich durch consequente Entwickelung von Cauchy’s Principien
in dem Sinne, dass ausschliesslich arithmetische Betrachtungen benutat
werden, beheben lassen,

Einige Jahre bevor Cauchy durch Verdffentlichung eines Theiles
seiner Vorlesungen tiber Infinitesimalrechnung seinen Ansichten in weiten
Kreisen Eingang verschaffte, hatte schon Bernhard Bolzano (geb.
zu Prag 1781, gest. ebenda 1848) in einer Rejhe von Abhandlungen die
Grundbegriffe derselben vielfach dbercinstimmend mit ihm, aber auch
in wichtigen Punkten vollstindiger als er entwickelt,. Wenn auch
Bolzano’s Darstellung gegeniiber den neueren Forschungen nicht
immer haltbar erscheint, so erhebt sie sich doch an vielen Stellen zu
einer ungewdhnlichen Klarheit und Sicherheit. Bolzano’s Arbeiten
geriethen bald in Vergessenheit und erst lange nach seinem Tode
fanden seine Leistungen auf dem Gebiete der Infinitesimalrechnung
die verdiente Wiirdigung. H. Hankel erkennt ihm die Prioritdt vor
Cauchy in der richtigen Auffassung der Lehre von den unendlichen
Reihen zu*) und Hr. H. A, Schwarz bezeichnet ihn als den Urheber
einer von Hrn. Weierstrass weiter entwickelten Schlussweise™®),
wovon in 1II. die Rede sein soll.

Der Zweck dieser Zeilen besteht darin, die Bolzano im Gegen-
satz zu Cauchy eigenthiimlichen Definitionen und Sitze itber die Prin-

X *) Allg. Encyklopidie von Erseh und Gruber 1. sect B. 90 (1871) Artikel :

5,Grenze’ § 19,
#¥) Borchardt J. Bd. 74, (1872) p. 221, Note,
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cipien der Infinitesimalrechnung iibersichtlich zusammenzustellen und
zu beleuchten, um zur Vergleichung derselben mit den gegenwiirtig
von vielen Mathematikern getheilten Ansichten®) anzuregen. Da der
Wortlaut mathematischer Definitionen iiber ihren Sinn nicht immer
vollstindigen Aufschluss gicbt, so musste Sorge getragen werden, den-
selben auns der Anwendung unzweifelhaft festzustellen. Folgende Werke
Bolzano’s wurden fiir diesen Aufsatz benutzt:

1) Beitrige euw ciner begriindeten Darstellung der Mathematil:. 1. Lict.
Prag, 1810 (= Dt.)

2) Der binomische Lelrsate und als Folgerung aus ihm der polyno-
mische und die Reilen, die sur Berechnung der Logarithmen und Tx-
ponentialyrissen dienen, genauer als bisher erwicsen. Pray 1816 (= I..)

3) Rein analylischer DBeweis des TLehrsatzes, dass zwischen je zwei
Werthen, die ein entgegengesciztes Resultat gewdlren, weniglens cine
reclle Wureel der Gleichung liege. Prag 1817 (= B.)

4) Die dret Probleme der Rectification, der Complanation und dey
Cubirung ohne Betrachtung des unendlich Kleinen, ohne dic Annalimen des
Archimedes und ohme irgend eine wicht streng erweisliche Vorausscteung
gelost, zugleich als Probe eimer ginzlichen Umgestaltung der Rawmavissen-
sehaft allen Mathematikern sur Priifung vorgelegl. Leipzig 1817 (= P.)

3) Dr. Bernhard Bolzano’s Paradoxien des Unendlichen Lerawus-
gegeber aus dem  schriftlichen Nachiasse des Verfassers won Dr. F'y.
Piihonsky. Leipgig 1851 (= Pr.)

Die ,Beitriige®, welche tiber den Begriff und die Eintheilung der
Mathematik, sowie tiber die mathematische Methode handeln, bieten
fiir meine Aufgabe wenig dar. *¥)

Die Abhandlung iiber den binomischen Liehrsatz ist bereits auf die
arithmetische Methode gegriindet, die sich hier an manchen Stellen
strenger dargestellt findet als bei Cauchy. Aws ihr ist aber schon
die Grenze ersichtlich, bis zu welcher Bolzano in der Benutzung
seiner Grundgedanken forigeschritten ist. Sowie Cauchy, blieb auch
thm der DBegriff dev gleichmdssigen Convergenz der Grenswerthe won
Functionen zweier unabhingigen Verdnderlichen unbekannt,**#)

Eine bedeutende Erscheinung in der mathematischen Litteratur

#) Man findet sie zusammengestellt in U. Dini’s Fondamenti per la teoriea
delle funzioni di variabili reali. Pisa 1878.

##) Geschichtlich bemerkenswerth ist, dass p, 117 die Addition zweicr ganzer
Zahlen mittelst des Gesetzes der Associativitit fiir die Summe a4 (b4-1) = (a4 b)-}1
in derselben Weise durchgefihrt wird, wie sie Hankel (Theorie d. complexen
Zahlensysteme p. 37) nach Grassmann entwickelt.

#%) Ueber diesen Begriff vgl, Dini L c. p. 102, 397. Bekanntlich wurde die
ungleichmiissige Convergenz von Reihen von Hrn. Seidel bemerkt, Hr. Weier-
strass zeigh in seinen Vorlesungen zuerst die hervorragende Wichtigkeit des
erwihnten Begriffes fiir die ganze Analysis,
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bildet die dritte Abhandlung, -withrend die vierte nicht jene Wirkung
ausgeiibt hat, welche der Verfasser davon erwartete. Alle genannten
Schriften sind dadurch ausgezeichnet, dass sie von einer ebenso un-
befangenen, als scharfsinnigen Priifung der einschliigigen Leistungen
der #lteren Litteratur ausgehen,

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehe ich zur Darlegung
von Bolzano’s Ansichten im Einzelnen iiber.

I. Gleichheit zweier Zahlen.

Lehwsatz (. § 27): ,,Wenn in der Gleichung A + ©® =B -+ a!
die Grossen o, ©' so klein werden konnen, als man nur immer will,
wahrend A und B unveréindert bleihen: so muss genau A = B sein.“

Die hiinfige Anwendung dieses Satzes, nicht der Satz selbst, der
nar die arithmetische Formulirung des Principes der Exhaustions-
methode und die Ausdehnung desselben auf die relativen Zahlen bildet,
ist fir Bolzano’s Darstellung charakteristisch (vgl. L. p. XVI, § 28,
G4. B.§ 7).

II. Verdnderliche Grossen.

Eine Grosse, die alle mioglichen Werthe zwischen zwei gegebenen
annehmen kann, heisst nach B. p. 49 , frei veriinderlich, eine Grisse,
die ohne alle Werthe anzunehmen doch in der Umgebung eines jeden
ihr zukommenden Werthes Werthe annimmt, welche von denselben
beliebig wenig abweichen, heisst ,,stetig veriinderlich. (vgl. B. p. 11, 49).
— Im Folgenden werden diese heute nicht mehr iiblichen Bezeich-
nungen meist gebraucht.*)

III. Obere Grenze einer Verdnderlichen.

Lehrsatz. ,,Wenn eine Figenschaft M nichi allen Werthen einer
verdnderlichen Grisse x, wohl aber allen, die kleiner sind als ein ge-
wisser w, sukommt, so giebt es allemal eine Grisse U, welche die grisste
derjenigen ist, von denen behauptet werden kann, dass alle kleineren x
dic Eigenschaft M besitzen.”* (B. p, 41.)

Ueber diesen Satz, der mit einem strengen und vollstindigen Be-
weise versehen ist, bemerkt Bolzano mit Recht (B. p. 48):

,, Vorstehender Lehrsatz ist von der grossten Wichtigkeit, . . .
Statt seiner hatte man. sich bisher nicht selten des falschen Satzes
bedient:

*) Bine Grosse der ersten Art heisst jetst stetig veriinderlich; die Werthe
ciner Grosse der zweiten Art heissen im Intervalle (@, b) <berall-dicht (nach
Hrn. G. Cantor diese Annalen Bd, XV, p. 2) oder pantachisch (nach Hyn. P, du
Bois-Reymond 1 ¢. Bd. XV, p. 287) vertheilt,
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2 Wenn eine Eigenschaft M wicht von allen z, wohl aber von allen,
die Kleiner als cin gewisses sind, gilt: so giebl es jederzeit irgend ein
grisstes z, welchem die igenschaft M sukommi.*

Dies, sage ich, ist zufolge des soeben Erwiesenen falsch. Denn
giebt es irgend eine Griosse U, welche die grosste derjenigen ist, von
denen gesagt werden kann, dass alle unter ihr stehende x die Eigen-
schaft M an sich haben®): so giebt es darum sicher kein grossies x,
dem diese Eigenschaft zukommt, wenn anders © eine enbweder frei oder
doch stetig verdmderliche Grisse ist.* . .,

»Man denke sich, um dies durch ein Beispiel zu erlintern, eine rechtwinklige
Hyperbel, und nehme eine ihrer Asymptoten zur Abscissenlinie und nicht den
Mittelpunkt. ¢, sondern was immer flir einen anderen Punkt o in dieser Asymptote,
der die Entfernung D von ¢ hat, zum Anfangspunkte der Abscissen an. Erkliren
wir nun die Richtung ac fiir die positive der Abscissen und die Richtung al,
welche die rechtwinklige Ordinate des Punktes ¢ hat, fiir die positive der Ordi-
naten: s0 wird von jeder Abscisse, die kleiner als eine gewisse, z. B. kleiner als
1/, D ist, die Eigenschaft gelten, dass ihr eine positive Ordinate entspricht. Gleich-
wohl wird diese Eigenschaft (J) nicht von allen positiven Abscissen gelten,
namentlich nicht von solchen, die grosser als D sind. Giebt es nun wohl hier
eine grosste Abscisse, einen gréssten Werth von @, welchem die Eigenschaft M
zukommt? Keineswegs; wobl aber giebt es ein U d, h, eine Abscisse, welche die
grésste unter denjenigen ist, von denen gesagt werden kann, dass alle kleineren
als sle positive Ordinaten haben, d. b, die Eigenschaft M besitzen. Diese Abscisse
nivmlich ist + D

Die Grisse U heisst nach Weilerstrass die obere Gremze aller
Werthe von z, denen die Eigenschaft M zukommt. Dabei ist jedoch
zu beachten, dass die durch die Eigenschaft M definirte Variabele
hier als frei oder doch stetig veriinderlich angenommen wird. Sieht
man davon ab, so lautet der Satz bekanntlich: ,,Liegen simmtliche
(unbegrenzt viele) Werthe einer Veriinderlichen 2 unter einer endlichen
Zahl 4, so giebt es eine und nur eine endliche Zahl U von der Bigen-
schatt, dass keiner der Werthe z sie iiberschreitet, dass aber mindestens
ein Werth von 2 vorhanden ist, dessen Unterschied von Uweniger betrigt,
als irgend eine beliebig kleine positive Zahl s% (vergl. Dinil. c. p. 19).

Auf das Verfahren, wodurch Bolzano die Existenz der Grdsse Unach-
weist*™), beziehtsich die oben angefiihrte Bemerkungdes Hrn, 8 chwarz.%%%)

*) Offenbar ist dabei angenommen: U selbst hat nicht die Eigenschaft M.
#¥) Dieses Verfahren, welches mit dem von Duhamel (Des méthodes dans
les sciences de raisonnement II. p, 418) und von Darboux (Mém. sur les fonctions
discontinues — Ann, de I'Le. Normale 2. sér. T. IV.) zu demselben Zwecke ge-
brauchten iibereinstimmb, leistet, wenigstens im Allgemeinen, die Berechnung der
Grosse U nicht. Es legt ihm keine weitere Voraussetzung zu Grunde, als dass
eine jede unendliche Menge von Zahlen zwischen gegebenen Grenzen in eine fort-
laufende Reihe geordnet werden kiéanne.
#+%) Hyr, Schwarz hatte die Giite mir dies auf die von mir gefinsserte Ver.
muthung mitzutheilen.
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Die Wichtigkeit des vorstehenden Lehrsatzes wird schon dadurch
dargelegt, dass er zum Beweise des Satzes fithrt, dass eine Function
f(z), welche, wihrend z sich z. B. wachsend dem Grenzwerthe a nihert,
mit & bestiindig wiichst, dabei aber unter einer endlichen Zall bleibt,
einen endhehen (zrenzwerth fir im 2 = @ — 0 haben muss.

IV. Convergenz von Reihen aus reellen Gliedern.

Unter den Reihen, deren Werth (d. h. die Grisse, die durch
Summirung jhrer Glieder entsteht), soweit man sie fortsetzen mag, eine
gewisse Grisse nie liberschreitet, ist besonders merkwiirdig folgende
Classe:

*  [B. § 6. ,,Wenn man den Werth, welchen die Summe der ersten
#, n - 1--.n-}r Glieder einer - - - Reihe hat, der Ordunung nach
durch Iz, Frtig ..., 't g hegeichnet, so stellen die Grissen

g, INg,..., g, ..., Friyg

nun eine newe Reithe vor. ... Diese hat . .. die besondere Bigenschaft,
dass der Unterschied, der zwischen ihrem n'" Gliede 2% und jedem
spiteren F7t 'z, es sei auch noch so weit von jenem szt entfernt,
kleiner als jede Cferrebene Grosse bleibt, wenn man erst » gross genug
angenommen hat“

Den Sinn dieser Tlgemchait erklirt die von Bolzano gegebene Erirterung
tiber die geometrische Reithe (B. §5, L. §22). Verlingert man die Reile

a-+ aeaet~+ - 4 a¢” noch um s Glieder, so ist der Zuwachs
| - 3
adttLadt? 4. L= qgH -l—v%- :

‘Wenn nun ¢ seinem absoluten Werthe nach unter } liegh, so verbleibt dieser
Zuwachs, wenn man erst # hinlinglich gross genommen hat, kleiner als jede ge-
gebene Grisse, wie gross awch s hinterher anwachsen smag. Denn er ist immer

kleiner als 2ae™: (1 —¢). Es ist aber fir 4+ e = >0+ ¢ < D, so-

+
bald man > (% — 1) : o nimmb,

Wenn schon die vorstehende Auseinandersetzung fiber  die nofh-
wendige Bedingung der Convergenz unendlicher Reihen priiciser zu
sein scheint als die beziiglichen Erklirungen Cauchy’s (C. d’Analyse
p. 125), so zeigt sich Bolzano’s volles Verstiindniss dieses Gegen-
standes durch den folgenden Satz, welcher die hinreichende Bedingung
der Convergenz ausspricht.

[B. §7.] ,Wenn eine Reihe von Grossen

Flg, g, .. . Fog, .. Frirg
von der Beschaffenheit ist, dass der Unterschied zwischen ihrem n'en
Gliede I'*z und jedem spiteren I'*+t 'z, sei dieses von jenem auch
noch so weit entfernt, kleiner als jede gegebene Grisse verbleibt,

174
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wenn man % gross genug angenommen hat: so giebt es jedesmal eine
gewisse bestindige Grosse und zwar nur eine, der sich die Glieder
dieser Reihe immer mehr nihern und der sie so nahe kommen kinnen,
als man nur will, wenn man die Reihe weit genug fortsetzt.“*)

Der a. a. O. vorgetragene Beweis zeigt zwar nur, dass die An-
nahme, es sei fiir F'#(x) bei lim » = + oo ¢in endlicher Grenzwerth X
vorhanden, auf keinen Widerspruch stosst. — Der Beweis lisst sich
leicht fithren mit Hiilfe der von Hrn. P. du Bois Reymond®*)
erfundenen Unbestimmtheitsgrenzen von F#z bei lim # = ~- oo. Dass
hier beide endliche Zahlen O > U sein miissen, erhellt sofort. Es
entspricht aber jeder positiven Zahl & eine Zahl u, so dass fiir alle
n>p U—e <" <04 ¢&; und wenn m irgend eine ganze Zahl
> w bezeichnet, so muss es mindestens zwei Zahlen, %, ! grosser als
m geben, woftir I'* > 0 — &, I''* < U + . Da nun zufolge Voraus-
setzung angenommen werden kann, dass fiir # > p auch sei

In —eg Imbr < I (r=1,2-.")

so folgt, wenn zuerst #» = &, hierauf % selbst an Stelle von m gesetzt
und demnach 7> % angenommen wird, O — 2& < U 4 & oder
0<L0—U<3éedi O==1U. Der gemeinsame Werth dieser Zahlen

ist der Grenzwerth lim I7'n, #%%)
n=ef-on
‘Was insbesondere die binomische Reihe, die Bolzano nur fiir reelle Werthe
des Argumentes und Exponenten betrachtet, betrifft, so besteht seine Leistung in
dem strengen Beweise des Satzes, dass das Product zweier binomischen Reihen
zu den Expooenten p, ¢ die binomische Reihe zum Exponenten p 4 g sei (L.
§ 38—42).7) — Die Bebauptung (L. § 46), dass die binomische Reihe fiir einen

rationalen Exponenten o sich beim Grenziibergange lim o = & worin ¢ eine

irrationale Zahl bedeutet, die binomische Reihe zum Exponenten i zum Grenz-

¥} Hankel, der Bolzano’s dfters anerkennend gedenlkt, glaubt (1. ¢. § 4—8)
vorstehenden Satz zoerst aufgestellt zu haben, Offenbar war ihm die Abhandlung
B. nicht zugiinglich. — Sein Beweis des Satzes scheint mir indess guch nicht halthar.
Er will zeigen, dass unter Voraussetzung der Relation, es gehdre zu jedem ¢>>0
eine positive Zahl ¢ von der Art, dass fir 0<<6<C¢ |flat8)—fla-te)|<s, die
Annahme unmdglich sei, dass fiir f(x) bei lim £=a-0 kein Grenawerth vorhan-
den sei, Dann konnte allerdings, was immer die Constante A sein mag, zu dem
beliebigen ¢ keine Zahl & gehdren, sodass fiic & <7 & stets | fla+8)—A|< s whre,
Aber wenn er dann f{a-+s)=4 setzt, so lisst er ausser Acht, dass f(a--¢) eben
keine Constante ist, sondern durch & von ¢ abhiingt,

*¥) Neue Lehrsitze tber die Summe unendlicher Reihen, dntrittspro-
gramm ete. p. 3.

#¥) Einen anderen Beweis des in Rede stehenden Satzes giebt Hr. Dini
1 e p. 27,

) Ueber die Litteratur dieses Satzes vgl. Lacroix Complément des €lémens

d’Algebre IV, édition 1817 p. 163.
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werthe habe, erfordert noch den {ibrigens leicht zu erbringenden Nachweis, dass
die binomische Reihe, in welcher das Argument einen constanten absolut genom-
men unter 1 liegenden Werth erhilt, hezsiiglich aller zwischen zwei rationalen
Grenzen p, » gelegencn Werthe des Exponenten gleichmiissig convergire,

V. Stetige Functionen.

(B. p. 1) ,Nach einer richtigen Erkldrung . . versteht man
unter der Redensart, dass cine Function fzx fir alle Werthe von z,
die inner- oder qusserhalb gewisser Gvenzen liegen, wach dem Gesetze
der Stetigkeit sich andre, nur so vicl, dass, wenn x irgend cin solcher
Werth ist, der Unierschicd f(z + ©) — fz kletner als jede gegcbene
Grosse gemacht werden kinne, wenn man o so klen, als man nur
immer will, annehmen kann. . . 4%)

Um den Sinn dieser Erklirung festzustellen, betrachte man den
Beweis des Satzes (B. p. 56):

,Jede Function von der Form a 4 da™ 4 ca™ - -+ pa”, in
welcher #, n+- -7 ganze positive Exponenten bezeichnen, ist fiir
alle Werthe von z eine nach dem Geselze der Stetigheit verinderliche
Grosse.”

»Beweis. Denn wenn sich xin &+ o verindert; so ist die Aenderung,
welche die Function erfihrt, offenbar =

bz 4o —a"] 4 clw o) — 2]+ plle+ o) — o
cine Grosse, von der sich leicht darthun lasst, dass sie so klein werden konne,
als man nur immer will, wenn man o kl#in genug nimmt. Denn ., , (es) ist
diese Grisse = .
mba™ "t 4 m —71;11 bl @™t [

rpr b T g R 0 J

. .. Bezeichuen wir . . . durch S die Grdsse, die herauskommt, wenn man die
Werthe, die alle eingelnen Glieder des (in den Klammern enthaltenen) Ausdrackes
fiir ein bestimmtes @ z. B. w! annehmen, so zu einander addirt, als ob sie alle
einerlei Vorzeichen hiitten: so ist der wirkliche Werth, den dieser Ausdruck fiir
ehen dasselbe of hat, gewiss nicht >> S, derjenige aber, den er fiir jedes kleinere
@ annimmt, sicher < 8. Verlangt man daher, dass die Veriinderung, welche die
Function a - ba™ + ¢a™ 4 - - - 4 pa” erfihrt, <C D ausfalle; so nehme man nur
ein o, das zugleich < of und auch < D:S ist: so wird @ - S und umsomehr
das Product aus o in-eine Grosse, die < 8 ist, < D sein miisgen.*

Aus diesem Beispiele erhellt, dass Bolzano’s Definition genau
Folgendes besagt: f(«) heisst in der Umgebung des Werthes z stetig,
wenn jeder beliebigen, noch so kleinen positiven Zahl D eine von

#) Der Schluss lautet bestimmter; ,,wenn man @ klein genug nimmis* wie
Bolzano sonst sagt (L. p. 34, B. p. 57).
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Null verschiedene positive Zahl 0 entspricht, so dass die Differenz
f(x + ®) — f(x) absolut genommen kleiner ist als D fiir alle Werthe
von o, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner sind als D (vgl. Dini
L. e. p. 46). Dass aber f(x 4+ ®) alle Werthe zwischen f(z) und
f(2) -+ D annimmt, ist in dieser Definition keineswegs ausgesprochen.

Mit Hiilfe vorstehender Erklirung der Stetigkeit und des Satzes
in 1IL leitet Bolzano (B. p. 51) den Lehrsatz ab:

»Wenn sich zwel Functionen von z, fo und ¢z entweder fir
alle Werthe von x oder doch fiir alle, die zwischen ¢ und g liegen,
nach dem Gesetze der Stetigheit dndern; wenn ferner fo < ge und
B > ¢p ist: so giebt es jedesmal einen gewissen zwischen « und j
liegenden Werth von x, fiir welchen fz = @z wird,“¥)

Und er bemerkt treffend (B, p. 12):

»Dass ... die stetige Function niemals zu einem htheren Werthe
gelange, ohne erst alle niedrigeren durchgegangen zu sein d. h, dass
f(z + nAz) jeden zwischen fz und f(x - Az) liegenden Werth an-
nehmen konne, wenn man # nach Belieben zwischen O und - 1 nimmt:
das ist wohl eine sehr wahre Behauptung, aber sie kann nicht als
Erklirung des Begriffes der Stetigkeit angesehen werden**), sondern
ist vielmehr ein Lehrsatz iber denselben und zwar ein solcher, der
sich nur erst nach Voraussetzung des (eben erwihnten) Satzes be-
weisen lisst. . . . Aus dieser allgemeinen Wahrheit néimlich ergiebt
sich jene erstere Behauptung in dem besonderen Falle, wo die Func-
tion @ (x) in eine constante Grosse M iibergeht.

Die Abhandlung P. (§ 1 —6) giebt weitere Sitze iber die stetigen
Funectionen. Der erste derselben (§ 2.) kann auf folgenden Satz
zurlickgefithrt werden: ,,Sind zwei Functionen F(z), F'(z) fir alle
Werthe von # im Intervalle a ... @ 4 h(h > 0) eindeutig definirt
und in der Umgebung von z == g stetig, weiss man ferner, dass der
Unterschied I"(z) — F’(x) seinem absoluten Betrage nach kleiner ge-
macht werden kann als jede beliebige Zahl, wenn man nur z hin-
linglich nahe an ¢ nimmt, so folgt nothwendig F'(a) = I"(a). In
der That es sel J'(a)== A, I”(a) == A" und ¢ eine gegebene positive
Zahl, so hat man |F(x) — 4| <&, |F'(z) — 4| < e fir alle «
zwischen a und @ 4 0, wenn § eine positive hinlinglich kleine Zahl
bezeichnet. Da aber auch | F(x) — F"(z) | < &, wenn nur « hin-
liinglich nahe an ¢ liegt, sofolgt | 4 — 4" | <38z d. i. 4= 4" Aus

*) Bekanntlich lieferte auch Cauchy (Cours d’Analyse p. 460) einen strengen
Beweis desselben Satzes. Dabei wird zugleich die Berechnung der Werthe ge-
lehrt, wofiir f(2) — @ (%) =0.

*#¥) Sie wire dazu nicht einmal ausreichend, wie Darboux L ¢, bemerkt hat.

Man nehme nur f(0) == 0, (&)= sin % fiir « % 0.
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dem vorstehenden Satze ergiebt sich nun der folgende: ,,Wenn sich
die Function f(xz) fur alle Werthe des Intervalles @ .. a -} stetig
indert; wenn man ferner von der Grosse X so viel weiss, dass sie
fiir die eben genannten Werthe von z ausser # = a aus den Werthen
von f(x) dergestalt herleithar sei, dass sich zwar vielleicht die Regel
dieser Herleitung bel einer Variation von f(z) gleichfalls dndert, aber
doch immer nur nach einem gewissen Gesetze der Stetigkeit von solcher
Art, dass die Aenderung von X kleiner als jede gegebene Zahl zu
werden vermag, wenn man die Variation von f(z) klein genug macht;
und wenn endlich X fiir 4 = @ definirt und stetig ist: so ist der
Werth, den X fiir # = @ annimmt, blos aus dem Werthe f(a) be-
stimmbar.¢¢ ¥)

Hier ist X eine zusammengesetzte Function von z: X = ¢ (f(z))
== I'(z). FErsetzt man aber f(#) durch eine beliebige andere stetige
Function f'(z), fiir welche jedoch f'(a)==f(a) sci, so erhdlt man
X' = @' (f'(x)) = F'(x). Die Functionen I'(z), I''(x) geniigen nun
vollstindig den oben vorausgesetzten Bedingungen; denn es soll sein
| F(x) — F'(z) | <& wenn nur | f(z) — f(x)] < @ d i fir alle
(x — a) < 8. Somit ist ¥(a) = F'(«).

Es ist klar, dass sich an dem Satze nichts dndert, wenn die Grbsse
X aus den Werthen einer endlichen Amnzahl von stetigen Functionen
fo®), f (&) -+ fu(2) in Bhnlicher Weise herleithar ist (P. § 3.). Denn
man hat zufolge Voraussetzung ' F(z) — F'(x) | < &, wenn nur
| (@) — (@) | < @ r =0, 1..-m). Und da letztere Ungleichung
besteht fiir alle |2 —a | < 0, so findet man sicher |F'(x) —F'(2)<e
fiir alle | — a | < 0, unter ¢ dic kleinste der Zahlen 6,0, - - - 9, ver-
standen.

Indess wird, entgegen der Ansicht Bolzano’s, der in Rede
stehende Satz nicht mehr unbedingt gelten, wenn die Anzahl der Func-
tionen £, (x), t,(®), - - -, durch welche X bestimmt ist, in’s Unendliche
wichst. Dass die Zahlen 9,8, - -+ in inf. eine von O verschicdene
untere Grenze haben, bildet vielmehr eine neue Amnahme. Duher
wird denn auch der folgende Satz, auf welchen es Bolzano vor-
nehmlich ankommt, nicht ohne Einschrinkung gebrancht werden
konnen:

(P. §5.) ,,Wenn sich f(zx) fiir alle Werthe O - - - 4 stetig iindert;
wenn man ferner von der Grosse X == F'(2) soviel weiss, dass sie fiir
alle eben erwihnten Werthe von x ausser = 0 aus allen denjenigen
Werthen bestimmbar sei, welche dic Function f(mz) anwimmt, folls man

*) Der Kiirze wegen citire ich hier und im folgenden Satze nicht genau
wortlich, sondern stelle den Wortlaut so, wie er von Bolzano zufolge des Con-
textes gemeint war.
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fiir m in ihr jeden denkbaven echien Bruch, O und 1 milgerechnet, setzet,
wobei iiberdies das schon oben beschriebene Gesetz der Stetigkeit be-
folgt wird, und wenn endlich X fiir 2 = O definirt und stetig ist*):
so ist anch der zu x =0 gehdrige Werth von X bloss durch den
Werth f(0) bestimmbar.®

Sicher richtig wird dieser Satz unter folgender Voraussetzung
sein. Ersetzt man f(z) durch eine beliebige stetige Function f”(z),
fir welche jedoch f'(0) = £ (0) sei, so mige F(z)in ¥’ (x) iibergehen.
Dann soll zu jeder positiven Zahl & eine positive Zahl 0 gehoren, so
dass | F'(z) — F"(x) | < &, wenn |f(maz) — f (mz)| < 0, gleichviel
welchen Werth m  awischen O und 1 erhalten mag. Jetzt hat man
niimlich zufolge der Stetigkeit von f(x) und /' (z) |f(mz) —f (ma)| < 9,
wenn nur % seinem absoluten Betrage nach hinlinglich klein ist, so
dass auf I'(x) und I (x) der oben gezeigte Hilfssatz angewendet werden
kann.

VI. Ueber die Differenzirung unendlicher Reihen.

Grosse Wichtigkeit legt Bolzano (vgl. L. p. XVI) dem folgenden
Satze (L. p. 29) bei: .

pLehnsatz, Wenn eine Function von 2, von beliebig vielen, aber nur nach
bestimmtem Gesetze zu bildenden Gliedern, F”z, die Eigenschaft hat, dass sie
entweder fiir alle &, oder doch fiir alle, die innerhalb gewisser Grenzen a und
liegen, blos durch dic Vermehrung ihrer Gliederzahl » so klein werden kann,
als man nur immer will; wenn ferner f”x cine zweite Punction von ebenso he-
liebiger Gliederzahl bedeutet, die von der ersten anf solehe Art abhingt, dass
zwischen belden fiir jeden innerhalb a und b liegenden Werth von x die Gleichung
stattfindet:;
(1) %Z)f Sk

=frx+91

worin  so klein werden kann, als man nur immer will, wenn es w werden
kann: so behaupte ich, auch die Function f"& besitze die Eigenschaft, dass sie
fiir eben dieselben Werthe von =, wie F”7x, so klein werden kann, als man nur
immer will, wenn man ihre Gliedermenge r gross genug annimmt.«

Wie in IV, so bezeichnet auch hier F(z) die Summe der r 4- 1
Anfangsglieder einer unendlichen Reihe; man kann also setzen

Fr(z) = Z:?‘%(x), fr@) = Z:"'qon' (x)

*) Bei Anwendung dieses Satzes hat Bolzano, wie auch schon P. p. 2 an-
gegeben ist, nur die Stetigkeit von F'(x) fiir alle Werthe 0...h gefordert.
Diese Bedingung ist sicherlich nicht einmal gleichbedeutend mit der, dass
lim [(#"(z) — F(x)] =0 sei fiir lim & =0. Dass er auf den Nachweis dieser
Relation fiir die variirten Functionen spiter z. B. in VIL nicht eingeht, hildet
eine fithlbare Liicke in seinen Demonstrationen.
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und dabei annehmen, @.(x) sei fiir die Werthe ¢ < z < b eine stetige
Function von xz, wodurch Fr(z), wie Bolzano nach (1) bemerkt
eine stetige Funetion von z wird. Dann kann der vorstehende Satz
auch so ausgesprochen werden: , Hat eine unendliche Reihe, deren
Glieder fiir alle ¢ <2 <) stetige Functionen von z sind, fiir diese
Werthe durchaus die Summe O und besitzen ihve Glieder simmtlich
Differentialquotienten, so hat auch die aus denselben gebildete unend-
liche Reihe fiir jeden der bezeichneten Werthe die Summe 0.% Dieser
Satz ist jedoch bekanntlich nicht immer uchtw, er besteht aber, fulls
man weiss, dass die Reihe @) (x) + ¢ (2) + - - - + fitr alle a <a<b
convergirt und zwar gleichmdissig. Wenn diese Reihe convergirt fiir
die genannten Werthe von « und ausserdem eine stetige Summe [(x)
besitzt, so gilt der Satz auvch noch im Falle, dass die Reihe nur im
Allgemeinen  gleichmdssig  convergirt.  Damit ist nach Herrn Dini
(L. e. p. 102) gemeint, dass die gleichmissige Convergenz nur besteht,
nachdem aus dem Intervalle (a,b) cine endliche Anzahl von Inter-
vallen, deren jedes beliebig klein angenominen werden kann, aus-
geschieden worden ist*). Bolmno hat indess seinen in drei Theile
zerfallenden Beweis so angelegt, dass derselbe sich ohne Mihe zu
einem Beweise des berichtigten Satzes ergiinzen lisst.

1. Zunichst wird der Mittelwerthsatz abgeleitet

r r

@) F @?iﬁ"{ii‘ﬂl{”}, = fr(£7),
worin £® einen mittleren Werth zwischen # und x - @ bezeichnet,
der natiirlich nicht allein von diesen Zahlen, sondern auch von dem
Zeiger » abhingt.

#) Ist keine dieser Bedingungen erfiillt, so kann der Satz seine Giltigkeit
verlieren, Setzt man z. B.

arctanaVn  arctan @V’ﬁ_ -Ei

Vn Vut1

()= —arctanz ¢, (2)= =152 ),

so ist fiir jedes endliche Zup,,(x) =0 und fiir x % 0 auch In g /(x)=0;
0 0
dagegen flir' @ =0 hat die letstere Reihe die Summe — 1.

Durch Ausserachtlassung der Bedingung, dass >¢,’(x) mindestens conver-
giren miisse, wurde Bolzano zur unrichtigen Ansicht gefihrt (L. p. 47), dass
die binomische Reihe fiir # ==+ 1 nie den Werth von (1 + «)* geben kinne,
es sei denn % eine ganze positive Zahl oder Null.

Auch Bolzano’s berichtigter Satz 1dst jedoch nicht vollstindig das Problem
der Differenzirung unendlicher Reihen und ist nicht identisch mit dem Satze, den
Herr Dini (I.c. p.115) zeigt. Denn {ibertragen auf die Gleichung I"(z) — Do, () =0,
verlangt er, dass die Existenz des Differentialquotienten von F'(z) bekannt sei.



266 0. Srovz,

2. Lisst man in (2) # zur Grenze + oo iibergehen, so folgt ge-
miss den Voraussetzungen
(3) lim fr(§) =0 d. 1. |/ ()| <D ftir r> I
re=-4-m
Nun aber kann man nicht ohne Weiteres behaupten, dass zwischen x
und z + e ein Werth £ vorhanden sei, wofir lim f7(§) = 0 sei. Ks

r==—+w»
folgt jedoch leicht, wenn die gleichmdssige Counvergenz der Reihe
@y (@) + @/ (@) + - - - = f(x) gefordert wird, dass fiir die Unbe-

stimmtheitsgrenszen der Function & bet limy = 4 00 : E> & in der
That {(§) =f(§") = 0 sei.

Man findet niimlich bei gleichmissiger Convergenz vorstehender
Reihe, dass zu jeder positiven Zahl D eine Zahl A > 0 gcehbre, so
dass fir jeden Werth ¢ << £ << b
4) | FrE+4)—1E | <D firalle [i] <A¥).

Ist £ die obere Unbestimmtheitsgrenze von &7 fiir lim » = -}~ co, s0
entspricht der Zahl A eine positive Zahl R, so dass fiir alle » > I}
g7 << &+ A, dass aber, wenn s irgend eine ganze Zahl grosser als
I hedeutet, mindestens eine ganze Zahl % >>s vorhanden sein muss,
woftir £* > & — A. Nimmt man s > M an, so folgt demnach nach

(3) und (4) |
[FEDT <D, [[*EHN —1*E) < D.
Und da wegen der Convergenz der Reihe ¢, (£)

&) — 11 <D,

wenn nur § auch noch grosser als m vorausgesetzt wird, so ergiebt sich

751 <3D d 1 f(§=0.

3. Die Function f(z) ist zufolge der in 2. gemachten Voraus-
setzang eine sletige Fumction von x fir alle z im" Intervalle (a, b)
(Dini 1 e. p. 109). Da in jedem Intervalle x, # + o mindestens ein

*) Nach Voranssetzung existirt, was immer x fiir ein Werth im Intervalle
(@, D) scin moge, eine ganze Zahl m, so dass

rts
) <—;;—D fir v > m,
o1
wobei s jede beliebige ganze positive Zahl sein kann. Setzt man
m4s mn-f-s
P4 @) — P @) = (i) — @)+ D 9n (et — D) Pala)
m-+1 m+1

und bedenkt, dass fiir alle | ¢ | <A | (a0 — F{x) | < % D, so folgt

I fm—i-s (:c—l—z) — f7"+3 (x) ! <D | % | < Ay

Daraus ergiebt sich dann von selbst die Relation 4).
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Werth z == £ sich befindet, wofiir f(z) =0 ist, so ist sie fir alle
Werthe ¢ <« <) Null. In der That ist | f(a) — f(2) | < D fiir alle
o <<z <a+t+Ad=p Zwischen « und 8 ist aber ein Werth y vor-
handen, wofiir f(x) = 0. Somit folgt |f(«)| < D d. i. f(a)=0%).

VII. Die Rectification der Curven.

Die Schrift P. enthdlt einen Versuch, die Probleme der Recti-
fication, Complanation und Cubirung zu losen ohne Hiilfe der Axiome
des Archimedes, nnd was das erstere, auf das wir uns hier beschriinken,
betrifft, auch ohne Voraussetzung des Satzes, dass das Verhiiltniss
von Bogen und Sehne sich bei unbegrenzter Abnahme des ersteven
(richtiger: der letsteren) dem Grenzwerthe 1 niihere. Die meisten
Geometer vor Bolzano hatten mit Archimedes als Grundsatz an-
genommen, dass von zwei convexen Linien, die auf derselben Seite
ihrer gemeinsamen Sehne liegen, die umschlessene die kleineve sei®*),
Mit der Forderung, dass diese und die ibnlichen Apnahmen nur
Folgerungen aus der Rectificationsformel sein sollten, befand sich
Bolzano vollkommen im Rechte; nur verfuhr er nicht radical genug.
Denn er betrachtete noch die Linge einer stetigen Linie ohne Weiteres
als eine Grisse (P. p. 34) d. i mach Bb p. 4 als , etwas, welches
durch Zahlen bestimmt werden kann“ ***) Schon aus diesem Grunde
kann sein Versuch heute nur mehr historisches Interesse beanspruchen.
Es sind aber auch die fibrigen Annahmen, auf welche Bolzano sich
stiitzt, der Art, dass sie schon bald nach Erscheinen der Schrift P.
Widerspruch erfuhrent). Ist y == f(x) die Gleichung der gegebenen
ebenen Curve in rechtwinkligen Coordinaten und F'(x) die Linge des
Stiickes, welches zur Absecisse x gehort, so wird zuerst angenommen
(P, p. XVII), dass F(z) sich nach dem Taylor’schen Satze ent-
wickeln lasse. Diese an sich nicht zulissige Voraussetzung wire aber

*) Die oben angefiihrte Verallgemeinerung des Satzes ergicbt sich leicht.
In der That, es sei ¢ —y,, ¢ + y, das erste der ansgeschiedenen Intervalle, so
hat man fir die Werthe a <<a <c¢—1y;, fl@)==0 und da f(z) auch in der
Umgebung des Punktes ¢ stetig sein soll, withrend y, belicbig kleir werden kany,
nothwendig f(¢) == 0.

#*) Legendre (Flémens de Géométric 12, édition. L. IV. prop. 9) suchte
den angefiibrien Satz #us dem ersten Axiome des Archimedes, dass die Gerade
die kiirzeste Linie sei, abzuleiten, Er stiitzt sich aber hierbei auf die falsche
Behauptung, dass unter allen Linien, die eine gegebene einschliessen, einc dic
kleinste sein miisse. (P. p. XIL)

#5%) Duhamel 15ste die von Bolzano gestellte Aufgabe, indem er zuntichst
diejenige Zahl definirte, welche die Linge des Bogens heissen soll. (Vgl Des
méthodes ete, IIL p. 386.)

+) Vgl. die Besprechungen der Schrift P. in der allgemeinen Literaturzeituny
Jahrg, 1819 Nr. 236 und in der Leiperger Literaturseitung Jahrg. 1822 p. 1393,
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hier eigentlich nicht nothwendig, vielmehr wiirde es geniigen, die
- e , . dx’ . s
Lxistens des Difjerentialguotienten - da anzunchmen®), Beziiglich der

Funection f(#) ist die analoge Festsetzung zu treffen.
\ fe) S

Nun wird weiter der Nachweis versucht, dass -‘;% blos aus gaﬁ—

bestommbar sei, wozu Bolzano sich eines Grundsatzes bedient, den
man heute dahin formuliren wiirde, dass in #hnlichen ehenen Systemen
entsprechende Bogen dasselbe Verhiiltniss besitzen wie irgend ein Paar
entsprechender Strecken®*). Dies vorausgesetst ergiebt sich némlich

leicht, dass die {F(zx 4 Az) — F(x)} : Az = ¥(Az) blos durch die
Werthe bestimmbar sei, welche die Function { /(x4 mAz) —f(@)} :m Az
giebt, wenn man fiir m jeden echten Bruch nebst O und 1 setzt. Be-

zeichnet man {f(¢ + Ax) — f(2)} : Az mit ¥ (Ax) und versteht nach
P. p. 2 unter 4 (0) -‘% , 80 édndert sich ¥ (A z) allerdings stetig mit A z.

Dasselbe gilt von ¥ (Az), wenn ¥(0) =% ist. Bolzano wendet

nun den Schlusssatz von V. an, wozu das a. a. 0. angefiihrte Gesetz
der Stetigkeit fiir die Aenderung der Function ¥ (Az) gegeniiber einer
Abiinderung von ¢ (Ax) erforderlich ist. Es ist aber nicht nachgewiesen.

Soweit hat Bolzano’s Verfahren functionentheoretisches Interesse.
Wenn er ferner den Grundsatz aufstellt (P. p. 49): es miisse irgend
ein fiir olle Linien gleichlautendes Gesetz geben, nach dem man ihre
Lingen aus ihren Gleichungen y = f(x) herleiten konne; so heisst dies
die Aufgabe der Anglysis verkennen, die ja eben ermitteln soll, ob und
fiir welche Arten von Linien ein solches Gesetz besteht.

Anhang.

1. Ueher das Problem der Rectification der Curven.

1. Die griechischen Geometer betrachteten zwei beliebige begrenzte
Linien, sowie zwei helicbige begrenzte Flichen als untercinander ver-
gleichbar. Unter dieser Voraussetzung nimmt Archimedes an, dass

*) Vgl. hierzu die Anmerkung auf Pr, p, 66, nach welcher der Differential-
quotient einer stetigen Function stets existiren soll, ausgenommen fiir isolirte
Werthe des Argumentes, welche iibrigens auch in unendlicher Anzahl vorhanden
sein kdunen.

*#) Vgl P. p. 49. Diese Annahme hingt mit Bolzano’s geometrischen
Ansichten zusammen, die mit denen Legendre’s (L c. Note II) iibersinstimmen.
Dariiber berichtet ausfithrlich Herr R. Zimmermann (Sitz.-Ber, der Wiener
Akademie, phil, CL III p. 163),
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von den Linien, welche einerlei Endpunkte haben, am kiirzesten die
gerade sei; dass von anderen Linien mit einerlei Endpunkten in einer
Ebene, welche nach derselben Seite ihrer gemeinsamen Sehne hohl
sind, die nmschlossene die kleinere sei. Ja sie legten jedem solchen
Paare von Grossen ohne Weiteres ein Verhdltniss bei. Hierbel weist
das geometrische System Huklid’'s eine fihlbare Liicke auf. Denn
nach Elem. V. Def. 3. haben Grossen zu einander ein Verhiiltniss,
welche vervielfiltigh einander ibertreffen -kdnnen. Demnach sollte,
bevor vom Verhiltnisse zweier Kreisflichen gesprochen wird (Elem. XIL
prop. 2), der Nachweis gefithrt werden, dass eine Kreisfliche existire,
welche grosser als die grossere der beiden betrachteten Kreisfichen
und dabei ein Vielfaches der kleineren sei. Diese Liicke wird aller-
dings beseitigt durch die letzte der Annahmen des Archimedes™):
» Auch ist bei ungleichen Linien, Flichen und Korpern der Ueberschuss
des grogseren tiber das kleinere so gross, dass er durch mehrmalige
Zusammenfiigung zu sich selbst grosser werden kann, als jede Grosse
von der Art der verglichenen.“**) Es bleibt jedoch ungewiss, ob er
sie gerade der eben berithrten Schwierigkeit wegen aufnahm.

2. Das Problem der Rectification hat eine klare und eingehende
Darstellung gefunden durch Duhamel***). Er verlangt vor Allem
den Nachweis der Behauptung, dass ein gegebener Curvenbogen ein
Verhiiltniss zur Liingeneinheit besitze, oder dass ihm eine Zahl ent-
spreche, und sucht denselben auch fiir den Fall eincs convexen Bogens
zu liefern. Sein Verfahren giebt zu folgender Hrorterung Anlass.
Zuniichst kann man fragen, was fiir einen arithmetischen Sinn die
Definition habe: ,Die Linge einer gegebenen Curve ist die Grenze,
der sich der Umfang eines der Curve eingeschriebenen Polygons bei
unbegrenzter Abnahme der Seiten ndhert.“ Es handelt sich hierbel
um den Grenzwerth einer’ Function von unbegrenzt vielen, unter
einander nur durch eine einzige Bedingung verkniipften Verdnderlichen,
wenn jede derselben unabhiingig von den iibrigen zur Grenze O con-

#) Archimedes, Von der Kugel und dem Cylinder. Vgl Nizze Archi-

medes Werke p. 44

#*) Beilyufig bemerkt spielt dieses Axiom des Archimedes eine wichtige
Rolle in der allgemeinen Arithmetik. Es sei eine unendliche Menge von (abstracten)
Objecten 4, B, ... gegeben. Durch Definitionen werde festgesetst, welche unter
ihnen gleich und welches von je zweien ungleichen das grossere sel. Wird ferner
die Addition und Subtraction, die Vervielfiltigung wnd Theilung derselben de-
finirt, so folgt noch nicht, dass es méglich sei, ein gegebenes Object der Schaar
g0 oft zu vervielfiltigen, dass dadurch jedes andere {ibertroffen wird., Ein Beispiel
einer Art von Ohbjecten, welche den zuerst genannten Postulaten geniigen, dem
des Archimedes aber nicht, bieten die Unendlich der Fumctionen, welche
Hr. P. du Bois-Reymond betrachtet hat. (Diese Annalen XL p. 150.) —

###) Des méthodes ete. II, p. 411 £, .
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vergirt. Hs sei dem Bogen A.B das Polygon A4, 4,---4,1B ein-
geschrieben und {4, A,| = s,. Diec Summe 8, -+ 8y + -+ - + 8 = P
hat einen endlichen Grenzwerth L fir lim s. = 0, wenn jeder positiven
Zahl ¢ cine Zahl A > O zugeordnet werden kann, so dass der Unter-
schied p, — L seinem absoluten Betrage nach Lleiner als & st fiir alle
Systeme von Werthen s, 8y, - -, S., deven jeder FKleiner als A st
Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines
endlichen Grenzwerthes von p, bel lim s, == 0 besteht ferner darin,
dass zu jeder Zahl ¢ > O eine Zahl A > 0 gehért, so dass der Unter-
schied
8 8y 4 Sy — Do = Pu, — P

seinem absoluten Betrage nach kleiner als & ist fiir alle Werthsysteme
s, < A, falls nur keine der Seiten des cbenfalls dem Bogen A B ein-
geschriebenen Polygones p,, grisser ist als irgend eine der Seiten des
Polygones p, d. i. s, <s, < A.

3. Duhamel hat das Zutretfen der soeben erwiithnten Bedingung
mit Hiilfe des ersten Theiles des von ihm formulirten ,,principe fon-
damental des infiniment petites (1 c. II, p. 3Y8) gezeigt, der jedoch
mit Sicherheit nur unter einer weiteren Voraussetzung gebraucht wer-
den kann. Dieser bekannte Satz muss so lauten: ,, Wenn die Summe
-der positiven Zahlen «,, «,,---, o,, deren jede sich der Grenze O
nithert und deren Anzah}l dabei unbegrenzt wichst, unter diesen Um-
stinden einen endlichen Grenzwerth hat, so nihert sich auch die
Summe der Zahlen g8, B,, - - -, B, demselben Grenzwerthe, falls der
Quotient 8, : &, gleichmdssig beziiglich aller Werthe n==1,2, - -+ fur
lim &, = 0 zum Grenzwerthe 1 convergirt.“*) Daher muss man bei
der in Rede stehenden Untersuchung zuniichst folgenden Satz fest-
stellen: -,, Ist der Bogen AD convex**), so nihern sich fiir alle Punkte
M desselben die Winkel NM T und N'M 7" zwischen der Tangente
in M:TMT und den Sehnen zu beiden Seiten von M : MN, M N’
gleichmdissig der Grenze Null bei unbeschriinkter Anniherung der Punkte
N, N' an den Punkt M.“ D. h. zu jeder Zahl & > O gehort eine
Zahl 0 > 0, so dass |[NMT| < e und |[N'MT'| < ¢ fiir alle Sehnen
|MN| < 0 resp. |MN'| < 9, gleichviel wo der Punkt M auf dem
Bogen AL gewihlt wird.

*) Dies hat bereits Hr, Dini nach seinen autographirten Vorlesungen im
Studienjahre 1877/78: ,, Analisi infinitesimale* I, p. 7 bemerkt.

#*) D. h. wird er von einer Geraden hichstens in zwei Punkten geschnitten
vnd in ebensovielen von jedem Kreise, der von einem seiner Punkte mit hin-
langlich kleinem Radius beschrieben wird. Ein solcher Bogen besitzt in allen
seinen Punkten Grenzlagen fiir seine Sehnen, welche jedoch zn beiden Seiten
eines Punktes verschieden sein kdnnen.
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Beweis. Es seiceinebeliebige positiveZahlund | M N|=|M N'|=¢
gemacht. Dann sind entweder alle Winkel NMT, N MT’ kleiner
als &, oder es ist mindestens ein P. C auf A DB (it der Tangente EFE")
vorhanden, wofiir einer der Winkel DCE, D'CE’'(|CD|=|CD’ |=0)

grosser als & ist. Im ersten Falle kann man & = ¢ setzen, im 2weiten

wiederhole man den Versuch mit der Strecke ¢, = ; o. Findet sich

auch jetzt noch ein Punkt C;, wofiir einer der Winkel D, C, E,,
DO E,/ grosser als & ist, so kann € 2= O genommen werden, da
der Winkel DCE mit wachsendem |CD)| auch wiichst. U. s. f. Auf

diese Art gelangt man entweder zu einer Strecke ¢, = ;); , der die
Zahl & gleichgesetzt werden kann, oder zu einem Punkte C auf A B,
wofiir entweder alle Winkel D, F oder alle D, C L’ grisser sind als
&, wie gross auch » angenommen werden mag. Die letatere Annahme
vertriigt sich aber nicht damit, dass fiir jeden Punkt C auf 4B
lim DCE = 0 fiir lim ¢D = 0 und lim D'CE’" =0 fiir lim CD'=0,
Denkt man sich nun die Ecken der Polygone p,, p, zu einer
fortlaufenden Reihe vereinigt, welche die gebrochene Linie p;, liefern
moige, so ergiebt sich durch Projection der zwischen 4,.; und 4,
liegenden Ecken von p,, auf die Gerade A, ;A4, sofort die Relation

" S t
0 < pu, — pu <2‘Sr (Ebfsgr—# 1);
1

worin @, den grosseren der Winkel bedeutet, welche die Sehne 4, 4,
mit den Tangenten in ihren Endpunkten bildet. Da nach dem vor-
stehenden Satze zu jeder Zahl & > 0 eine Strecke ¢ > 0 gehort,
so dass

1\—»—‘1<£ fir s <0,

cos m,

0

A

so folgt pa. — ps < €g wenn g den Umfang cines Polygones bezeichnet,
das auf derselben Seite der Sehne A D liegt, wie der Bogen 45 und
ihn umschliesst. Auf dhnliche Art ergiebt sich

0 < pr— p, < 8q fiir s, <s, < 0,
somit |pn, — pu] < 26q. q. e d.F).

#) Definirt man die Zahl L mit Duhamel zunichst als Grenzwerth der
Umfiinge einer besonderen Classe von eingeschriebenen Polygonen, so lisst sich
L als Grenzwerth im allgemeinen Sinne erweisen durch ein Verfahrven, welches
nur die cinfachsten Sitze der Planimetrie voroussetst und auclh in der Niclt-
Euwklid schen Geometrie brauchbar ist. Man schreibe demnach dem Bogen AB
ein Polygon von % Seiten ein und leite daraus andere ab, indem man jede Scite
halbirt und in ihrem Mittelpunkte eine Senkrechte errichiet. Filr die Umfioge @,
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4, Ganz #hnlich ergiebt sich der Satz: ,,Construirt man in den
Punkten 4, A4,, 4,, «--, Ay1, B die Tangenten der Curve, welche
die gebrochene Linie AB,B,--- B,B bilden, so existirt fiir |45,
4 [B,B,y| 4+ -| B Bl ein Grenzwerth bei lim s, = 0 und zwar
ist er die Zahl L .“%)

5. Zu allgemeineren Sitzen gelangt die analytische Geometrie.
Man verdankt die volle Einsicht in die Natur des hierhergehorigen
Rectificationsproblemes Hrn. P. du Bois-Reymond#¥*). Die grosse
Wichtigkeit des Gegenstandes wird es rechtfertigen, wenn hier noch
einmal darauf eingegangen und der Beweis des von ihm gegebenen
Satzes unter Zugrundelegung der in Nr. 2. angenommenen Definition
vorgetragen wird. Es sei O’ eine einfache stetige Linie, deren

der so entstehenden Polygone von %. 92" Seiten sei lim Q,, =L und @, < L.
= ]
— Bezeichnet nan P’ den Umfang eines A B eingeschriebenen Polygones, dessen

Seiten nicht grosser sind als die eines eingeschriebenen Polygones P von 7 Seiten
mit nur stumpfen Winkeln, so findet man unmittelbar, wenn S’ die grosste der
Seiten des Polygones P’ bedeutet,

(a) PP—P>—@—18".

Damit zeigt man zuerst, dass der Umfang eines beliebigen A B eingeschriebenen
Polygones p Lletner als I sein muss. Zunichst folgt nach (a), wenn nur.m so
gross genommen wird, dass alle Seiten von ¢ kleiner sind als jede der

Seiten von P
P<Ql}z+(T_1)S'<L+(T—" I)S’;

somit, da 8 beliebig klein sein kann, P < L. Da man nach demselben Gesetze,
vermdge dessen die Polygone ¢, nacheinander gebildet werden, zu p ein Polygon
P mit nur stumpfen Winkeln finden kann, welches somit nicht grosser als L sein
kann und dabei grosser als p ist, so folgt, dass p << L sein muss.

Andererseits ergiebt sich aus (a), falls die » Seiten eines Polygones p, , deren
grosste s sein mag, simmtlich kleiner sind als irgend eine Seite eines Polygones
@,, mit nur stumpfen Winkeln

(b) Pp— @p>—(m—1)s.
Ist nun ¢ eine gegebene positive Zahl und 0 <& < &, so kann eine ganze Zahl
m 80 gewdhlt werden, dass @, > L — ¢ und dabei zufolge des in Nr. 3. gezeigten
Hiilfssatzes nur stumpfe Winkel besitzt, Nimmt man dann s so an, dass
m—1)s<s—¢,
so folgt nach (b)
P, >L—&)— (e—¢) d L 0L —p, < fir alle s, < _:;z_——sl

d. i limp, = L fir lims, = 0.

#*) Im Traité de Géométrie von E. Rouché und Ch, de Comberousse
(IV. édition) findet sich ein Beweis des Satzes von Nr. 2., welcher sich auf einen
Theil des ‘Satzes von Nr. 4. stiitzt. Auch hier (I, Nr, 290, 1.} ist der Hiilfssatz in
Nr. 8. néthig. Herr de Tilly zieht diesem Verfahren das von Duhamel vor
(Mémoires de la soc. des sciences phys. etc. de Bordeaux 2. sér. T. II[, p. 87)
und zwar, wie ich glaube, mit Recht.

#¥) Diese Annalen Bd, XV, p. 285,
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Gleichung zwischen den ihren Endpunkten entsprechenden endlichen
Abscissen £ =04 =a und o =04 =« durch die eindeutige und
stetige Kunction y = f(z) dargestellt sei. Zwischen A, A’ schalte
man die (# — 1) Punkte 4,, 4,, -+, 4, .« mit den Abscissen

Gy =a+4 0, @=a + 0, ', Gyi="b—0,
ein, zu denen die Curvenpunkte C,, C,,.-., C,_; gehoren. Unter
dieser Voraussetzung besteht der Satz:

» Wenn die eindeutige und stetige Function y = [(z) wenigstens in
allen. Punkien o < x < o' mit Ausnahme eines endlichen Punkisystemes
erster Art (d.i. von endlicher Ordnung) einen (vollstindigen) Differen-
tialquotienten besitzt, der eine fiir den Dercich der ibrigen Punkic end-
liche und im endlichen Intervalle (o, o) integrirbare Function bildet, so
existirt fiir die gebrochene Liwie L,= |CC)|+|C,Cy| 4+ |Coea C'|
bei unbegrenzier Abnahme der Intervalle 8, 0,, - -+, d,, deren Summe
jedoch stets o — a bletben muss, ein endlicher Grenswerth L, und
gwar ist:

meEVHr/WI-dx-“

Setzt man f(a) = b, f() =¥, f(a,) ="Db,, so ergiebt sich unter
Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten

) (")

Daraus folgt, wenn zunichst angenommen wird, dass f(x) mindestens
fiir alle Punkte ¢ < & < & einen, Differentialquotienten von der er-
wihnten Eigenschaft besitzt, nach dem Mittelwerthsatze in der Form
von O. Bonnet™®)

L= DNVIFTEP| 0 ai< X <a

Bs ist aber, wenn f’(z) integrabel ist im endlichen [ntervalle (e, a'),
auch | Y14 (2)?| integrabel**); so dass sich ergiebf

-0,

‘ V1F ()| - do = are. CO.*#*)

Lim L, —
@) S .

#) Serret C. de caleul différentiel p. 23 und G. Cantor Borchardt Journ,

74, p. 141

*#; Vgl. P. du Bois-Reymond 1. ¢. p. 286.

w3ty Dabei liegt die arithmetische Definition des bestimmtien Integrales zu
Grunde, Es sei f(x) eine Function, welche in dem endlichen Intervalle a<m<a

fiir alle oder doch fir wberall-dicht vertheilte Werthe von % eindeutig definirt xst
Mathematischo Annalen. XVIIL 18
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Diese Formel besteht auch noch, wenn f'(x) nach Ausschluss
einer endlichen Anzahl von Punkten der Bedingung des Satzes Gentige
leistet. Iis sei der Punkt 2z =d = 0D(a < d < @) ausgeschlossen.
Bei jeder Zerlegung von &' — a wird entweder ein Theil vorkommen,
der den Punkt D enthiilt, oder zwei Theile, die in D zusammenstossen.
Im ersten Falle selien die Grenzen des einen Theiles, im zweiten die
von I verschiedenen Grenzen der beiden Theile d — 6 = 0D,
d+4 0" =0D", Wenn nun die den Segmenten AD', I"A ent
sprechenden Theile von L, L,, L; heissen, so hat man
Lo [IVT4F @ da

ft—r}' ‘a-i-d"
L;_j...}_kl_{_‘/....{_‘jj;:_
a a—d’
worin

=V FAG = Fd— O |+ Ve + /@ + 6) =i |-

Jeder gegebenen positiven Zahl ¢ entspricht nun eine Zahl § > 0, so
dass, wenn nur ¢ < ¢ und 07 < &, sowohl das zweite als auch das
dritte Glied rechts kleiner ist als &. Denkt man sich demgemiss ¢", 8"

und deren simmtliche Werthe zwischen zwei endlichen Zablen liegen. Theilt man
nun das Intervall ¢ — a in » Theile

a'~a=6‘,+32—}—---+d‘n, {§r>0)i
a=a, a-+d=a, oyF+dh=ay, - - a, +08,=0a,=da,

und versteht unter x, einen beliebigen Werth zwischen a,_; und @ e <z, <La):

setzt

sp existirt fiir die Summe E 4, f(x,) bel unbegrenzter Abnahme der Theile &,

ein endlicher Grenzwerth J d’mn und nur dann, wenn zu jeder positiven Zahl &
eine Zahl ¢ >> 0 gehirt, so dass die Ungleichung
%
Er 3, (@) — J
T
besteht fiir alle Werthe 8y, 8, -, 8, deren Summe = o' — a ist und von denen
Jeder einzelne kleiner als ¢ ist. Die Zahl J heisst das bestimmte Integral
o
f/(x) - dz. — Diege Definition entnehme ich im Wesentlichen den Vorlesungen

des Hrn, Weierstrass. — In #hnlicher Art lisst sich der endliche Grenzwerth fiir

<=

n
Zr 8.1 (z,, x,), worin z;. dieselbe Bedentung hat wie @, bei lim 8,, = 0 definiren,
1

welcher mit ff(x xydx zu bezeichnen ist. Mit Hiilfe desselben dehnt man den

im Texte angrwebenen Satz aunf die ebenen Curven & =g(t), ¥ = v (¢) und anf
die Curven doppelter Krimmung aus.
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festgesetzt, so kann nach dem Vorstehenden fiir die iibrigen Intervalle
0, eine Grenze ¢ > 0 gefunden werden, so dass, wenn nur 9, < ¢,
das zweite und vierte Glied rechts ebenfalls unter & liegen. Somit
existirt eine Zahl ¢, so dass fiir alle 8, < ¢

,‘<4s

d. h. es gilt wieder die Formel (2). Aehnlich wird man vorgehen,
wenn zwischen ¢ und ¢ eine endliche Anzahl von Punkten oder auch
ein unendliches Punktsystem von erster Arbt auszuschliessen ist,

6. Wenn " (z) auch nach Ausschliessung eines unendlichen Punkt-
systemes erster Art keine endliche Function wird, so hat die Summe
L, bei unbegrenzter Abnahme der 0, dann wnd nur dann einen end-

lichen. Grenzwerth L, falls das Integral ﬁ V147 ()] dx ewistirt und

zwar ist derselbe thm gleich. Dabei wird, wie es die bis jetzt iibliche
Erklirung des bestimmten Integrales (vgl. Dini Fondamenti p. 300)
erheischt, vorausgesetzt, es sei nur ein unendliches System erster Art
von solchen Punkten zwischen @ und &’ vorhanden, so dass in jeder
auch noch so kleinen Umgebung irgend eines derselben eine der
Grenzen von [ («) unendlich ist. — Der Beweis des Satzes wird in der
bekannten Weise durch allmihliches Aufsteigen zu den hoheren Punkt-
systemen gefithrt. Es sei zundichst ein einziger Punkt 2 = d = 0D
von der eben erwihnten Kigenschaft zwischen ¢ und o’ vorhanden.
Zerlegt man L, wie in Nr. 5. und setat

a— ¢ a’
lim. J\V1 +7 @) -dz =J, lim. JI}/I Fi@)y -de = J7,
d'=+0a J"=+U‘, d .

so folgt

d—d’ qd

L.,,——J’—-J”——-(L;—"'/:--) +{/ — 7}

a

([ ([ o)+

d4+0"

Man nehme nun &, 8" so klein, dass das zweite, vierte und letzte

Glied rechts absolut kleiner sind als die gegebene Zahl & Sind &', 0"

demgemiss angesetzt, so kann eine Zahl o' gefunden werden von der

Art, dass die erste und dritte Differenz fiir alle Werthe der darin vor-

kommenden 8,, welche unter o* liegen, absolut genommen, je kleiner

sind als &. Demnach existirt auch eine Zahl g, so dass fiir alle 4, < ¢
18*
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Ly — ' —J"| <bBe di. limL,=4dJ 4 J".
F=0
7. Ist einer der Grenzwerthe (3) unendlich, so hat auch die Summe
L, einen unendlichen Grenzwerth. Denn es ist L, grosser als jede
beliebige Zahl &, wenn nur die Intervalle 0, klein genug smd In

der That es sei G > &, so ist nach Voraussetzung z. B. J > 6

fiir alle ' < @, und wenn ¢ fixirt ist, so kann fiir die in L,, vorkom-
menden Theile 8, cine Grenze ¢ gefunden werden, dass fiiv 9, < ¢

L, >J- o — (6'— @), mithin L, > G ist. Bedeutet ¢ die kleinere

der Zahlen 6, @, so iiberschreitet die iiber dem Segmente 4 D stehende
Summe gewiss fur alle d, < ¢ die Zahl G.

s ist leicht ersichtlich, dass falls f [ (x) dx absolut convergirt,
auch /|1/1 F f (@) dz convergirt und fallsﬁf" ()| dx unendlich ist,
dasselbe auch vom zweiten Integral gelten miisse. Diese Bemerkung
fithrt zur Aufstellung von stetigen Curvenbogen, fiir welche die Summe
L, bei unbeschriinkter Abnahme der 0, dber alle Gremgen wichst. Hs

sei z B. fir x =0, y =05 fir z = Z ()
f,'
J. 1 da dy 1 .1
= [|sin—-.-—, =% = — sin —,
@ % da @ x
o

80 ]ﬁatjl% sin %}dw bekanntlich den Werth 4 oo; demnach hat das
0

Sttick der Curve vom Anfangspunkte O bis zu einem beliebigem Punkte
M, wenn man will, eine unendliche Liinge.

Daraus erhellt die Unzuldssigkeit der Annahme, dass jedem stetigen
Bogen eine Zahl als Linge entspreche. Die vermittelst derselben ab-
geleiteten Resultate haben daher nur Giiltigkeit unter der Voraussetzung,
dass der betrachtete Bogen messbar sei.

8. Ist der Bogen nach einer der vorstehend entwickelten Methoden
als Zahl definirt, so folgen, wie Duhamel hervorgehoben hat, die
Annahmen des Archimedes als nothwendige Sitze. Das Niimliche
gilt vom Theoreme: arc. AC = are. AB + arc. BC.

Der Satz: ,,Das Verhiltniss des Bogens M N zu seiner Sehne
MN hat fir lim |[MN|=0 den Grenzwerth 1% ergiebt sich fir
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convexe Linien unmittelbar®), in der analytischen Geometrie aus der
Formel

w_c-H;"‘_*»__ )
Lim o f1YTF 70T do =y [ 7+ 871,

-

=40

welche jedoch die Bxistenz und Endlichkeit des Grenzwerthes lim /' (z4£)
fiir lim £ = - 0 voraussetzt. Fin dhnlicher Satz besteht fiir lim £ = — 0.%%)

9. In #hnlicher Weise, wie das Problem der Rectification, sind
auch die der Quadratur, Complanation und Cubirung zu behandeln.
So folgt der Satz, dass die von der Abscissenaxe, der Curve y = /(%)
und zwei Ordinaten begrenzie Fliche eine Zahl sei, aus der Existenz

des bestimmten Integrales f f(%)-dz. Es ist befremdlich, dass in einem

Werke, welches die Methoden der exacten Wissenschaften darstellt,
umgekehrt die Existenz des bestimmten Integrales auf dic der Flichen-
zahl gegriindet ist***), wihrend letztere ebenda frither als Frgebniss
eines arithmetischen Verfahrens, niimlich eines Grenziiberganges, be-

zeichnet wird,

Die Quadratur einer von einer convexen Linie I. begrenzten ebenen Fliche
kann nach der in Nr. 2. gegebenen Definition durch folgende Bewmerkungen er-
ledigt werden. 1) Aus dem Hilfssatze in Nr, 3. folgt leicht, dass man fiir die
Seiten s, eines der Linie L eingeschriebenen Polygones 4,4, -+ 4, eine Grenze

& angeben kann, sodass, wenn nur alle s, <&, der Abstand aller Pankte des fber
jeder Schne A, _,A, stehenden Bogens von dicser Sehne kleiner ist als eine vor-

* Vgl. Rouché ete. 1. c. I, p. 184.

#+) Beim Beweise dieses Satzes wird der Mittelwerthsatz gebraucht in folgen-
der Form, die natiirlich unter der allgemeinen des Hrn. Dini (Fondamenti p. 192£.)
enthalten ist, aber auch fiir sich abgeleitet werden kann: ,, Ist f(x) im Intervalle
a < x < b eindeutig, stetig und wit einem endlichem vorderen {hinteren) Differen-
tialquotienten w(x) begabt wenigstens fiir alle o < 2 <(b mit Ausnabme eines
unendlichen Punktsystemes erster Art, so kann der Quotient [f(b)—f(a)]: (b—a)
nicht ausserhalb des von der oberen und unteren Grenze von (x) gebildeten
Intervalles fallen.*

#0%) Dyhamel 1 c. 1[I, p. 348 und II, p. 406. Dabei wurde ausser Acht
gelassen, dass bereits Cauchy (vgl. Moigno, C. intégral p. ¢) den arithmetischen
Beweis von der Existenz des bestimmten Integrales einer stetigen Function ge-
liefert hatte, zu dem freilich noch das Theorem von der gleichmisgjgen Stetig-
keit dieser Function hinzugefiigt werden muss. — Es findet sich avch die Ansicht,
dass die Flichenzah! ohne Grenziibergang denkbar sei, die Bogenzahl aber nicht,
2. B. bei Cournot Théorie élém. des fonctions 2. éd, 1, p. 206. So scheint es
denn nicht iberflissig mit Hrn, de Tilly (1. ¢ p. 90) zu betonen, dass die Existens
der Flichenzahl nicht einmal durch den hier betrachteten Grenziibergang aus den
¢in- und umgeschriebenen Polygonen allein gesichert sei, sondern erst dann, wenn
dieselbe Zahl auch als Grenzwerth der Summe der (geradlinig begrenaten) Theile
erscheint, in welche die vorgelegte Fliche durch zwel Curvensysteme zer-
schnitten wird, ’
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gegebene Zahl 5. 2) Bezeichnet ¥ die Fliche eines beliebigen L eingeschriebenen
- Polygones von » Seiten und F’ dic eines ebensolchen, dessen Seiten aber nicht.
grosser sind als die von F', so hat man )
(@) F'-—F>—7‘-SQH
worin 8 die grdsste unter den Seiten von F’, H' das Maximum des Abstandes
der Punkte des iiber jeder dieser Seiten stehenden Theiles von L von ihr
bezeichnet, )

3) Nun construire man nach dem Verfahren von Duhamel Polygone, wo-
durch man einen Grenzwerth A filrihre Flichen 9(,, findet: lim %, = 4 und %, < 4.

m—=—+tw

4) Aus (a) folgt ferner, dass die Fliiche [ cives jeden L eingeschriebenen

Polygones kleiner ist als 4, Denn man hat bei gentigend hohem m

Pyt o S 1> At o SH,
und da S H’ beliebig klein genommen werden kann, Fg 4. Nach demselben

Gesetze, durch welches die Polygone %, nach einander gevbildet werden, findet

man aber zu f ein Polygon, dessen Fliche F grisser ist als f; demnach ist f<C 4.
6) Andererseits ergiebt sich aus (a), falls die » Seiten s, eines eingeschrie-

benen Polygones von der Fliche f,, deren grisste s sein mag, siimmtlich kleiner
gind, als irgend eine Seite eines Polygones von der Fliche %[,

(b) By —%,>— 2 sh,

worin h gegentiber f, dasselbe bedeutet, wie H’ gegeniiber F”. Ist nun & eine
gegebene positive Zahl und 0 <C & <, so kann m so gross gewihlt werden, dass

QIm>A—— ¢. Nimmt man dann s so klein an, dass % sh < & — ¢, so folgt
nach (b) , )

frod——(e—¢)d L0A—F, K¢
wenn nur alle s, kleiner sind als die eben fiir s ermittelte Grenze. Somit hat
man lim f, = A fiir lim s, = 0.

2. Ueber die Differentialquotienten unendlicher Reihen.

Die Frage, ob der Differentialquotient einer unendlichen Reihe,
deren Glieder eindeutige und stetige Functionen einer Veréinderlichen
z: f»(x) sind, — falls ein solcher tiberhaupt vorhanden ist — gleich ist
der Summe der aus den Differentialquotienten f;,(z) gebildeten Reihe,
diirfte vor Bolzano (vgl. ob. VL) kaum eingehend erdrtert worden
sein, Duhamel stellte (Liouville J. T. XIX, Jahrgang 1854, p. 118)
den Satz auf: Ist 2f,(x) in einem Intervalle (@ — &,, a + 9,) con-
vergent und gleich f(x), sind aber f(a — 0) und f(a 4 O) von ein-
ander verschieden, wihrend sonst f(x) eine stetige Function von
bildet, so hat Xf,(a) eine unendliche Summe. Bertrand, der diescn
Satz in seinen Traité du Calcul différentiel (p. 271) aufgenommen hat,
sagt blos, Xf, (a) sei divergent. Mit Benutzung eines von Herrn
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Darboux gegebenen Beispiels ldsst sich darthun, dass dieser Satz
nicht stichhaltig ist. Setzt man in der That
x ?: 0 fn (x) = e~ 8—(n+l)’x’; x<0 fn (x) = g~ (1?8 _ p— n’zﬁ’
' n=1,2,..9,
so ist
2>0 f@)=¢% f0)=0 2<0 fl2)=—e"=,

also

f(=0)=—1, f(+0)=+41.
Gleichwohl findet man 2@]’,: 0y = 0.
t

Sicher 18t der folgende Satz, den man entweder dorch Umkehrunyg
des Satzes liber die Integration der unendlichen Reihen oder un-
mittelbar nach Herrn Dini (Fondamenti éte. p. 115) beweisen kann.
~Wenn in dem Intervalle (a — 0,, a + 0,) Zf.(x) convergirt und
ihre Glieder je einen endlichen Differentialquotienten besitzen, und
wenn in demselben Intervalle Zf, (z) convergirt und zwar in gleichem
Grade, denn hat auch die Summe f(x) der Reihe Xf,(x) fir z = a
einen endlichen Differentialquotienten, welcher gleich ist der Summe
der Reihe =f,(a).%

Wenn aber die Reithe X7, (z) in dem Intervalle (¢ — d,, a + d,)
eine stetige Summe besitzt, so kann dieser Satz auch ausgedelnt werden
auf den Fall, dass sie nur im Allgemeinen gleichmdssig convergirt d. i.
dass die gleichmissige Convergenz nur besteht, nachdem aus dem er-
wihnten Intervalle eine endliche Anzahl von Intervallen, deren jedes
beliebig klein angenommen werden kann, ausgeschieden worden ist.
(Diese Bezeichnung ist von Herrn Dini 1 c. p. 102 entlehnt.) In
der That ist eines derselben (@ — y,, @ + 7,), so hat man fiir die
Werthe

0— 0 LeLa—p, [@=_fi@
Und da
lim f(a — &) = Dpfi() fir lim §—=+0,

so folgt wegen :
Lim f(@“t_g_é_":fi‘?)_ = Lim f" (& — &)
E=+0 §=+0

(Dini 1. ¢. p. 82), dass der hintere Differentialquotient von f(x) fur
z=0 2@ fa(a) sei. Dasselbe gilt beziiglich des vorderen Differential-
1

quotienten von f(z) fir z = a.
Innsbruck, 9. Febrnar 1881



