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Uber die Anzahl der Primzahlen unter gegebener Grenze. 

Von 

ERrtAnD SCHMIDT in Giif~ingen. 

Herr De La Vallge Poussin*) ha~ bewiesen, daB, wenn F(x) die 
An~.ahl der Primzahlen ~ x bedeutet, ffir x > 2 

X 

F(x) dy < Const. log----~ " Vp log x e- 

ist, wobei p = 0 .  03282 zu setzen is~. Unter der Voraussetzung, da$ die 
1 

komplexen Nulls~ellen yon ~(s) siimfAich den reellen Be~rag ~- haben, hat 

ferner Herr Helge van Koch**) bewiesen, da$ ftir x > 2 
X 

q lo--g--~ t < Consk 1/~ log x. 

Damit blieb die Frage nach dem Vorzeichen des Fehlers, also die Frage, 
ob e~wa F(x) und die dutch die Gleichung 

f(x) -=- F(x) 4- -~ .F -4- ~ .F + . . .  

definierte Funktion f(x) schlieBlich besf~ndig gr~iSer oder best~indig kleiner 
als der Integrallogari~mus bleiben, oder ob sie best~indig um denselben 
schwauken, sowie auch die Frage nach einer un~eren Grenze ffir die GriiSen- 
ordnung dieser Schwaukung unerledig4***). Der Inhalt vorliegender Un~er- 
suchung orien~ier~ sich an diesen Fragen, indem er in folgenden S~itzen 
best~hi: 

*) Memoires couronnds et autres Memoires publi~s par l'Academie roy~le de 
Belgique 1899 ~ome LIX. 

**) Acts Mathematica Bd. 24; Mathema~che Annalen Bd. 55. 
***) Da~ es zu jedem beliebig kleinen s fiber jeder beliebig groBen vorgeschriebenen 

Za~l x, Werte yon x glb~, ffir welche 
x 1 

f dy I F(z) - , /  log, 
] 

is~, ~ schon yon Herin Jensen otmo A u s ~ h ~ g  des Boweises ausg~prochen worden 
(Aet~ M~ema~ic~ Bd. 22). 
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I. ~ber jeder beliebig groi~en vorgeschriebenen Zahl x 1 gibt es 
Were  yon x, f~r welehe 

f (x)  - og y > 39 log x '  
2 

und ebenso aueh Wer~ yon x, f~r welehe 
x 

- f ~ o - ~  - • ~'~ " f(x) d~ < 29 log ~ 
2 

II. ~)ber jeder beliebig grogen vorgesehriebenen Zahl x 1 gib~ es 
Wer~ yon x, Nr welche 

F(x) ay + -~J l ~ )  > ~9 lo~ ~, 
2 2 

trod ebenso auch Werte yon x, fiir welehe 

- f , o ~  ~ f ey 1 V~ F ( X )  d y _~ -2-,.] ~ < _ 2-9 log x" 
2 2 

Bezeiehne~ v die obere Grenze der reellen Be~r'~ge der NuUstel]en yon ~(s), 
1 

so dag also --ff ~ ~, ~ 1 sein mug, so gelten noch folgende S~t~ze- 

HI. Zu jeder beliebig Meinen vorgeschriebenen posi~iven Griige 
gibt~ es fiber jeder beliebig grogen vorgeschriebenen ZaM x 1 We~e yon 
x, fiir welche 

f (x)  ~ y  :> x"- ' ,  
2 

und ebenso aueh Wer~e yon x, ftir welche 

f(x) f ~ < -- x ' - '  
2 

IV. Zu jeder beliebig kleinen vorgeschriebenen GrSge ~ gib~ es tiber 
jeder beliebig gro~en vorgeschriebenen Zahl x 1 Werte yon x, fiir welche 

~(x)  - + -~J  1~i ,  > x , - . ,  

und ebenso auch Werte yon x, fox we!che 

x V ~  

P(z) --:!~o~ y + - r  ~ < - x , - . .  
2 2 
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Wi t  wollen mit dem Beweise des Sa~zes IH begi-nen. Es sei fiir x~2 
m=E(~) 

1 
L(x) = log m' 

m=2 
wo E(x) die grSBte gauze Zahl ~ x bedeu~t, mid Fdr x < 2 

L(=) = 0. 
Dann ist fiir x > 2 

X 

(1) L(x) log ~ < L(x). 

Man sere  
f (x) = L(x) + r 

Es sei ferner ~ ( s ) >  1; dann isg 

1 (~) ~og ~(s) = 2 7 ~ - .  + 
~o 

wo fiir log ~(s) derjenige W e n  zu wiihlen 
Werte iibergeht, wenn s stetig so in reelle 
best~ndig ~R(s) > 1 bleibt;. 

1 

~ P p 

Z L(~) -- z, (n--l) 
~= n* + Z n=2 ~=2 

~(i) = 0 and 

1 ~___f p-3= + . . .  

P 
ist, welcher s~etdg in reelle 

Werte iibergeht, dab dabei 

da nun 

= Z f(n) - -  f (~--  1) ~s 

~(n) - ~(.-- I) 

so ist 

Z cP(n)--q~(n--1) Z (;5 1 ) 
n = 2  n = 2  

1 is~, so ergibt sich beriieksichfigt man nun, dab L(n)-  L ( n - - 1 ) =  ~g~  

1 
(~) log ~ ( 8 ) = = Z  l o ~  "~- Z (jP(n)(~ (~ + 1)*) 

n=2 n=2 

WO 

q,O)-~=O), 

~=(s) = 1 1 S 
~4-1  x 
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and mithin aueh 

i~t. A ~  der let~en Ungleichmlg folg~, d ~  

~ - - - - 2  

far ~ ( s ) > 0  absolut trod gleichm~ig konvergiert mid mithin fiir ~ ( s ) > 0  
ei~ea sing~arit~tenfreien maalytisehen Funkt ions~eig d~rst~ellt~. Dasselbe 
gilt: d~mi aueh yon dem Ftmktio~zweig .A(s), weleher dttreh die ~leiehtmg 

1 (n~= 2 n -a A(s)  = s r t ts(s ) -t- log ~(a) -- s + a -- 1-5-g ~ 

definiert; sei, wobei a eine reelle Zalfl > 1 bedeuten soil. Da mm 
8 

_~ ~ ~'(s) ds log ~(s )=  log ~(a) , j  t(s) 
a 

tmd 

i ~  -~ = i-~ ; d s + s -  a, 
n = 2  n=-2  

a 

so ergibt sich aus (3), 

(4) ~ ,~  ~(n) ' f:'<:> @) d:, 
gt 

wo der Integrationsweg so zu wiihlen ist, dab auf demselben bestindig 
~(s)  > 1 bleibt. Es durchlaufe nun n~ die (~esamtheit der ganzen Zahlen 
n ~ 2, flit welche ( p ( n ) ~  0 und n 2 die Gesamtheit der gan,.en 
n ~ 2, ~ welche ~ ( n ) <  0 ist. Dann ergibt sich 

(5) _4(s) + f [:'(+) 

(6) ~ ( m )  ~iu = -  ~ - -  

Wiixe nun 

~(s)  > v -  e absolut and ~eichmii$ig konvergieren 

Zahlen 

# 

• s s)) --~('*~) + A(s) + + r ds 
a 

far jedes ~ > xi  ~ (n~) > - -  n~-',2 so wiirde ~-T~ far 

und mithin einen in 
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diesem Oebiet regul~iren analytischen Funk~ionszweig darst~llen. Da ferner 
~'(s) 
~(s) + ~(s) an tier Stelle s = 1 regular ist, und mithin 

8 

nur an den Nullstellen yon ~(s) d. h. nur ffir negative und komplexe 
Werte yon s, deren reeller Betrag ~ ~ vorausgesetzt wurde, singular 
werden kann, so ergibt sich aus (6), da~, wenn 0~ den Konvergenzradius 

der Taylorentwickelung des durch ~-~ ~(n0 dargestellten Funktionszweiges 

in der Umgebung des Punk~es s = a bezeiehnet, O. ~ a -  ~, wgre; es sei 
O. = a -- ~ + ~, da es nun gemgB Voraussetzung eine Nullstelh ~ + r 
yon ~(s) geben miiBte, so dal~ g > ~ -- ~ und ~ > ~, --  t, so wiirde folgen, 

wenn 0~+r den Konvergenzradius der Taylorentwiekelung des dutch 

~ ( ~ )  in der des Punktes dargestell~en Funk~ionszweiges Umgebung 
nx 

s = a + fl i  bezeichnet p,+$~ ~ ~, w~re. Das ist aber unm6glich; denn, 

wenn C~ (~) und C(~'+)$~ beziiglich die Koeffizien~en der ~n ~ Potenzen in der 

Taylorentwickelung yon ~ ~ (n,) in der Umgebung der Stellen s = a und ~+ I 

s = a + fl i  bedeuten, so ist 

mad 
0( . ,  ) ( -  1)" ~(nJOogm)" 

~n! 

Da nun wegen des positiven Vorzeichens aller ~(n~) 

] ~(~1) (log~) ~I = ~ (~) (log ~)~ 

~+:~+* t .~+1 , 
so ist 

t o.%, l=<lo?t 
mad mi~hin auch ~a+t~ ~ 0,,- Ebenso beweist man auch die Unm~glieh- 
keit der Annahme, dab ffir jedes n~ :> xx ~ (n~)~  n~ -" w~re. Damit ist 
bei Ber f icks ich~ug yon (1) der Beweis ffir die Ungleichungen des 
Satzes HI gelieferk 

Beweis des Satzes I. 
1 

Fiir den Fall, dab ~ >-~ wgrr ergeben sich die zu bewdsenden 

Ungleichungen aus den schon bewiesenen den Inhalt des Sa~es HI aus- 
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machenden Ungleichungen a fortiori. Wir haben sie also nut ffir den 

1 wi~re, zu beweisen. Differentiier~ man die Gleichung (6) Fall, d ~  v =u 

d (A (s)) = A'(s) gese~z~ wird, naeh s, so ergibt sich, weun d-----~ 

(7) logn 1 = ~  n~+l logn 2 -  A ' ( s )  4- 1 

8 

+ + C w ]  ds - - + s ~,I;(s) k ~ / /  

Da gemiiB dem zu Anfang dieser Abhandlung zitierten Saree yon Herrn 
i Helge van Koch a ~  der gemaehten Vorausse~ztmg, dal~ v----~ sei, bei 

Beriieksiehtigtmg yon (1) folg4, dat~ 
~(n~) < Oonst. n~ log nl 

~md 
- -  ~(n~) < Oonst. n~'~ log n~, 

so konvergieren unter der genannten Voranssetzung die Sumroen, welehe 

1 gleiehm~i~ig und (7) hat in der (~leiehung (7) vorkommen, ~ ~ ( s ) >  ~- 
1 1 dann also fiir ~(s) > ~ Giiltigkeit. Es sei nun ~- + fli eine l~ullstelle 

yon ~(s), dann is~, wenn g eine positive gegen 0 konvergierende Gr~it~e 
bezeichnet, 

/~ - - -0  

und weft 
8 

\~(s) + 

nut logarithmische Unendlichkeitsstellen hat, 
i 

-ff +fl~+~ 

r 

wo tier Integrationsweg so zu w~flen ist, dab atff demselben besti~ndig 
1 ~R(s) 2>-~ bleibt, femer ist 
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wo ~ die Orffaung 

mithin 

1 
der N,11stelle s = -ff + tic bedeutet, Aus (7) folg~ 

( ~ P ( * h )  l~ ~ ~(%)l~ - *  (8) lira ~t. ~ + v  +/.t . . . . .  = ---- 

1 Da nun s = - ~  eine reguliire Stelle der drei letztmn yon den vier Aus- 

driicken auf der rechten Seite yon (7) ist;, so ergibt sieh, wenn das 
Symbol 0 die obere Unbestimm~heitsgreaze bedeutet aus (7) 

.=0~ , . .  ) . " = s .  

Da nun 

und 
~ - ~(~,) l o ~  _ ~--~ ~'+---; 

~o f o l g t  , , -~  ( s )  , ~ a  O) 
0o) 

Wi~re nun fiir jedes n~ > x, 

2~Y__> ~' �9 

@~) > - e .  ios----~, , 

O < e <  1 u 

I t' 

WO 

so wiire, weft 

' ~ ,  (n~) log r = lira ~- - - - -  0 

. 1 
lira it = 1 ,  
/z=O 

~ / ~  G was mit (10) im Widorspruch steht. Ebenso beweist man aach die 

UhmSglichkei~ der Annahm% daJB fiir jedes ~ >  x 1 g~(~)<:Cto-~.  , wo 

Mathemati~cho Al~aalen, LVlXL 14 

mad 

und weil ferner 

~2 ~<~ ~9 2 ~---I 
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1 ~ bedeutek Wii~t; man nun fiir c wie frither eine posRive Zahl < 2 1 

1 2 I- fli diejenige Nullst;elle, deren absoluter Betrag am kleinsten ist d. h. 

1 
~ e h  der Bereehnmlg des Herrn Gramm*) ~ - +  i. 14 .17- . . ,  so ist ~ = 1 

und es ergibt sich, dais < 2- ' I  1 i Damit sind wiederum under 

1 2 + ~ i  ! 

Berficksichtigung yon (1) die Ungleichungen des Satzes I auch fiir den 
1 

Fall, dal~ v = - ~  wiire, bewiesen. 

Beweis der Siitze II und IV. 
Es sei fur x ~ 2  

~= ~(x) 

X 1 
rn - - - -2  

und fttr x < 2 

Dann ist fiir x > 2 

(x) 

und da 

L,(x) = o. 

]/2 log 2 

X 

< L,(x), 

X 

2 

- - , ) l o g  y 
Y~ 

is~ so ergibt sich ffir x > 2 

(11) L,(x) 

Man setze 

]/~ log 

1 
.F(x) ---- L(x)  -- -~ Lt (x) + r 

Ersetzt man in (2) s &arch 2s, multiplizier~ die so erh~aRene Gleichung 
1 mR ~- und subtrahier~ sie yon der ursprtinghchen, so erh~lt man fblgende 

ffir ~(s)~> 1 gel~nde Oleiehung: 

*) Butle~m de t'Academie royale des sciences et des le~res de Danemark 
Cope~mgue 1902, No. 1. 
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1 log ~(s) - - -~  log ;(2s)  - - - -  1 Z 1 ~ -Ss 1 ~ -Ts 
3 /~ ~ -v~L~ - . . . .  Z / 9 - ~  

P 

-F(n--l) L(,~-l) ~ Z / ~ ( n ) - - ~ ( ~ - ~ )  

n = 2  n = 2  ~ = 2  

1 

.9 

~.-a /~( a I~. - (a+~) 

+ + as + .  ~ r  
~ = 2  ~ = 2  

a 

wo a und R.(s)  dieselbe Bedeutung haben wie beim Beweise des Satzes III, 
und die Integrationswege so zu w~itflen sind, dab auf deaselbea best~udig 
9t(s) > 1 bleibt. Setz~ man nun 

'(Z B(s)= T r 

1 log ~ 2 a  - -  2 

s - - a  ~= n - a  - ( a + J - )  

. ,o.o 

g p - s .  g v p - 5 . _ _ ~ f _ _ . ~ -  _ . . .  , 
P ~ p 

1 reguliiren analyfischen Funlr~ionszweig so stellt B(s)  einen fib ~ ( s ) > - ~  

d ~  ~ d  man l~t  

fl (12) ~ ' q ' ( n ) - -  R(s5 ~ l ~" (s) ~" (2s) i ._-. ~.+~-_,.._ ,, j ,,;(~) + ;(s) ;(~,) ~ ~ (s+ a.~, 

wo der Integra~ionsweg so zu w ~ e n  ist, dab auf demselben bes~ldig  
~(s)  > i bleib~. Da nun die FunkCion under dem In~egralzeichen an den 

Punk~en s =-El und s = 1 reguliir bleib~, mid mitl~in die dureh das 

1 
Integral gegebene F , n ~ i o n  im Gebieh~ ~ ( s ) ~  ~- nur an den komplexen 

NuUstelbn yon ~(s) ~ mid zwar logari~hmiseh unendli~ w~_rd, so 
14" 
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fiihrt yon der Gleichung (12) genau dieselbe SchluBweise under Beriick- 
sichtigung yon (1) und (11) zum Beweise der S~tze IV und H, wie sie 
aus der Gleichung (4) unter Berficksic-htigung yon (1) den Beweis der 
S~tze HI und I lieferte. 

Z!~m ScMusse m~chte ich mix noch folgende Bemerkung erlauben: 
1 Wenn v ' > ~ - w ~ r e ,  so kSnnte man offenbar in den Ungleichungen 

des Satz~ IV das Zusatzglied ~ ~'dy for~lassen, ohne da~6 dieselben 2 J l o g  y 
2 

~bre G~ltigkeit verlSren. Es g~ibe also zu jeder beliebig kleinen vor- 
geschriebenen positiven CrrSl~e ~ fiber jeder vorgeschriebenen Zahl x 1 Werte 
yon x, so dab 

X 

P(x) _ j  i  >dv 
2 

w~re. Nun hat abet die bis 3 000 000 durchgefiihr~e Z~iMung der Prim- 
zahlen durch GauB und Goldschmidt es wahrscheinlich gemach~, dab 

2 

bleibg. Liege sich dieser Satz beweisen, so wfirde aus (13) sieh ergeben, 
"1 da~ ~,-=-~- sein mul~, d. h. dab die komplexen NuUstellen yon ~(s) den 

1 
reellen Betrag ~- haben. 


