Uber Complexcurven.’
Von Konrad Zindler in Wien,

Die Aufgabe, die siimmtlichen Curven eines linearen Com-
plexes zu finden, hat Lie auf mehrere Arten geldst (S. z. B. Geom.
d. Bertihrungstransformationen, S. 234—237, 239; auch Math. Ann,
Bd. V. 8. 169), das analoge Problem fiir den tetraedralen
Complex hat er auf Quadraturen zuriickgefithrt, in denen noch eine
willkiirliche Funetion auftritt (Geom. d. Beriihrungstransf, 8. 327).
Die Frage nach den Integralcurven einer beliebigen Monge’-
schen Gleichung #)

Q@ y,2; 2,y,2)=0

fihrt bekanntlich auf eine partielle Differentialgleichung erster
Ordnung (vgl. a. a. O. 8. 553, auch 8. 256). Man kann jedoch
sofort auch eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ord-
nung erhalten, in der allerdings noch willkiirliche Funectionen auf-
treten, wenn man zwei der drei Groflen x, y, 2 als willkiirliche
Functionen eines Parameters wihlt. Dasselbe gilt natiirlich auch
fir den Specialfall, dass die Monge’sche Gleichung einen Linien-
complex darstellt. Hier ist aber noch ein anderes Verfahren moglich:

Es seil ein Complex durch seine Differentialgleichung :
(1) O (ye' —zy, e’ —x2,xy —ya';2,y,e)=0

gegeben. Wir setzen die Gleichungen einer Regelfliche & in der
Form an
x =0 (u)-~v. % (1)

(2) =y p(w
=y (u) v.v ().

Wenn sie abwickelbar ist und zugleich dem Complexe angehort,
wird sie durch ihre Riickkehrkante zu einer Complexcurve fiihren.
Die erstere Bedingung liefert die Gleichung:

1) Vortrag, gehalten in der Sect. 1, (Mathem.) der Versammlung deutscher
Naturforscher und Arzte in Miinchen, Sept. 1899.

%) Ich bediene mich der Terminologie und der Bezeichnungen von Lie und
Scheffers; vgl. besonders a. a. O. 8. 248, 251.
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(3) Moy | =0
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Damit it dem Complexe angehore, muss (1) erfiillt sein, wenn man

S . 0z Oy Jz )
fiir ' y' ¢’ aus (2) die Werte T 5—‘% 57 d. h. &, p, v einsetzt.

Dies liefert die Bedingung:
) OWv—yurh—ev,2p—dkkpv)=0

Zur Bestimmung der sechs Iunctionen o, ¢, ¥, A, p. v hat man
also die zwei Gleichungen (3) und (4), von denen die letztere die
Ableitungen dieser Functionen nicht enthilt. Denkt man sich also
etwa eine derselben vermoge (4) durch die fiinf anderen ausgedriickt,
50 bleihen in (3) noch vier Functionen willkiirlich, wihrend sich
fiir die letzte eine gewshnliche Differentialgleichung erster Ordnung
ergibt.

Wenn man $ von vornherein als Tangentenfliche einer Curve

annimmt: :
z=¢1 vy

®) y=9¢+od

. e=y1 v,
so ist (3) von selbst erfiillt, und es treten in (4) ¢', ¢/, 4" an Stelle
von A, p, v, wodurch diese Gleichung genau die Form der urspriing-
lichen Monge’schen Gleichung annimmt, nur dass jetzt die Symbole
o, U,y F unctionen eines Parameters bedeuten, von denen zweil
willkiirlich sind (vgl. den ersten Absatz). Nimm¢ man die Bogen-
linge als unabhingigen Parameter, so hat man eine einzige will-
kiirliche Function, die sich der Natur der Sache nach nicht mehr
beseitigen ldsst. Es ist tibrigens von vornherein klar, dass eine
und dieselbe Monge’sche (leichung, die man gewbhnlich so zu
interpretieren pﬂefrt dass sie jedem Raumpunkt emen Elementar-
kegel zuordnet, zur Dlﬁ’erentlalwlelchunw einer Complexcurve wird,
sobald man durch passende Emschlankung der willkiirlichen Ele.
mente die Fortschreitungsrichtung in jedem Punkte endlichdeutig
macht.

Hiernach kénnte der frithere Ansatz (2) iiberfliissig scheinen;
es ist jedoch zu bemerken, dass die Gleichungen der abwickelbaren
Regelllsiche moglicherweise in der Form (2) einfacher sein konnen,
als in der Form (). In diesem Fall wiirde man durch passende
Wabhl der willktirlichen Functionen aus (3) und (4) eine einfachere
Differentialgleichung erhalten konnen, als durch Verwendung der
urspriinglichen Monge’schen Gleichung. Fehlt z. B. in (4) eine der
drei Functionen o, ¢, ¥ (oder in der urspriinglichen Gleichung (1)
eins der drei Argumente z, 7, 2), so lisst sich aus (3) die Ableitung
der betreffenden Function berechnen und somit die Bestimmung



30 Konrad Zindler.

simmtlicher Complexcurven auf Quadraturen zuriickfiihren, was
aus der urspriinglichen Gleichung (1) nicht unmittelbar ersicht-
lich ist.?)

1) Im Vortrag wurde noch darauf aufmerksam gemacht, dass ein Satz von
Lie (a. a. O. 8. 308), wornach die Torsion einer Complexcurve in einem Punkt
nur vom Linienelement des betreffenden Punktes abhiingen soll, nicht allgemein
richtig ist. Dies sieht man zuniichst an Beispielen leicht ein: Der Complex

.70’2—}—-1/’2—7.22'2:0

(vgl. a. a. O. 8. 255) enthiilt auch alle Schraubenlinien mit der Neigung arccot »
gegen die xy-Ebene. Durch ein gegebenes Linienelement gehen ihrer noch ool
von verschiedener Torsion. Beim allgemeineren Complex simmtlicher Treffgeraden
einer im- Endlichen gelegenen Curve erkennt man durch eine Uberlegung eben-
falls die Unabhingigkeit der Torsion vom Linienelement. Der Fehler im Beweise
liegt darin, dass a. a. O. 8. 310 die Formel (73} [die nicht, wie (72) eine Iden-
titat ist], der Reihe nach partiell nach einer einzigen der Groflen z', 3, 2’
differenziert wird, Doch hat schon, wie mir Herr Scheffers inzwischen mittheilte,
Demoulin in den Comptes Rendus, Aug. 1892 den in Rede stehenden Satz auf-
gestellt, ihn dann ebenda Mai 1897 zuriickgezogen und durch den richtigen ergetzt
(wornach die Torsion und die erste Kriimmung aller Complexcurven, die durch
ein gegebenes Linienelement gehen, daselbst in derselben linearen Relation stehen),
auch erwihnt, dass sich der Satz bei Lie finde.



