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l ~ b e r  C o m p l e x c u r v e n .  1) 

Von Kom'ad Zindler in Wien. 

Die Aufgabe~ die s~tmmtlichen Cm'ven eines 1 i n e a r e n Com- 
plexes zu finden, hat L i e  anf mehrere Arten gel0st (S. z. B. Geom. 
d. Beriihrungstransformationen~ S. 234--237~ 239i anch Math. Ann. 
Bd. V. S. 169)~ das analoge Problem ftir den t e t r a e d r a l e n  
Complex hat er auf Quadraturen zurtiekges in denen noeh eine 
willktirliche Function auftritt (Geom. d. Bertihrungstransf. <<. 327). 
Die Frage naeh den Integralcurven einer b e l i e b i g e n  1V[onge'- 
sehen Gleiehung ~) 

P. (x: y~ z; x'~ y'~ z') ~ 0 

ftihrt bekanntlich auf eine p a r t i e  l 1 e Differentialgleiehung erster 
Ordnung (vgl. a. a. O. S. 5537 auch S. 256). Man kann jedoch 
sofort auch eine g e w S h n l i c h e  Differentialgleichung erster Ord- 
Bung erhalten~ in der allerdings noeh willkfirliche Funetionen auf- 
treten~ wenn man zwei der drei G rSl~en x~ y~ z als willkfirliche 
Functionen eines Parameters w~thlt. Dasselbe gilt nattirlich auch 
ftir den Speeialfall~ dass die ~onge'sehe Gleiehung einen Linien- 
complex darstellt. Hier ist aber noch ein anderes Verfahren mSglieh: 

Es set ein Complex dutch seine Differentialgleiehung: 

(1) (b (yz '  - -  zy'~ z x '  - -  x z ' ,  x y ' - -  y x ' ;  x,~ y'~ z') = 0 

gegeben. Wir setzen die Gleiehungen einer Regelfl~tche ~R in der 
Form an 

(2) v = '~ (u) § v. ,~ (u) 

~ = z (~)  + v .  ~ (~). 

Wenn sie a b w i c k e 1 b a r ist und zugleieh dem Complexe angeh(Srt~ 
wird sie durch ihre Rtickkehrkante za ether Complexeurve fiihren. 
D i e  erstere Bedingung liefert die Gleichung: 

i) Vorlrag. gehalten i*l der Sect. L (Mathem.) tier Versammlung deutscher 
Naturforscher und Arzte in Mtinchen, Sept. 1899. 

2) Ich bediene mich tier Termlnologie und der Bezelchnungen yon Lie und 
Seheffers; vgl. besonders ~. a. O. S. 248~ 251. 
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(-3) x' ,~' ,/ ~ 0 
! r 6,' Z' 

Damit }R dem Complexe angehSr% 1Ylnss (1) erfiillt sein~ wenn man 
~x Oy Oz 

far x ' y ' z '  aus (2) d i eWer t e  ~ ~vv ~ ~-~ d. h. )b ~ v einsetzt. 

Dies liefert die Bedingung: 

(4) �9 (,? v - -  z,~, z x - - ~ ,  ~ ~,- -  ~),; ~,, ~, v ) = 0 .  

Zur Bestimmung der seehs Funetionen % ~ ;(7 )'7 t~: v hat man 
also die zwei Gleiehungen (3) und (4)~ yon denen die letztere die 
Ableitungen dieser Funetionen nicht enthitlt. Denkt man sich also 
etwa eine derselben vermSge (4) dutch die Nnf  anderen ansgedrtickt, 
so bleiben in (3) noeh vier Functionen willkticlieh, wghrend sieh 
Nr  die 1Btzte eine gew~hnliche Differentialgleiehung erster Ordnung" 
ergibt. 

Wenn man ~ yon vornherein als Tangentenflaehe einer Curve 
annimmt: 

(5) ~ , =  ~ + v ~ '  
z ~ - - - Z @ v z '  , 

so ist (3) yon selbst erftillt~ und es treten in (4)~': ~'~ Z' an Stelle 
yon ~.~ ,% v~ wodureh diese Gleiehung genan die Form der ursprting- 
lichen l~longe'schen Gleiehung annimmg nur dass jetzt die Symbole 
,% % Z Funetionen eines Parameters bedeuten~ yon denen zwei 
willktirlieh sind (vgl. den ersten Absatz). Nimmt man die Bogen- 
l~tnge als unabhangigen Parameter~ so hat man eine einzige will- 
karliehe Funetion~ die sich der Natur der Saehe naeh nicht mehr 
beseitigen lgsst. Es ist fibrigens yon vornherein klar~ dass eine 
and dieselbe Nonge'sehe Gleichung, die man gewShnlieh so zu 
interpretieren pflegt~ dass sie jedem Raumpunkt einen Elementar- 
kegel zuordnet~ zur Differentialgleiehung einer Complex e u r v e wird~ 
sobald man dureh passende Einsehrankung der willktirliehen Ele- 
mente die Fortsehreitungsriehtung in jedem Punkte endliehdeutig 
maeht. 

H:i~rnaeh kSnnte tier friihere Ansatz (2)tiberfliissig seheinen; 
es istjedoeh zu bemerken, dass die Gleiehungen der abwickelbaren 
Regelflaehe m(iglieherweise in der Form (2) einfaeher sein k~nnen, 
als in cler Form (5). In diesem Fall wiirde man dureh passende 
Wahl der willktirliehen Funetionen aus (3) und (4) eine einfaehere 
Differentialgleiehung erhalten ktinnen~ als dureh Verwendung der 
ursprtingliehen Monge'sehen Gleiehung. Fehlt z.B. in (4) eine der 
drei Funetionen % ,5~ 7. (oder in der ursprtingliehen Gleiehung (1) 
eins der drei Argumente % y~ z), so llisst sieh aus (3) die Ableitung 
der betreffenden Function bereehnen nnd somit die Bestimmung 
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s~mrntlicher Complexcurven auf Quadraturen zurackffihren~ was 
aus der ursprfinglichen Gleichtmg (1)nicht unmittelbar ersieht- 
lich ist. 1) 

1) Im Vortrag' wurde noch darauf  aufmerksam gemacht,  class Bin Satz yon 
L i e  (a. a. O. S. 308)7 wornach die Torsion einer Complexcurve in einem Punkt  
nur vom Linienelement des betreffenden Panktes  gbh~ngen soll, ~dcht allg'emein 
richtig' ist. Dies sieht man zun~chst an Beispielen leicht ein: Der Complex 

xr~ _~ yr2 __ z,2 zt2 ~ 0 

(vgl. ~. a. O. S. 255) enth~tlt auch alle Schr~ubonlinlen mit clor Neig'ung' arccot x 
gegen die xy-Ebene. Dutch Bin g~eg'ebenes Linienelement g'ehen ihrer noch co 1 
yon verschieclener Torsion. Beim allg'emeineren Complex sRmmtlicher Treff~eraden 
einer im Encllichen g'eleg'elaen Curve erkennt man clurch eine 0berlegung" eben- 
falls die Unabh~ng'igq~eit cler Torsion yore Linienelement. Der Fehler im Beweise 
lieg't darin, class a. ~. O. S. 310 die Formel (73) [(lie nicht, wie (7~) elne Iden- 
tit~t ist], cler Reihe nach partiell  nach einer einzigen der GrSl~en x' ,  y' ,  z '  
differenziert wird. Doch hat schon, wie mir Herr  S c h e f f e  r s inzwlschen mittheilt% 
D e m o u l i n  in den Comptes Renclus, Aug'. 189"2 den in Rede stehenden Satz auf- 
g'estellt, ihn dann ebencla Mai 1897 zuriickg'ezog'en uncl dutch den richtig'en ersetzt 
(wornach die Torsion uncl die erste Krfimmung aller Complexcurven, die clutch 
ein g'egebenes Linienelement g'ehen~ daselbst in derselben linearen Relation stehen), 
auch erw~thnt~ dass sich der Satz bei L i e  fincle. 


