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Sur les formes quadratiques ternaires inddfinies. 

Par 

ANDRt~ MARKOFF ~ St. Pdtersbourg. 

Dans eette note j'ai en rue de baiter la question des limites prgcises 
de minima des formes quadratiques indgfinies 

ax  ~ .3u a'y~ _~_ a"z ~ ~t- 2byz  -4- 2b'x~ -~- 2 b " x y  

d'un mfime ddterminant 

-~  a d d '  Jr- 2bb'b" - -  ab ~ - -  d b  '~ - -  a"b ''~. 

La question analogue pour les formes binaires a gtg traitge dans rues 
mgmoires <<Sur les formes quadratiques>> (Mathem. Annalen Xu et XVII). 

I1 y a g~g ddmontrd, que les limibs prgcises des minima des formes 
quadratiques indgiinies 

d'un m~me ddterminant 

formen~ la sdrie 

ax~ -4- 2 b x y  + cy ~ 

V~Y I) ,  V ]  -~ , v -fii 11/'7~ D, �9 .. 

laquelle nous pouvons prolonger infinimen& 
I1 es~ ~r~s ~raisemblable, ClUe: Ies limites prdeises des minima des 

formes ternaires font aussi une sdrie infmie. Mats ~ prdsent je ne puts 
&ablir que les trois premiers membres de cette sgrie: 

(]9) grant la valeur absolue de D. 
Conformgment ~ cela nous allons ddmontrer ,la proposition suiyante. 
Za limite s~drieure prdcise des minima des routes formes inddfinies 

f .... a'2 ~ + a'y2 _1.. a"z  ~ + 2 b y z  -1- 2b 'xz  + 2b"xy ,  
Mathematiache Annalen. LYI. 16 
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.dun m~me de'terminant D, est dgale au minimum 

des formes dquivalentes d 

Pour les formes non e'quivalentes d la forme 
minimum 

3 "2 

des formes dquivalentes 

�9 o cette limite est dgale au 

Pour les formes non dquivalentes aux formes ~o et ~1 cette limite est dgaZe 
au minimum 

des formes dquivalentes 

~ = - -  ~ (x ~ + u s -  3 z~) . 

Emfin, si ~'o~ exdut ~es formes dquivalentes aux formes ~o, ~1, q)~ la valeur 
absolue de chaque autre forme f peut ~tre faite p~us petite que 

~/~(/)), 
x, y, z dtant les hombres entiers et 

x ~ ~- y~ + z~ > O. 

Pour simplifier les recherches nous supposons 

D--.. I, 
en remplagant la forme f d'un dgterminant arbitraire par la forme 

axe+ a' y~+ a"~+ 2byz+ 2b" xz+ 2b"xy. 

f aa' a" + 2bb'b"--ab'--a'b"--a"b"" 

Outre cela nous supposons que tons les rapports 

d K" b b" b'" 
a ~  a ~ a ) a ) a 

sont des hombres, rationaels. 

*) Ce r~sul~s~ m'avait ~ communiqu~ d ~ .  lon~emps par M. A. Korkine~ il 
y s 20 ans. 
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Dans cette supposition ehaque forme f a un minimum et peu~ ~tre 
rgduite ainsi clue la valeur absolue de son premier coefficient a est 4gale 

ce minimum. 
Quant aux formes, pour lesquelles les rapports 

a' a" b b' b" 
0 ~  ~ Y  a ~ a ~ a 

sont des nombres irrationnels, on ne peut p.as assurer que chacune de ces 
formes a un minimum; mais il n'es~ pas difficile d'6tendre la proposition, 
enoncge plus haut, aussi sur ces fonnes. 

En consid4rant avee la forme 

f - - - a x  ~ ~ a' y~ -~ a"z ~ -~ 2 b y z  .-[- 2b 'zx  ~ 2b"xy  

son adjointe 

.F~-.. A X  ~ .-~ A ' Y  ~ --~ A " Z  ~ ~ 2 . B Y Z  + 2 B ' Z X  ..~ 2 B " X Y ,  

nous avons les relations 

A - -  a ' a " - -  b ~ , .B - ~  b 'b" - -  ab , 

--- ~ B ' - -  b"b ~ a ' b '  ,4' a'" a b' ~ , 

1/'~ B"----- bb" " ' "  

De 

a - - - A ' A " - - B  ~ , b - - - - B ' B " - - A B  , 

a " - - A " A - - B  '~, b ' - - B " B  A 'B"  , 

a"--~ ASi '  - - ~ " ~  b"-~- B B '  - A " B "  

la ~h4orie des formes quadratiques on salt la proposition suivante. 
Si la forme f par la substitution 

x.~- r x12c ~ y l - ~ - 7  ~zl, 

y = ~' x~ + ~" y~ + 7 '  ~i , 

z - -  a"xl + Y'  Yl + r" zl 

se %ransforme dans la forme 

f~ = a~x~ ~ --~ a~'yl ~ -~- al"'z~ ~ -~ 2bly~zl + 2bl"~xl + 2b/'x~y~ 

4quivalente s f, la forme/~' adjointe s f se transforme par la substitution 

dans u~e fOrHle 

Xa ~ Z  

Y~=~x 
zl., r x  

+ a'Y+ a"Z, 
+ O ' r +  ~"z, 
+ r ' r + r " z  

4quivalente s F e~ adjointe s fl" 
Pour notre but le eas particulier de cette proposition 

o~ la forme f se transforme par la substitution 

e~ la forme 2 " -  par la substitution 

x~=x, Y~=.O'r+ ~"z, 

+ 2B, ~z~ + 2B~'zl x~ + 2B~"x~ ~.  

es~ important, 

z~ = ~ ' r  + ~"z, 
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la diffdrence 

grant @ale ~ + 1. 
D a n s  ce cas 

a - - a l ~  
e~ les formes binaires 

k. M~u~oFr. 

t~'v" - -  t~"7' 

A =  A 1 

les nombres 

(1) a, A'; (2) a', A; (3) ~', A"; 
El1 supposant que la valeur absolue de 
forme f, nous allons dislinguer deux cas: 

(1) a > 0 ,  a < 0 .  
Dans le cas 

tl y t  (~t) a ,  A;  (5) ~ , A'. 

a est ggale au minimum de la 

a > O ,  

! 

A , A "  

sont n~gatifs et par consequent les formes 

ax ~ + 2b' xz -+- a" z~ ax ~ + 2b ~" xy  + a'y ~ 

son~ indgfinies. 
Cela giant, nous pouvons assurer que les minima des deux formes 

ax~ + 2b' xz + d' z ~ 
] / ~  A' 

sont plus petits que V~21-, si ees 

form_es. 

~o - -  V - ~  (x~ _ x~ _ v~), 

e~ ax ~ -[- 2b" xy -[- a'y ~ 
V -  A" 

formes ne sont pas 4quivalenies aux 

~1 ~ ] / / ~  ( x ~ -  2xy - -Y~)  �9 

a'y 2 -{-- 2byz + a"z ~, A ' Y  ~ + 2 B Y Z  + A " Z  "~ 

se transforment, par les substitutions indiquges, dans les formes 6quivalentes 

I1 est aussi impol4ant de remarquer la reprgsentation de la forme f par 
les sommes 

f --- a (x "+" --d y + b' )~ + A" y"-- 2.Byz + 

( b" b" )~ A " ( y  B z)'  z' -~.a x +  a Y +  a~  +--d- _a" +-~"  

La seconde de ces deux representations manifeste', que des deux nombres 

a~ A" 
p 

l 'un au moins doit 6tre negahf; ear dans le cas contraire la forme f est 
une forme positive. 

I1 est facile de voir que ce rdsultai s'gtend aussi ~ chacune des 5 paires: 
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D'au~re par~ le minimum de la forme 

a x  ~ -+- 2 b ' x z  -+- a %  ~ 

eL le minimum de la forme 

ax ~ ~ 2b"xy -[-- a'y ~ 

ont, par supposition, la m~me valeur a. 
I1 en rgsuRe, ClUe lo cas 

peu~ ~tre rdduit au cas 

si l'une des deux formes 

axe+ 2b' xz "b a '' z~ 

a ?>O 

a <: O, 

ax~-] - 2b"  x y  -5- a ' y  ~ 

V :  A' ' V ~- A" 

es~ equivalence ~ la forme ~Po ou ~ la forme ~Pl. 
Et l'on aura 

V 1/ 1 A, 1 A , ,  
a <  2 ~ a ~  2 

s'il n'y a pas ce~te gquivalenee. 
Or en considgran~ la forme nggative 

A'  Y~ ~ 2 B  Y Z  ~ A " Z  2, 
pour laquelle on a 

A ' A " - -  B ~ --- a, 

nous pouvons .supposer, que cease forme es~ rgduRe de ~elle mani~re, qu'on a 

4 
A ' A " ~ a .  

En combinant la derni~re inggalit~ avee les inggalRgs 

a < ] / /  1 A '  ] / /  1 A "  
�9 2 ~ a ~  2 

on ~rouvera 

a .~ ~ / ~  �9 

Done le cas a >  0 peu~ ~re  r~duR au cas a < 0, si nous 

formes, don~ la valeur absolue peu~ s'abaisser au dessous de 

En abordan~ le cas 
a d O ,  

nous pouvons supposer la forme indgfinie 

A" Y~--] -- 2 B Y Z  -t- A"  Z 2 

r~duRe de telle mani~re, qu'on aura 

A ' < 0 ,  A " > 0 ,  ~ > 1  e~ ~ > 1  

e x c l u o n s  l e s  



238 A. l~Iiazo~. 

en dgsignant par 
1 et 

deux raeines de l'dquation 

A ' ~ +  2B~ + A" 
Soient 

1 
= }o = % + ~, + 

~0. 

i et 

~s + �9 

1 

les dgveloppemenb des qua~tiids ~ eL ~/ en fractions continues ordinaires, 
les nombres 

" " ,  r  a-i ,  ~o, al, a~ as, . . .  

~tan~ enfiers et positifs. 
En nous servant des ddsignafions des m6moires mentiomides ((Sur 

les formes quadraliques binaires inddfinies>>, nous posons 

2 1 

e~ nous aurons 

- -  A " - - L  ] / ~ a .  A ' =  L o ~ ,  -1 
D'un aulre cord, en considgrant les formes 

ax~ -Ju 2b' x z  ~ d'  z ~ et 

nous pouvons elablir les dgalitgs 

a - -  - -  ~ ~ A' et a 
off ron 

a x  ~ 2f_ 2 b"x  y -[-- a ~ 

4 
~2 < Y et v ~ < ~ .  

Ces dgalitds nous do~nen~ les formules 

Or on peu~ prendre chaque pal_re , 

au lieu des nombres 
Lo, L_l, 

en remplacant les formules pr~c~denbs par eelles plus g~ne'rales 

4 ~ "4  2 

e~ o n  a u r a  

~<~,  ~,~<• 
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Excluons de nos reeherches toubs les formes don~ Ia valeur absolue 

pent s'abaisser au dessous de V~" 
En ~joutant; l'in4galit~ 

aux indgalii~s et aux formules prgcgdenbs on obtien~ 

or  les indgaliids 

2 < ~ Vi  < r~,~4 < 4,~. 

3, <2~772 et ~ <4,62 
L~ ~ L~ ~_i 

ne peuven~ 8~re sa~isfaibs que dans les cas, off la sdrie 

" ' ' ~  ~-4~ g-~$ ~0~ ~ g45 " ' "  

ne con~ien~ pas des hombres plus grands que 2 e~ la sdrie 

�9 ''~ ~-8, g--l~ ~1~ ~8,~ ''' 

ne con~ien~ pas des nombres plus grands que 3; car on a 

1 1 
4 ~ -~ -~ ~- > 4,62. 

Quang aux quantitgs gz 2 nous altons ddmonlrer d'abord l'impossibilit~ de 
ees b o b  supposiiions 

1 4 

(3) ~-1 < s ,  ~?=T,  s" 

Pour dgmonber l'impossibili~g de la premiere supposition 

nous remarquons qu'elle douse 

221 2 
L~_~ = L~--~ -- 125 L~+2 

I 
car la quan~i~g ~+1 ~ant  plus petite que -E ne peut monter au dessus 

de loo. 
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D'autre part on a 

r i § - 

1 

- ~+i + ~ + ~  
#~-i 

L~_~ -- Y~-I Jr- I I ' L~+~ 
~-I~ ~ ~+i-]--- 

ee~_l ~#/ JF 1 2 2 ~+I #~+i § 1 2 

et ensure 

I force de ces 

et l'in4galR4 

formules la supposition consider~e fournig l'ggalRg 

221 96 1 
~"'+ ~ -~ ~ ~"~+~ + l~  ~+1" 

Mais en ver~u des conditions, gtablies auparavant, on doit avoir 

1 5 ~+1 < 3, ~.,+~ > ~,+2 § u ~_-r, ~,+1 _-__ 3. 

Cela grant, il est facile d'gtablir les ggalitds 

el; " " "" 1 megahb 
s~ 2,466 

laquelle ne peat ~tre satisfaib que pour 

(~21--I ~- I; 

car la fraction i --L-l '  ~gale ~ -~, es~ plus petite que 0,466. 
2 + u  

I1 en rgsulte l'inggalitg 

>2d- i i 

incompatible ~i l'inggalR$ gtablie plus haut 

2 

De m~me mani~re on peu~ 4carbr la seconde supposition 

1 
~L1 < -~, ~ ---- ~+i ---- T" 

Enfin, en faisant la troisi~me supposition 
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"s 1 4 

on parvient aux inggalR6s 
221 96 1 

~,+1 > igg ~+~ -~ 1~5 %~+~, 
221 96 1 

$~ ~- ~ v~'-~ -~ 1~5 ~2~-~' 
et au moyen de ces in6galR6s on bouve 

I1 en r6suRe l'ine'galit6 

1 1 ~-->2 + ~ + ~ - - a  

incompatible aussi g l'in6galR6 pr6c6dente 

2 
< 2,772. 

1 

Nous pouvons exclure aussi les cas, off routes les quantit6s ~ 
1 

petites que -g. 

]~n effet clans ces cas on doR avoir 

sont plus 

et 

Cela giant, la forme 

< 2oo x i 

par consdquent 

~--2 "-- i --'- {$0 -'--- fg2 "~- " ' "~ 

"--r ---'-r -----aS-----''" 

est identique g celle ci 

A ' Y  ~ + 2 B Y Z - I -  A " Z  ~ 

- - 4 a  

f peut gbe present6e par la somme et la forme 7 

? + b', +_g + (v'--3y,-3,'). 
a a 

Cette somme se 

pour 

r6duit 

y - - - - l ,  z - ~ 0  
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a ~- + ~ - ~ '  

poUr 
y-~- 1, z - -  ~ 1, 

pour 
y - - - 4 ,  z - - - ~  1. 

cause de l'inggalitd 
a s 

il on rdsulte, que les valeurs absolues des sommes 

b" b' b" b' b" 
x +  a ,  X - - a - t -  a ,  X +  a ~ 4  a 

ne peuven~ s'abaisser au dessous de la quantitd 

V 1 V ~ I ~ "  

Or ee~e quantitg doit ~tre plus grande que eelle ei 

1 
G~,r nous supposons a" ~ -g-. 

D'autre part, en choisissant convenablement les nombres 
on peu~ faire les ~aleurs des sommes 

b'" b" b'" b' b'" 
�9 x ~- ~ ,  x - - - h - + ~ ,  x + - h - + 4 -  h- 

entiers x, 

1 1 plus petites que y ou ggales ~ y .  

Conformgment ~ cela nous pouvons gtablir les 6galitgs 

off les nombres xo, xl, x, sont, entiors, *o, ~1, ~2 son~ dgaux ~ -4=_ 1, eL 
enfin 6o, 6'1, d~ satisfon~ aux in~galit~s 

0 ~ o , ~ 0 , 0 1 ,  O ~ a l K O , 0 1  , O ~ d , < O , 0 1 .  

Mais en combinant ces ggalitgs il est facile d'obtenir l'ggalitg impossible 

5Xo--Xl--x~----- 5 . '~  8 ' -  ~' - -  5~o~ o -t- ~la~ -t- ~ ,  2 
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dont le premier membre est un hombre engier e~ le second n'est pas un 
hombre entier. 

Done il resb deux suppositions sur les valeurs des hombres &~: 

1) bus  ces hombres song 6gaux ~ 4 
5 : 

2) parmi les nombres &s se trouve --1. 
2 

4 
Si tous les  nombres ttt ~ song ggaux au ~-, on aura 

L ~--=-Lo=L ~ 
et ensuite 

~o = ~-i, ~ "-" ~- 
Or ces e'galitds s'expriment par les suivantes 

a o ~ %  ~ _ ~ ' - - %  = ~ _ ~ %  ---to_o------.., 

tr I --- C~_~ ~ -  C~ 5 ~ ~ - 7  ~ 9  ~ ' ' "  

~ - 1  "--- ~8 ~ ~ - 5  ~ g7 ~ 0 : - 9 . " - -  " ' ' "  

I1 en rdsulte que daus notre supposition (~:=-~) bus les hombres %l 

doivent avoir la mgrne valeur 2 on 1. 
Et  si l'on pose 

la s&ie 
�9  "~ t~-3~ g - l ~  gl~ ~8~ """  

ne peut contenir clue 2 et 3, car on a 

2 +  1 1 
i ~- i > 2,9. 

l + - g  8 + ~  

Dans les mames suppositions r s&ie doit conbnir 3, car la somme 
I 1 

2 + ' - - l  i + " i ' 

~+'~+.. ~ + s + . .  

dgale ~ 2 ]/2, est aussi plus grande que -~]/~.  

Conformgment ~ cela nous aurons trois cas 

(1) ~ = ~ + - - - ~ ,  (2) 

(3 )  ~ = 2 + "  , 

1 

8 +  1 
"i 

~+~ 
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Dans Io premier de ces trois cas on trouve 

2 1 1 2 ] / ~  

3 + ~ + . .  ~ + ,2---4-7. 

9 
a - -  - -  V ~ ' i $  ~ - -  r ~ "  

A' P + 2 B y z  + A"Z ~ ----- - -  - V  ~-~5" (3 y ~ - -  6 y z - -  2 z : )  

et la forme ~ pout ~re pr~sent~e par la somme 
a 

b' b" 3.'). 

Mais il n'es~ pas difficile de s'assurer~ que la valeur absolue de cetle 
somme pout s'abaisser au dessous de 1 umte. 

Pour cola iI suffi~ de poser suecessivemen~ 

(1) y = 0 ,  z = l ,  (2) y = 3 ,  ~ , .=1 ,  

en d~terminant x par los inggalitgs 

1 =_<4- x +  a ~ - 5  a _<1, 

et 
(3) y-----l, z ~ - O ,  

en ddterminant x par los in~galitds 

b "  i < x + - - <  I 
~ o  

2 " -  a ~ 2  

Parmi les hombres ainsi obtenus 

(Xo + ~)~ 5 5" 5 5 

l'un au moins a la valour absolue plus petite que l'unitd. 
b" Ea effet dans la supposition contraire lu diffd'rence 1 e~ Ie 
a 2 

b'" 
produi~ 3-~ se rgduisent aux nombres entiers et en m~me temps la 

b ' t  
quaa~i~g-  diffgre d'un nombre en~ier par une quantitd ~ satisfaisante a 

aux in~gali~s 
~ - > ~  . 

Mais c'est impossible, car la quan~i~4 36 satisfaisante aux inggalit4s 

ne pout ~tre un nombre entier. 
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De m~me manibre il est facile d'6carter le eas (2), off l 'on a 

1 
1 

1 
1 3+~ 

f se pr6sente par la somme Dans ce cas la forme a 

b' b" (x+ -~. + ~ y)~+ ~ (~2y,-36y.-~7.~), 
laquelle se rgduit 

o 

4~ 
pour  

y --- 0, z ~ 1, 

b' ~ ) s  5 x-{- y - k 3  ~, 
pour  

y ----'~- 3,  z--'- l ,  
et, 

15 

en remarquant  qua ee cas se r6duit au eas pr6cddent par la substitution 

y ~ 5yl  ~ 2z~, z ~ 2yl  -{- ~1. 

Par les considerations prgcgdentes nous avons dtabli l lmposslbilite de 

la supposition, qua routes les quantitds ~z s sont evales ~ ~- et en m~me 

temps les nombres ai~ sont 6gaux & 2. 

1 

3.~I 
i 

1 

pour  
y ~ l ,  z --~- 0. 

Or si l 'on pose clue les valeurs absolues des routes trois expressions 

b' 5 15 ,,~ 
ne s'abaissen~ au dessous de l'unit~, on obtient ce rdsultat impossible, 

qu'il existe un hombre antler daus l'intervalle 

de 3 jusqu'~ T "  

E n f m  nous pouvons aussi dcarter et le eas (3), off ron  a 
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Maintenant nous allons traiter les cas~ off routes les quantitds 9~s sont 
4 

�9 1 umb.  dgales ~ T et les nombres r sont egaux ~ ' " " 

On peut r&luire ces cas aux six suppositions: 

(i) ~=I-~-~, (2) }==i-~-I I' (3) } = I t I 
~+~ 3+~ 

i ' (5) }--I~ -I 
i t  1 1 t  1 

1 ~  1 il 
I I ~+~ ~+~ 

(6) ~=1-~ 
1 

1 ~+~ 

Or nous ~earbns les suppositions (2), (3), (5) et (6) par la seule 
remarqu% que pour ces suppositions le rapport 

a l e s  valeurs 
Lo 

1 1 3 4: 

2 ~ 3 ~ 7 ~ 11 

tandis que ee rapport dans les eas considergs ne peut s'abaisser au dessous de 

La supposit~ion (1) 

4 4 3 -/- -. -g- = -g-. 

l = 1 + y  
est aussi impossible. 

En effet, eerie supposition aboutit ~ l'dgalitd 

- - - - -  (x b' b" y)~.~ 5 

et ensuite 

_, o 

~--  -~+ - - -  

6t 

5 

4 

4 

pour y = O, 

pour y ~ z --~- l , 

pour y ~ - - l ,  

z--- 1~ 
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Mats il est facile de voir, que le minimum des valeurs absolues des 
trois expressions 

"-~ ' 4 '  + a  -j- 4 '  -~'2 a -4" 

est plus peril; que l'unitg. 
Quant ~ la supposition (4) 

eUe donne 

el; 

1 

1 + ~  

1 

f x.-~- a ~ "~ ~ -t- ~ ( 3 y ~ - - 6 y z - - 5 z ~ )  �9 
a 

f En examinant la derni~re expression a '  nous l;rouvons, que sa valeur 

absolue ne s'abaisse au dessous de l'unil;d seulemenl; dans les cas, ot~ les 
deux differences 

b' 1 b" 1 
a 2 ~ a 2 

sonl; des nombres enl;iers; car eerie expression se rSduit 

el, 
(x -I-~-)~ 5 pour y - - O ,  ~ , 1, 

4 

3 
pour y - - - - l ,  z ~ O .  

I1 en rdsulte une classe des formes f~ donl; le dgterminanl; es~ 6gal h 1 

el; le  min imum - -  ~ V ~ "  

Cette classe se ddl;ermine par la forme 

- - - -  ~ {x ~" + y ~ - z  ~ _ y z  - . x~- -xy}  

= - -  + ( x  - -  ( y  - -  

, . l; ou par la forme eqmvalen e 
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Passons aux cas, off la quantitd ~h ~ obtient les valeurs diffdrentes 

de --~- 
5 

I Pour ces cas nous avons gtabli, que parrot les valeurs ~t~ ~ se trouve -~-. 

El par consgquent duns tous ces cas on peut rgduire la forme f de ielle 
mani~re, que son premier coefficient a restera sans changement et que 
la forme 

ax~ -l-" 2b" x z  --]- a" ~ 

sera 6quivalen~e h la forme 

a(x ~ -  ~ x y - -  y~). 

D'apr~s cela on peut rdduire la forme f ~ l'une des formes 

a ( x ~  2 x y - - y  ~) ~ 2 b y z  -~- 2b ' x z  7 t- a"z~, 

dont le minimum est ggal ~ ...... a. 
Nous avons obtenu ainsi l'tm des cas considerds plus haut~ ot~ la 

forme f atteint son minimum avec le signe -1 t-. 
Conformgment ~ ce que nous avons ddj~ gtabli la forme 

ax  ~ "t" i~ b'x z -~ a" r? 

doR ~tre indgfinie; et il est facile de voir que cette forme doR ~tre 
6quivalente ~ la forme 

- 

ou ~ la forme 
- -  a(x ~ -  2 ~ )  

afin que - - a  ne puisse pus s'abaisser au dessous de V ~ "  

Duns le cas, off la forme 

a x ~ + 2 b 'x ~ -t- a" ~ 

est gquivalente b~ la forme 

la forme f peut ~ e  transformde de telle mani~re qu'on aura 

f - - x  ~ - 2 y  ~ x z - z  ~ 2 g y z ,  
- - a  

le coefficient g dtant lid avec a par la relation 

- - o ~  (;-- ~ , ' )  --- 1. 

Ce coefficient g peut ~tre supposd positif, car on peut substiluer - - y  au 
lieu de y. 

D'autre part, la forme 

x ~ - -  2y  ~ - -  x~ - -  z 2 ~ 2 g y z  
prend la valeur 



Sur les formes quadratiques ternaires ind~fmies. 

- - i + 2 g  
p o u r  

x - - l ,  y - - - z - - ~ l  
e~ la valeur 

3 ~  2g 
pour 

x - - 3 ,  y - - - - l ,  z~---1. 

Le nombre g dtant plus petit que V~Y' la diff6renee 

3 - -  2g 
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es~ plus grande que ~ 1 et par eons6quent elle doi~ gtre ggale ~ l'unit6 
ou plus grande que l'unit6; ear dans le eas eontraire la valeur absolue 
de la forme f s'abaisse au dessous de a. 

I1 en r6sulte l'indgali~6 
g=<l .  

Par la raison analogue on doi~ poser 

....... l ~ 2 g - - ~ l  ou 2 g - - l ~ l .  

En combinant ces in6gali~6s~ on l trouve~ qu'elles ne soar satisfaites que 
pour deux valeurs de g suivantes 

g - - 0 ~  g ----- 1. 
En posan~ 

g = l  
on ob~ien~ la forme 

I 

+ 

laquelle est 6quivalente ~ la forme obtenue plus haul 

- I / 5 -  ~ ( ~ -  ~u + y ~ -  2 ~) 

et par cons6quen~ ne donne auetm resulta~ nouveau. 
En posan~ ensui~e 

g - - O  
nous recevons la forme 

f = ] ~  (x ~" x~__z2__2y ~) 

don~ le minimum es~ 6gal ~ ~f~--~ �9 

Enfin il nous res~e ~ supposer, qu'on a 

f -~ ' - - -a (x~ - -2xy - - 'Y  ~) W 2byz -]-- 2b'zx ~ a"z ~ 
Mathemati~che Ann~len. LYI. 17 
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et la forme 
ax  ~ 4-  2 b ' z x  4-  a"z  ~ 

est gquivalente ~ celle ci 
- -  a ( x ~  2y~). 

Or il est facile rgduire cette supposition s celle plus simple, que l'on a 

f - -  x ~ - -  2y  ~ 2z  ~ 4-  2 g y z ,  
- - a  

le coefficient g 4rant lid s a par la formule 

- -  ( 4 - - g  ~)a s =  1. 

D'.autre pai~, en conside'rant la valeur de la forme 

pour 

il est facile de 
dessus de 1. 

D'apr~s cela, ayant dgard ~ la condition 

1 

nous devons poser 

x ~ - -  2y  ~ ~ 2 z  ~ 4-  2 g y z  

x . ~ - y - - ' l  et  z-------4-1, 

s'assurer que la valeur absolue de g ne peut s'dlever au 

g = 4 - 1 .  
D I1 en r~sulte 'une classe des formes, dont le minimum est ~gal 

Ce~te classe se d~termine par la forme 

= - ] ~  ( (y + ~ + x)~ + (y - -  2 z - -  x)~ - -  3 (x + ~)~ } 

ou par la forme ~quivalente 

- -  ~ { x ~ 4- y~- -  3 z~ } . 

Done il n'existe que les trois classes des formes ternaires inddfinies 

f ~-  a x  ~ 4 -  a'Y 2 4- d ' z  ~ 4 -  2 b y z  4- 2 b ' z x  4-  2 b " y x ,  

ne s'abaisse pas r dessoas de ] ~ ,  le ddterminant dont la valeur absolue 

D .... ,, a a ' a " 4 -  2bb'b" a,b ~ -  a'b '~ a"b ''~ 

4rant ggal ~ l'unitd. 
Ces trois ~lasses se d~terminen~ par les formes 
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~ (x ~ -  xy + y~ --  2z~), 

~ (x~--xy--y~-- 2z~), 

- -  ~ (x~ + y~ - 3 ~), 

dont les minima sont respectivemen~ ~gaux 

~, ~, V~ 
Notre proposition es~ ainsi dgmontrge. 

St. Pdtersbourg,  Octobre 1901. 
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