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1 Introduction

Soient

D(g)=q[[(1=g)** =Y _r(n)g"  (lal<1)
n=1 n=1
et ‘
A(z) = D(e*™%) (Imz > 0).
On sait que la fonction A est, & un facteur constant pres, 'unique forme parabolique de poids 12 pour le groupe
SLo(Z). Posons, pour p premier,
Hy(X)=1-71(p)X +p" X2

D’apres la théorie de Hecke, la série de Dirichlet
s 1
L;(s) = ZT(TL)H = H Hy(p*)

se prolonge en une fonction entiere de s, et la fonction
(2m) =D (s)L, (s)

est invariante par s — 12 — 5. La conjecture de Ramanujan affirme que les racines du polyndéme H), sont de valeur
absolue p~11/2, c’est-a-dire que |7(p)| < 2p*'/2.

Ces propriétés, démontrées ou conjecturales, sont similaires aux propriétés conjecturales des fonctions zéta des
variétés algébriques sur Q. Ceci suggere, en premiere approximation, de tenter d’interpréter L, comme la fonction
zéta d’une telle variété.

Pour chaque nombre premier ¢, soit K, la plus grande extension de Q non ramifiée en dehors de ¢ et, pour
p # £, soit F, I'inverse, dans Gal(K,/Q), de I’élément de Frobenius ¢, relatif & p. Ce dernier objet est bien défini
a conjugaison pres.

Traduisant ce qui précéde en terme de cohomologie ¢-adique, Serre a conjecturé existence, pour chaque /,
d’une représentation de Gal(K,/Q) dans un Qp-vectoriel Wy de rang 2 telle que, pour chaque p # ¢,

Hy(X) = det(1 — F,X; W,).

De plus, la représentation W, devrait étre dans le champ d’application des conjectures de Weil, et la conjecture
de Ramanujan un cas particulier de ces dernieres.

Ce programme avait été mené & bien, par Kuga—Shimura [4], dans le cas analogue des formes modulaires relatives
a certains sous-groupes & quotient compact du groupe SLy(R). Réduite au cas présent, 'idée fondamentale de
Sato—Kuga—Shimura est la suivante : si E est la courbe elliptique universelle sur le schéma de modules S des
courbes elliptiques (en oubliant qu’il n’existe pas), et si E¥ est le produit fibré itéré k-uple de E avec elle-méme
sur S, alors L, (s) est essentiellement la fonction zéta de E* pour k = 10 = 12 — 2.

On explique dans ce qui suit comment résoudre les difficultés créées par les points a l'infini, et comment
construire des représentations W, ayant les propriétés indiquées plus haut. Pour plus de détails historiques et pour
des applications, on renvoie a Serre [6].

Note sur la source. L’original francais imprime « les pointes »; la ressaisie anglaise donne « the difficulties creeted
by the points ». La coquille évidente est régularisée en « les points », et « a I'infini » est restitué d’apres la lecture
anglaise et ’objet méme de la construction qui suit.



Notations.

e On désigne par A 'anneau des adéles de Q, par A¢ I'anneau des adéles « a distance finie », produit restreint,
étendu aux nombres premiers, des corps Q, et, pour S ensemble de nombres premiers, on pose

A =TT @ x [[ 2 c A
peS peS

Note sur la source. Dans le second produit, la ressaisie imprime Q,. La définition du produit restreint et
I'identité immédiatement suivante Z = A? imposent Zj,, comme livré ici. Pour S = &, on écrit Z = A? .

e Si X est un espace topologique (ou le site étale d’'un schéma) et G un ensemble, on désigne par G le faisceau
constant sur X défini par G.

e On désigne par G, et Gy, les groupes additif et multiplicatif.

e Une courbe elliptique est une variété abélienne de dimension un; en particulier, elle est munie d’une origine.
o Si L est un faisceau inversible et si n € Z, L™ désigne la n-iéme puissance tensorielle L®™.

« On note Q la cloture algébrique de Q dans C.

e Le symbole 0 marque la fin d’'une démonstration, ou son absence.

2 L’isomorphisme de Shimura

(2.1) Une courbe elliptique sur un espace analytique complexe S est un morphisme propre et plat d’espaces
analytiques f : F — S, muni d’une section e, dont les fibres sont des courbes elliptiques. Une courbe elliptique
sur S admet une et une seule loi de groupe sur S,

u:ExgE—FE,
dont la section unité est e. A une courbe elliptique sont associés les objets suivants.

(a) Le faisceau inversible
Wg = 6*9}5 /s

L’algebre de Lie relative Lieg(E) est le faisceau inversible w™! dual de w. On a

(b) Le systéme local de Z-modules libres de rang 2, R! f,Z. On pose
T2(E) = (R'f.2)Y,  To(E)=Tz(E)®Q,
le systeme local d’homologie de F sur S.

L’application exponentielle définit une suite exacte de faisceaux de sections
0 —Ty(E) S w?! —F—0,

de sorte que la courbe elliptique E peut étre reconstruite a partir de ’application a.

Le systeme local /\2 R f.7 ~ R?f.7 est canoniquement isomorphe & Z. Un isomorphisme entre Z2 et R f,Z est
dit permis s’il induit 1 sur les secondes puissances extérieures. Notons Hom™ (R?, C) I'ensemble des isomorphismes
d’espaces vectoriels réels entre R? et C qui respectent les orientations naturelles de R? et de C, définies par
e1 Aeg >0et 1 Ai>0. Un tel homomorphisme est déterminé par sa restriction a Z2, et I'on pose

Hom™(Z? C) = Hom™ (R?,C).

Note sur la source. L’original imprime qu’un isomorphisme permis « induit —1 (sic) » et que les éléments de Hom™
« ne respectent pas (sic) » les orientations. Le signe +, les orientations affichées, le demi-plan de Poincaré de 2.2(ii)
et la suite de la construction imposent respectivement 1 et « respectent », comme livré ici. Cet espace est muni de
la structure complexe obtenue par son inclusion dans Iespace vectoriel complexe Hom(Z?,C). Sur cet espace, on
dispose d’une suite exacte « universelle »

0—722% G, — Ey — 0.



Proposition (2.2).

(i) Le foncteur qui associe a tout espace analytique S l’ensemble des classes d’isomorphisme de courbes elliptiques
FE sur S, munies d’isomorphismes
wg ~ G, le*Z:ZQ
(le dernier étant permis), est représenté par l'espace analytique Hom™ (R2,C), muni d’une courbe elliptique

universelle Ey.

(ii) Le foncteur qui associe d tout espace analytique S l’ensemble des classes d’isomorphisme de courbes elliptiques
sur S, munies d’un isomorphisme permis R f.7 ~ 72, est représenté par lespace analytique

X = C*\Hom™" (R? C),
le demi-plan de Poincaré.
(iii) L’espace Hom™ (R?, C) est un espace principal homogéne du groupe G,, sur X.

On peut encore regarder X comme I’ensemble des structures complexes sur R?. Cet espace est, d’apres (ii), muni
d’une courbe elliptique universelle E'x, dont le systéme local de cohomologie réelle est canoniquement isomorphe
a R2. Soit w le faisceau inversible associé & Ex.

Le faisceau analytique cohérent

R'f.R®r Ox
est le faisceau de cohomologie de De Rham relative de Ex sur X, et s’insere a ce titre dans une suite exacte, la
filtration de Hodge,
0—w—RARIROx LHw™t —0,
puisque, par dualité de Serre, w™! ~ R'f,Op, .

La description fonctorielle de 2.2(ii) donne évidemment une action a droite du groupe SLy(Z) sur (X, Ex) : a
v € SLo(Z) et a la courbe elliptique E munie de a : Z2 = R!f,Z, on associe (E,a o+). Si I'on regarde X, muni
de

q: R? Rr Ox ~ le*R ®Qr Ox — wil,

comme classifiant les structures complexes sur R, on a la méme action évidente du groupe GL;‘(R) sur (X, R?, w, q).

(2.3) Choisissons une base (z1,z2) de R? telle que 21 A 2 > 0. Un point
(f:R* - C) modC*

de X est repéré par

f(z1)
z= Imz > 0),
fla 0
et application ¢ s’identifie a
q:R? 5 Gy, axy + bxryg — az +b.

Ceci donne une trivialisation évidente de w™! sur X, qui n’est pas équivariante. Relativement & cette trivialisation,
une section f(z) de w* sur X est transformée par un élément

(i Z) @

(relativement & la base (x1,x2)) suivant la formule

) ().

Note sur la source. Dans la premiere matrice de la ligne imprimée, ’original francais et la ressaisie anglaise donnent

tous deux (¢ 2)71. La formule homographique de la méme ligne et la matrice du déterminant juste aprés imposent

-1 P . s
toutes deux (‘; 3) , comme livré ici. De I'identité

dz = (cz+d)2d(az+b>

—1

a b
c d

)

cz+d

on déduit que dz est une section de w=2Q} invariante sous le groupe SLy(R). Cette section est partout non nulle
et définit un isomorphisme de SLg(R)-faisceaux équivariants entre w? et Q%.



(2.4) Soit T' un sous-groupe discret, sans élément d’ordre fini et & quotient de volume fini, du groupe SLy(R).
On sait alors que 'espace quotient X/T" s’identifie & une courbe projective lisse X/T', moins un nombre fini de
points. Le groupe I opére sans points fixes sur X. Le systéme local équivariant R? sur X, ainsi que la suite exacte
équivariante

02w—-R2RR0O—=w ! =0,

définissent donc un systéme local U sur X/I" et une suite exacte
0—>w—=URrO —w ! —0. (2.5)

Dans le cas particulier ot I' C SLo(Z), ces structures sont déduites de la courbe elliptique E sur X/T" d’image
réciproque la courbe elliptique équivariante EFx sur X.

(2.6) Les points a 'infini de X/T" se décrivent comme suit (voir [9]) :

(a) Ils correspondent aux classes de conjugaison, dans T', des sous-groupes non triviaux de I', maximaux parmi
les sous-groupes de I' formés d’éléments unipotents.

(b) Soit T’y C T un tel sous-groupe et choisissons une base (1, z2) de R? telle que, dans cette base, I'y se représente

comme 1 enselllble de IIlatIlCeS
c Z .
n 1 "

Soit z la coordonnée (2.3) sur X définie par (x1,z2). Il existe N tel que le partie

Xy =A{z|Im(z) > N}
de X soit disjointe de ses conjuguées pour tout v € I'\ 'y, de sorte que X /Tg — X/T. La fonction g = 27%*
établit un isomorphisme entre X /Iy et le disque épointé

0< g <e ™V,
Si Pr, est le point de X/T'— X /T associé a I'y, cet isomorphisme se prolonge en un isomorphisme d’un voisinage
de Pr, avec le disque 0 < |q| < e~ 2™V,

Note sur la source. La ressaisie imprime les deux inégalités de disque sans valeurs absolues autour de la coordonnée
complexe ¢. La description du disque impose |g|, rétabli dans les deux inégalités ci-dessus.

En vertu de (2.3), les sections de w sur X, invariantes par Iy, s’identifient aux fonctions holomorphes péri-
odiques de période un sur Xy . On désigne encore par w le faisceau inversible sur X/T" qui prolonge w et tel qu’au
voisinage d’une pointe Pr,, la section de w sur X /Ty définie par la fonction 1 se prolonge en une section inversible
sur Xn/To.

(2.7) Sur X/I', on dispose des deux faisceaux inversibles Q! et w?, et d'un isomorphisme ¢ (2.3) entre les
restrictions de ces faisceaux & X/T". De la formule

dq = d(e®™*) = 2mie*™* dz = 2miq dz
résulte que la fleche
: Q= Ww?
se prolonge & X/T', et présente un zéro simple en chacun des points a I'infini.

Définition (2.8). L’espace des formes automorphes paraboliques de poids k + 2, relatives au groupe I, est l'espace
de sections globales

H(X/T, Q' @ wh).
En vertu de (2.7), cet espace s’identifie encore d l’espace des sections globales de w*+? qui s’annulent a linfini
(i.e. a chaque « pointe »).



(2.9) Désignons par U* le systéme local sur X/T' puissance symétrique k-ieme du systéme local U. La fleche
(2.5) induit une fleche
Lk:wk—>Uk®R(9,
puis une fleche, encore désignée par %,
Kot @t = QY UP),
de but le faisceau des formes différentielles holomorphes sur X /T, & coefficients dans le systéme local U*.
La résolution de De Rham de U* @p C,

0= UF@rC—U"er 0% U ar QF — 0,
induit une application
§: HO(X/T,QY(U*) - HY(X/T,U* © C).

De plus, I'espace de cohomologie H'(X/T',U* ® C) est muni d'une conjugaison complexe naturelle, de sorte que &
définit une application linéaire conjuguée & de I'espace complexe conjugué & H(X/T', QY (U*)) dans H'(X/T,U*®
C). On obtient ainsi une fleche

shg=6-HO(WF) @6 - HO(4F)

shy : HO(X/T, Q' @ w*) @ HO(X/T, 0 @ wk) — H'(X/T,U* @ C).

Quel que soit le faisceau F' sur un espace Y, on désignera par H {(Y, F) I'image de la cohomologie & support
compact H!(Y, F) dans la cohomologie sans support H*(Y, F).

Le théoréme 4.2.6 de [9] est essentiellement équivalent au théoréme suivant; dans loc. cit. k est supposé pair,
mais la méme démonstration vaut en général.

Théoréme (2.10, Shimura [7]). Il existe un isomorphisme sh rendant commutatif le diagramme suivant :

HOX/T, Q' @ wh) @ HO(X/T, Q' owk) 5  HYX/T,U*®C)

N N

HOX/T, Q' @ wh) @ HO(X/T, Q' @ wk) 2y HY(X/T,U* & C).

On appelle sh ’isomorphisme de Shimura.

(2.11) Dans le cas particulier ot T" est un sous-groupe d’indice fini de SLo(Z), la courbe elliptique E sur X/T’
provient d’un schéma en courbes elliptiques sur la courbe algébrique X/I" (i.e., son invariant modulaire est méro-
morphe & l'infini) ; elle admet donc un modeéle de Néron E sur X/T'. On peut montrer que les fibres de E aux
points a U'infini sont de type multiplicatif, et que sur tout X/I" on a

_ _*x0Ol
w=e¢e QE/T/F'

Dans ce cas particulier, on a U = R'f,Z ® R, de sorte que le but de I'isomorphisme de Shimura peut s’écrire
HY(X/T,U* ® C) ~ H'(X/T,Sym"*(R' f,Z)) @7 C.

Note sur la source. Le texte imprimé donne deux fois la coquille anglaise « fournishes »; les deux occurrences sont
livrées sous la forme correcte « furnishes » dans I’édition anglaise.

3 Opérateurs de Hecke et représentation /-adique fondamentale

(3.1) Rappelons (cf. [3]) que la catégorie des Z,-faisceaux « localement constants » constructibles (en abrégé,
l.c.c.) sur un schéma S est la catégorie des systémes projectifs de faisceaux (F),)nen sur le site étale S de S qui
vérifient :

(i) F, est un faisceau localement constant de Z/(¢")-modules de type fini;

(ii) si n < m, alors
Fn®Z/(l") = Fy.



Les Z,-faisceaux l.c.c. forment un champ en catégories abéliennes sur S ; le champ des Q-faisceaux l.c.c. est le
quotient de ce champ par le sous-champ épais des Z-faisceaux l.c.c. tués par une puissance de £. On désigne par
®Qy le foncteur canonique de la catégorie des Z,-faisceaux l.c.c. dans celle des Qg-faisceaux l.c.c.

Si S est connexe et muni d’un point géométrique s, la catégorie des Z,-faisceaux (resp. Q-faisceaux) l.c.c. sur
S est équivalente, par le foncteur « fibre en s », a la catégorie des représentations continues du groupe fondamental
m1(S, s) sur un Z,-module de type fini (resp. un Qg-vectoriel de rang fini).

Si T est un ensemble fini de nombres premiers, un faisceau lcc en A% consiste a se donner, pour chaque nombre
premier /£, un faisceau lec en Zg si £ ¢ T, et un faisceau lcc en Qg si £ € T. Pour T = &, on parle de faisceaux lcc
en 7Z plutét que de faisceaux lcc en Aé.

Pour T général, la catégorie des faisceaux lcc en Aé est la limite inductive des catégories de faisceaux lcc en
A;, pour 77 C T fini. On pose

~

Ly :@Z/(gn)a Q¢ =7, ®Qy, 7 = (Zy)ys, Aé :2@1&52_
n

Note sur la source. Les coquilles orthographiques évidentes de la réédition anglaise sur cette page—mnotamment
« Shiumra », « particluar », « schme », « constent » et « numbesr »—sont régularisées sans modification mathéma-
tique.

Le champ des courbes elliptiques a isogénie prés sur S est le champ déduit du champ des courbes elliptiques
sur S en « inversant formellement les isogénies ». On désigne par ®Q le foncteur associant a une courbe elliptique
la courbe elliptique sous-jacente a isogénie pres. Pour S quasi-compact, on a

Hom(E, F) ® Q = Hom(E ® Q, F ® Q),

et, pour S normal, toute courbe elliptique a isogénie pres sur S est sous-jacente a une courbe elliptique sur S.

(3.2) Soit f : E — S une courbe elliptique sur un schéma S. On désigne par T;(F) le systéme projectif des
noyaux Fy» de la multiplication par ¢ sur E, la fleche de transition de Eyp» dans Eym, pour n > m, étant la
multiplication par £™~™. En procédant de méme pour G,,, on pose Ty(G,,) = Z(1). Si ¢ est inversible sur S,
alors Ty(E) et Z¢(1) sont des faisceaux en Zy sur S. On définit T (E) comme étant ’algebre de Lie relative de E
sur S, c’est-a-dire le dual inversible du faisceau inversible w de (2.1(a)).

Supposons S de caractéristique 0. On définit alors le Z-faisceau T¢(E) sur S comme étant le systeme des Ty(E),
et I'on pose
Vf(E) = Tf(E) ® Af.
Siu: E — F est une isogénie, alors u induit un isomorphisme de Vi (E) sur V;(F) et de Too(E) sur Too(F); les
foncteurs Vy et T, se factorisent donc par la catégorie des courbes elliptiques a isogénie pres sur S.

Proposition (3.3). Soient S un schéma de caractéristique 0, E1(S) la catégorie des courbes elliptiques sur S et
E5(S) la catégorie des triplets formés d’une courbe elliptique d isogénie prés E sur S, d’un faisceau en Z, T, forme
tordue de 22, et d’un isomorphisme

[3 : Vf(E) :—) T®Af.

Alors le foncteur
l:F— (E® Q, Tf(E])7 Vf(E) ~ Tf(E) X Af)

de E1(S) vers Eo(S) est une équivalence de catégories.

La question est locale sur S, que 'on peut supposer quasi-compact. Si f : F — F est un morphisme de
S-courbes elliptiques, et si f est une isogénie, on dispose d’une suite exacte

0— T¢(E) = T§(F) — ker(f) — 0. (3.4)

Le morphisme f est divisible par n si et seulement s’il tue le noyau F, de la multiplication par n, car la fleche
« multiplication par n» de E/E, dans E est un isomorphisme. Par (3.4), ceci a lieu si et seulement si Ty(f) est
divisible par n, et I’'on en déduit que Homg(E, F') est le sous-groupe de Homg(E®Q, FF®Q) formé des morphismes
f tels que Vi (f) envoie T¢(E) dans T¢(F'). Le foncteur I est donc pleinement fidele.



Note sur la source. L’original francais conclut bien que I est « pleinement fidéle ». La mention « faithfully flat »
appartient uniquement a la réédition anglaise héritée et y est corrigée en « fully faithful ». Les lapsus de casse
évidents u : e — F et FE1(s) dans cette réédition sont normalisés en v : E — F et E1(S5).

Soit X € Ob(E»(S5)). Localement sur S, X est défini par une courbe elliptique & isogénie prés £ ® Q, et par
un «réseau» T dans V¢ (FE) qui, pour presque tout ¢, coincide avec Ty(E). Pour ¢ € Q, (E®Q,T) est isomorphe a
(E®Q,q¢T), ce qui permet de supposer Ty(E) C T. Le quotient K = T'/T;(E) est alors canoniquement isomorphe
a un sous-groupe fini de E, et X est 'image de E/K par I (cf. 3.4). O

Corollaire (3.5). Le foncteur Fyi(S), respectivement F|(S), qui, & chaque schéma S de caractéristique 0, associe
l’ensemble des classes d’isomorphisme de courbes elliptiques sur S munies d’un isomorphisme

a:Ty(E) = ik
respectivement ausst d’un isomorphisme
Qoo : Too(E) = Gy,

est isomorphe au foncteur F»(S), respectivement F5(S), qui associe ¢ S l’ensemble des classes d’isomorphisme de
courbes elliptiques a isogénie prés sur S, munies d’un isomorphisme

B:Vi(F) = AG
respectivement ausst d’un isomorphisme
Boo : Too(F) = Gy

Proposition (3.6). Le foncteur Fy (respectivement Fy) est représentable par un schéma My, (respectivement M’ )

sur Q.

Soit n > 3 un entier. Le foncteur qui associe a chaque schéma S l’ensemble des classes d’isomorphisme de
courbes elliptiques, munies d’un isomorphisme

o, B, = (Z/n)2

respectivement aussi de ao, @ Too(E) — Og, est représenté par une courbe affine M, (respectivement par une
surface affine M) sur Spec(Z[1/n]). Pour n | m, le morphisme de M,, vers M,, défini par

(B, i By = (Z)m)?) — (E, (n/m)am, : B, = (Z/n)?)

est fini et étale sur Spec(Z[1/m]), et 'on a
Mo = lim M,,.

On procéde de méme pour représenter Fy. O
Note sur la source. L’original francais donne Og et le facteur (n/m)ay,,. Les lecons héritées Ox et (m/n)am,,
incompatibles avec la base du foncteur et avec la restriction de niveau pour n | m, sont corrigées dans les deux édi-
tions. Les formes fautives « schem » et « One goes one proceeds » de la réédition anglaise sont en outre régularisées
en « scheme » et « One proceeds ».

(3.7) Le schéma M, (respectivement M/ ) est muni d’une courbe elliptique universelle fo, : Foo = My et d'un
isomorphisme R
a:Ti(Ex) = 72,

respectivement aussi d’un isomorphisme
Qoo : Too(Eso) — Gg.

D’apres (3.5), le schéma My, (respectivement M/ ) représente le foncteur Fy (respectivement F3j), ce qui donne
une action évidente a gauche du groupe adélique GLa(A¢) sur

(Mooono (24 Qva & Af)

respectivement sur
(Mo, Eeo ® Q,a® Ay, ).



Sur le foncteur, cette action est donnée, pour g € GL2(Af), par
g+ (F.B:Vi(F) = AF, Boc) > (Frg 0 B: Vi(F) = AT, Boc).

Note sur la source. Les deux témoins imprimés abreégent la trivialisation induite en a ® A?» et écrivent Vy(E) dans
un triplet dont la courbe est F. Comme « : Tf(Ey) — 227 I'extension des scalaires est a ® Ay, et le domaine de
l'action est Vy(F'); ces lectures requises par les types sont livrées ci-dessus. L’original emploie en outre la méme
courbe universelle E, dans les deux cas; la prime héritée sur E’_ est supprimée dans les deux éditions. Safarevi¢,
le premier, a noté ce fait.

Soit Y un schéma sur C, limite projective de schémas Y; de type fini sur C, les morphismes de transition étant
finis. L’espace localement compact annelé Y?", égal a la limite projective des ¥;*", ne dépend que de Y et non de
sa représentation comme limite projective. Si Y est un schéma sur Q, limite projective de schémas Y; de type fini
sur Q & morphismes de transition finis, on pose Y** = (Y ® C)?". Ceci s’applique a M., et & M. .

Proposition (3.8). On a canoniquement
M2 ~ Hom(Q* ® A, C x A7)/ GL»(Q)

et
MZ} ~ C*\ Hom(Q* ® A, C x A})/ GL2(Q),

et, moins canoniquement,
M2 ~ GLa(A)/ GL2(Q), M ~ Ko\ GLa(A)/ GL2(Q),

ot Ko est le sous-groupe compact mazimal a l'infini, augmenté des homothéties réelles. Ces isomorphismes sont
compatibles ¢ Uaction de GLa(Ay).

Note sur la source. La réédition anglaise contient ici les marques non résolues « [a/the, bad copy] » et « [bad copy] ».
L’original francais donne exactement «le sous-groupe compact maximal & l'infini, augmenté des homothéties
réelles »; cette lecture directement établie est livrée ci-dessus.

La notion de courbe elliptique a isogénie pres, et leur sorite, s’étendent tels quels au cas analytique complexe.
En outre, une isogénie ¢ : E — F induit un isomorphisme ¢* entre les systemes locaux de cohomologie rationnelle
de E et de F, ce qui permet de définir ce dernier pour une courbe elliptique a isogénie pres. Soit S un espace
analytique complexe. On voit & laide de (2.1) qu’il revient au méme de se donner une courbe elliptique a isogénie
pres sur S, ou de se donner un faisceau inversible T, un systeme local de Q-vectoriels T, et un morphisme
u : Tg = T induisant point par point un isomorphisme Ty ® R — Ti.

Soit n un entier et soit K, le noyau de 'application naturelle

[ GL2(Ze) — GLy(Z/n).
¢

Soit G le foncteur qui associe a S ’ensemble des classes d’isomorphisme de courbes elliptiques f : E — S sur .5,
munies d’un isomorphisme

¢ :Q* = To(E),
d’un isomorphisme . : Too (E) = Og, et d’un isomorphisme «a, : E, — (Z/n)?. Comme en (3.3), on voit que
G est isomorphe au foncteur Gy qui associe a S 1’ensemble des classes d’isomorphisme de courbes elliptiques a

~

isogénies prés E sur S, munies de ¢ : Q% = T(E), de ao : Too(E) = Og, et d’un isomorphisme Vi (E) = Afc
donné localement sur S & composition par un élément de K,, pres.
Un tel objet est déterminé par I'application composée ¢’ (donnée localement modulo K,,) obtenue & partir de

¢ 1 Q* 5 Ty(E) — Too(E) x Vi(E) = Og x A%

On a
E=0s/¢ (Q Ny H(Tw(E) x Ty(E))) = Z*\(Os x A})/¢'(Q?),

de sorte que, cf. 2.2, G; et G5 sont représentés par

K,\Isom(Q* ® A,C x A%).



Supposons maintenant que n > 3, de sorte que GL2(Q) agisse librement sur I’espace précédent. L’espace
analytique M2", respectivement M/?" représente le foncteur analogue, en géométrie analytique, au foncteur
représenté par M, respectivement M/, parce que ce foncteur, disons X, est représentable et que la fleche X — M32",
respectivement X — M/?", induit une bijection sur les ensembles de points & valeurs dans toute C-algebre de rang

fini. On déduit des lors de ce qui précede que
M) ~ K,\Isom(Q* ® A, C x A})/ GL2(Q).

Procédant de méme pour M, on obtient la premiére assertion de (3.8) par passage & la limite sur n.

Un point x de
Isom(Q* ® A, C x A%)/ GL2(Q)

s’identifie & un «réseau» L, de C x A2, et la courbe correspondante est

B, ~Z2\(C x A%)/L,,

munie de

Vi(Ey) ~ Ly @ Ay = A}
De la, sort aisément la derniére assertion de (3.8). g
Désignons par f,, : E — M, la courbe elliptique universelle sur M,,. L’entier k étant fixé, on pose la

Définition (3.9). On désigne par W (ou par *W, s’il y a risque de confusion) le Q-vectoriel

—

n

W =lim H' (M3, Sym* (R f,,.Q)) = limy , W.

Note sur la source. Les coquilles de la réédition anglaise « beause », « arros » et « Once deduces » sont régularisées.
Dans la description de la courbe correspondant & x, le Vy(E) imprimé est livré sous la forme Vy(E;), seul objet
qui vient d’étre défini a cet endroit. La réédition anglaise imprime ensuite que W « doesn’t depend on » la courbe
universelle, renversant le francais « ne dépend que de »; la lecture « ne dépend que de »/« depends only on » est
donc rétablie dans les deux éditions. Enfin, I'indice de niveau n, visible dans le f,,, de 'original francais, est rétabli
dans la premiere formule définissant W.

Ce vectoriel ne dépend que de la courbe elliptique (& isogénie pres) universelle fo, : B — M, de sorte que,
par transport de structure, il est muni d’une action a gauche du groupe adélique GLa(Ay).

Si ¢ est un nombre premier, le vectoriel W, = W ® Q, admet une définition purement algébrique, en terme de
cohomologie ¢-adique des schémas sur la cloture algébrique Q de Q déduits par extension des scalaires des schémas
M, :

Wy = lim H' (M, ® Q, Sym* (R f,,.Qy)) = lim , W. (3.10)

de sorte que le groupe de Galois de Q sur Q agit, par transport de structure, sur Wy et les ,,W,.

Enfin, l'espace M?2" est somme disjointe de quotients du demi-plan de Poincaré par des sous-groupes de con-
gruence du groupe SLy(Z), de sorte que, désignant par w le faisceau inversible sur M,, défini par E, la théorie de
Shimura (2.10) donne

W =W @ C = lim (HO(M’;“, O ewh) e HOOI, O @ wk)) . (3.11)
n

Note sur la source. La transcription héritée avait perdu les barres des courbes compactifiées Mzn dans les deux
termes de (3.11); elles sont rétablies ci-dessus. Le « if is equipped » de la réédition anglaise est régularisé en « it is
equipped » dans I’édition anglaise. Cette décomposition de W ® C en deux sous-espaces complexes conjugués, dont
I'un est I'espace de toutes formes automorphes holomorphes paraboliques de poids k + 2, relative a un quelconque
sous-groupe de congruence du groupe SLo(Z), est analogue a une décomposition de Hodge, « de type »

0,k +1) + (k +1,0).

L’action du groupe adélique commute a ’action du groupe de Galois et respecte la décomposition précédente.

Bien que le systéme local f-adique R!f,Q, soit trivial sur M, je ne sais pas s'il existe une relation entre W,
et

lim (A" (M, ®Q,Qr)) @ Sym"(Q7).

n



(3.12) Soient n > 3 un entier et K,, comme en (3.8). On a alors
Whe =, W.

Cela se vérifie par passage a la limite, et résulte de ce qu’en cohomologie rationnelle, la cohomologie du quotient
d’un espace par un groupe fini s’obtient en prenant les invariants de ce groupe dans la cohomologie.

Posons, pour p premier,
W@ = WGLa(Zp)
Par passage a la limite, on obtient
w® — h_ng WW.
(n,p)=1
Sur cet espace de cohomologie agissent encore :
(i) le sous-groupe [],,, GL2(Q¢) de GLa2(Ay), car ce sous-groupe centralise GLa2(Zy);

(i) Palgebre de Hecke H(GL2(Q,),GL2(Z,)), qui est l'algébre des mesures entieres sur lespace discret
GL2(Qp)/ GL2(Z,) invariantes & gauche par GLy(Z,). Cette sous-algebre de l'algébre du groupe GL2(Q))
agit sur W en respectant W®). Cette algebre agit déja sur chacun des ,W pour n premier & p.

L’algebre de Hecke admet pour base les (mesures associées aux fonctions caractéristiques des) doubles classes
de GL2(Z,) dans GL2(Q,), et l'on sait que

H(GL2(Q1>>7 GL2(ZP)) = Z[Tpv va R}:I]a

1 0 10
<0 p‘l) o (0 p‘l)'

(3.13) Soient p un nombre premier, n > 3 un entier premier & p, et F, , le foncteur qui, a chaque schéma 5,
associe 'ensemble des classes d’isomorphie de diagrammes commutatifs de S-schémas

Z/(n)?
a S No
n N
E * F

ou T}, et R, sont les doubles classes de

ou  est une p-isogénie entre courbes elliptiques et o un isomorphisme. On désigne par ¢; et g : F}, , = M, les
morphismes de foncteurs associant & un diagramme (3.14) les sous-diagrammes (E, E,,, «) et (F, F,,, a').

Proposition (3.15). Le foncteur F, ) est représenté par un schéma M, ,, et les morphismes q1,q2 : My p — M,
sont finis.

L’automorphisme o de F}, , envoyant ¢ : E — F sur ' : F — E échange ¢ et go; il suffit donc de considérer ¢;.
Ce morphisme identifie F;, , au foncteur des sous-groupes d’ordre p de la courbe elliptique universelle E sur M,,
de sorte que, par la théorie des schémas de Hilbert, F;, ,, est représentable et M, , propre sur M,,. Si s est un point
géométrique de M, q; ' (s) est 'ensemble des sous-groupes d’ordre p de Fj, et a p+ 1 éléments si char(k(s)) # p,
un seul (le noyau de Frobenius) si char(k(s)) = p. O

On peut montrer que M, , est régulier, et que ¢; et g sont finis et plats; nous n’utiliserons pas ce résultat
délicat, nous contentant ici de noter qu’au-dessus de Spec(Z[1/p]), chaque g; fait de M,, , un revétement étale de
degré p+ 1 de M,.

Les morphismes ¢; s’inserent dans un diagramme commutatif

\/
/\

/ \ .
\ /

10



ou (p,u,v) fait partie du diagramme universel (3.14).

Note sur la source. Dans le TeX hérité, le diagramme (3.16) attachait u et v & I'objet inférieur M, , et confondait
les deux applications diagonales de changement de base. La source donne u : ¢fE — M, , et v: g3 — M, ;, avec
deux applications diagonales non étiquetées de chaque changement de base vers E; le diagramme natif ci-dessus
restitue cette topologie.

On désignera par I, le morphisme de M,, dans M,, correspondant au morphisme de foncteur (E, o) — (E, o/p) :
FE — FE

} . \J I*(E,a) = (E,a/p). (3.17)
M, -5 M,

I est un automorphisme de Hi (M2 Sym* (R f,,Z)). 1l est pénible, mais routinier, de démontrer que
Proposition (3.18).
(i) L’endomorphisme T, de ,W s’exprime, a l'aide de (5.16), comme la fléche composée
H' (M3, Sym" (R £,,Q)) ~2 H' (M, Sym* (R'v,Q))
s BN (MR, Sym* (R, Q)) —2 H(M2", Sym” (R £,.Q)).
ol q1+ est le « morphisme trace » pour le revétement q;.
(ii) De méme, R, = p*I*.
(|

Le lecteur méfiant pourrait oublier les préliminaires adéliques et définir T}, par (i). Pour n =1 ou 2, on pose
W = W¥n  de sorte que
n W=, W CLa(Z/(m).

Si Sk4o désigne l'espace des formes modulaires paraboliques, pour le groupe SLo(Z), de poids k+ 2, 'isomorphisme
de Shimura (3.11) induit un isomorphisme

MWe =W ®C = Sky2 ® St
Il est pénible, mais routinier, de démontrer que

Proposition (3.19). L’endomorphisme T), de "W s’identifie, par Iisomorphisme de Shimura, d la somme directe
de Uopérateur de Hecke sur Syio (y compris le facteur p*=1), et de son conjugué.

O

(3.20) On a canoniquement

2
[\ R fasZe 2 R fu g ~ Zy(—1),

de sorte que Symk(R1 JrnxZy¢) est muni d’une forme bilinéaire (symétrique pour k pair, alternée pour k impair) a
valeurs dans Zy(—k). La forme qui s’en déduit par tensorisation par Q. est non dégénérée.

Si F' est un Qg-faisceau l.c.c. sur un schéma X lisse purement de dimension n sur un corps algébriquement clos
k, alors la dualité de Poincaré donne

H'(X,F)" ~ HZ"™(X,Hom(F, Q¢(n))),

HYX,F)Y ~ H*" (X, Hom(F,Q,(n))),

HY(X,F)Y ~ H* (X, Hom(F,Q¢(n))).
Faisant X = M, et F = Sym*(R'f,..Qy) dans ces considérations, on définit sur ¥ 7, une forme bilinéaire ,( , )
non dégénérée a valeurs dans Q,(—k — 1). Cette forme est symétrique pour k impair, alternée pour k pair. C’est

lanalogue f-adique du produit scalaire de Petersson. Si n | m, et si le revétement ¢ : M, — M, est de degré d,
on a

Note sur la source. Le texte imprimé écrit « Peterson » ici et dans la preuve de (5.6), puis « Pertersson » a la fin.
Le nom usuel « Petersson » est rétabli partout. La coquille évidente « isomprhism » de la réédition anglaise sur la
méme page est également régularisée en « isomorphism » dans I’édition anglaise.
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4 La formule de congruence

On se fixe dans ce numéro des entiers k£ > 0 et n > 3, et des nombres premiers p et /. On suppose p premier a £
et & n. On désigne par f,, : E — M, la courbe elliptique universelle sur M,,, munie de o : E,, — Z/(n)?.

Quel que soit le schéma Y, on désigne par a I'unique morphisme de Y dans Spec(Z), ou, le cas échéant, dans
un sous-schéma de Spec(Z). Si Y est séparé et de type fini sur Spec(Z), et si F est un Zy- ou Qp-faisceau sur
Y, on note Ria,(Y,F), respectivement R'a)(Y, F), respectivement R'a(Y,F), le Z¢- ou Qg-faisceau sur Spec(Z)
qui est la i-ieme image directe supérieure de F' par a, respectivement la i-ieme image directe a supports propres,
respectivement Im(R'a)(Y, F) — R'a.(Y, F)). Pour m € N, on pose

Y[1/m] = Y x Spec(Z[1/m]).

Théoréme (4.1, Igusa [1]). Le schéma M, se compactifie en un schéma en courbes M}, projectif et lisse sur
Spec(Z[1/n]), tel que M\ M,, soit un revétement étale de Spec(Z[1/n]).

Le schéma M,, est formellement lisse, donc lisse sur Spec(Z). L’invariant modulaire j de la courbe universelle
sur M, est un morphisme de M,, dans la droite affine Al sur Spec(Z[1/n]). Ce morphisme j est fini, et est un
revétement étale en dehors des sections 0 et 1728 de A!; en effet:

(a) Deux courbes elliptiques sur un corps algébriquement clos de méme invariant j sont isomorphes (par exemple
[8] 6.3), donc les fibres géométriques de j sont finies. Les schémas M,, et Al étant lisses de méme dimension
relative sur Spec(Z), j est quasi-fini et plat.

(b) Si E est une courbe elliptique sur le corps des fractions K d’un anneau de valuation discréte R, d’invariant j
dans R, et dont les points d’ordre n sont rationnels sur K, alors E a une bonne réduction. Le critére valuatif
de propreté montre donc que j est propre.

(c) Si E et F sont deux courbes elliptiques sur un schéma S, de méme invariant j, et si j et j — 1728 sont
inversibles, alors le schéma Isom(S; E, F') des isomorphismes entre E et F' est étale sur S ([8] 6.3). Dans le

diagramme
Isom(M, Xp1 My;pri E,pr5 E) ~ M, x GLs(Z/(n))
Ju Jv
M,, x4 M, LN M,

ou j # 0,1728, u et v sont étales surjectifs; donc pry est étale et, par descente plate, j est étale.

La section a l'infini de la droite projective P! D Al sur Spec(Z[1/n]) est un diviseur régulier, de point générique
de caractéristique 0, dans un schéma régulier. Il résulte alors d’un théoréme d’Abhyankar (voir [5]) que, le long
de ce diviseur j = oo, M,, est modérément ramifié sur P!, et que le normalisé M de P' dans M,, vérifie (4.1). O
Note sur la source. Les deux témoins imprimés donnent « Abyankhar »; le nom usuel « Abhyankar » est rétabli.
L’hésitation de la réédition anglaise « moderately (tamely?) ramified » est résolue, dans 1’édition anglaise, par le
terme mathématique standard « tamely ramified »; le francais diplomatique conserve exactement « modérément
ramifié ».

Du méme théoréme résulte que les Z,-faisceaux l.c.c. Rf,.Zy sur M,[1/f] sont modérément ramifiés a
Iinfini. De 14, de (4.1) et des théorémes de spécialisation en cohomologie f-adique (voir [5]), il résulte que
Ria*(Mn,Symk(len*Zg)), Riag(Mn,Symk(len*Zg)), et donc RiZi(Mn,Symk(len*Zg)) sont des Z,-faisceaux
l.c.c. sur Spec(Z[1/n,1/¢]), de formation compatible & tout changement de base.

Corollaire (4.2). Le module galoisien ,Wy est la fibre en le point géométrique Q de Spec(Z[1/n,1/€]) du Q-
faisceau l.c.c.
RYa(My, Sym" (R' fnZe)) © Q

1l est non ramifié en dehors de n et de £.

]

Note sur la source. L’original frangais numérote ce corollaire « 3.2 » au milieu du §4. La suite apres le Théoreme
4.1 et la réédition anglaise imposent 4.2; cette coquille de numérotation est corrigée visiblement ici.
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Soient sur M, ® F, les deux diagrammes commutatifs

Z/(n)? N N Z/(n)?
SN N

By ——————— B BY —————— B,
E - E®) E®) - E

plus briévement sous la forme
F:(E,a) = (E® oa®) e  V:(EP pa®) = (E ),

ou F est le morphisme de Frobenius et V', son transposé, le « Verschiebung ». Ces diagrammes définissent des
morphismes ®; et ®3 de M, ® F, dans M, ;. Ces morphismes sont finis, en tant que section de ¢; ou gz, et
définissent un morphisme

o= [[®2: My @F, [[ M @F, = M, , @F,.

Note sur la source. Les tableaux hérités répétaient a tort les étiquettes F' et V sur les fleches induites entre
les sous-schémas de n-torsion. Dans la source, ces fleches horizontales supérieures ne sont pas étiquetées; seules
les applications entre courbes elliptiques portent F' et V. Les diagrammes natifs ci-dessus rétablissent cette
distinction. Soit ®" la restriction de ® aux ouverts M/ et M,'},p de M, ® I, et de M, , ® F, correspondant aux
courbes d’invariant de Hasse h non nul.

Proposition (4.3). ®" est un isomorphisme.

Soit ¢ : E1 — FEs une p-isogénie entre courbes elliptiques d’invariant de Hasse inversible sur un schéma S de
caractéristique p. En chaque point géométrique de S, ou bien le noyau ker(p) de ¢ est étale sur S, ou bien son
dual de Cartier, isomorphe & ker(%p), est étale sur S. La propriété « ker(¢) est étale » est une propriété ouverte,
de sorte que, localement sur S, ou bien ker(¢) est purement infinitésimal, ou bien ker(%p) I'est. Le seul sous-
groupe infinitésimal d’ordre p de E; ou F, étant le noyau de Frobenius, dans le premier cas, ¢ est isomorphe a
F:FE — E%p), et dans le second, % est isomorphe & F : Ey — Eép), donc pa V: Eép) — Fo. ]

Proposition (4.4).
(i) Le schéma M, , est lisse sur Spec(Z) en dehors des points de caractéristique p ot h = 0.

(i) Les morphismes q et gz induisent des morphismes finis plats ¢y et qy de la normalisation M, , de M, , vers
M,

(i) Le morphisme ® se factorise par un morphisme surjectif

M, ®F, [[ M, ®F, = M, ,@F,.

L’automorphisme o de (3.15) échange ¢ et %; il suffit donc de prouver (i) en les points de caractéristique p de
M,, , ot le noyau de ¢ est infinitésimal: il n’y a pas d’obstruction a relever infinitésimalement une courbe elliptique
et la partie infinitésimale du noyau de la multiplication par p.

La ou p = h =0, la fibre du morphisme fini (3.15) ¢; : M, , = M,, est réduite a un point, de sorte que 'ouvert
de lissité de M, ;, est dense dans M, , et que M), , est partout de dimension 2. Le schéma M, étant régulier,
d’apres EGA Ory 16.5.1 et 17.3.5(ii), le morphisme g; : M,’L)p — M, est plat. Enfin, (iii) résulte de ce que @ est
fini et M,, ® F, une courbe normale. O

L’endomorphisme de Hecke T, de ,Wy, tel qu’il est explicité en (3.18), est le tensorisé par Q, de la fibre au

point géométrique Q de Spec(Z[1/n, 1/£]) de 'endomorphisme (encore désigné par T},) de R'@(M,,, Sym” (R f,..Z))
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défini par la « correspondance »

©

@ %
E M, E
M, M,

T, =qu.¢" gy  (ct 3.18).

avec

Note sur la source. Comme dans la version héritée de (3.16), le tableau hérité de (4.5) attachait u et v & I'objet
modulaire inférieur et confondait deux applications distinctes des changements de base vers les courbes. Le
diagramme natif rétablit les neuf fleches de la source. Les endomorphismes R, et I, s'interpretent de méme.

Lemme (4.6). Soient sur un schéma noethérien S quatre schémas séparés de type fini X,Y,Zy,Za, F un Z-
faisceau sur X, G un Zg-faisceau sur'Y, et désignons par a chacune des fléches structurelles de X,Y,Z1 ou Zs
dans S.

Sotent un diagramme commutatif de S-schémas, et des morphismes de faisceaux:

yiG —2— aiF ysG —2— a3 F

Z1+>22

/ 2 Y1 Y2

X Y

Supposons que f*zo = z1, que y1 et yo sont propres, que x1 et xo sont finis et plats, et que, pour tout point

. L, . e 1 , \ ae
géométrique s de Za, la multiplicité de s dans sa fibre x5 (x2(s)) est égale a la somme des multiplicités dans leur
fibre (pour x1) des points géométriques de Zy image réciproque de s par f. Alors, le diagramme

ia(Y,q) —U Ria(21,G) —2 Ria(Zy, F) -5 Rig(X, F)
| al al |
(Y, G F)

) - R'4(Zy,G) —— R'a(Zs, F) —— R'a(X,

est commutatif.

Note sur la source. Les tableaux hérités avaient perdu la paire d’objets partagée Z; — Z5 du diagramme struc-
turel et désalignaient les applications verticales dans les deux diagrammes cohomologiques. Les diagrammes sont
reconstruits nativement avec les objets partagés de la source et ses fleches diagonales, verticales, d’égalité, de
changement de base et de trace distinctes. Une réparation antérieure avait dupliqué Z; — Zs en deux copies
disjointes; la relecture directe de l'original francais, p. 164, a révélé cette erreur topologique résiduelle, désormais
corrigée dans les deux éditions.

Ce lemme résulte des lemmes analogues pour R'a; et R'a,. La commutativité des premiers carrés est triviale.
Le dernier se récrit

T T

Ra(Zy,x1F) «~— Ria(X,z,27F) — Ria(X,F)
RYa(Zs, 23F) +—— R'a(X,22.23F) —— R'a(X, F)
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et I’on rappelle la définition de la trace pour vérifier que le carré

T14T] F g F
T [

Tr
TosrsF — F

est commutatif. 0

4.7) On désignera par T, /F, I’endomorphisme induit par T, sur la restriction a Spec(F,) du Z,-faisceau l.c.c.
( gnera par T, /F), P par T, pec(F,
R'%G (Mn,Sym R'f..74). On a

R'G(M,,Sym" R' f,.Z)| Spec(F,) = R'a(M, @ Fp, Sym" R f,..Z,);

la formation du morphisme trace pour un morphisme fini et plat est compatible au changement de base, de sorte
que T,/F, peut se construire, sur le modele (3.18), a partir de la fibre en FF,, de la « correspondance » (4.5). Le
lemme (4.6), appliqué au diagramme commutatif

M, ®F,[[M,®F, % M, &F, M, ®F,[[M,®F, %5 M, &F,
s < q g\
M, ®F, M, ®F,,

fournit alors une décomposition de T},/F, en la somme des endomorphismes définis par les deux correspondances
suivantes:

(E,q) £ (E®), o)) = F*(E, )
(a) (E,a) M, ® (B, )
M, ®F, M, ®F,
ou F est le Frobenius absolu. On reconnait dans cette correspondance le Frobenius géométrique
z*(E,a) = (E® paP) v (E,a)
(b) (B, (E,a)

A4

®F,
M, @ F, M, @ F,
Note sur la source. Les tableaux hérités des correspondances (a) et (b) ne conservaient que quatre des huit
relations descendantes de la source et représentaient deux relations d’égalité par des fleches. Les diagrammes natifs

rétablissent toutes les diagonales, les deux relations d’égalité de chaque correspondance, ainsi que les étiquettes
f(p), fn, x et F' & leurs points d’attache imprimés. La fleche x est la fleche composée I;l oF:

(B.a)  +—  (Epa) «— (EW, pa)
! ! !

-1
M,®F, «+'— M,®F, «— M,®F,.
L’endomorphisme correspondant est donc le composé de

TI“F

V: RYG(M, @ F,, Sym*(R! £, Z¢)) L= R'G(M, ® F,, Sym*(R' f7,)) T RYG(M,, @ F,, Sym* (R f,.Z¢))

et de
I = TrI;1 . endomorphisme de R'a(M, ® Fp, Sym” R . Zy).
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Proposition (4.8). On a T,/F, = F + I;V, et
(i) F s’identifie a linverse de l’élément de Frobenius (« arithmétique ») ¢, du groupe de Galois Gal(F,/F,)
agissant sur H'(M,, @ F,,, Sym" (R f,,.7));
(ii) F etV sont transposés 'un de Uautre relativement au produit scalaire (3.20);
(iii) FV = VF = pkt1,

Pour la relation (i) entre Frobenius géométrique et arithmétique, on renvoie & 1'exposé de C. Houzel (SGA
5.XV). Le composé V F est le composé des homomorphismes déduits des fleches suivantes:

E«——E®» =, p Y, p®) E
| ~ |
M, E M, r M,

Note sur la source. Le tableau hérité réduisait le diagramme imprimé & cing objets E «+ E®) — E — E® —
E a trois objets, omettant ainsi les deux tordus de Frobenius intermédiaires et leurs applications structurelles
diagonales. Le diagramme natif complet ci-dessus rétablit les cing objets et les onze fleches de la source. Ainsi

VEF =TrpoFgoVgoF*.
La fleche FiVi = (FgVi)* = (p- 1g)* agit par multiplication par p* sur Sym® R f,,.Z,, de sorte que
VE = pF TrpoF* = pF . p = phtl,

car F : M, — M, est de degré p.
Par transport de structure, ¢, respecte le produit scalaire (3.20), & valeur dans Q;(—k — 1), groupe sur lequel
¢, agit par multiplication par p~*~1. On a donc

(Fz,y) = p" ™ (ppFa, opy) = (x,p" ' F~ly) = (z,Vy).

([l
Le théoréme suivant, synonyme de (4.8), remonte a Eichler.

Théoréme (4.9, formule de congruence). Soient K, ¢ la plus grande sous-extension de Q non ramifiée en dehors
de n et £, p, un élément de Frobenius relatif o p dans Gal(K, ¢/Q), F lendomorphisme 4,051 de ,Wy etV le
transposé de F relativement au produit scalaire (3.20). Alors,

T,=F+LV, FV = phtt, 1-T,X +pR,X*>=(1-FX)(1 - L;VX).

5 Weil implique Ramanujan

Si p est un nombre premier et X un schéma sur F,, on désignera par Fp une cléture algébrique de F,, par
F : X — X l'endomorphisme de Frobenius (« géométrique »), et on posera X = X ® F,; ¢ désignera toujours un
nombre premier distinct de p.

Par « conjectures de Weil », on entendra 1’énoncé suivant: soient X un schéma projectif et lisse sur F,, et £ un
nombre premier distinct de p. Alors, les valeurs propres de ’endomorphisme F* de H*(X,Qy) sont des entiers
algébriques dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue p'/2.

Avec les hypothéses et notations de 4.9, on a (rappelons que (p,n) = 1):

Théoréme (5.1). Si les conjectures de Weil sont vraies, alors les valeurs propres de ’endomorphisme F de fl'Wg
sont des entiers algébriques (dont tous les conjugués complezes sont) de valeur absolue pF+1/2,

Note sur la source. L’énoncé imprimé parle des « valeurs absolues de endomorphisme » et donne pF+1/2. Le
théoreme porte sur les valeurs propres de F, et le poids est k + 1; on livre donc la lecture mathématiquement
requise pF+1)/2,

Admettons les conjectures de Weil.
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Lemme (5.2, modulo Weil). Soit X un schéma lisse sur Fy,, qui puisse se représenter comme un ouvert dans
un schéma projectif et lisse X*. Alors, les valeurs propres de l'endomorphisme F* de H'(X,Qy) sont des entiers
algébriques de valeur absolue p'/?.

Note sur la source. La formule imprimée « valeurs absolues de ’endomorphisme » est corrigée en « valeurs propres
de endomorphisme »; la valeur absolue p*/? est inchangée.

La fléche naturelle de H:(X, Q) dans H*(X,Qy) se factorise par H(X*, Qy):
H(%(X7 Qf) — Hi(X*7QK) — Hi(Xa Qf)a
de sorte qu’en tant que Gal(F,/F,)-module, Hi(X, Q) est quotient d'un sous-objet de H*(X*, Q). O

Lemme (5.3, modulo Weil). Soient S un schéma lisse sur Fy, et f: A — S un schéma abélien sur S. Supposons
que A puisse se représenter comme un ouvert dans un schéma A* projectif et lisse sur Fy,. Alors, ’endomorphisme

de Frobenius géométrique F* de f[i(& RI£.Qy) a pour valeurs propres des entiers algébriques de valeur absolue
(i+4)/2
P .

Note sur la source. L’exposant imprimé est i + j/2. Le poids cohomologique étant i + j, 'exposant requis est
(i + 7)/2, comme livré ci-dessus et comme ’exige 'application de (5.2) dans la preuve.

Soit m un entier > 1, et considérons les suites spectrales de Leray
E:EY =H'(S, R f.Qu) = H"(A,Q)), .E: By =HL(S, R f.Q) = H(A,Qy).

L’endomorphisme de multiplication par m, ¥,,, = m - 14, définit des endomorphismes de E et de .E qui s’inserent
dans un diagramme commutatif

FE — F
(G Y 4
FE — E.

Wk agit sur R7 f,Q, par multiplication par m/, de sorte que sur les termes E¥ et E¥ de .E et de E, ¢} est la
multiplication par m7. Les fleches d, pour r > 2 commutent & 1%, et envoient E¥ (resp. .E¥) dans Ef,'j, (resp.
(E7") avec j # j'. Elles sont donc nulles, et EZ (resp. .EY) s’identifie au sous-espace de H'*7 (A, Q) (resp.
de HI(A,Qy)) ot ¥, = m?. Des lors, lr;”'(S7 RI£,Qy) s’identifie, comme module galoisien, au sous-espace de
I;Ti“‘j(A, Qy) on ¢, = m7, et on applique (5.2). L’astuce utilisée ici est due a Lieberman. |
Note sur la source. La preuve imprimée affirme que ces différentielles sont non nulles. Comme elles commutent
a 9F, tout en reliant les espaces propres distincts m? et mj/, avec j # 7', elles sont nulles; c’est exactement la
dégénérescence utilisée dans l'identification suivante.

Soit f, : E — M, ®F, la courbe elliptique universelle sur M, ®F,, et soit f, » : £ — M, ®IF, son produit fibré
itéré k-uple avec elle-méme. La formule de Kunneth montre que le Q,-faisceau RF fn,kxQr admet comme facteur
direct la puissance tensorielle k-ieme de R! f,,.Qy; celle-ci & son tour contient comme facteur direct le Q,-faisceau
Sym” (R f,,.Q;). Le théoréme 5.1 résulte donc de (5.3) et du lemme suivant.

Lemme (5.4). Le schéma Ej) est un ouvert d’un schéma E} projectif et lisse sur Fp.

Soit E* le modele minimal de Néron de E sur M} ® F, (4.1). Le schéma E* est projectif et lisse sur F,.
Puisque n > 3 et que les points d’ordre n de E forment un revétement trivial de M,, ® F,,, ce modele de Néron est
« semi-stable » (cas a ou by, dans la classification de Néron). En particulier, la projection f, : E* — M} n’a qu'un
nombre fini de points de non lissité, et, en ces points, f,, est non dégénérée (présente une singularité quadratique
ordinaire).

Soit E}* le produit fibré itéré k-uple de E* sur M. Pour prouver (5.4), il suffit de résoudre les singularités de
E;* sans toucher a 'ouvert Fj. Prouvons tout d’abord:

Lemme (5.5). Soit V la sous-variété de l'espace affine sur un corps k, de coordonnées (X;)o<i<r, ( i>0§i§r7
(T;)1<i<s, d’équation Y
XoYo=X1Y1=---=X,Y,..

Soit m l’idéal de Oy engendré par les mondmes qui se déduisent du monéme HZ:O X! par une permutation des
coordonnées qui respecte l’ensemble des paires {X;,Y;}, 0 < i <r. Alors m = Oy en dehors du lieu singulier de

V, et la variété V déduite de V en éclatant m est lisse sur k.
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Le lieu singulier est le lieu olt quatre coordonnées X;,Y;, X;,Y; (i # j) s’annulent. L’ouvert affine de V défini
par Délément [];_, X! de I'idéal a éclater m est le spectre de I’anneau régulier

k[YE)/XhX()/XlaXl/XQa .. ~7Xr71/XraXr7T17 cee st]

(pour le vérifier, noter que X;/X; 11 = Y;11/Y;), et 5.5 en résulte. O
On montre maintenant que, localement pour la topologie étale, les singularités de E;* sont isomorphes a celles

de V (pour r = k — 1), et que ceci permet de définir sur £;* un idéal m analogue & l'idéal m de (5.5). Eclatant cet

idéal, on obtient Ej. O
Une approximation du théoréme suivant a été démontrée par Ihara [2]:

Théoréme (5.6). Les conjectures de Weil impliquent la conjecture de Ramanujan.

Notons tout d’abord que (5.1) reste vrai pour n = 1, car ¥W, est le sous-module galoisien de ¥ W, invariant
par GL2(Z/(m)). Sur ¥W,, I induit lidentité, et (4.8) se réduit a
1-T,X +p"*1 X2 = (1 - FX)(1 - VX).
Les endomorphismes F' et V sont transposés I'un de 'autre, de sorte que
det(1 — FX;5W,) = det(1 — VX ¥W,).

L’action de T}, sur ]fWg est induite par son action sur ’fW, et est compatible & la décomposition de ’fW ® C en
la somme de espace Siyo des formes modulaires paraboliques relatives a SLo(Z), de poids k + 2, et de lespace
complexe conjugué. Du caractere hermitien de T, (pour le produit scalaire de Petersson) et de (3.19), on déduit
alors que

det(1 — T, X + p" ' X2, ¥Wy) = det(1 — T, X + p*1 X2 Sp10)?,

et
det(1 — T, X + p"T1X2; 84 y2)? = det(1 — FX;5W,)?,

soit
det(1 — Tp X + "1 X2 Spy0) = det(1 — FX;5W)). (5.7)

Reprenons les notations du n° 1 et faisons k£ = 10. En vertu de la théorie de Hecke et de (3.19), (5.7) se réécrit
H,(X) = det(1 — FX;1°W,),

et Pon applique (5.1). |
On vérifie de méme que les conjectures de Weil impliquent la généralisation par Petersson de la conjecture de
Ramanujan.
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