
Ueber  die Anwendung  der ellipt~ischen ~ unc honel  ~ t l f  P r o b l e m e  

d e r  Geometrie.  

Von 

A. Hul~w~Tz in llildesheim. 

I ~  

1 ~ Cf Bekannflich ist die Glemhun~, 

wo Ai ,  B i ,  C.,, ganze rationale Functionen zweiten Grades  y o n  hl be- 
deutell, alas allgemeine Integral der elliptischen Dif ferent ia lg]e ichung:  

dl I dL2 

Deute~ man nun gl und X2 als Parameter zweier ration~lml einstufigen 
Mannigfaltigkeiten 2if t resp. M,2, so stell'~ die Gleietmng ( i )  die all- 
gemelnste (2 -- 2)-deutige Beziehung zwisehen den E l e m e n t ~ e n  dieser 
Mannigfaltigkeiten dar. 

Es is~; bekann~ mad dureh eine leiehte Reehnung o h n e  Weiteres 
zu verifieiren, dass die ra~ionalen Invarian~en tier vier E I e l n e n ~ e  yon 
3I~ welehe dureh die Gleiehung 

Bi 2 - -  A t C t ~ -  0 

bestimmt werden~ mit denen der vier Elemente yon M2~ d e r e n  Para- 
meter die Wurzeln yon 

B2 2 - -  A2 C 2 = 0 

sind, gleichen Werth besitzen. 
Diese zwei Mal vier Elemente sind offenbar d i e j en igen  ,Doppel -  

elemente" volt M 1 resp. M2~ denen zwei zusammenfallende Elemente 
in 2}I 2 resp. 2Ilj correspondiren. 

Wir wollen uns nun irgend eine 2 - -  2-deutige B e z i e h u n g  zwischen 
den Elementen yon 2hrl und M 2 gegeben denken. Diese lbe  sei  jedoch 
in dem Sinne al]gemein, dass die vier Dolopelelemente i n  2FZ t wie in 
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M.~ vier  getrennte E]emente  sind. W e g e n  der Gleichheit  der I n w r i a n t e n  
kSnnen wir nun die Parameterver~hei lung ~uf M 1 uud M., so treffcn, 
dass sowohl  den vier Doploelelementen ia M j ,  wie auch denen in M. ,  

1 1 die P a r a m e t e r  -[- 1, - -  1, -~- ~ - ,  k 

zufallen. 
Dann  wird aber  die Gleichung (1), welche die 2 - - 2 - d e u t i g e  Be- 

z iehung dars te l l t ,  eine solche F o r m  annehmen ,  dass die aus ihr ab- 
gelei~ete Differeufialgleichung (2) folgende wird: 

d ~t d t2 
V [ -  Z,2.1 - -  ~*z~ '~ Vi - zl ~ �9 I - ~*zd 

Gehen  wir n u n m e h r  yon den [n~egralen zu den elllp~ischen Fuuc- 
tiouen iiber,  so e rha l t en  wir  den Fundamcntalsatz: 

1. ,,Sind zwei rationale cinstufi, ge Mannigfaltigkcitcn (2--2)-dcutig 
algebraisch auf cinander bezogen, so ist bei gecignetcr Wahl dcr t~ara- 
meterverthcilung dic .Bcziehung so dargestcllt, dass einem Elcmcnlc 
~ ~ sn u*)  dcr cinch Mannigfaltigkcit die ]~lemc~,tc 

~t 2 ' ~ s n ( u - j - C )  und ; t 2 " ~ s n ( u - - C )  

der andern Mannigfaltigkeit entsprechen. 
Dabei bedeutct C cine dcr Bezieh, ung eigenthiimliehc Constanle, u'ml 

die Parametervcrtheilung ist so zu treffcn, dass den 1)oppclelc,menten i~ 
dcr cinch wic in dcr andern Mannifffaltigkcit die Parameter 

1 1 

-91, - l ,  +~i-,  k 
beoelegt werden." 

U m g e k e h r t  : 

2. " ,, Liisst man einem JElenwntv sn ~ einer rationalcn einstufigen 
Mannigfaltigkeit die ~Elemente sn (u-[- C) und sn (u -- C) einer zwcitcn 
solchcn _Manni9[hltigkei~ entsprechen, so ist dadurch einc 2 -  2-deutigc 
Beziehung zwischen den EIcmenten tier Mannigfaltigkeit [bstgcsetzt, dcrcn 
Do2pelclcmente in der cinch wie in dcr andercn Mannig[hltigkcit dic 

1 1 
Parameter -[- 1, - -  1, q-- ~i- '  ~ - l i  besitzen." 

*) Ich gebrauche die Gudermal in ' s che  Abkiirzung yon s inanfu.  - -  
Uebrigens babe ich nur um der Gewohnheit der Mathematiker zu folgcn die 
J a c o b i ' s c h e  Function sinam u eingeffihrt. An ihre Stel[e kann jede anderc 
zweiwerthige elliptische Function treten, entsprechend dem Umstaade, dass dio 
elIiptische Differentialgleichung in die allgemeine kanonischc Gestal~ 

d~l d~2 

~/(Z~-----a) (Z 1 -- b) (~q -- c) (Z, -- d) g(Z, -- a) (Z2 -- b) (Z, --  c) (Z, -- d) 

gese~zt werden k~mn. 
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In Bezug auf den letzten Satz ist jedoeh zu bemerken, (lass in 
dem einen Fa]le, we die Constante C eiaer halben Periode yon s n u  
gleich ist, (lie 2 -  2-deaLige Beziehung in eine projectivische Be- 
ziehung zwischen den Mamligfal6gkeiten ausarLet. 

Ich fiige den Siitzen 1. and 2. noch einen driiten allgemeine~l 
Satz hinzu~ der jedoch yon geringerer Bedeutung ist. 

Je vier Elemente a~ b, c, d einer einstufigen rationalen Mannig- 
faltigkei~ bestimmen niimlich drei cluadratisehe Involutionen. Denn 
vier Elemente kSnnen auf drei Arten in zwei Elementepa~tre angeordnet 
werden (ab, cd;  ac~ bd; ad, be;),  and durch zwei Elementepaare 
ist eine quadratische Involution eindeuLig bestimmt. 

Unser Satz laurel nun so: 
3. ,,Si~d zwei rationale einstufige Mannigfaltigkeiten M 1 und M:=, 

2 - -  2- deutig au f  einander bezoge~z, so bcstimmcn die vier J)opl)cldemcnle 
yon M 1 dieselben drei quadratischen [nvohdionen, wie die vier _Elemente 
yon M1, welche den Dol)pelelementen yon JT[. 2 entspreehen." *) 

Dass dieser Satz richtig bleibt, wenn man in der Aussage M l 
rail M~ vertauscht, ist selbstverstiindlich. 

Zum Beweise bemerken wir, dass in der Darsh.llung durch elllp- 
tische Functionen nach Satz 1. sowohl die Doppelelemente yon M l 
wie auch die yon M 2 die Parameter 

( ) , (o, 
+ l = s n  , - - 1 - - s n  ----t~'- , + ) ~  = s n  ,, + -~- 

( r , , )  
---~---~ sn - -  4 

erhalten. Daher haben die Elemente yon M~, welche den Doppel- 
elementen yon M 2 entsprechen, gleichfalls nach SaLz 1. die Parameter 

r t oJ, s n (  c~ r ~ / ) ,  ), 
welehe Werthe paarweise einander entgegengesetzt gleieh sind. Also 

l 1 
liegen die Elemen~enpaare it1, it2; ~t:~, ~4; + 1, -- 1 u n d +  k '  k 

harmoniseh zu den Elementen 0 and ~ .  
Die tiberhaup~ m5glichen Weisen, wie man die Wer the  4__: 1, 

k den Doppelelementen yon M 1 und denen yon M e als Parameter 

*) Man kann dieses auch so ausdriicken: 
,,Die beiden in Be~racht gezogenen Elementenquadrupel you MI be- 

sitzen dieselbe Covariante sechster Ordnung." 
**) Die nach Jacobi  mit 4K und 2iK' bezeichneten Perioden yon snu 

nennen wir co iund eo 2 respective. 
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zuweisen kann, liefem so, wie man leicht abzShlt, drei verschiedene 
Anordnungen der acht in 2~f t betrachteLen Elemente zu vier Elemente- 
paarea in Involution, womit dann unser Sa~z bewiesen ist. 

Die S~tze 1. und 2. enthalten Alles, was aus der Theorle der 
ell/p~ischen Funcfionen, neben deren Periodicit{it, in den Anwenduugen 
auf die geometrischen Schliessungsprobleme*) benutzt worden ist, and 
ich lege besonderes Gewieht darauf, dass sic in der gegebenen geometri- 
schen Formulirung ~scharf das Gemeinsame bezeichnen in den Ueber- 
legungen, die yon der Theorie der elliptischen Functionen aus zu den 
hierher gehSrigen Theoremen hinffihren. 

Auch die elliptische Parametervertheilung auf Curveu veto Ge- 
schleehte 1 liisst sich nut" unsern Satz 1. direct basiren. ]3ei der ebenen 
Curve 3. Ordnung z. B. braucht man nut die Parameter zweier Strahl- 
btisehel, deren Mittellaunkte auf der Curve liegen, als Coordinaten 
einzu[~ihren. 

Ohne auf alles dieses ntther einzugehen~ sei es mir gestattet einige 
neue Anwendungen dieser fruchtbaren Methode zu geben, wobei es 
mir haupts.achlich daraufankommt zu zeigen, mi~ welcher Leiehtigkeit 
sieh dieselbe in der oben aufg'estellten geometrischen Formulirung fiir 
geometrischc Probleme verwerthen lgsst. 

II. 

Zur Abktirzung der Ausdrucksweise will ieh im Folgenden einen 
l:~unkt P cincr Ilaumcurve 3 t~ Orcl~ung cinch 2'angentiall)unkt cin~'r 
Gera&n G nennen, wenn die durch P und G gchende ~bcne die I~aum- 
curve in cinema yon 1 ) versddedenen aPun]~te bcriihrt. 

Es ist klar, dass jede die Raumcurve uicht treffende C~erade vier 
Tangentialpunkte besitzg. Dagegen ist jeder beliebige Punkt der Raum- 
curve Tangentialpunk~ fiir jede beliebige Tangente der Curve. Es sci 
nun eine gaumcurve 3 '~ Ordnung Q und eine dieselbe nicht treffende 
Gerade G 1 gegeben. Dutch G 1 legen wir alle mSglichen Ebenem 
Jede solehe Ebene schneider die C a in 3 Puukten, und die 
Gesammtheit dieser lbmk~etripel bitde~ ofl'enb~r ant der Curve eine 
involution 3 ~'~ Grades. 

Lassen wir nun je zwei Punkte der Raumcurve einander en~- 
sprecben, deren Verbindungsgerade G 1 trifft, so dass also in jedem 
Tripel der erw~hnten Involution je  zwei Punkte immer dem dritten 

*) In der That kommen Mle diese Probleme ~uf die Untersuehung yon 
2 -  2-deu~igen Beziehungen zwischen ration~len Mannigfaltigkeiten hinaus. 
Siehe: M,~hem. Annalen XV, p~g. 8, we diese Probleme auf ihrea algebraischen 
Kern zurfickgeEihrt sin~l. 
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als entsprechende zugehSren, so is~ damifi eine 2 -  2-detdige 13e- 
ziehung zwisehen den PutJl~en der C.~ hergestellt. 

Ertheilen wir den Doppele]eme2~ten dieser Beziehung, also den  
Tangentialpunkten der Geraden G 1 die Parameter 

1 

so wird die 2 - - 2 - d e u t i g e  Beziehung nach unserem Satze 1. der A r t  
sein~ dass dem Punkte sn u die Punkte sn(u-~-C)  und s n ( u -  (_/') 
entspreehen. Die letzfleren Punkte sind abet dann auch zwei s ich  
entspreehende Punk~e und es folg~ daher: 

,.Die Constante C ist ein ]?eriodendritttheil ~ ,  so dass je drei  

_Punkten, die yon einer dutch die Gerade G 1 gelegten ]~bene auf  Ca aus-  
geschnitten werden, die t)arameter 

~ (u -l- 2 -U J 
zg~ofttrtten. ~ ~ 

Den Tangentialpunkten Aj ,  A2, A3, A 4 der' Geradeu G, cn t -  
spreehen dabei die Berfihruagspunkte Bl ,  :B2, ]?'3, B4 der die Geradc  
G 1 treffenden Tangenfien, jeder doppelt gezghlt. Unser allgemeiner 

,~'oe Satz 3. ergiebt daher, unter Berficksiehtlgung einer bekannten El~,en- 
sehaft der Raumcurve 3. Ordnung, folgendes Theorem: 

,,Das aus den Tangential~vunkten einer Geraden als .Ecken gebildete 
Tetraeder und das in gleicher ~Veise dutch die Beri~hrungspunkte der  
jene Gerade treffenden Tangenten bestimmte Tetraeder liegen so zu cin-  
ander, dass jedes l)aar yon gegeniiberliegenden Kanten des einen Tetraeders 
mit je einem Paar gegeniiberliegender Kanten des anderen Tetraeders 
4 Erzeugendc eines Hyperboloides bilden." 

Die 9 incongruenten Periodendrittel vertheilen sich bei Ausschluss 
des Periodendri~els 0 in vier Paare, wie 

- U '  2 -=~- ; -~ -~-; 

- 3  ~ 3 ' --~- ~ und -3- ---~ 3 - ~ ~ - "  

Wir sahen, dass bei Zuweisung der Punkte 

+ + 

die durch diese Punktetripel gehenden Ebenen die Gerade G~ e a t -  
halten. 

Nach der Umkehrung unseres allgemeinen Satzes folgt~ nun: 
,,.Die dutch die Schaar der Punktetri~el 



Verwendung der elliptischen Functionen fl'ir Geome~rie. 61 

bestimmten ~benen gehen du~eh eine feste Gerade G~, deren Tangenti(d- 

sind. ~ punkte die Punktc +_ l ,  + 1~ 

Also:  
, ,Jeder Geraden G t sind in Bezug auf einc Raumcurve 3 t'" Ord- 

~un 9 3 andere Gerade G.~, G:~, G, eindeutig zugewiesen. U~d zu, c~r 
haben alle diese Geraden dieselben Tangential2unkte." 

Man erkennt leicht die Richtigkei~ der Umkehrung dieses Satzes: 
, S i n d  die 4 Tangentialpunkte ei~wr Geraden in ]lczug auf eine 

.qegebene tiaumeurve 3 ter Orth~u~(j gegeben, so ist die Gerade 4-dc,#ig 
bestimmt.*) Den i~berhaupt ~n6glichcn auf eincr I~aumc~trve ?,t.. Ordmt~g 
liegendcn ]ht~ktqumtrupeln entsprechend, ordnen sich also die sSm~nt- 
lichen Gcr(tden dcs J~aumcs in Grupp~z yon je vieren." - -  

j~ Eine  1.bene dureh G~ schneider die C a in den Punkten 

Sll Ct, S l l (~  -~- -3---]' 

D~nn schneiden die dutch C .~ und diese 3 Punk~e gelegLen Ebenen 
in den weiteren Punkten 

..(-+ ), 
Hier  lchrt der Auge,mch~,in, (lass je 3 in (:ine ]lori~.ontalreihe ge- 

sehriebene Punkte wieder mit G~ in einer EbeJm liegen. Folglich: 
. L e g t  man dutch eine tier 4 Geraden, die zu denselbcn Tangenti~d- 

pun}~ten gehSren, eine Ebene, verbindet die 3 Schnittpunktc dieser Ebenc 
mit der C.~ dutch neue ~benen mit irgcnd einer andern der 4 Geraden, 
so bestim~en diese neuen _Ebenen 6 weitere Schnittpunkte auf der Q, 
die sich auf  zwei durch die ersto'e Gerade gehenden .Ebenen vertheilen." 

Betrachte~ man jetzt die 9 Punk~e 

so erkennt m~n~ dass sir der soebea ~usgesprochene Satz in folgenden, 
mehr sagenden, einsohliessen ]~sst: 

, I n  Bezug auf jed~s dutch eine Raumcurve 3 t'" Or&~ung bestimmtes 
Gerade~quadrupel (G) grulo~iren sich die Punkte der Curve ihrerseits 
zu je qceun. Jede ~be~ze durch eine der Geraden yon (G), ~vdche einen 
der neu~ Punkte enthiilt, geht z,~gleich durch zwei weitere dieser 2ankle, 
der A r t ,  dass sich die ~wun l)~t~ktc auf vier Weiscn aZs Durehschnitts- 
punkte der Curve mit drci Ebcg~en eines 1;~be~wnbiisehels auffassen lassen." 

*) Wit nehmen dabeJ stillschweigend an, dass die Punkte getrennt liegen 
und die zu bestimmende Gerade keine T~ngente der Raumcurve sein darf. 
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Die Analogie dieses Satzes mit den-Gruppirnngssgtzen tier n e u n  
Wendepunkte einer ebenen Curve 3 t*~ 0rdtmng ist in die A u g e n  
springend. 

Als bemerkenswerth, wean aueh in den obigen S~iflszen impliei te  
enthalten, ist~ noeh folgender Satz anzufiihren: 

,Aus de~ 16 Beriihrungsl)zmkten der die Geraden cines Geradcn- 
q~adrupels treffenden Tanyenlen der Raumeurve lassen sieh 4 Tt~.travdr'r 
bilden, so class die Seitenfliichen irgend eines dieser Tetraeder tier ]:eihe 
nach &etch (lie 4 Go'aden &s QuadrupeIs hindurchlaufen." 

lII. 

Wit betraehten auf elner ebenen Curve 3 ~~ Ordnung zwei Punld:e 
/~ and _P'~ und fasseu diese als Mittelpunkte zweier Strahlbtisehel auf .  

Nennen wir zwei S~rahlen, yon denen der eilm dutch P, d e r  
andere dureh P '  15uft, dana einander entspreehend, wenn sic sieh i n  
einem Punkte der Curve 3 '~r Ordnung treffen, so haben wit damit e i n e  
2 -  2-deutige Beziehung zwisehen den Strahlbiiseheln festgesetzt,  
indem jedem Strahle aus P zwei Strahlen aus P', uad umgekehrt j e d e m  
Strahle yon _P' zwei Strahlen dutch /) zugehiSren. 

Die Doppelelemente dieser 2 -  2-deutigen Beziehung sind im  
Strahlbttsehel P die vier yon aP aas an die Curve gelegfen Tal~genten, 
im S~rahlb~isehel _P" die vier in gIeieher Weise yon P '  ausgehendeJi 
~Iangeaten der Curve. 

Nach uusern an die Spitze dieser Arbeit gestellten S:,ttzen haben  
diese zwei Tangen~enquadrupel dasselbe Doppelverh:,~I~niss, womi~ ei~t 
bekannter Satz aus tier Theorie der ebenen Curven 3. Ordnung auFs  
Neue bewiesen ist. Das allgemeine Theorem 3. liefert, auf die Be-  
ziehung zwlsehen den Biiseheln P und P '  angewand G folgenden S~tz: 

,,Legt man yon einem -Punkte 1 ) einer ebenen Curve 3 ~e~ Ordmt~y 
~lie vier Tangenten an diese and zieht yon demsdben l)unkle a~ts die  
vier Strahlen naeh den Beriil'tru~tst;unkten der vier Tangenlen, (lie yon  
~inem ganz bdiebigen andern l?unkte der Curve ausyeltcn, so haben die 
~eiden dur& P laufenden Slrahlenquadrupd dieselbc Covariante sechstcr 
9rdnung, die aeht sic eonstituirende~ Strahlen lassen sich also auf  dre i  
Weisen zu vier Strahlen2aaren in Invdution anordnen." 

Dieser 8a~z ergieb~ sich iibrigens aueh unsehwer aus bekannten 
~atzen fiber die Hesse '  sehe Correspondenz auf der Curve 3 ~, Ordnung *). 

Die yon uns bet raehtete2 2 -Correspondenz zwlsehen den Strahl- 
fiiseheln p uad 2 '  wird nun naeh Satz 1. analytiseh so darzust~e]]e~2 
eln, dass dem Strahle snu yon ~P die Sfrahlea sn(u-~-C)  and  

*9 Siehe z. B. SchrSter, Mathem. Ann;flen Bd. V, pag. 50. 
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s n ( u - - C )  yon 1-" entspreehen. I)abei sind die Strahlen durch die 
ihnen zukommenden Parameter bezeiehnet. 

Verlal~gt man jetzt ,  dass der Curve 3 t~' Ordnung ein S t e i n e r ' -  
sehes 2 n - E e k  einbeschrieben werden kSnne~ dessen 8eilen abweehselnd 
dureh P und 1 J' laufen, so sieht man~ (lass diesen Seiten als Strahlen 
der Btischel 1 ) and 1 )" die Parameter zufallen: sn u,  s n ( u - f - C ) ,  
sn(u  -~- 2C)  �9 �9 �9 sn(u-4:- (2n - -  1) C) und d,~ss nothwendig der 8trah] 
vom Parameter sn(u q - 2 n C )  mit dem 8trahle s n u  identiseh sein, 
also 

C - -  P sein muss 
2 9z 

wo 92 eine Periode yon sn u bezeiehnet. ~) 
Bei diesem Werthe yon C ist es klar, class 

s n ( u  + 2nC) = sn  u 

nnabtv2nglg yon dem Werthe von u,  woraus der s der S t e i n e r ' -  
sehen Polygone foot. 

Folgender interessalde Umstand seheint his je tz t  dabei nieht 
bemerk~ zu sein: 

,,Ergiinzt man ein zu dem ])md#e2aar _P, I .)' geh6riges ~ t e i n e r ' -  
sches 2 n - E c k  zu cinem vollstiindigen 2n:Se i t ,  indem man die n dutch 
P laufe~u~e~ Seiten mit den ~ dureh ]J' lauf~dc#~ Seiten zum Seh, n#t 
b.ringt, so liegen, falls n e i n e  ~ngeradc Zahl ist~ immer n Eekl~unZ:te 
des so erhaltenen voIIstiindigen 2n-Sei ts  auf  eincm d,tre]t P ,tnd J/" 
gehenden Kegelsehnitt. Ferncr bleibt diescr Kegelschnitt dersdbe fiir 
alle vnziihlig vielen S t c i n  er'schen PoZygone, die zu P and P" geh~rcn, 
aucIt liiufl derselbe dureh vier ,'on den 16 l>unkten hindurch, in dcnen 
die vicr yon .P an die Curve 3 t~ Ordnung gehenden Tangenten yon den 
vicr in gleicher Weise dutch 2 '  lau['enden getroffen werden." 

In der That sind, wie sehon bemerkt,  

Q f2 

(lie Parameter der n dutch P laufenden Seiten des Polygons and 

sn(uq- -gT/ - ) ,  s n ( u q - 3 . . - S g - ) . . ,  s n ( u + ( 2 n - - 1 )  ~ / )  

die Parameter der n dureh P '  lanfenden Seiten. Is{ nun n eine un- 

*) Die Werf, he u., fiir welehe 

2u-}-2nC:-  roj (rood. ~o~) - - -  ~ - (.01 

und also auoll sn'l~-~-sn(uq-2nC), I[efern nur singulSre 2n-Ecke dee ve- 
angten Art. 



64 A. H~w~z. 

gerade Zahl, so kommt unter den dutch P" laufenden Strahlen der 

St ahl P r  etor so +   lge~ 

jedem der n S~rahlen durch P je ein Strahl dutch P ' ,  dessert Argu-  
~2 

ment u - { - k . ~ - ~  sich yon dem Argumente des dutch 1 J gehenden  

also um eine halbe Periode unterscheidet. Nach dcm Strahles um __~ 2 ' 

Ausnahmefalle des Satzes 2. sind daher die n Stra}fien (lurch 1 ~ pro-  
jectivisch zu den n Strahlen durch 2' ,  woraus sofor~ die Richtigkei~ 
des ersten Theiles unseres Sa~zes erhellt. 

Da die betraehtete Projectivit'~t dadureh hergestellt ist, dass dcm 

St;rahle sn ~t aus 19 immer der Strahl sn(u-{--~-) aus i9, entsprieht ,  

so is~ klar, dass der ira ersten Theil des Satzes genannte Kegelschni t t  
ftir alle zu 2 nnd P '  gehSrige St-einer'sehe Polygone derselbe ist, 

1 1 und dass den Strahlen _+~1; ! ~  yon P die Strahlen ~ 1, 74~ 7i- 

ron /)', letztere in einer bestirnmten Reihenfolge genommen; corre- 
spondiren. Damit sind auch die weiteren Theile unseres Safzes voll- 
kommen erwiesen. 

1st n eine gerade Zahl ~ 2m, so folgt aus ~ihnlichen Gr[inden:  
,Die 2m du~'ch P laufendcn Seiten eines zu dem I~unktepaarc 

P,  2 '  geh@igen Stei~,er'schen 4m-Eeks Ie~sse~ sieh in m Stra]dcn- 
paare ciner quad~'atische~ Involution anvrdncn. Diese Involution blcibt 
dies(~lbe, welettes der unziihlig vielen zu P und P" gchb'rige~ ]'oly~]onc 
man aueh auswSMen mag. *) Gleiches gilt yon den dutch P'  laufcn(lcn 
Scitcn." 

Der letzte Satz liisst sich auch ohne Sc~ hw~engke~t" " " mit Itfilfe der 
elliptisehen Parametervertheilnng auf der Curve 3 to~' Ordnung erha]ten.  
Dass sich ganz ~ihnliche S~itze fiir Raumcurven 4'~'~ Ordnung e rs te r  
Species mit derselben Leich~igkei~ aus unsern allgemeinen Siitzen er- 
geben, brancht kaum hervorgehoben zu werden. 

IV. 

Ich wende reich zu andern Anwendungen der an die Spitze dieser  
Abhandlung gestelIten SStze, werde reich jedoeh dabei, da die Schlt isse 
der Art naeh bei allen diesen Anwendungen dieselben sind, lheils au f  
kurze Andeu~ungen beschr~nken, thefts nut Resultate angeben. 

Die Gesaram~heit der Kreise, welche zwei fest e Kreise ber[ihren, zer- 
fi~ll~, - -  den beiden Aehnlichkeitspunkten der festen Kreise enLsprecheml 
- -  in zwei getrennte Sehaaren. Irgcnd ein Kreis eiuer cinzelnel~ 

*) Diese Involution ist eilm derjenigen, yon denen der Satz pa.g. 62 ttandelt. 
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dieser Sehaaren wird yon zwei Kreisen derselben Schaar ber[ihrt, und 
jede einzelne dieser Sehaaren se]~iekt zwei ihrer Kreise durch einen 
willkfirlieh gegebenen Punkt. 

Diese Angaben genfigen, um bUS unseren allgemeinen S~tzen 
einerseits dis Richtigkeit der die S t e i n e r '  schen Kreisreihen betreffenden 
S.itze zu erweisen, andererseits den folgenden Satz mit Leichtigkeit 
herzuleiten : 

Es seien zwei feste Ereise gegeben, von denen man sich den 
einen Mt innerhalb des anderen M~ liegend denken mSge. Ferner 
sei ein drifter fester Kreis M~ gegeben~ dessen Peripherie ganz in 
dem zwischen den ersten beiden Kreisen liegenden Raume verlaufen soll.*) 

Wir betraehten nun die simmtlichen Kreise, welehe in dem Raume 
zwisehen M l u n d  M 2 liegend diese beiden Kreise b e r [ i h r e n -  ~/-1 yon 
aussen, M 2 yon innen - -  und wollen nun je zwei dieser berfihrenden 
Kreise einander be~achbart nennen~ wenu einer ihrer beiden Sehnitt- 
punkte auf dem festen Kreise M~ gelegen ist. Hiernaeh ist klar, dass 
jeder Kreis zwei Nachbarn besitz~, einen rechten und einen linken. 

,,Construiren wir nun yon einem der M~ und M 2 beri~hren&~ 
Kreise als erstem ausgehe~d eine Reihe vort Kreisen, yon denen jeder 
sl)gtere der rechte Nachbar des unmittelbar vorhergehenden ist, so sind 
zwei T'iille m6glich: Entweder die _Reihe ist commensurabel, d. h. ~vir 
kommcn schliesslich zu eincm n t~ Kreise, dessert rechter Nachbar wieder 
tier erste, Ausgangs-Krcis  ist, oder dieser Umstand trifft niemals ein. 
Weleher yon beidcn IJiillen nun stattfindet, hiingt nur yon tier gegen- 

seitigen Lage dcr drei l~5'eise M , ,  M2, M~ ab, so dass die Reihe immer 
commensurabel ist, yon welchem I~reise, als erstem, man auch ausgehcn 
mag, wenn sie es ein einziges Mal ist." - -  

V.  

Endlich wollen wir noch eine Anwendung unserer Principien auf 
ein Beispie] machen, das einen eigenth(imlichen yon dem aller bis 
jetzt bekannten Beispiele verschiedenen Charakter hat, und welches zu 
den interessantesLen Prob]emen Anlass bietet. Ieh babe diese Unter- 
suehungen jedoch noch nicht vollstSndig erledigt und muss reich daher 
auf wenige Bemerkungen beschr~nken. 

Die ebene Curve 4 t~ Ordnung und 4 t~' Classe hat bekanntlieh 
einen Doppelpunkt, zwei Rfickkehrpunkt% eine Doppeltangente und 
zwei Wendetangenten. Sie hat das Gesehlecht Null und hingt  yon 
einer wesentlichen, gegenfiber linearen Transformation unver~nderlichen 
Constanten, ihrer absoluten Invariante, ab. Als diese absolute In- 
variante kaml man z. B. das DoppelverhSltniss der vier Parameter 

~.) Diese Lagenangaben sind nur der Anschaulichkei~ wcgen gemucht. 
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ansehen, die bei irgend e':ner auf der Curve festgeleg~en parameter -  
vertheilung den beiden im Doppelpunkt vereinigten PmJkten der Curve 
und den beiden R~ckkehrpunktea zufallen. 

L'~.ss~ man nun zwei Punkte dieser Curve sich ent~spreehen, wenn 
ihre Verbindungsgerade die Carve ia einem dri~ten Punkte ber[ihrt, 
so hat~ man dadurch eine 2 - -  2 Correspondenz zwisehen den Pm~kten 
der Carve herges~ellt. Bei geeigneter Vertheilung dcr Parameter  auf 
die Punkte der Curve werden dann dem Punk~e veto Parameter  sn u 
die PunkLe sn(u-~-C)  und s n ( u - - C )  correspondirea. Der '~Ver[h 
der Constanten C nnd der Modul k yon sn u werden dabei offenbar 
Functionen der absoluteu [nvariante der Curve sein. 

Verl~ngt man nun~ dass ein eigentliches (nicht singulgres) n - E e k  
existirt, welches der Curve gleichzeit.ig ein- und umbeschrieben ist, 
d. h. dessen n Ecken auf der Curve liegen~ wghrend gleichzei[ig seine 
n Seiten Tangenfen der Curve sind, so muss die Constante C ein 
Perioden-n-Theil sein, und folglich giebt es unz~hlig viele solehe 
n-Eeke~ wenn es ein einziges giebt. Die Bedingung abet,  class C 
der n t~ Theil einer Periode sein soll, liefert f~lr die absolute Invariante  
der Curve eine algebraisehe Gleichung mit Zahlencoefficienten. Naeh 
alledem kSnnen wir sagen: 

,~Die ebenen Curven 4 t~," Or&~ung und 4 t~ Classe theiten sich in 
zwei Gru22en. In der einen Grul~e t~nden sich nut solchc C~er,ven~ bci 
denen keine n-~Ecke existiren, welche der Curve zugleieh ei~'t- und ~tm- 
besehrieben sind. Da;qegen theile~, sich die Curven dcr tmdern Grtg))?e 
- -  den ganzen flositivcn Zahlen entsprechend - -  in unziihlig vide Classcn. 

]~ir jede Curve einer solchen Classe 9iebt es unziihlig vide n-_Ecke, 
welehc der Curve zugleieh ein.. und umbeschrieben sind, und die abso- 
luten lnvarian~en der @rven derselb~z Classe sind die W.m'zcln t inct 
algebraisehen Gleiehun9 mit Zahleneoe[fieie~zten. " 

V[. 

Es sei sehliesslich noch folgende allgemeine Bemerkung gest~tt~et: 
Wie der Fundamentalsatz der Algebra dutch seine geometrische 
Formulirung im Correspoadenzlorinci p zu einem der fruchtbars~en VV'erk- 
zeuge geometrischer Forschung wird~ so gewinnt jeder analyt~sche 
Suez, welcher einer ~hnliehen Umsetzung f~ihig is b dutch diese eine 
grosse Beweglichkeit in seiner Anwendb~rkeit. Die obigen Entwiek-  
lungen bilden ein neues Beispiel flit diese Thatsache, 

Wie in ~hnlicher. Weise das Abel 'sche k'heorem ausgenutzt werden 
kann~ denke ieh demnSchs~ zu zeigen. 

Le ipz ig ,  den 22. Juni 1881. 


