Ueber die Anwendung der elliptischen Functionen auf Probleme
“der Geometrie.

Von

A. Hurwirz in llildesheim.

L.
Bekanntlich ist die Gleichung
(1) [(Ais 4y) == 4,42 - 28,24, + G,
= A4+ 2Bk, + 0, =0,
wo A;, B;, C; ganze rationale Functionen zweiten Grades vom 4; be-
deuten, das allgemeine Integral der elliptischen Differentialgleichung:

@) S 1S L Y—

VB2>—A4,C, VB — 4,0,
Deutet man nun 4, und 4, als Parameter zweier rationalen einstufigen
Mannigfaltigkeiten B4, resp. M,, so stellt die Gleichung (1) die all-
gemeinste (2 — 2)-deutige Beziehung zwischen den Elementen dieser
Mannigfaltigkeiten dar.

Bs ist bekannt und durch eine leichte Rechnung ohne Woeiteres
wu veriliciren, dass die rationalen Invarianten der vier Hilemente von
M,, welche durch die Gleichung

B2 —4,0,=0
bestimmt werden, mit denen der vier Elemente von M,, devren Para-
meter die Wurzeln von

B2t —4,0,=0
sind, gleichen Werth hesitzen.

Diese zwei Mal vier Elemente sind f)ﬂ'enbar dijenigen ,,Doppel-
elemente’ von M, resp. M,, denen zwei zusammenfallende Flemente
in M, vesp. M, correspondiren.

Wir wollen uns nun irgend eine 2 — 2-deutige Beziehung zwischen
den Elementen von M, und M, gegeben denken. Dieselbe gepj jedoch

in dem Sinne allgemein, dass die vier Doppelelemente in M, wie in
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M, vier getrennte Elemente sind. Wegen der Gleichheit der Invarianten
konnen wir nun die Parametervertheilung auf M, und M, so treffen,

dass sowohl den vier Doppelelementen in I, wie auch denen in M
die Parameter 1

+ 17 —1, + -ilc—’ -
zufallen.

Dann wird aber die Gleichung (1), welche die 2 — 2-deutige Be-
ziehung davstellt, eine solche Form annehmen, dass dic aus ihr ab-
geleitote Differentialgleichung (2) folgende wird:

Ay — d iy

Gehen wir nunmehr von den Integralen zu den elliptisclien Fune-
tionen {iber, so erhalten wir den Fundamentalsalz:

1. ,,Sind zwei rationale cinstufige Mannigfaltigheiten (2— 2)~deutiy
alyebraisch auf cinander bezogen, so ist bei gecigneter Wahl der Para-
melerverthedung  dic  Dezichung so dargestellf, dass cinem Elemente
A, =snu™) der cinen Manwigfaltighcit dic Elemente

Ay ==sn(u + C) wund 1, =sn(u — Q)
der andern Mannigfaltigheit entsprechen.

Dabei bedentet C cine der Dezichung cigenthiimliche Constante, und
die Parametervertheilung ist so zu treffen, dass den Doppelelenenten in
der cinen wie wn der andern Manwnigfaltighedt die Parameter

1

+1, — L+, —
beigelegt werden.+
Umgekehrt:

2., Liisst man ecinem Klemente snw einer rationalen cinstufigen
Mannigfaltigheit die Elemente sn(u-+C) und sn(u—C) einer zweiten
solchen Mannigfaltigheit entsprechen, so ist dadurch eine 2 — 2 -deutiye
Deziclung zwischen den Elementen der Manwigfaltigheit festgesclet, deren
Doppelelemente in der cinen wie in der andercn Mannigfaltigheit dic

1 1 .
Parameter + 1, — 1, + -, — - besitzen.t

#) Ich gebrauche die Gudermaun’sche Abkiirzung von sin am «. —
Uebrigens habe ich nur um der Gewohnheit der Mathematiker zu folgen die
Jacobi’sche Function sinam u eingefiihrt. An ihre Stelle kann jede andere
zweiwerthige elliptische Funckion treten, entsprechend dem Umstande, dass die
elliptische Differentialgleichung in dic allgemeine kanonische Gestalt

iy _ iy —
Viti—a) (4 —b0) ly—0) (lh— &) V(is—a) le—0) (e —¢) (e — &)

gesetzt werden kann.
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In Bezug auf den letzten Satz ist jedoch zu bemerken, dass in
dem eimen Falle, wo die Constante C einer halben Periode von sn g
gleich ist, die 2 — 2-deutige Beziehung in cine projectivische Be-
ziehung zwischen den Mannigfaltigkeiten ausartet.

Ich fiige den Sitzen 1. und 2. noch einen dritten allgemeinen
Satz hinzu, der jedoch von geringerer Bedeutung ist.

Je vier Elemente a, b, ¢, d einer einstufigen rationalen Mannig-
faltigkeit bestimmen némlich drei quadratische Involutionen. Denn
vier Elemente konnen auf drei Arten in zwei Elementepaare angeordnet
werden (ab, cd; ac, bd; ad, b¢;), und durch zwei Elementepaare
ist eine quadratische Tnvolution eindeutig bestimmt.

Unser Satz lautet nun so:

3. ,,Sind zwei rationale einstufige Mannigfaltighciton M, wnd M,
2 — 2-deutig auf eimander bezogen, so bestimmen die vier Doppelelemente
von M, diesclben drei quadratischen Involutionen, wic die vier Lilemente
von. M, welche den Doppelelementen von M, enisprechen.*)

Dass dieser Satz richtig bleibt, wenn man in der Aussage M,
mit M, vertauscht, ist selbstverstindlich,

Zum Beweise bemerken wir, dass in der Darstellung durch ellip-
tische Functionen nach Satz 1. sowohl die Doppelelemente von M,
wie auch die von M, die Parameter

+1:sn(%%), ——1==sn(—«%—), —{—]t == sn —tii—{—% ,

erhalten. Daher haben die Elemente von M,, welche den Doppel-
elementen von M, entsprechen, gleichfalls nach Satz 1. die Parameter

i =sn(—%i‘-+0), l2=:sn(—<iz‘- ~C),
y=sn (2424 0), L=s(—L—2—0),

welche Werthe paarweise einander entgegengesetzt gleich sind. Also
liegen die Elementenpaare 4,, 4,5 4;, 4,; 41, — 1 und 4 715’ ._%_
harmonisch zu den Elementen 0 und oc.

Die tiberhaupt moglichen Weisen, wie man die Werthe - 1,

—_}:—,10— den Doppelelementen von M, und denen von M, als Parameter

*) Man kann dieses auch so ausdriicken:
,,Die beiden in Betracht gezogenen Elementenquadrupel vou M, be-
sitzen dresclbe Covariante sechster Ordnung.*
##) Die nach Jacobi mit 4K und 2¢K’ bezeichneten Perioden von snu
nennen wir @y und w, respective.
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zuweisen kann, liefern so, wie man leicht abziihlt, drei verschiedene
Anordnungen der acht in M, betrachteten Blemente zu vier Elemente-
paareu in Involution, womit dann unser Satz bewiesen ist.

Die Siitze 1. und 2. enthalten Alles, was aus der Theorie der
elliptischen Functionen, neben deren Periodicitit, in den Anwendungen
auf die geometrischen Schliessungsprobleme®) benutzt worden ist, und
ich lege besonderes Gewicht darauf, dass sie in der gegebenen geometri-
schen Formulirung ‘scharf das Gemeinsame bezeichnen in den Ueber-
legungen, die von der Theorie der elliptischen Functionen auns zu den
hierher gehorigen Theoremen hinfiihren.

Auch die elliptische Parametervertheilung auf Curven vom Ge-
schlechte 1 lisst sich auf unsern Satz 1. direct basiren. Bei der ebenen
Curve 3. Ordnung z B. braucht man nur die Parameter zweier Strahl-
biischel, deren Mittelpunkte auf der Curve liegen, als Coordinaten
einzufiibren,

Ohne auf alles dieses niiher einzugehen, sei es mir gestattet einige
neue Anwendungen dieser fruchtbaren Methode zu geben, wobei es
mir hauptsiichlich darauf ankommt zu zeigen, mit welcher Leichtigkeit
sich dieselbe in der oben aufgestellten geometrischen Formulirung fiir
geometrische Probleme verwerthen lfisst.

1L

Zur Abkiirzung der Ausdrucksweise will ich im Folgenden emnen
Punkt P ciner Roaumcurve 3% Ordnung cinen Tangentialpunkt ciner
Geraden G nennen, wenn dic durch P und G gchende Ebenc die Rawm-
curve in cinem von P verschiedenen Punkte berihrt.

Es ist klar, dass jede die Raumecutrve nicht treffende Gerade vier
Tangentialpunkte besitzt. Dagegen ist jeder beliebige Punkt der Raum-
curve Tangentialpunkt fiir jede beliebige Tangente der Curve. Es sci
nun eine Raumcurve 3'r Ordnung C, und eine dieselbe nicht treffende
Gerade (f; gegeben. Durch G, legen wir alle moglichen Ebenen.
Jede solche Ebene schneidet die ¢, in 3 DPunkten, und die
Gesammtheit dieser Punktetripel bildet offenbar auf der Curve eine
Involution 3tn Grades.

Lassen wir nun je zwei Punkte der Raumecurve einander ent-
sprechen, deren Verbindungsgerade (J, trifft, so dass also in jedem
Tripel der erwihnten Iuvolution je zwei DPunkte immer dem dritten

¥) In der That kommen ualle diese Probleme auf die Untersuchung von
2 — 2-deutigen DBesichungen =zwischen yationalen Mannigfaltigkeiten hinaus.
Siehe: Mathem. Annalen XV, pag. 8, wo digse Probleme auf ihren algebraischen
Kern zuriickgefiihrt sind.
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als entsprechende zugehoren, so ist damit eine 2 — 2-deutige Be-
zichung zwischen den Puukten der O, hergestellt.

Ertheilen wir den Doppelelemeuten dieser Beziehung, also den
Tangentialpunkten der Geraden G, die Parameter

1 1
"l"l; _1; +‘k'; I

so wird die 2 — 2-deutige Bezichung nach unserem Satze 1. der Art
sein, dass dem Punkte snu die Punkte su(w - ) und su(uw — C)
entsprechen. Die letateren Punkte sind aber dann auch zwei sich
entsprechende Punkte und es folgt daher:

»Die Constante C ist ein Periodendritttherl &

37
Punlten, die von einer durch die Gerade G, gelegten Ebene auf Cy aus-
geschwitten werden, die Parameter

sn o, sn(u—]— %), sn (u—{—?—%—)

so dass je dred

zukommen.

Den Tangentialpunkten 4,, 4,, 4,, A, der Geraden G ent-
sprechen dabei die Bertthrungspunkte B,, B,, B,, B, der die Gerade
G, treffenden Tangenten, jeder doppelt gezihlt, Unser allgemeiner
Satz 3. ergiebt daher, unter Beriicksichtigung einer bekannten Eigen-
schaft der Raumcurve 3. Ordnung, folgendes Theorem:

nDas aus den Tangentialpunkien einer Geraden als Ecken gebildete
Tetracder wnd das in gleicher Weise durch die Beriihrungspunkte der
Jene Gerade treffenden Tangenten bestimmie Tetraeder liegen so zu cin-
ander, dass jedes Paar von gegeniiberliegenden Kanten des einen Tetracders
mit je einem Paar gegeniiberliegender Komtew des anderen Tetraeders
4 Erzewgende eines Hyperboloides bilden.*

Die 9 incongruenten Periodendrittel vertheilen sich bei Ausschluss
des Periodendrittels O in vier Paare, wie

Q Q2 Q Q
ERIRA I S

Wir sahen, dass bei Zuweisung der Punkte
S0, sn(u—}—%), sn (u-{—?%f‘ ,

die durch diese Punktetripel gehenden Ebenen die Gerade G, ent-
halten.

Nach der Umkehrung unseres allgemeinen Satzes folgt nun:

wDie durch die Schaar der Punkietripel

sn sn(u—}——%i), sn(u—{—?%)
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bestimmtcen Ebenen gehen dwrth eine feste Gerade G, deren Tangential-

punkte die Pupkte + 1, + ;. sind. “

Also: °

wdeder Geraden G, sind in Bezug auf eine Rowmeurve 3t Ord-
g 3 andere Gerade G,, G, G, cindeutiy zugewiesen. Und ziwar
haben alle dicse Geraden dicselben Tangentmlpmzlte“

Man erkennt leicht die Richtigkeit der Umkehrung dieses Satzes:

»wSind die 4 Toangentialpunkte ciner Geraden in Bezug auf ecine
gegebene  Raumewrve 3t Ordnung gegeben, so ist die Gerade 4-deutly
bestimmt.®)  Den diberhaupt miglichen aaf” einer Raumecurve 3t Ordnung
liegenden Punktquadrupeln entsprechend, ordnen sich also die siimmt-
lichen Greraden des Rauwmes in Gruppen von je vieren.* —

Tine Kbene durch (+, schneidet die 03 in den Punkten

Q Q
sn e, Sn (u + -3(-1 , su (u -+ 2 —~§—)
Danu schueiden die durch (75 und diese 3 Punkte gelegten Ebenen
in den weiteren Punkten

(ot 1) ), aers oy %),
s:1(u—|—2—g~23§~), sn(w—]—~ —I—Z——E—), %11(%—{—2-—4—{—293),

Hier Ichrt der Augenschein, dass je 3 in cine HoriZontalreihe ge-
schricbene Punkte wieder mit G, in einer Ebene liegen, Folglich:
wlegt man durch cine der 4 Geraden, die zu denselben Tangential-
punkten gchiren, eine Ebene, verbindet die 3 Schnittpunkic dieser Ebene
mit der C, durch neue Ebenen mit irgend ciner andern der 4 Geraden,
so bestimmen diese neuen Ilbenen © weitere Schuittpunkite ouf der G,
die sich auf zwei durch die erstere Gerade gehenden Lbenen vertheilen.*
Betrachtet man jetzt die 9 Punkte

sn o, Sn(’“"“%&’)’ SB(M-{—QE?;«), p=1,2,3,4,

so erkennt man, dass sich der soeben ausgesprochene Satz in folgenden,
mehr sagenden, einschliessen ldsst:

y, A1 Bezug auf jedes durch cine Raumewrve 3% Ordnung bestimmites
Gemdenquach upel (G) gruppiren sich dic Punkie der Curve ihrerseits
zu je neun. Jede Ebene durch cine der Geraden von (@), welche einen
der neun Punkte enthdlt, geht zugleich durch zwei weitere dieser Dunlite,
der Awt, dass sich dic weun Punkte auf vier Weisen als Durchschwitts-
Z’)?M’l]ut(} der Cuwrve mit drca Elenen eines Ebenenbiischels auffassen lassen.”

#) Wir nehmen dabei stillschweigend an, dass die Pankte getrennt liegen
und die zu bestimmende Gerade keine Tangente der Raumcurve sein darf,
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Die Analogie dieses Satzes mit den -Grnppirungss&f;zen 'der peun
Wendepunkte einer ebenen Curve 3tr Ordnung ist in die Augen
springend. S

Als bemerkenswerth, wenn auch in den obigen Siitzen implicite
enthalten, ist noch folgender Satz anzufiihren:

wAus den 16 Deriibrungspunkten der die Geraden cines Geradere-
quadrupels treffenden Tangenten der Rawmcurve lassen sich 4 Trztrramli'»r*r
bilden, so dass dic Seitenflichen irgend eines dicser Tetracder der licifie
rach durch die 4 Geraden des Quadrupels Lindurchlaufen.«

1I.

Wir betrachten auf einer ebemen Curve 3ter Ordnung zwei Punkte
P und P’ und fassen diese als Mittelpunkte zweier Strahlbiischel auf.

Nennen wir zwei Strahlen, von denen der eine durch P, der
andere durch P’ liuft, dann ejnander entsprechend, wenn sic sich in
einem Punkte der Curve 3 Ordnung treffen, so haben wir damit eine
2 — 2.deutige Beziehung zwischen den Strahlbiischeln festgesctzt,
indem jedem Strahle aus P zwei Strahlen aus P’, und umgekehrt jedem
Strahle von P’ zwei Strahlen durch P zugehbren,

Die Doppelelemente dieser 2 — 2-deutigen Beziehung sind im
Strahlbuschel P die vier von P aus an die Curve gelegten Tangenten,
im Strahlbiischel £° die vier in gleicher Weise von P’ ausgehenden
Tangenten der Curve.

Nuch unsern an die Spitze dieser Arbeit gestellten S#tzen haben
diese zwei Tangentenquadrupel dasselbe Doppelverhiltniss, womit cin
bekannter Satz aus der Theorie der ebenen Curven 5. Ordnung anf’s
Neuwe bewiesen ist, Dag allgemeine Theorem 3. liefert, auf die Be-
ziehung zwischen den Bischeln P und P’ angewandt, folgenden Satz:

wlegt man von einem Punkte P ciner cbenen Curve 3 Ordnung
die vier Tangenten an diese und zicht von demselben Punlie aus die
vier Strahlen nach den Berihrungspunkten der vier Tangenlen, dic von
sinem gana belichigen andern Punhte der Curve ausgehen, so haben die
veiden durch P laufenden Straklenquadrupel dieselbe Covariante sechster
Ordnung, die acht sie constitusrenden Strahlen lassen sich also ayf” drel
Weisen su vier Strahblenpaaren i Involution anordnen.©
5 Dit.a.ser S:atz ergiebt sich {ibrigens auch unschwer aus bekannten
mtzen.uber die Hesse'sche Correspondenz anf der Curve 3ter Ordnung *).

Die von uns betrachtete 2 —2-Correspondenz zwischen den Strahl-
;ij.seheln L und P wird nun nach Satz 1. analytisch so darzustellen
em, dass dem Strahle sny vyop P die Strahlen su(u - O} und

#1 Siehe z. B, Behrster, Mathem, Annalen Bd, V, pag. 50.
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sn(u — €) von P’ entsprechen. Dabel sind die Strahlen durch die
ihnen zukommenden Parameter bezeichnet.

Verlangt man jetzt, dass der Curve 3 Ordnung ein Steiner’-
sches 2#n-Kck einbeschrieben werden kinne, dessen Seiten abweehselnd
durch P und P’ laofen, so sieht man, dass diesen Seiten als Strahlen
der Biischel P und P die Parameter zufallen: snwu, sn(w 4 O),
sn{u--2C) -+« sn{u-+ 2% — 1) C) und dass nothwendig der Strahl
vom Paramecter sn(u 4+ 2% C) mit dem Strahle sn « identisch sein,
also

C = 52 sein muss
T 2n ?

wo Q cine Periode von sn # bezeichnet.*)
Bei diesem Werthe von C ist es klar, dass

su(u -+ 2nC)=-snu

unabhiingig von dem Werthe von w, woraus der Satz der Steiner’-
schen Polygone folgt.

Folgender interessante Umstand scheint his jetzt dabei nicht
bemerkt zu sein:

wLvginet man em 2w dem Punkiepaar P, P gehvriges Steiner’ -
sches 2n- Eck zu einem vollstindigen 2n-Seit, indem man die n durch
P loufenden Seiten mit den n durch I’ laufenden Seiten zum Sechwitt
bringt, so liegen, falls n cine ungerade Zakl ist, imner n Fckpunkic
des 30 erhaltenen vollstindigen 2n-Seils auf cinem durch P und P’
gehenden  Kegelschnitt.  Ferner bleibt  dieser Kegelschwmitt devselbe fiir
alle unzdhlig viclen Steiner’ schen Polygone, die zu P und P gehiren,
auch liuft dersclbe durch vier von den 16 Punkien londurch, in dencn
dic vier von P an dic Curve 3ter Ordnung gehenden Tangenten von den
vier in gleicher Weise durch P’ laufenden getroffen werden.“

In der That sind, wie schon bemerkt,

smw, smlut2 2) mlu+4-2) am(ut-2m—1) 2
die Paramcter der » darch P laufenden Seiten des Polygons und

2

sn(u -+ —2-%—), sn(u 43 Sor) osn (u—}— @n—1) _)Qn)

die Parameter der # durch P’ laufenden Seiten. Ist nun # eine un-

*}) Die Werthe u, fiir welche
29 -} 2 (02 ‘21. (mod, w,, wy)

und also auch sn#=sn(u 4 2nC), licfern nur singuliive 25-Ecke der ve-
angten Art.
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gerade Zahl, so kommt unter den durch P’ laufenden Strahlen der
Strahl vom Parameter sn (u -+ %) vor, und allgemein findet sich zu

jedem der » Strahlen durch P je ein Strahl durch P, dessen Argu-

ment « -+ k- 'z& sich von dem Argumente des durch P gehenden
2n

Strahles um -+ ? , also um ecine halbe Periode unterscheidet. Nach dem

Ausnahmefalle des Satzes 2. sind daher die » Strahlen durch ]’_ pro-
Jectivisch zu den n Strahlen durch P’, woraus sofort die Richtigkeit
des ersten Theiles unseres Satzes erhellt.

Da die betrachtete Projectivitit dadurch hergestellt ist, dass dem

Strahle sn« aos P immer der Strahl sn (u -+ 522‘) aus P’ entspricht,

so ist klar, dass der im ersten Theil des Satzes genannte Kegelschnitt

ftir alle zu P und P’ gehdrige Steiner’ sche Polygone derselbe ist,

1
und dass den Strahlen 41, 4+ %— von P die Strahlen -1, - -

von P’, letztere in einer bestimmten Reihenfolge genommen, corre-
spondiven. Damit sind aueh die weiteren Theile unseres Satzes voll-
kommen erwiesen.

Ist n eine gerade Zahl = 2m, so folgt aus #hnlichen Griinden:

wDie 2m durch P laufenden Seiten eines zuw dem Punltepaare
P, P’ gehirigen Steimer’schen 4m-Feks lassen sich in m Stralden-
paare ciner quadratischen Involution awordnen. Diese Involution bleibt
dicselbe, welches der wnzihliq viclen zu P wnd D’ gehirigen Polygone
man auch auswihlen mag.*) Gleiches gilt von den durch P’ lavfenden
Seiten.

Der letzte Satz lisst sich auch ohne Schwierigkeit mit Hiilfe der
elliptischen Parametervertheilung auf der Curve 3ter Ordnung erhalten.
Dass sich ganz #hnliche Sitze fir Raumeurven 4l Orduung erster
Species mit derselben Leichtigkeit aus unsern allgemeinen Siitzen er-
geben, braucht kaum hervorgehoben zu werden.

Iv.

Ich wende mich zu andern Anwendungen der an die Spitze dieser
Abhandlung gestellten Sitze, werde mich jedoch dabei, da die Schliisse
der Art nach bei allen diesen Anwendungen dieselben sind, theils auf
kurze Andeutungen beschriinken, theils nur Resultate angeben.

Die Gesammtheit der Kreise, welche zwei feste Kreise beriihren, »er-
{allt — den beiden Aehnlichkeitspunkten der festen Kreise eutsprechend
— in zwel getrenute Schaaren. Irgend ein Kreis einer einzelnen

") Diese Involution ist eine derjenigen, von denen der Sats Pag. 62 handelt,
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dieser Schaaren wird von zwei Kreisen derselben Schaar beriihrt, und
jede einzelne dieser Schaaren schickt zwel ihrer Kreise durch einen
willkiirlich gegebenen Punkt,

Diese Angaben gentigen, um aus unseren allgemeinen S#tzen
einerseits die Richtigkeit der die Steiner’schen Kreisreihen betreffenden
Sitze zu erweisen, andererseits den folgenden Satz mit Leichtigkeit
herzuleiten:

Es seien zwei feste Kreise gegeben, von demen man sich den
einen M, innerhalb des anderen M, liegend denken moge. Ferner
sei ein dritter fester Kreis M, gegeben, dessen Peripherie ganz in
dem zwischen den ersten beiden Kreisen liegenden Raume verlaufen soll.#)

Wir betrachien nun die simmtlichen Kreise, welche in dem Raume
zwischen M, und M, liegend diese beiden Kreise beriihren — M, von
aussen, M, von innen — und wollen nun je zwei dieser beriihrenden
Kreise einander benachbart nennen, wenn einer ihrer beiden Schnitt-
punkte auf dem festen Kreise M, gelegen ist. Hiernach ist klar, dass
jeder Kreis zwei Nacbbarn besitzt, einen rechten und einen linken.

s Construiren wir nun von cnem der M, und M, beriihrenden
Kreise als erstem ausgehend eine Rethe von Kreisen, von denen jeder
spiitere der rechie Nachbar des wnmittelbar vorhergehenden ist, so sind
zwet T'ille moglich: Entweder die Reihe st commenswrabel, d. h. wir
kommen schlicsslich ew einem ntr Kreise, dessen vechter Nachbar wieder
der erste, Ausgungs- Kreis ist, oder dieser Umstand trifft niemals ein.
Welcher wvon beiden Fallen nun stattfindet, hingt nur von der gegew-
settigen Lage der drei Kveise M, M,, My ab, so dass dic Tieile immer
commensurabel ist, von welchem Kreise, als erstem, man auch ausgehen
may, wenn sie es cin einziges Mal st —

V.

indlich wollen wir noch eine Anwendung unserer Principien auf
ein Beispiel machen, das einen eigenthiimlichen von dem aller bis
jetzt bekannten Beispiele verschiedenen Charakter hat, und welches zu
den interessantesten Problemen Anlass bietet. Ich habe diese Unter-
suchungen jedoch noch nicht vollstindig erledigt und muss mich daher
auf wenige Bemerkungen beschrinken.

Die ebene Curve 4t Ordnung und 4! Classe hat bekanntlich
einen Doppelpunkt, zwei Riickkehrpunkte, eine Doppeltangente und
zwei Wendetangenten, Sie hat das Geschlecht Null und hingt von
einer wesentlichen, gegeniiber linearen Transformation unveréinderlichen
Constanten, ihrer absoluten Invariante, ab. Als diese absolute In-
variante kaun man z. B. das Doppelverhiiltniss der vier Parameter

#) Diese Lagenangaben sind nur der Anschaulichkeit wegen gemacht.

Mathematische Annalen. XIX, 5
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ansehen, die bei irgend einer auf der Curve festgelegten Pamm}eteru
vertheilong den beiden im Doppelpunkt vereinigten Punkten der Curve
und den beiden Rickkehrpunkten zufallen.

Lisst man nun zwei Punkte dieser Curve sich entsprechen, \.\.’01111
ihre Verbindungsgerade die Curve in einem dritten Punkte beriibrt,
0 hat man dadurch eine 2 — 2 Correspondenz zwischen den Punkten.
der Curve hergestellt. Bei geeigneter Vertheilung der Parameter aut
die Punkte der Curve werden dann dem Punkte vom Parameter sn u
die Punkte sn(x 4 C) und su(u — C) correspoudiren. Der Werth
der Constanten € und der Modul % von sn u werden dabei offenbar
Functionen der absoluten Invariante der Curve sein.

Verlangt man nun, dass cin eigentliches (nicht singuliires) n- Bk
existirt, welches der Curve gleichzeitiz ein- und umbeschrieben ?St,
d. h. dessen »n Hcken auf der Curve liegen, wihrend gleichzeitig sell}e
n Seiten Tangenten der Curve sind, so muss die Constante C ein
Perioden-n-Theil sein, und folglich giebt es unzihlig viele solche
n-Hcke, wenn es ein einziges giebt. Die Bedingung aber, dass C
der nt® Theil einer Periode sein soll , liefert fiir die absolute Invariante
der Curve eine algebraische Gleichung mit Zahlencoefficienten. Nach
alledem kinnen wir sagen:

»Die ebenen Curven 4ter Ordnung und 4t Classe theilen sich in
zwer Gruppen. In der einen Gruppe finden sich nur solche Curven, bel
denen keine n- Ecke existiren, welche der Curve augleich ein- und wum-
beschrichen sind.  Dagegen theilen sich die Curven der andern Gruppe
— den ganzen positiven Zahlen entsprechend — in unzihlig viele Classen.

iy jede Curve einer solchen Clusse giebt es unzilliy viele w- Iocle,
welche der Curve zugleich cin- wnd wmbeschrichen sind , und die abso-
tuten Invarianten der Curven derselben Classe sind dic. Wurzeln ciner
algebraischen Gleichung mit Zahlencoefficienten. «

VL

Es sei schliesslich noch folgende aligemeine Bemerkung gestattet :
Wie der Fundamentalsatz der Algebra durch seine geometrische
Formulirung im Correspondenzprincip zu einem der fruchtbarsten Werk-
zeuge geometrischer Forschung wird, so gewinnt jeder analytische
Satz, welcher einer #hnlichen Umsetaung fihig ist, durch diese eine
grosse Beweglichkeit in seiner Anwendbarkeit, Die obigen Entwick-
lungen bilden ein neues Beispiel fiir diese Thatsache,

Wie in &ihnlicher Weise das Abel’sche Theorem ausgenutzt w

! erden
kann, denke ich demnichst zu zéigen,

Leipzig, den 22. Juni 1881.



