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3. AuebreiEwng ekkt~omagmet&echer Wellen uber 
&em ebenem Ldter; 

vort E. WeyZ. 

3 1. Den Problem. 
Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im h u m ,  

der zur H m t e  von einem homogenen Dielektrikum, zur andern 
von einer homogenen Substanz endlicher Leiff ahigkeit erfnllt 
ist (eine Ebene sol1 die gemeinsame Qrenze beider Teile sein), 
ist von Sommerfe ld  in einer bekannten Arbeit untersucht 
worden.') Ich glaube aber, da8 die dort zur Diskusaion der 
Liisung eingeschlagene Methode dem Problem zu wenig an- 
gepaI3t ist, nnd machte daher im folgenden auf eine andere 
hinweisen, welche mir' auf natiirlicherem Wege zu durchsichti- 
geren und vollsttindigeren Resultaten zu fuhren acheint. 

Die Grundformel. Wir benutzen rechtwinklige Koordinaten 
xy z . Im Nullpunkt 0 befinde sich der Ursprung einer Kngel- 
welle. Eine aolche kann - in einem Halbraum wie z 0 - 
aufgefaBt werden als Superposition von lauter ebeneh Wellen 
verschiedener Richtung, wobei Richtungskegel der gleichen 
GroBe mit der gleichen Intensitkt zur Geltung kommen. Es 
gilt namlich im Gebiete t > 0 die folgende Formel 

- i k  ( a i  + BY !- u z )  do . (1) 

Darin ist k eine reelle positive Konstante, R ist die Entfernung 
des im oberen Halbraum gelegenen Punktes P = (zy z) vom 
Ursprung. ( a P y )  bezeichnet einen Pnnkt anf der Einheits- 
kugel, nach dem integriert wird, - es iet also, wenn 8, y 
die zur z-  Achse gehiirigen Polarkoordinaten sind, 

a = s i n 8 c o s c p ,  @=sin8sincp, y = c o s 8  - 

e - i k R  

no = -lTkx = L J e  2n 

1) a e r  die Auabreitung der Wellen in der drahtlown Telegraphie- 
Ann. d. Php. 28. S. 665-736. 1909. 
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und 
dw = sin 9. d 8  d v  

das Oberflkhenelement der Einheitskugel. Eh ist zu integrieren 
nach - y  von 0 bis Zn, nach 9. fiber den in der Fig. 1 breit 

ausgezogenen We& in der komplexen 8-Ebene; 
auf ihm durchlilnft sin9 die positiven Werta 
von 0 bis w, bleibt der schlieblich ins Positiv- 
Unendliche wachsende Realteil von i h COB 8 
durchweg 0. Diese Umstande verbiirgen 
die Konvergenz des Integrals im oberen Halb- 

/ raum. Man muS also nicht nur alle ebenen 
/ Wellen zusammenfassen, deren Fortpflanzungs- 

richtung (spy) mit der x-Achse einen Win- 
kel 8 zwischen 0 nnd 4 2  bildet, sondern 0 3 

Fig. 1. noch eine kontinuierliche Sene komplexer 
Neigungswinkel 9. hinznnehmen. 

Der Beweis fur (1) ist leicht erbracht. Wir ftihren Polar- 
koordinatsn I, w zur Aehse OP ein; d a m  wird das Integral 
anf der rechten Seite 

1 !] 
= ’1~ -. i k R e Q s ?  sin q d q  d y .  

2a 

Dbr Integrationebereich ist in den Variablen q, y zunhchst 
ein anderer (dnrch andere Ungleichungen zu beschreibender) 
als in deh Variablen 8, tp; nach dem Cauchyschen Integral- 
satz kiinnen wir ihn aber durch den gleichen emetzen: 00 daB 
jetzt wieder y von 0 bis Zz, 17 langs des oben gezeichneten 
Weges liiuft. Die Integration nach y vollziehend und 

iR R cosq = t 

als Integrstionsvariable an Stelle von 17 einfrihrend, erhdten 
wir dann 

, k f i  c -  i k l :  

- i k R  - i k  R oa - i k R  

m 

[ e - r ]  =-. ---Ie 1 - 7 d t  =5 -- 
i k R  

Sommerfeld benutzt zur Darstellung von no diejenige 
Formel, welche. a m  der unsrigen (1) hervorgeht, wenn die In- 
tegration nach ausgefiihrt wird.’) Aber gerade dadurch 

1) Vgl. indea seine Bemerknngen anf S. 733, insbesondere G1. (64). 
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wird die auf dem Cauchy schea 1nteg;ralsatz beruhende Frei- 
heit der Verlagerung des Integrationsbereichs von vornhereiri 
so eingeschriinkt, da6 eine natiirliche Diskussioa unm6glich 
wird. Man muI3 niimlich, um die Verhiiltnisae in einem Pun& P 
beqnem zu iiberblicken, Polarkoordinaten zur Aehse 0 P ein- 
ftihren, also auf der Einheitskugel um diese Achse und nicht 
urn die z-Achse herum integrieren. 

Die  Z w n g .  E n  im Punkte 0 in der Richtung der 
z- Achse schwingender Dipol sende ungedilmpfte Schwingnngen 
aus. Das homogene Medium habe die Dielektrizitiitskonstante E ,  

die Permeabilitiit 1, die Leitfiihigkeit 6. c sei die Licht- 
geschwindigkeit im Vakuum, v die Frequenz; t bedeutet die 
Zeit. Das Feld leitet sich aus einer Hertzschen Funktion 
e;v' .no her: dabei ist 

Wir nehmen jetzt an, der obere Halbranm z > O  sei von 
einem Dielektrikum erfiillt (c = 0, R reel1 nnd > 0); im unteren 
Halbranm z < 0 aber befinde sich eine Snbstanz endlicher Leit- 
fahigkeit. .Die auf sie bezuglichen GriiSen (z. B. A') sollen 
durch einen Akzent charakterisiert werden. Der Dipol befinde 
sich znnachst nicht im Nnllpunkt, sondern auf der z-Achse im 
A b s h d  d oberhalb des Nullpunktes. Die einfallende Welle 
leitet sich dann aua der soeben angegebenen Hertzschen 
Funktion her. Im oberen Halbraum bildet sich ad3erdem 
eine reflektierte Welle, im unteren eine gebrochene aus  OR 

der gleichen Frequenz v ;  auch sie entapringen aus ,je einer 
Her tz  schen Funktion 

Fiir das gesamte Feld im oberen Halbranm ist die Funktion 
n = no + 17,. maSgebend. Die Grenzbedingungen an der 
Trennungsebene z = 0 verlangen, da6 IT und -: stetig 
hindurchgehen : 

e i w t . ] l r ,  e ' v ' .  17'. 

1 an 
k- a -  

Wir zerlegen die Kngelwelle no in ebene: im Gebiete z < d, 
also insbesondere auf der "rennungwbene, gilt 
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Zn jeder der ebenen Partialwellen bestimmen wir die reflek- 
tierte und gebrochene; durch ihre Summation erhalten wir 
dann IZ, und nl. Aus der einfallenden Welle 

entsteht die reflektierte 

rind die gebrochene 

[f, und f ' sind unabhiingig von z y 21 . Die Grenzbedingungen 
liefern zunachst daa geometrische Brechungsgesetz 

h sin 9 = k'sin 9 '  ( ~ p  = cp') (2) 
und auf3erdem die Gleichungen 

( O S Z < 4  

(2 z 0) 

f '  @SO) 

e - i k b z  + BU + Y (a-t)) 

- i k  (az + By + Y (d  + 2)) . f, 
- ik'(a'z + @'y - y'z) - ik yd  

daraus 

k' 1st = n der komplexe Brechungsindex, so gilt also wegen (2) 
2n9y 

"'"7 + w+ (n' - 1) f '  = . 
Die Wurzel ist als eine stetige Funktion auf unserm Integations- 
wege so zu nehmen, daf3 sie fir unendlich groSes y gIeich 7 
wird. Im Gebiete z > d ist 

n = J - . J e - i k ( a l : + B ~ + Y : )  i e i k r d  + e - i t y d f , ) d w ,  
2 a  

Lassen wir  jetzt die Quelle auf die Trennnngsebene, in 
den 'Nullpunkt himinracken, also d gegen 0 konvergieren, so 
ergibt sich im Limes 

IZ wird aber jetzt im Nullpunkt nicht mehr so unendlich wie 
I7,: sondern wie 

2 ?&I -. 
(4)  n9 + 1 
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Denn es ist 
2 n* 

n* + 1 
f ' = - + einer Fnnktion f,, 

die fir y = 00 in zweiter Ordnung verachwindet Spaltet man 
entsprechend den Ausdruck (3) von li' in zwei Summanden, 
80 ist der erste = (41, der zweite aber bleibt im Nullpunkt 
endlich, da das Integral 

einen endlichen Wert besitzt. Wir wollen zu Jl einen der- 
artigen konstanten Faktor hinznfiigen, daD es im Nullpunkt 
wieder so unendlich wird wie no. Dsnn haben wir schlieBlich 

(5 )  

Wir schreiben noch L7 = li', - P. Die Untersuchung diesee 
Faktors P, dessen absoluter Betrag die durch Anwesenheit 
des Leiters bedingte Schwachung der Kugelwelle, dessen Azimut 
die Phasenverschiebung angib t, ist unsere Aufgabe ; im Ursprung 
ist P a  1. Wir beschriinken uns darauf, die Ausbreitung der 
Welle im Dielektrikum zu  verfolgen. 

2. Diskuaeion fir einen komplexen Breohungeindex von 

Ein beliebiger Punkt P im oberen Halbraum habe von 
der Trennungsebene den Abstand z ( >  0)) von der .z-Achae 
den Abstand r ,  vom Ursprung R; 0 P bilde mit der z-Achse 
den Winkel a0: 

miiDiger Gr89e. 

yo = COSi9, = - , sini)., = + . 
Wir setzen jetzt zur Vereinfachung k = 1, d. h. wir benutzen 
den 2nten Teil der Wellenlinge im Dielektriknm als Ma6- 
einheit fur alle vorkommenden Entfernungen. R sei (im Ver- 
gleich zur Wellenlange) eine gro6e Zahl. Indem wir Polar- 
koordinaten q, y zur Achse 0 P einfihren, wobei wir die Ebene 
durch z-Achse und 0 P als Nullmeridian benutzen, erhdten wir 

(7) n=' 2n S e - ' R e o 8 ~  - f sinqdqdtp.  
Annden der Physik. IV. Folge. 60. 32 
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Dabei ist in f = f ( y )  fiir y einzusetzen: 
(8) y = COB 9. = COB a0 COB q + sin a0 sin q cos I,O. 

Es ist nach q zu integrieren von 0 bis’2m, nach q am besten 
langs eines solchen Weges (er ist in Fig. 1 gestrichelt ein- 
getragen), der zuniichst vom Punkte q = 0 im Gebirge des 
Imaginarteils von cos q moglichst steil in die Tiefe fiihrt 
(1 - cos 7 rein imaginar).’) Die Integration nach 9 denken 
wir uns ausgefnhrt ; wir erhklten den Mittelwert 

an 

0 

und mi t  der neuen Integationsvariablen 
1 - C O S T  

i 
t =  

LU Stellt: von 71: 
OD 

(9) 
0 

Dieser Ausdruck laBt ohne weiteres erkennen, daB nur 
der erste Anfang des Intagrationsweges einen wesentlichen 
Reitrag zum Wert des Integrals leistet; es kommt also bei 
der Integration auf der Einheitskugel im wesentlichen nur die 
unmittelbare Umgebung ilea in der Richtung OP gelegenen 
Punktes in Betracht. In ereter Annaherung (wobei der be- 
gangene Fehler von der GroBenordnung l /R) ,  konnen wir f 
durch seinen Wert fiir t = 0, d. i. f (COB a0) ersetzen und er- 
halten 

In Entfernungen vom 3rreger, die grop sind gegeniiber der Wellen- 
lunge, Iianyt also Schracltung und Phasenverschiebung der Kuyel- 
welle nur ad von der Richtuwy OP,  rind zwar in der aus (61, 
(1 0) ersichtlichen Weise. Insbesondere ist zn bemerken, daB 
f (cos .To) verschwindet fiir a0 = m / 2 .  In erster Anniiherung 
wird demnach die lamp der trennenden Oberfliiche selbst fort- 
schreilende Erregung zu 0 abyeschwaeht. Der Grund dafur ist 

(10) P N f ’ ( C 0 s  a0). 

1) In seinem weiteren Verlauf mu8 er freilich von dieser PaBstraSe 
abfiihren, damit die Singularitaten von f vermieden werden. In 9 3 
kommen wir genauer ddrauf zuriick. 
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aus unserer Herleitung klar. Diejenigen in der Kugelwelle 
enthaltenen ebenen Wellen, welche unter Winkeln 9. von der 
Quelle ausgehen, welcbe nur wenig Rleiner als n/2 sind, werden 
fast vollstandig zerstart von solchen, die durch Reflexion a m  
Welien entstanden sind, deren Winkel 9. wenig yroper sind 
a18 4 2 .  

(1 0) ist das erste Glied einer asymptotiechen Entwicklung 
nach .Potemen von 1 / R .  Man sieht zunachst leicht, daS f 
eine Entwicklung nach ganzen positiven Potenzen von t in der 
Umgebung der Stelle t=  0 znlaBt. Man bilde dazu die Taylorrelhe 

Auf das einzelne Potenzglied 

wende man den binomischen Lehreatz an und integriere nach 
v: es bleiben nur diejenigen Gtlieder stehen, welcbe den zweiten 
Summanden in einer geraden Potenz enthalten, in denen 8180 

71 nur ale ganzzahlige Yotenz von 
sina 77 = (1 - cos 7j) (1 + cos 7) = it(2 - it)  

auftritt Das Integral von (y - yoyI nach 9 ist somit ein Poly- 

nom in t, in welchem thr2 oder t die niedrigste vorkommende 
Potenz ist, j e  nachdem h gerade oder ungerade. Das ersta 
Glied der Entwicklung 

(11) f = a ,  + 2  t + $ . ~ +  ... 
ist naturlich a. = f’(yo) = f ,  , das zweite 

(y - yo)” = [COB a0 (cos - 1) + sin a0 sin 71 COB y]h 

h+1 

Bus (9), (11) und 
m 

0ieSt die asymptotische Entwicklung 
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Die beiden ersten Glieder ergeben 
f ' (COE 4,) COB a,, - .j f"' (cos 8,) - sin* a. - .  

i R- (12) F - f ( C 0 8  a0) f 
In  der unmittelbaren Nachbarschaft der Trennungsebene 

wird neben dem ersten, das ftir a0 = 4 2  verschwindet, noch 
dies zweite zu berticksichtigen sein. Es ist dort von der 
gleichen GrBBenordnung (namlich 1/22) wie das erste, wo 
cos 8, = z / R  klein ist wie 1/R? wo also die Erhebung i fiber 
der Grenzflache der 1, d. i. der Wellenlange vergleichbar ist. 
Setzen wir 

so ist in diesem Bereich, wie (12) lehrt, 
c,z - ic, - 

R ill- 

(mit einem Fehler von der GroBenordnnng 1/R2). - Nirgendwo 
zeigt sich hier eine Andeutnng dafllr, daB es berechtigt ware, 
den Vorgang in eine ,,Raum"- und eine ,,Oberflachen"-Welle 
zu trennen. 

8 3. Die BingularMten dea Integranden. Zerlegung der Starung 
in Haupt- und Nebenwelle. 

Nun sind freilich die bisherigen Annahernngen brauchbar 
nur f& den Fall, da6 n eine mLBige Zahl ist. Wenn n groH 
ist, wird eine nene Untersuchung erforderlich. Mathematisch 
gesprochen, werden wir den Grenziibergang lim n = 00 zu voll- 
ziehen haben. Aus der Formel (5) geht hervor, daB dabei F 
gegen 1 konvergiert; doch ist die Konvergmz nicht gleich- 
mLBig in dem ganzen oberen Halbraum, sondern, wenn E irgend- 
eine positive Zahl ist, nur fiir 0 5 9 5 2 - E .  Was hier 
zu tun iibrig bleibt, illustriere ich durch daa bekannte ,,Gibbs- 
sche Phanomen" in der Theorie der Fourierschen Reihen. 
Entwickelt man diejenige Funktion s (z) , welche im Intervall 
von -n  bis 0 gleich - 1, im Intervall von 0 bis n gleich + 1 
ist, in  eine Fouriersche Beihe, so konvergiert die nte Par- 
tialsumme s,,(~) mit unbegrenzt wachsendem Index n gegen 
s(z); jedoch nicht gleichmtlBig in einem Intervall wie 

0 -  2 
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welches die Sprungstelle x = 0 einschlief3t. Dagegen gilt hier 
die folgende Ungleichung 

I sn(x) - Si(nz)/ - 1  (13) n 
in der Si den lntegralsinus 

Konst. 

bedeutet und Konst,. unabhlngig ist von n und Z. Sie gibt 
genauen AufschluS daruber, wie sich die Partialsummen sn (z) 
bei grof3em n in der Nahe der Sprungstelle verhalten; man 
sieht aus ihr insbesondere, da6 der jiihe Ubergang der Funk- 
tion s,,(~) vom Niveau -1 auf das Niveau +1 an der Stelle 
x = 0 vorbereitet und gefolgt wird von heftigen, dicht gedrangten 
Oszillationen. Wegen der mangelnden GleichmaBigkeit ist die 
Xiherungsforme1 s,, (x )  - s (z) unzulanglich; erst die gleichmiiflig 
gultige, im Sinne der Ungleichung (1 3) zu interpretierende 
s,(d - Si(nz) ist wirklich brauchbar. - Dae Analoge ist hier 
zu leisten: wir wollen P (das dem sm beim Qibbsschen Phib 
nomen entspricht) durch eine in ihrem Wertverlauf leicht 
iiherblickbare Funktion F* (analog zu Si (74.)) approximieren, 
so dab im ganzen oberen Halbraum und fur alle hinreichend 
grogen Werte des komplexen Brechungsindex n die Ungleichung 

Konst. 
IF- "*Ism 

besteht. Doch miissen wir zuniichet noch die Grundlage unserer 
Untersuchung verfestigen, indem wir die Lage der Singulari- 
tiiten unseres Integranden ermitteln, um die Verwendung des 
Cauc  h y schen Integralsatzee zu legitimieren. Wir behalten 
dabei den uns vorzugsweise interessierenden Fall einee na mit 
maBigem Real-, aber grof3em Imaginarteil im Auge. 

Zur Verwendung gelangt eine 9.-Ebene, in der sowohl die 
Werte von 9. wie von q zur Darstellung gebracht werden, 
neben einer y-Ebene zur Veranschaulichung der Werte von 
y = COB 9. und 6 = cos 9. Der in f ( y )  auftretende Radikand 
verschwindet f ir  y = f v m .  Wir tragen diese beiden 
Punkte in der y-Ebene ein samt der Geraden g durch den 
Nullpunkt, welche sie miteinander verbindet. g zerlegt die 
Ebene in zwei Hillften, eine rechte, welcher der Punkt y = 1 
angehijrt, und eine linke. In  der rechten HiLlfte ie9 f nicht 
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nur cine eindeutige Funktion, sondern auch iiberall regul&. 
Z W ~  kijnnte f dort unendlich werden, wo 

ist; von diesen beiden Zahlen f d& werde die in der 
linken Halfte gelegene mit a, die andere mit - a  bezeichnet. 

Fig. 2. Fig. 3. 

Es stellt sich nun aber ohne Nuhe heraus, da6 f bei der 
von uns zu wahlenden Bestimmnng des Vorzeichens der Wurzel 

(fm-1) - y im Unendlichen) 
in -a keinen Pol besitzt. Auf die rechte Hillfte der y-Ebene 
wird, wenn man die geradlinige Strecke von ‘0 bis 1 zur Be- 
grenzung hinzuftigt, der in der 8-Ebene gezeichnete krumm- 
linig begrenzte Parallelstreifen @ umkehrbar eindeutig ab- 
gebildet. Es ist in der 8-Ebene auSerdem diejenige Linie L 
gezeichnet, welche au5 der linken Begrenzung des Parallel- 
etreifens durch die Verschiebung n12 hervorgeht (aus der 
rechten durch die Verschiebung - 1) und ihr Bild I in der 
y-Ebene. Erstreckt man die Integration nach 71 in G1. (7) 
langs dieser Linie A, so ist dafiir gesorgt, da6 der aus (8) 
eich ergebende Wert von y ftir alle q des Integrationsweges, 
alle 6, des Intervalla 0 5 8, < und alle reellen q in der 
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rechten Halfts der y-Ebene liegt, woselbst die Funktion f (7)  
regular ist. In der Tat durchliluft y nach (8) bei gegebeuem 
7 und 9, diejenige geradlinige Strecke S,, welche die beiden 
Pnnkte COB (q - 19,) und cos (7 + 8,) miteinander verbindet. 
Unter den angegebenen Bedingungen liegen aber 71 - a,, und 
7 + 8, im Parallelstreifen 8, ihre Cosinusse daher innerhalb 
der rechten Hiilfte der y-Ebene, also auch ihre Verbindungs- 
strecke S?. 

Um jetzt die Gleichung (7) sicherzustellen, verfahren wir 
so. Zunachst ersetzen wir den Integrationeweg, welchen 8 in 
(5) durchlaufen sollte (Fig. l), durch L ;  das ist statthaft, sofern 
8, kleiner ist sls der Winkel, den die Gersde g in der y-Ebene 
mit der positiv-imaginiiren Halbachse einschlie6t. Dies setzen wir 
zunachst von Pvoraus. Nun vollziehen wir den Ubergang von 
der vertikalen zur Polachse 0 Y kontinuierlich (in ihrer gemein- 
samen Ebene), wobei der Neigungswinkel 1 der Polachse gegen 
die Vertikale die Werte von 0 bis 6, durchlaufen wird. h a  
driickt sich durch die Formeln aus: 

a! = COB 1. a' - sin I . y' , 
B = P ' ;  PS15I9,), y = sin1 a'+ c o s 1 .  y', 

I p'= sinq - c o s y ,  /I#= s i n q .  s i n y ,  y '=  cosq. 
Ich setze einen Augenblick 

und bilde 

indem bei festem I iiber denjenigen Bereich integriert wird, 
der entsteht, wenn y die Werte von 0 bis 2m,  q den Weg L 
dnrchlauft. Dieses Integral stimmt fur il = 0 mit (4, ftlr A =  9, 
mit (7) uberein. Wir zeigen in bekannter Weise, da6 die Ab- 
leitung jenes Integrals nach ?. verschwindet (Beweis des Cauchy-  
schen Integralsatzes durch stetige Variation des Weges). Die 
damit erwiesene Ubereinstimmung von (5) und (7) ist, da diese 
beiden Integrale regular-analytische Funktionen von x y z  im 
ganzen oberen Halbraum sind, nicht auf die Punkte P des 
bisher betrachteten Kegelraumes beschrinkt. 
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Fiir # als Funktion von a/? y gilt, da die Argumente be- 
stiindig die Relation 

erfiillen und somit 

ist: 

f%a + f 9 2  + ya = 1 

C X ~ C Z  + /?d@ + y d y  = 0 

d o  = Ua'clrt $- 0; dt9, (1 5)  
wo 

Man beachte, daB in dem ganzen nach (14) in Betracht kom- 
menden Gebiet der Einheitakugel @ regular (insbesondere auch 
y 2 0) ist. Bezeichnet 6 die Differentiation nach t .  so kommt 
wegen 8 3  = 0: 

Der ,zweite Teil geht durch partielle Integration uber in 

Hier ist der erste Summand = 0, weil d p / a q  fir q = 0 ver- 
schwindet; im Integranden des zweiten ist der in gescbweifte 
Klammern gesetzte Faktor 

und daher auf ( 3 r d  von (15): 

Also wird, wie behauptet, 6 J I 0. 
Nechdem dies nachgeholt ist, fahren wir in unserer Unter- 

suchung fort. Wir spalten die ungest6rte Welle ab, schreiben 
also 

P = 1 - J \ ,  q = + s , i x ( l - c )  645 

f ,=$Jf,dY von f i - f -1  

1 
Den Mittelwert 

bestimmen wir aber jetzt in anderer Weise sls vorhin. Wir 
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fiihren (bei festem 7) y an Stelle von t,o als Integrationsvariable 
ein; dann ist nach (8) 

d y s  - s in9 . , s inqs inydy,  
d 7  

i 1/ (7 - COB 4, COB VJ’ - (sin 8, Bin a)* 
dq, L- - .  _. . -_ ___ ___-. _- -. _- - _-__ -___ 

Der Radikand W ( y 8 )  ist eine symmetridche Funktian von y 
und 8 = cosq. Die Wurzel selber ist eindentig in der y-Ebene, 
wenn man diese in der oben eingefiihrten geradlinigen Strecke 
S7 aufschneidet; sie werde mit solchem Voneichen genommen, 
dab sie im Uneocllichen = y ist. Dann gilt also 

dnbej mu0 die Integration im positiven Sinn urn den Schnitt 
S, herum erstreckt werden. 

Wir zeichnen in der y-Ebene ferner (Fig. 2) die Ellipse E 
mit den Brennpunkten f 1 ,  welche durch die Winduagspunkte 
f fT-72 von f hindurchgebt. Sie wird durch die WkdUDgE- 
punkte in zwei Nalbellipsen zerlegt, von denen wir die h k e  
mit 4’ bezeichnen. I n  der langs E’ aufgeschnittenen y-Ebene 
ist f eindeutig und besitzt einen einzigen Pol 1. Ordnnng bei 
y = u mit dem Residuum d a / n a -  l e  Nach dem Cauchy- 
%hen Integralsatz kmm das htegral  (16) um 8, hernm ersetzt 
werden durch die negative Summe zweier Integale, deren 
eines sich urn den Pol a, deren anderes sich urn den Schnitt E’ 
hernm im positiven Sinne erstreckt. Dies ist zntreffend, weil 
das Integral lings einee unendlich gro6en Kreises urn den Null- 
punkt der y-Ebene Null ergibt (denn der Integrand verschwindet 
im Unendlichen wie 1 [ y 9 .  Das erate ist gleich dem Residuum 
des Integranden im Pol, also 

== -- n’ a - . - _- 1 .  
np- 1 VTiqG)’ 

das andere wird, wenn man das Integral am inneren Ufer von 
JT entlang mit dem Integral langs des a&ren Ufers vereinigt, 

Hier fasse man nun E‘ nicht mehr als Schnitt ad, s~ndern 
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die beiden vorkommenden Wurzeln 

als eindeutige Funktionen von y in der ganzen linken Halfte 
der y-Ebene (mit solchea Vorzeichen, daB sie im Unendlichen 
= y werden). Langs 3' wird in dem aus der Figur ersicht- 
lichen Pfeilsinn integriert. Entsprechend der Zerfallung von 
6 in zwei Summanden zerlegt sich auch Fl in zwei Teile 
F+ PI;*. Setzt man 

so ist 

('9) PI* = : p ( Y ) r ,  (Y)dY.  
E' 

Bei festem y = cos 19. erfallen die beiden Nullstellen des 
Polynoms 2. Grades W ( & y )  in C, falls -Yo das Interval1 von 
0 bis n / 2  durchlauft, eine Helbellipse E,, mit den Rrenn- 
punkten f 1, daa durch d h  Funktion cos entworfene Bild dar 
gradlinigen Verbindungsstrecke der beiden Punkte 9. - 2 
und 3 + n l 2  in der 8-Ebene. Solange y in der linken Halfte 
der y-Ebene liegt (links von g), trifft 2 den Ellipsenbogen E, 
nicht. W bleibt also, wahrend den Weg 1 durchlauft, von 
0 verschieden, und es ist in (17) derjenige mit stetig vari- 
ierende Wurzelwert zu nehmen, der fiir unendlich groBes in 
- ubergeht; denn wenn I!+,, = 0 ist, wird v~ = y - 1. - 
P nennen wir den Hauptteil der Storung, PI* die Nebenwelle; 
diese Zerlegung ist fur die Diskussion des Vorgangs bei groBen 
Werten des Brechungsindex n die natilrliche. 

8 4. Diskuseion im Fall0 eines groDen Brechungsindex. 
Es  ergibt sich namlich leicht, dZ6 PI* einer Ungleichung 

genUgt, wo Konst. nicht nur von n, sondern auch vom Orte (PI 
unabhangig ist. 

n = no (1 - ix) , (no, x positiv reell), 
Setzen wir in Ublicher Weise 
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so gilt dies wenigstens, solange der Absorptionskoeffizien t x 
(der stets (1 ist) oberhalb einer festen positiven GIrenze liegt. 
Praktisch wichtig ist vor allem der Fall, wo x nahezu = 1 ist. 

Mit y liegen auch alle 
Punkte von X7 auf E, und zwar erfullen die zu den verschie- 
denen y auf E' gehBrigen E7 die ganze Ellipse E mit Bus- 
nahme des einen Punktes n ;  dies ist das Tor, dLrch welches 
der Weg 2 hindurchfuhrt. Da n auf E liegt, ist der ktirzeste 
Abstand des Brennpunktes 1 von E 

Znniichst ist a[y) abzuschatzen. 

I l + n l + I l - - n l  - 1 .  
P =  2 

In (17) kann I durch einen (von y abhangigen) Weg I' ersetzt 
werden, der den Punkt 1 der E-Ebene ohne Uberschreitung 
von Ev mit dem Unendlichen der unteren Halbebene 

verbindet. Wir suchen ihn so einzurichten, da6 sich aus dem 
Prinzip ,,absoluter Betrag des Integrals 5 Integral des abso- 
luten Betrages" eine moglichst gate Abschiitzung von ergibt. 
Wir mlissen also dafiir sorgen, da6 I' dem Bogen By moglichst 
fern bleibt, andererseits aber der negative Imaginarteil der 
Richtungszahl - langs I' miiglichst groS. Beiden sich 
widereinander richtenden Forderungen geniigen wir durch die 
folgende einfache Wahl in einer Weise, die dem Optimum. 
leidlich nahe kommt: Die geradlinigen Strahlen, welche 1 mit 
Punkten von Ey verbinden, lassen in der unteren Halbebene 
einen Winkelraum frei, dessen einer Schenkel die positive 
oder negative reelle Halbachse ist; wir wahlen fur I' den 
mittleren Strahl dieses Winkelraums. 1st p sein Offnungs- 
winkel und bezeichnet x einen Augenblick den Imaginarteil 
von 1 - 6 ,  so gilt 

d 5  
Id61 

1 e i n ( 1 - 0  dE I = ~ e - R ~ d l  = - .  
12 sin E 

1' SI I f  2 
* P  sin - 

2 

Der absolute Betrag yon iY ist das Produkt der Abstiinde des 
Punktes von zwei Punkten auf E,. . Da der ktirzeste, Abshnd 
zwischen E7 und I' aber offenbar z p  sin $ ist, bekommen wir 
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1 
G(Y) I 5 

R p sins E 
2 

Variiert y auf E ,  so nimmt y seinen kleinsten Wert an, wenn 
y mit dem in Fig. 3 als - 1/1 - n2 bezeichneten Endpunkt 
von IT zusammenfallt; - p  ist dann gleich dem zwischen 

-- und 0 gelegenen Azimut von 71 - 1 ,  tg p 7 X .  Unter 
der Voraussetzung, da0 x oberhalb einer festen positiven Grenze 
liegt,, bleibt also auch sinz$ auf ganz E’ oberhalb einer sol- 

chen Grenze, und aus (19), dem Umstande, da6 auf E’ 

7I 

2 

IsL uull E’ eine Ling0 vou der GroBenordnung p oder j n ! be- 
sitzt, erhalt man jetzt die gewiinschte Abschatzung (20). Eine 
einigerma6en sorgfaltige Durchfiihrung derselben la0t erkennen, 
da0 in ihr als Konst. die Zahl 4 /nx  zur Verwendung kommen 
da r t  So xeigt sich, da0 fur grope 74 die Nebenureile vollstandig 
zu veraaclilassigm und der Hauptteil der .Storung, P*, allein zu 
beriickqichtig& ist, 

Drt die Halbellipse E, ganz dem Gebiet < 1 der 
E-Ebene angehiirt, kann in Q(n) an Stelle des Integrations- 
weges 1 die von 1 ausgehende Psrallele zur negativ-imaginaren 
Achse treten. a iet  eine kleine Zahl; unter a! verstehe ich 
denjenigen in der Nilhe von EC = 0 gelegenen Winkel, fur 
welchen a = sin Q ist. Es gilt 

W ( t  a )  = (6 - sin EC coe 
( R  

- (COB a sin-8Ja 

- R P -  

- L sin a - r COB a) (R 6 - x sin a + r COB a) = ._ - 

z (T + 2ir cos a) , - 
R= 

_ -  
wenn 

gesetzt ist. Der Wert dieees Ausdrucks f i r  6 = 1 werde mit 
w bezeichnet : 

In 

t = i ( R 6  - z sin u r cos u) 

w = i(R - r COB a - z sin a). 

f W =  Rl/7(7 + 2 i r  cos ct) 
i ___-___ 
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iet die Wurzel so zu nehmen, daB sie im Unendlichen = t 
wird. Wir bekommen also 

der Integrationsweg verliiuft parallel der positiven reellen 
Achse. Die zu Beginn des 6 3 gestellte Aufgabe ist damit 
gelost. 

Die zum Gib  bsschen Phanomen analoge Emcheinnng tritt 
dort auf, wo r gro6 ist von der gleichen Ordnung wie na, z 
aber von der gleichen oder kleirerer QrtiBenordnung wie la. 

Wir laesen also den Brechungsiiidex n so iiber alle Grenzen 
wachsen, daS dabei seine Richtungszahl n/ In I gegen einen be- 
atimmten Wert 1 / ~  strebt; I = e i d ,  0 < a s T .  Gleichzeitig 
sollen r und z so variieren, daB r / ln ls  und z/ lnl  gegen end- 
liche Grenzwerte i, > 0 und z1 gehen. 

n 

Dann ist 

1 xp 2% 2 2  

[f + 2 r  n r  w - i [ r ( 1  - cos a) - z sin + - -1 - + --I 
i - (f + z ) z -  

w konvergiert also gegen 
i 

2 TI 
M = -- (rl L + zJ2. 

Im Nenner des Integrals (21) ist r neben 2ir cos u zu ver- 
nachlassigen; und es ergibt sich im Limes 

(23) 

wo 

(24) 

gesetzt und w aus (22) zu entnehmen ist. w lie& im zweiten 
Quadranten der komplexen Ebene, sein Azimut w liegt zwischen 

n 
-- urid + 26, 
2 
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das Azimut 0 1 2  von v i  zwischen 
n n 
- und + 6 .  
4 

Die Funktion Er hangt fur reelle positive Argumentwerte eng 
mit dem Fehlerjntegral, fur rein imaginare mit den F r e s n e l -  
schen Integralen zusammen. ‘ Es gilt die Potenzentwicklung 

m 

denn in 
ID 

’ ew-’ d z Er(w) = T/&. ew - 7/2UJ- - ---- 
0 fi 

ist der Subtrahend, wenn w w  = z als Integrationsvariable 
eingefiihrt wird , 

Nimmt man jedoch in p4) T - w als Integrationsvariable t, 
so ergibt sich 

und darans gewinnt man durch Entwicklung von 

nach Potenzen von z die asymptotische Dtirstellung 
m 

n=O 

insbesondere als erste Annaherung Er(w) - 1. Sie ist giiltig, 
solange das Azimut w/2 von 1/;;; zwischen Grenzen liegt, die 

< w < ?? beschriebenen Be- sich innerhalb des durch - - 
reichs befinden. Urn zu beurteilen, in welchem Gebiet der 
r,z,-Ebene w grob ist, zeichnen wir die Kurven I w J  = coust. 
Benutzen wir ein schiefwinkliges Koordinatensystem mit dem 
Offnungswinkel 6 und gleichen Mabeinheiten auf den Achsen 

372 

2 2 
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(Fig. 4), so erscheinen diese Kurven als Kreise, welche 
zi-Achse im Nullpunkt beriihren. 

die 

Fig. 4. 

Die anechauliche Diskussion des durch die Formeln (22), 
(23), (21) i n  einfacher und vollstandiger Weise beschriebenen 
Phanomens bereitet jetzt keine Schwierigkeiten mehr. Fl be- 
wirkt eine Abbildung des positiven Quadranten der rlzl-Ebene 
auf eine komplexe F,-Ebene. Beschreibt man in jener die 
Berandung des positiven Quadranten, niimlich 1. die rl-Achsq 

I pZ-1 

0 '  1 

Fig. 5. 

von 0 bis + 00,  2. einen Viertelkreis nm den Nnllpnnkt von 
unendlich gro6em Radius im positiven Sinne, und 3. die 
zl-Achse vom Unendlichen zuriick zum Nullpunkt, so durch- 
lauft Fl in der F,-Ebene 1. den oberen, in Fig. 5 mit I be- 
zeichneten Bogen, 2. den Kreisbogen 11: 

1 

x , '  1 + -  
* l b  

9 Fl = 

und 3. ist liings der ganzen 2,-Achse Fl = 0. Alle Werte 
von P! liegen in dem von I und I1 begrenzten schraffierten 
Bereich. Die Figur entspricht dem Falle 6 = +. 
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In der Gleichung P = 1 - .Pl wird man den ersten Sum- 
manden 1 als Raurnwelle, den zweiten - El aber als O h -  
flachenwelle bezeichnen dtirfen ; denn Fl konvergiert j a  mit 
wachsendem n gleichmaf3ig gegen 0 in jedem Kreiskegel um 
die positive z-Achse, dessen Offnnngswinkel < ~t is& Diese 
Zerlegung ist mit der Sommerfeldschen, deren sachliche 
Berechtigung ich bezweifle, nicht identisch. Im tibrigen ver- 
gleiche man unsere Formel (23) fur Fl mit 01. (47), (55) a. a. 0. 

In einer Ztiricher Dissertation wird die im voratehenden 
geschilderte Methode auch auf das opfische Problem der Re- 
flexion und Brechung einer Kugelwelle sngewendet werden ; 
die dabei gewonnenen Resultate sind von einer gewissen Be- 
deutung fur das Verstandnis der vie1 diskntierten totalen Re- 
flexion. 

(Eingegangen 8. Angnst 1919.) 

Druck von Metzger & Wlttig in Leipdg. 


