
l icerche sul la  variet  c u b i c a  g e n e r a l e  
de l lo  spazio  a quat tro  d i m e n s i o n i  e 
sopra  i suoi  spazi  p l u r i t a n g e n t i .  

( D i  Glso F.~s% a Tor ino . )  

I n  questa Memoria vengono tratiate alcune questioni di carattere pro- 
iettlvo riguardanti la varietY, cubica generale (priva di punti doppi) dello 
spazio a quattro dimensioni. Fra altro, vengono completamente determinati 
gli spazi che sono tangenti a questa ~,ariet~ in 2 , 3  o 4 punti diversi, nonch~ 
]e proprietk e i caratteri di alcuni enti a cui quegli spazi danno luogo. Un 
procedimento per la eostruzione degli spazi pluritangenti di questa stessa yariet~. 

stato dato parecchi anni or sono dal sig. EI~RIQUES (*), il quale ne ha anche 
dedotta la valutazione di alcuni dei caratteri sopra accennati; lo stesso pro- 
cedimento~ insieme con altri i trova pure app]icazione in questa Memoria~ ma 
quei caratteri risultano ora modificati (si vegga in proposito quanto b detto 
in una nora al n. ° 8). E, in conseguenza, risultano pure modificati alcuni 
caratteri delle varieff~ cubiche e loro Hessiane~ the si trovano nelt'uttima 
parte di un lavoro, di poco posieriore~ del sig. AscmnE (**). 

1. Sia V 3 (o brevemente V) una varietk cubiea a tre dimensioni dello 
spazio $4~ priva di punti doppi. Ogni punto di questo spnzio avrk rispetto 
ad essa una certa quadrica polare; e tutte queste quadriehe formeranno un 
sistema lineare ~ 7  privo di punt i basi. Yi sark in partieolare una triplice 
infinith di punti ie cui quadriche polari hanno un punto doppio~ ciob sono 

(*) Sagll spazi pluritangentl delle varietd cztbiche generati appartenenli allo spazio 
a quattro dimensioni (Giorn. di matem., vol. 31 (1893); p. 31-35). 

("-"*) Sulla Ilessiana di una varietc'~ hello spazio a q~,tattro dimensio,d (ibid., p. ~10-1 ~). 
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cont. Il luogo di questi punti g la varieth Hessiaua di V, la quale g del 
5. ° ordine~ ed~ anehe in part tempo lit iuogo dei vertici di quei toni quadrici. 
Anzi - -  analogamente a quanto avviene ne] piano e ne]lo spazio ordinario (*) 
- -  se la quad,'ica polare di un punto X gun con() di vertice Y, a sua volta Y 
avdt per quadrica polare un cono di vertiee X; i due punti X e Y si di- 
ranno allora , punti eorrispondenti ~, della varieth IIessiana, e saranno re- 
ciproci rispetto a tutte le quadriche del sistema po]are (e ~-iceversa). 

La  variefft Hessiana di V ha una curva doppia di ordine 20 k**), tuogo 
dei punti le cut quadriche polari sono cent di 2. a specie. Ciascuno di questi 
punti h~, sulla tIessiana, infiniti corrisponden/i : tutti quelli della retta asse 
del suo cono polare; ed g pereib vertice di tutto un fascio di coni del si- 
stema polare. 

La variefft ttessiana incontra V secondo una superficie del 15. ° ordine, 
the si pub chiamare la , superficie parabolica ,, di IT. Gli  spazi $3 tangenti 
a V nei punti di questa superficie hanno la proprieth caratteristica di incon- 
trare V secondo superficie cubiche con punt0 doppio biplanare; e gli spazi 
tangenti a V nei 2 0 . 3 = 6 0  punt! comuni a questa variet~ e alla eurva 
doppia della varietk Hessiana ineontrano V secondo superfieie con punto 
doppio uniplanare. 

LA varieth V ~ di classe 24, ossia per un piano generico passano 24 
spazi ad essa tangenti. I punti di contatto di questi spazi sono le interse- 
zioni di V cotla curva di 8. ° ordine che ~ base della fete formata dalle qua- 
driche polari dei punt! del piano considerato. 

Non insistiamo ulteriormente sopra queste proprietg, perch~ esse p0ssono 
riguardarsi come generalmente note. E ei riserviamo pure di considerare in 
segui~0 come note, quando oecorra farne uso, tutte le propriet~ fondamentali 
della polarith rispetto alla varieth V. 

2. Una retta generica di $4 ~ contenuta in una semplice infinit~ di 
quadriche del sistema polare determinato da I~ formanti un faseio. ¥ i  sono 

(~:i) C]~'r. ad es,, SAL~ON-FIEDLER, Analytische Theorie der h6hel°en ebenen Curven, 

p. 193-94; e: Anabjtische Geometrie des Raumes, I[, p. 377-78. 
(*'~) Questa curva si rappresenta analiticamente scrivendo the il determinante Hes- 

siano di V, che ~ simmetrico del 5. o ordine, ha la caratteristica tre; e di qui Segue ap.- 
punto la determinazione dell'ordine della curva stessa. Per la formola generale appiicabile 
a questo caso v. C. SEGRE: GIi o/dini clelle varietd the annullano i determi~anti dei vari 
gradi estratti da una matrice (Rend. Lineei (5), IX, 1900). 
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perb delte-rette pariicolari~ ciascuna delle quali appartiene a un' intera rete 
di queste quadriehe; ad esse daremo il home di rette , speciali ,  (~). Sopra 
una retta speciale le ~ quadriche del sistema polare segheranno soltanto 
una semplice infinith~ ".~ale a dire un'involuzione di coppie di punti; e cia- 
seuna di queste coppie farh parte di un gruppo G,6 di 16 punti, base di un 
sistema lineare ~8 di quadriche contenuto nel sistema polare eomplessivo o¢'. 
Viceversa~ ogni tetra ta quale congiunga due punti di un tale gruppo G~ im- 
porr~ una sola condizione ulteriore a una delle c~  quadriche passanti per 
questo G,~ la quale debba contenerla per intero; essa apparterr~ percib a una 
doppia infinith di queste quadriche - -  sar~t dunque una retta , speciale,  - -  e 
conterrb.~ oltre a quella prima coppia di punti~ anche c~ ~ altre coppie analoghe, 
appartenenti a altrettanti diversi gruppi G,6. E poich~ ogni punto di S, ap- 
partiene a uno e un solo gruppo G,6~ cos'l per quel punto passeranno preei- 
samente 15 rette speciali (quelle che lo congiungono ai rimanenti punti del 
medesimo gruppo G,6); e te rette speciali di tutto lo spazio S, saranno in nu- 
mero di c~ 3. 

Le ~2 quadriehe del sistema po]are che passano per una retta speciale 
avranno a comun% o]tre questa retta~ una eurva di 7. ° ordine e genere 3 
avente tale retta per trisecante. Quesia curva la chiameremo brevemente la 

C~ res idua ,  di quella retta. 
:Nello spazio $4 (anzi in ogni spazi0 l ineare) le  retie contenute helle ~ 

quadriehe di una rete formano un eomplesso cubico (**). Infatti per ogni 
punto dello spazio passano ~ quadriche della rete, formanti un fascio; le 
rette contenute in queste c ~  quadrlche sono le corde della variefft ?' base 
del fascio; e, fra queste rette~ quelle che eseono dal punto considerato sa- 
ranno le generatrie! (]el cono cubico che da questo medeslmo punto pro- 
tetra la ~4. __ Ora nel sistema polare oc 4 determinato dalla nostra variet~ 
eubica V sono contenute c~ ~ reti di quadriche~ le quali individuano altrettanfi 
complessi cubiei di retie; e si vede immediatamenie che il sislema ~3 delle 
relte speciali ~ l'intersezione com[,lela di questi o~ complessi cubici (***). 

(~) ENIC.IQUES, 1. C. p. 32. 
(*~') Ossia una variet£ rappreseniata  da ua'uniea equazione di 3. o gr~do tea le ordi- 

narie coordinate di retta rlk = (xiyh). 
(~:'~*) Qualunque sistema lineare ~4  di quadriche dello spazio S~ (:~nche se non 6 pro. 

cisamente il sistema delle quadriche polari rispetto a ua~ variet£ eubica) di~ eguatmente 
origine a un sistem~ ~ di rette (( speeiali )), contenuto in c~" eomplessi cubici. It sistem~ 

A n~ati di Matematica~ Serie III, toma X. 34 
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Gli spazi $3 pe]ari dei punti di una tetra speclale (rispetto alla varieth V)  
formano un fasci% avendo a comune l'intero piano luogo dei punti le cui 
quadriche polari passano per quella tetra; e ogni 83 di questo fascio ~ spazio 
polare di due punti di quella tetra. (Invece gli $3 polari dei punti di una 
retta generica hanno a comune soltanto una retta~ e invi]uppano un cono 
quadrico di 2. ~ specie avente quest'ul{ima tetra per asse). 

3. I diversi gruppi G~ eonsiderati al n. ° prec. formano hello spazio S, 
un'involuzione I,~; e eiascuno di essi si compone dei poli di un medesimo 
spazio 83. Quando fra questi ]6 poll di uno spazio ~'~ due (almeno) eoinci- 
dono in un punto P, it sistema tineare e~ ~ formato dalle quadriche polari 
dei punti di questo $3, per il quale quel G~6 ~ gruppo base, avrh in P (al- 
meno) una tangente fissa; e allora~ imponendo come tangenti in P tre altre 
rette arbitrarie uscenti da questo punt% si vede the vi sara. net detto si- 
sterna oo ~ una quadrica avente in P u n  punto doppio, vale a dire un cono 
di vertice P :  sarh dunque P un punto della variefft Hessiana di V (e vi- 
eeversa). 

Ora sopra ogni tetra s~eciale r vi ~ un'invohJzione di eoppie di punti 
contenute rispett, in altretf~nti gruppi G~.  Percio ciascuno dei due punti 
doppi M~ N di questa involuzione coincidedt con uno dei 15 suoi coniugati 
nella /,s (e le ¢~s quadriche del sisiema polare che passano per questo punto 
saranno tutte ivi tangenti alla retta r ) :  sicch5 i due punti M e N sta- 
ranno sulta variet~ I-Iessiana di V. :E anzi~ poich~ questi due punti sono evi- 
dentcmente reciproci rispetto a tutte le quadriche del sistema polar% essi 
saranno altres] , punti eorrisp0ndenti,  della ]Iessiana (n. ° 1). ~ Le rima- 
henri tre intersezioni di r colla variet~ Hessiana (ehe ~ del 5. ° ordine) sa- 
ranno i tre punti comuni a r stessa e alla sua C~ residua : poich~ in ognuno 
di questi punti le c~ ~ quadriche del sistema polare passanti per r :  e quindi 
anche per la C]~ hanno un piano tangente fisso (il piano determinato da r 
e dalla tangente alia C~)~ e percib tutte le e¢ 3 quadriche del sistema polare 
che passano per  quet punto vi avranno ancora una tangente fissa. 

an~logo (002) di rette nello spazio ordinario (di ordine 7 e elasse 3) 6 stato s~udia~o dal 
Sig. R~YE (Geometcie der La#e, 3 to Aufl., IIt, p. 140 e seg.), e fu ineontrato anehe da me 
in attre rieerche (Nuove ~,ieerehe sulle congruenze di rette del 3. ° ordine prive di linea 
singohtre, ~Iem. Ace. Torino, see. [I, t. L, 1901; § 14). 
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Le citzque intersezioni di una retta speciale colla varlet& Hessiaua di V 
sono i due punti doppi dell'involuzione segata sopra questa tetra dal sistema 
polare di quadriche~ e le tre intersezioui della medesima retla colla sua C 7 3 

residua. 
Questi cinque punii sono in generale distinti. E la retfa r sarh. tangente 

alia variet~ Hessiana in uno dei due punti M~ N sopra considerati soltanto 
quando la sua C~ residua passa per questo punto. Ci conviene perb di i:tare 
a questa condizione una forma diversa. 

4. Per una propriet~ nota delle curve plane e superficie del terzo o f  
dine (*)~ la quale si esiende immediaiamente alle variet~ cubiche di uno spazio 
qualsiasi~ due punti corrispondenti della Hessia~a di una voriefft cubica V 
sono sempre tali che lo spazio tangente al/a Hessiana medesima in u~w di 
essi ~ polare dell'altro rispetto alia variet~t V. 0ra~ so la retia speeiale r 
considerata al n. ° prec. ~ tangentc alia Hessiana p. e. nel punto M, essa dovrh 
stare nello spazio tangente alia Hessiana in questo medesimo punto~ il quale 
non b altro che 1o spazio polare di N rispetto a V ;  questo spazio passer~:L 
allora anche per il [)unto N~ e questo [)unto starh percib sulla varietb~ cu- 
bica V (e viceversa). La quadrica polare di N, che b uu cono di vertice M, 
dovrh allora passare per N~ ossia avdt come generatriee la retta r ~  M N ;  
e questa retta sal'h percib una tangente tripunta di V nel punto N. 

Una tetra speciale , ' ~  M N ~ htngenle alla varieth I:[essia~a in uno dei 
due punti M, N sempre e solo qua~do l'ultro di questi due punti sta sulla 
varietlt V. La retla r ~ allora tangente tripunta di V in questo seco~zdo 
punto. 

Pih particolarmente~ perch~ la retta speciale r ~ M N  sia bitangente 
della Hessiana (nei due punti M~ N) sarb~ necessario e sufficiente ch'essa sia 
in entrambi questi punti tangente tripunta (almeno) della V; e cib avviene 
soltanto quando essa b contenuta in quest'ultima varieth. 

Le (sole) retie s_peciali contenute nella varieth V sono bifangenti della 
variet~ Hessiana ; e la toccano precisamente nei pu~ti doppi delle involu- 
zioni segate su di esse dalle quadriche del sistema polare (**). 

(~') SALSION-FIEDLER , Op. cir.,; V. rispeft, p. 19~ e p. 378. 
(**) Questa proprieth 6 t'hnmedi,~a estensione di q~lel|~ the riguarda il comporta- 

meato delie rette conteaute ia un~ superficie cubica rispetto alia linea p~rabolica di questa 
superficie (S.~L~o~-F1EDL~R, op. cir., p. 399). 
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SPAZI BITANGENTI. 

5. Quando una retia speci~le ~ contenuta nella variet~ V, Io spazio S~ 
polare di un suo punto qualunque e che 5 pure polare di un secondo punto 
delia stessa retta (coniugato del primo nell'involuzione I,G) sarh tangenie a V 
in entrambi questi punti; sar~t dunque uno spazio bitangente. E viceversa, se 
l ava r i e th  V ~ toccata da uno spazio $3 in d u e  diversi punti A e A ~, anzi- 
tutto la retta A A' sar~ una retta speciale, perch~ congiunge due fi'a i 16 
poll di que]lo spazio; e essa apparterrh altresl alla varieth V, essendo tan- 
genie a questa in entrambi quei punt]. G l ioc  ~ spazi tangenti a V net punti 
di una tale ret~a p saranno tutti spazi bitangenti~ col secondo punto di con- 
tatto sopra questa stessa re t ia ;  essi formeranno un fascio (n. ° 2)~ e avranno 
a eomune un piano r, che dovr~ passare per _p e sar'~ tangenie a V in 
ogni punto di questa retta. Questo piano incontrerb. K secondo la retta p 
contata due volte, pih una retia ulteriore (the si potrh ehiamare la , coniu- 
g a t a ,  di p), in generale distinfa da p stessa. E poieh~ la varieth V ha un 
nume|'o doppiamenie infinito di spazi bitangenti, cosl ]e rette speciali p con- 
tenure in V saranno in numero semplicemente infinito e formeranno una ri- 
gata 5, ]uogo dei punti di contatto di quegli spazi; lungo ognuna di quesie 
c~  retie p la variet~ V ammette|'h un piano tangente fisso 7.~ e gli o¢'- spnzi 
bitangenti di K si distribuiranno negli oc ~ fasci che hanno per assi questi 
piani ~. 

Ognuna detle o~ ~ retie speciali p avrh la proprieth di confute come due 
(almeno) fi'a le sel retie della variet~ V che escono da uno qualunque dei 
suoi pu.nti (poich~ lo spazio $3 tangente a Y in questo punto ~ tangente 
anche in un seeondo punto di quella medesima retta; e sopra una superfieie 
cubica di S.~ con due punti doppi ta retta che congiunge questi punti conia 
sempre come due ahneno 5"a le set retie della superficie che escono sia dal- 
l'uno che dall'a]tro di  essi). Yieeversa, se ira !8 set retie di V ehe escono 
da un punto X due (almeno) coincidono con una certa retta x, ]o spazio S.~ 
iangente a V in X dovrh toccare questa varieth anche in un secondo punto 
di cluella stessa tetra (in generale distinto dal primo, ma che potrebbe tut- 
tavia essergli infinitamente vicino); quelto spazio sar~ percib uno spazio bi- 
tangent% e x sarh una retta speciale. La superficie rigata ~ sar~t percib anehe~ 
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in par[ tempo, il luogo  di quei punt[ di V pet quali eoincidono due almeno 
delle set r e t t e d i  questa varieth che ne escono. 

6. Dice era ehe  la rigata ~ test~ co~siderata ~ u~,a sviluppabile. 
Ricordiamo percib che nella varleta cabica generale V ~ contenuta una 

doppia infinitk di rette; e a ognuna di queste ne sono infinitamente vicine, 
sopra V stessa, ~ '  alti'e. Una retta non speciale co~le~uda in V ~ tale cite 
tutte quelle ad essa infinitamente vicine so~,o sghembe rispetto ad essa ; poich~ 
da nessun p u n t o d i  que]la retta esce una seconda  retta di V infiniiamente 
vieina alla prima. - -  Sia invece p una retta specia]e contenuia in V; e sin 
r. il piano tangente a V lunge di essa, e P u n  punio qua]unque di p. Si 
consider[ pot sopra V, ma fuori della superfieie -', un punto P~ convenien- 
temente press[me a P ;  e questo p u n t o s i  faccia tendere alla posizione P,  
muovendosi sopra V con eontinuiih. Allora due fi'a le 6 retie di V uscenti 
dal punto P '  tenderanno alia posizione p ;  e il fascio da esse individuato 
tenderh al fascio P(=).  Questo ~ dunque un fascio (o variet~ lineare c~ ~) di 
retie tangeute nell'elemenio p a l  sistema ~ formate da tutte le retie conte- 
nute in V; e poich~ P ~ un punto arbitrario della retta p, cosl la varietb~ 
lineare oc ~ di retie tangen'ie a quel medesimo sistema nell'elemento p dovrh 
contenere tutti gli oc, fasci P(~) ,  e non sarh dunque altro che il piano ri- 
gate =. Siccome le r e t t e d i  questo piano sono tuite incident[ alla p, cosl po- 
tremo dire che u~,a retta speciale contenuta uella varieth V ~ invece incidente 
a tutte quelle ad essa infinitamente vicine : queste ¢,~' retie consecutive a p 
sopra V appartengono ai singoli fuse[ P(~.), cio~ escono rispett, dai singoli 
punt[ di p e stanno tutte nel piano r, (*). 

Cib premesso, g ehiaro che in una rigata fbrmata da retie eontenute 
in V una generatrice qualsiasi sar~t generatriee singolare, ossia incidente alia 
consecutiva, sempre e solo quando essa sia retta speciale (nel sense di cut 

('~) Questo fatto e d'accordo con ua'osservazione fatta dal Sig'. KLEIN (Ueber t,'ldchen 
3 ter Orcb~ung, ~ath. Ann. V[, p. 5~6) che un~ superficie cubic~ di S~ sulla quale due retie 
si facciano avvicinare iadefiaitamente acquista al limite, sopra queste retie, uno o due 
1)unti doppi, seconclo che tall retie al limite so~lo sghembe, oppure incident[, era Io spazio 
taageute alla variet£ Viu un puatodi un~ retta speciale tocca quella variet/~ auche in 
uu secondo punto di questa retta~ e incontr~ percib V secondo una superficie cbn duQ 
pun~i doppi; mentre lo spazio tangeate in un [)unto di ann rett~ non speciale non pub mat 
essere t~ngente a V in un secondo punto di questa stessa tetra, 
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al n. ° 5). E nella r igata Y, formata daJle rette speciali p, ogni generatr ice  
dovr~ appoggiarsi ella successival sicch~ questa r igata  sarh appunto una svi- 
]uppabile, c. s. v. d. I piani tangenti  di quesia sviluppabile, i quali devono 
toccarla l unge  le singole rette p, saranno gli stessi piani r: sopra considerati, 

che sono appunto tangenti  a V lunge le medesime rette. 
Le oo ~ retie speciali conlenule in una varietal cubica V formano una ri- 

gala sviluppabile; e i piani tangenti a V lunge quelle retle sono pure tan- 
ge~,ti a questa svilup2abile. Questa sviluppabile si pub anehe eonsiderare come 
l'invituppo degli o¢ 2 spa'zi bila~,genti della varielh V (*). 

7. Pe r  determinare  l 'ordine della r igata  sviluppabile 2 conviene pre- 
mettere qua lehe  altra eonsiderazione intorno al sistema ~ '  delle rette con- 
tenure in una varieth cubiea generale (**). E ei proponiamo preeisamente di 

determinare l'ordb~e e il genere della r igata formata da quelle rette della va- 
riet~ ehe si appoggiano a un piano generico ~. 

Quanto all 'ordine, basterh osservare che questa r igata ha ta eubiea in- 
tersezione del piano ~ colin varieff~ V come direttriee sestupl% e ehe ogni 

spa zio 88 passante pe r  questo piano la ineontra ulteriormente secondo 27 ge- 

(e) Si pub dimostvave fac'ilmentc anche per assurdo the la riga~a "2 deve esscre una 
sviluppabile. Infatti per ogni rigata non sviluppabile appartenente a uno spazio superiore 
a S~ esiste, corrispondentemente a ogni generatrice g non singolare, un determinate spa -~ 
zio S s the deve considdrarsi come congiungente questa generatrice alia c~nsecutiva (ossia 
5 posizione limite dello spazio 5~ che eongiunge la generatrice g a un'altra, variabile, che 
si avvieina indefinitamen~e ella prima entre la rigata). In qaesto partieolare S a sono con- 
tenuti i piuni t~ngeati alia rig~ta proposta nei singoli punti di g, i quali formano un fascio 
proiettivo al!a punteggiata dei lore punti di contatto. Ogni piano di questo f~scio ~ tan- 
gen~e alia rigata in uno e un solo punto di g;  e ogni altro S a passante perg non potr£ 
contenere che uno solo di questi piani, e non potr£ percib tocca"e 13 rigata proposta che 
in un solo punto delta generatrice g. Ore, se p ~ una generaerice qualunque della nostr~ 
rigata Z, un Ss qualsiasi passani;e per il corrispondente piano 7: sar£ ~angente a V, e 
percib anehe a Z, in due punti, in generale distinti, di quella retie; e al variare di quello 
spazio S, nel faseio r~ varieranno pure questi due punti di contatto sopra p, contrariamente 
a quanto si ~ veduto the deve avvenire per ogni generatrice non singolare di una rigata 
sghemba. 

(**) Questo sistema di retie ~ certo irriducibile: esso potrebbe spezzarsi in due o pih 
altri (distinti)soltanto quando la variet£ cubica su cui giace avesse qualehe punto doppio. 
Per maggiori dettagli si veda la mia Note: S, dle superlTcie algebriche .... negli Atti della 
R. Ace. di Torin% vol. 39; 1901, 
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neratrici (le 27 retie contenute nella superfieie il~tersezione del medesimo S~ 
colla varieth V):  pereib l'ordine delia nostra rigata sarh - -  3 . 6  -~ 27 ~ 45. 

Per determinarne il genere~ osserveremo ehe su questa stessa rigata, 
c~)nsiderata came ente algebrico c~  di rett% gli spazi S~ passanti per il 
piano ~ segano gruppi di 27 generatriei formanti una serie ]ineare g~T; e in 
questa serie lineare si hanno gruppi con elementi multipli; cio~ due ahneno 
delle 27 retie coincidon% soltanto quando ]o spazio S~ ~ tangente alia va- 
rieth V (*). Ova di questi spazi tangenti, net faseio ~ ve ne  sono 24 (n. ° 1); 
e in ciaseuno di essi vi sono 6 rette (quetle che passano per il punto di con- 
ratio, o~sia per il punto dol?pio della superficie sezione) ehe vanno eontate 
due volte. In tutta la serie lineare vi snranno dunque 6.24--:~: 144 elementi 
doppi; e i l  genere incognito p delia nostra rigata dovrh pereib soddisfare 
alia relazlone : 

2 (27 + p - -  1 ) - - 1 4 4  

dalla quale si ricava p ~ 46. 
Le rette di una variet?t cubica generale c h e s i  "appoggiano a un piano 

generico formano una rigata di ordine 45 e genere d6. 
Questa rigata si pub considerate come l 'intersezione del sistema o~ ~ di 

retie (;ontenuto nella varieth V col complesso lineare singolare formato da 
tutie le retie dello spazio S, e h e s i  appoggiano al piano dato.  E, pita gene- 
ralmente~ ]a rigata intersezione del medesimo sistema e¢-" di retie con un 
complesso lineare affatto qualunque avrh anch'essa il medesimo ordine 45 e 
]o stesso genere 46. In altri termini~ hello spazio lineare 89 definito dalle 
dieei coordinate omogenee di retta rik--~(xiyk)( i=[=k; i, k-~-O 7 i~ 2, 3~ 4) 
il sistema ~ delle retie eontenute ne]la varieth cubica V si potrh conside- 
rate come una superficie di ordine d5~ a sezioni di genere 46 (**). 

In particolare~ se it piano dato .~ ~ tritangente a V ossia ineontra questa 
variet~ secondo una terna di retie, la rigata /~)~ delle retie contenute in V 

e ineidenti a questo piano si spezzer~ in Ire rigate di ordine 45 ~ 15. E 
3 

sieeome queste rigate hanno a due a due cinque generatrici a comune (delle 

(*) Poieh6 in una superficie di 3. ° ordine priva dl punti doppi le 27 retge sono sempee 
tu~e disginte (Kr.sIy, Mere. eit., Math. Ann., VI, 13. 566). 

(*'*) I principali caratteri di questa superficie sono staff de~errninati da me in un altro 
l.~vovo (Sul sistema o¢~ eli retie contenuto in u~a varietd eubica generate detlo s))azio a 
quatlro dimensio~ff; Atti della R. Ace. di Torino, vol. 39.°; 190t). 
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quali quattro appartengono al punto d'incontro delle loro direttrici rettilinee, 
e una a] piano di queste direttrici), cdsi il ]oro genere p' si potrb, determi- 
nate  valendosi della solita formola ehe esprime il genere di una eurva corn. 
posta; in questo ca,~o: 

da cui 
3p '  + 3 . 5 - - 2 - - - ~ 4 6  

p ' - -  11. 

Le rette di una varieth cubica generale che si appoggiano a una qua- 
lunque fra queste stesse rette formano una rigata di ordine 15 e genere 11. 

8. L 'ordine  della sviluppabile ~ formata dalle rette speciali contenute 
in V sara. dato dal numero delle sue generatrici  che si appoggiano a un 
piano generico, ossia dal numero di quei punti della curva di 3. 0 ordine Z", 
intersezione di questo piano colla variet~ V, pe! quali eoineidono due delle sei 
re t te  di V che ne escono. Ora le o ~  rette di V che si appoggiano a quel piano, 
e quindi alla curva Z s, formano una r igata di genere 46; e in questa r igata 
le sestupte di rette uscenti dai singo]i punti di Z 3 formano un'in'coluzione el- 
tittiea I ~ ,  della quale si domandano gli elementi doppi. ]l numero  di questi 
elementi ~ dato dalla formola di ZEUTnE~-SE(~RE (~):  

y - - 2  (p' - -  1 ) - -  2 e ( p - -  ]) 
per ? = 6 ,  p~---]~ p ' = 4 6 ;  onde y = 9 0 .  

La sviluloivabile "¢ ~ dunque di ordine 90 (**). E vi saranno percib 

90-__= 30 sue generatrici  che si appoggiano a una qualsiasi retia non speciale 
3 

contenuta in V. - -  Nella r igata di ordine 15 e genere 11 formata da tutte 

('?:) ZEUTHEN: Nou~elle ddmonst~'ation... (Math. Anm HI, p. 150); SI~GI~F: lt, t~'oduzione 
alla geometria sopra un ente aIgebrico semplicemente 5~finito (A.nn. di Mat., set. I[, t. 92; 
n. ° 40) .  

(~) II Sig. ENaIQuns nella Mere. cir. (p. 32) trova che questa superficie ~ di ordine 120. 
Ma nella corrispondenza (20, 20) da lui considerata sulla tetra non speeiale r sono punti 
uniti anche le 5 inf, ersezioni di r coli~ varietA Hessian~, per ciascuna delle quali due delle 
rimanenti rette di V the ne escono stetnno in an meclesimo piano per r ;  e ciascuna di 
queste iatersezioni assorbe due coincidenze. Percib sono soltanto 4 0 - - 5 . 2 - ~  30 te coin- 
cidenze dovute a rette speciali che si appoggiano ad r. 
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]e retie di V che si appoggiano a questa retta non speeiale i gruppi  di 5 
generatrici uscenti dai singoli punti della diretirice rcttilinea formano una 
serie lineare gt,  della quale quelle 30 generatrici di Y s(,no precisamente i 
2 (5 + 11 - -  1) = 30 elementi doppi. 

9. L'ordine della sviluppabile X si pub determinare anche per un'altra 
via, la quale permette di trov,qrne in part tempo il genere. 

Le quadriehe polari (rispetto a V) dei punti di un piano qualsiasi ~ for- 
mano una ret% e le retie contenute in tutte queste quadriche formano a lor 
~,olta un complesso cubico r ,  contenente tutfe ]e oQ ~ retie speciali (n. ° 2) e 
percib anche le o~ ~ generatrici di Z. D'altra parte una tetra non speciale 
contenuta in V appartiene a un solo fascio di quadriche del sistema polare; 
e queste sono precisamente le quadriche polari dei punti della tetra mede- 
sima. Percib le retie contenute in part tempo ne]la varieth V e nel com- 
plesso F o saranno generatrici di ~ oppure dovranno appoggiarsi al piano ~. 
E poich~ queste ultime formano una rigaia di ordine 45 (n2 7)~ cos~ ,E sarh 
di ordine 3 . 4 5  --- 45 = 90. 

La rigata (sviluppabile) Y, pub dunque segarsi dalla variet~ ~2 delle retie 
contenute in V, e in infiniti modi, mediante un complesso cubico passante 
l~er l'intersezione delta medesima variet~ oC con un complesso l ineare di 
retie. Essa appartiene dunque al sistema lineare doppio di quello che sutla 
stessa varieth ex? segano i complessi lineari di retie; e siceome quest'ultimo 
sistema ~ di ordine 45 e genere 46~ co21 il primo sark di genere 

2 . 4 6 + 4 5 - - I = - - - - 1 3 6 .  

Questo stesso sar~ dunque, in generate, il genere della rigata (sviluppabile) :~; 
e lo sar~t certo fin tanto che essa non abbia elementi doppi .  

Ora una generatrice doppia di 2; non potrebbe essere (come si "cede im- 
mediatamente) che una generatrice di regresso, tale quindi che per ogni suo 
punto non soltanto due, ma tre de]le retie di V che ne escono vengano coll 
essa a coincidere. Allora tutti gli 88 bitangenti a V in punti di questa retta 
.~egherebbero V seeondo superficie con due punti doppi biplanari (pereh~ in 
questo caso soltanto la retta ehe eongiunge i due punti di eoniatto conta per 
ciascuno di essi come ire ira le set che ne escono), e V ammetterebbe lungo 
quella retia un piano osculatore fisso (ossia un piano che l'incontra secondo 
tale retta soltanto, contata t re  volte). E l'enumerazione delle costanti ci mo- 

Annati  di ~Iatematiea, Ser i e  II[,  t¢)mo X, 35  
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stra faeitmente ehe sopra una val:iet~ cubica generale non es~stono rette cos] 
fatte (*). 

Concludiamo pertanto: Sopra una variet~ cubica generale le c~, rette 
speciali formano una rigata sviluppabile di ordine 90 e genere 136. 

t0, Si pub determinare faeilmente anche l'ordine della variet~ a tre 
dimensioni formata dagli o¢, piani tangenti = della sviluppabi]e Z. Esso 
dato infatti dal numero:di quei piani r. ehe si appoggisno a una retta ge- 
nerica s, ossia dal  numero degli spazi bitangenti che passano per questa 
retta. Ora gli spazi tangenti a V e passanti per la tetra s hanno i loro 
punti di eontatto su]la superficie ~4 base del fascio formato dalle quadriche 
po]ari dei punti d i s  medesima; e percib quelli fra essi che sono bitangenti 
a V avranno i punti di e0ntatto helle intersezioni di questa superficie ,~' 
colla sviluppabile ,~, :le. quali sono in numero di 4 . 9 0  ~--- 360. Saranno dunque 

360__ 180 gli spazi bltangenti che passano per s; e questo sar~ pure l'or- 
2 

dine della varietY, a tre dimensioni formata dai piani u, tangenti alla svi, 
luppabi]e ~. 

Questa variet~ avrh a comune con V una superficie di ordine 3 .  180 ~ 540~ 
della quale far~ parte la svi!uppabile Y ~° contata due volte~ poichh essa 
doppia per ta variet~ formata dai piani ~. La parte residua~ di ordine 360, 
sar~ la rigata luogo di quetle rette di V che sono ~ conjugate ,  (cfr. n. ° 5) 
delle rette speciali p;  e questa nuova rigata non sarh in generale una svi- 
luppabile i pereh~ una sua generatriee qualunque non potrh essere incidente 
alla conseeutiva~ a meno di  non essere anch'essa una retta speeiale (n. ° 6). 

I1. Dello spigolo di regresso ~ della sviluppabile X si conoseono ora 
ire earatteri: it genere 136; il primo rango, ossia l*ordine--= 90 della rigata 
sviluppabile formata dalle sue tangenti; e i l  secondo ra~go, ossia l'ordine ~ 180 

(*) Infatti l'imporre a una variet'£ cubic& di incontrare un dato piano seeondo una 
recta iassegnata, eon~ata toe vo]~e, equivale a 9 condizioni lineari (come se si trgttasse di 
tmaAata cubica pinna qualsiasi)] e percib una variet£ s0ddlsfacente a queste condizioni 
dipende aneora da 3 4 -  9-= 25 parametri. D'attra parle la scel~a di qnel piano, in $4, di- 
pende da 6 c0stanti, e la scelta della tetra nel piano da altre 2 costan~i; siceh~, comple s- 
siv-~met~te, una variet£ con piano oscula¢ore fisso lungo nna retta dipender,~ soltanto da 
6 + 2-{- 2 5 ~  33 parame~ri, mentre le varieth cubiclie di S~ sono in numero di ~a4 
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della variet~ formaia dai suoi piani osculatori~ ciob dai plan[ tangent[ di quesia 
sviluppabile. 

Indicando pertanto con m l 'ordine della linea % e con /3 il numero delle 
sue cuspid[, avremo le due relazioni (~): 

2(mq- 136--1)--/3--90 

3 (m -+- 2 .  136 - -  2) - -  2 f~ --= 180 

dalle quali si rieava m---270~ fl---~ 720 (e quest[ valor[ risulteranno anche 
confermati in seguito per aitre vie; cfi'. n. i 12 e 19). 

Lo spigolu di regresso a~70 si potrb, considerate come il luogo de l le  in- 
tersezioni delle coppie di rette special[ p consecutive, e sarh percib il luogo 
di quei punt[ d i  V pei quali non soltanio du% ma Ire de]le sei retie che ne 
escono sono venute a coincidere eolla eorrispondenie p (iv[ tangente a z). E 
per ognuna delle 720 cuspid[ di ~ coincideranno colla p, che sadt ]a tangente 
euspidale~ quattro delle medesimo sei rette. D ' a l t r a  parte una superficie cu- 
b[ca dello spazio ordinario la qua[e abbia un punto doppio tale che le 6 rette 
di essa uscenti da questo punto non siano tutte distinte ha anche un seeondo 
punto doppio (che pub essere infinitamente vicino al primo) sopra ognuna di 
queste rette la quale conti come due almeno fi:a ]e 6~ e anzi~ quando v i b  
una retta che conia come Ire o quattro fra le 6~ quesio secondo punto doppio 
~ un [)unto biplanare, rispett, del tipo B3 o B4 di SCnLA~,Fr.I (**) (ossia t h e  pro- 
duce un abbassamento rispett, di ire o quattro uniter nella classe della su- 
perficie). Concludiamo pertanto : 

Lo spazio & tangente a V in un punto della curva a~7°i tocca questa 
varieth anche in ul~ Secondo punto, appartenente alla medesima retta spe. 
ciale p~ e tale che la  superficie sua intersezione con V ha in questo secohdo 

(*) St~GaE : Mere. oil. ~ntroduzione alla geometria..., m ° 42-43. La linea z non avr£, 
in geuerale, alcun flesso; pereh~ la t~ngente ud essa in un t~fle punto sarebbe generatriee 
di regresso della sviluppabile Z, e di queste generatriei abbiamo veduto che in generule 
non ve ne sono (n, ° 9). 

(*:~) On the distribution of surfaces of the third order into Species... (Phil. Trans. 1863, 
p. 193 e seg.). Le propriet£ sopra enunciate si dedueono tutte faeilmente dall'esame de[ 
divers[ casi di superficie con punt[ doppi considerati nella Memori~ di SCItLAEFLI, oppure 
anche dalla rappresentazione piana di queste superficie ottenuta reed[ante proiezione dal 
primo punto doppio. 
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punto un punto doppio biplanare. P i h  particolarmente , se il punto tonside- 
rato sulla ourva ~ ~ una delle sue 720 cuspidi, questo punto doppio bipla- 
nare sar~ del tipo B,~ cio~ di quelli che equivalgono a una toppia di punti 
doppi conici infinitamente vicini (sicchb lo spazio S~ dow'h allora considerarsi 
come un particolare spazio tritangent% con due punti di cont~tto infinita- 
mente vicini; Cfi'. n. ° 18). 

Lo spazio 8a tangente a V in un punto della eurva a~7o coincide altres] 
collo spazio osculatore a questa curva in quel medesimo punto, perch~ en- 
trambi possono considerarsi come determinatl da una coppia di piani tan- 
genti r, consecutivi della sviluppabile 2. Tra  questi $3~ quelli che passano 
per un punto dato qualsiasi avranno i loro punti di contatto helle interse- 
zioni della I i ne a a  colla quadrica polare di questo punto, le quali sono in 
numero di 2 . 2 7 0 = = 5 4 0 .  La curva ~ ~ dunque di classe n -~ 540 ; valore 
the ~ confermato dalla formola: 

= 4 (m ÷ 3 p - -  a ) -  a 5 

dov%,~ tome gik sappiamo, m ~--- 270 ; p ~ 136 ; # = 720. 
Gli spazi 83 iperoscutatori alla curva a 2'~ saranno elementi doppi (di re- 

gresso) della varietg o~ formata dagli 8'2 oscutatori a questa stessa turva. 
Ora, perchb lo spazio Sa "oscu]atore a o- in un punto P conti risl:,etto a ogni 
suo punto come due fra i 540 spazi osculatori che ne escono, b necessario e 
sufficiente the per le quadriche po]ari di tutti i suoi punti due (almeno)de]le 
540 intersezioni con ~ coincidano in P. Cib avviene certamente per ognuna 
delle 720 euspidi di ~r; siech~ lo spazio & osculatore a ~ in ognuna di queste 
euspidi sar~ un elemento stazionario della variefft o~ degli spazi o,~culatori 
medesimi (e it carattere eomune di questi punti singolari sarh espresso dai 
numeri i ~ 2, i~ = 3, i= = 4, ia = 6 (*)). All'infuori di questo caso, la con- 
dizione sopra accennata non sarg verifitata se non quando quetle 002 qua- 
driohe risultino tutte tangenti alia turva a,vo nel punto P, e abbiano pertib 
in questo punto una tangente fissa; sicch~ questo punto dovrb, appartenere alla 
varietg Hessiana (n. ° 3). I1 numero - di questi punti semplici, nei quali la 
linea ~ ammette uno spazio iperosculator% sar~t dato dalla relazione: 

~ 5  (m + 4 p - - 4 ) - -  5 ~ = 5 ( 2 7 0  -~- 4 .  1 3 5 - - 7 2 0 ) - - 4 5 0  

(*) SEGRS~ Mere, dr., n. ° i3, 
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e vedremo in seguito (n. ° 13) che queste sono anche le sole intersezioni (di- 
stinte) della linea ~" colla variet'h Hessiana. 

12. Proponiamoci ore di determinare come sia composta la curva in- 
tersezione della sviluppabile 5. 9o colla variettt Hessiana. 

Rieordiamo pereib che ogni generatriee p della sviluppabile Z 9° ~ tan- 
genre alla Hessiana nei due punti doppi M, lq dell'involuzione segata su di 
essa dalle quadriehe det sistema polare (n.0 4), e incontra percib questa va- 
rieth in un solo punto ulteriore R (*). L'intersezione di :!~o colla variefft Hes- 
sian.a si eompordt dunque di due parti distin~e : una linea di contatto ~ luogo 
dei punti M e N delle singole generatriei; e una linea p di semplice inter- 
sezione~ luogo dei punti R (**). 

L'ordine della linea ,.,. si pub determinate per mezzo della considerazione 
seguente (***). S i a l  ~° una sezione iperpiana generiea della rigata ~9o. Ogni 
t)unto di essa avrh sulla medesima generatrice p ehe 1o eontiene uno e un 
solo punfo suo coniugato nett'involuzione L~; e ta l i n e a l '  luogo di questi 
nuovi punti sar~t aneh'essa di ordine 90~ poiehb le due linee l e l', eoniu- 
gate fi'a toro punto per punto nella I:6, dovranno essere ineontrate da cia- 
seuna quadriea del sistema polare in un medesimo numero di punti, e avranno 
percib lo stesso ordine. Segue da cib ehe queste due linee avranno 90 punti 
a eomune --- le intersezioni di t' eolio spazio S.~ eontenente la linea 1 - - ;  
e questi 90 punti, the saranno punti M o N di altrettante generatrici p, sa- 
ranno tutte e sole le intersezioni della curve ~,. collo spazio S~ sopra aceen- 
halo. La curve ~t ~ dunque di ordine 90. 

0ra l'intersezione complessiva della superficie 5-~° colla variefft Hessiana 
deve essere di ordine 9 0 . 5  - -  450; e la linea ~"'), essendo toro linea di con- 

~ "  O~ ratio, va eontata due volte come parte di questa intersezione. L mt~rsezmne 
resid,a p sar~t perci5 di ordine 4 5 0 - - 2 . 9 0 ~  270. 

La sviluppabile Z9 ° e la varielh Hessiana si toccano hmgo una linea di 

(*) Questi tee punti M,N ,  R sono anche le intersezioni della sLessa tetra p eolla 
sue C~ residue (err. n. ~ 3-4). 

(**') Di ques~a iatersezione non fa parle, in generale, nessuaa generatrice p:  poieh~, 
se eib avvenisse, tutti gli S 8 bitanffenti a V in coppie di punti di questa ret ie incontre- 
rebbero V secondo superficie con due punti doppi biplanari, e vi sarebbe per conseguenza 
lango la siessa tetra un piano oseulatore fisso; it ch% in generale,  non avviene (n. ° 9). 

(*~)  ENRmUES, Mere. cir., p, 34. 
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ordine 90 (luogo dei punti doppi delle involuzioni che le quadriche del si- 
sterna polare segano sopra le retie p), e si incontrano ulteriormente secondo 
una linea di ordine 270. 

Gli spazi S'~ tangenti a V in punti (M o N) della linea t~ ~° si potranno 
considerare come spazi bitangenti col  due punti di eontatto infinitamente vi- 
eini sopra la eorrispondente tetra p; essi segheranno V seeondo superfieie con 
un punto doppio biplanare del tipo B,, i eui due piani tangenfi passeranno 
entrambi per la retta p. Invece lo spazio tangente in un punto R della linea 
toCcher~ V in un seeondo punto P ,  in generale 
precisamente il eoniugato armonico di R rispetto 
medesima geueratriee p; e segher~ V seeondo una 
punto doppio biplanare (in generale del tipo B3) e in 

distinto da R, ehe sar/~ 
ai due punti M~ N della 
superfieie ehe ha in Run  
P u n  punto doppio eonieo. 

Percib ire delle 6 retie di V che eseono da questo punto P dovranno eoinci- 
dere colla p ~ P R ~  ossia il punto P star~ sullo spigolo di regresso ~7o (n.O 11). 
Coneludiamo pertanto : 

Gli spazi $3 tangenti a V net singoli punti di una delle due linee p..7o 
e ~,o hanno tutti un secondo punto di contatto con V sull'altra di queste due 
linee (e sulla medesima retta p). Queste due linee sono eoniugate nell'invo- 
hzione L~; ogni punt0 dell'una ha uno e un solo eonlugato sopra l'altra, e 
in questi due punti eoniugati la varietk V ha sempye un medesimo 83 tan- 
gente. Lo stesso ragionamento applieato poe'anzi alle due linee 1 e l' permet- 
terebbe di eoncludere the anche t~ e z devono avere il medesimo ordine; e 
si ha in cib una eonferma dei risultati preeedenti. 

Le propriet~ note di una superfieie eubiea con un punto doppio eonieo 
e un punto biplanare permetton6 attresi di affermare ehe la retta eoniugata 
di una tetra speciale p (n. ° 5) si appoggia a quest'ultima nel suo puerto R 
(ossia in quet punto ehe ~ intersezi0ne sempliee d i p  cotla Hessiana). 

13. 0gni punto K comune alia linea a:7o e alla variet~ Hessiana di V 
dovr~ appartenere alia curva intersezione eomplessiva della sviluppabile y:.-o 
con quest'ultima varieth~ e percib a una almeno delle due linee t~ 9° e fTo; 
anzi a entrambe queste linee, perch~ sopra la retta p che contiene quel punto 
(facendo uso delle solite notazioni) la quaderna di punti M N R  K deve es- 
sere un gruppo armonieo, e pereib K non pub coineidere n~ con R, n~ con 
uno dei punti M 0 N, senza che avvengano l 'una e l' altra cosa in part tempo. 
Lo spazio $3 tangente a V in uno di quei punti K" incontrer~ Vseeondo una 
superficie con un punto doppio biptanare del tipo B5 (ehe pub ¢onsiderarsi 
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Come proveniente dall!avvicinarsi indefinitamente di un punto doppio centre 
e di un punto biplanare del ripe B,). 

era le intersezioni della curva ~70 coila varieth Hessiana sono comples- 
sivamente in numero di 2 7 0 . 5  ~ 1350. In ognuna di queste intersezioni la 
retta p tangente a a ~7° ~ tangente tripunta della variet~ Hessiana (perch~ 
sono venute a coincidere su di essa l'intersezione R e uno dei punti di con- 
tatto M~ N ) ;  e il piano rr oseulatore a ~ ~ anch'esso tangente alla Hessiana, 
perch~ contiene, oltre alla p, le tangenti nel medesimo punto alle liner ,~ e p 
contenute nella Itessiana (le quali tangenti sono eerie distinte da p). In cia- 
scuno di questi punti la linea +~7,, e Ia variet~t Hessiana avranno percib un 
contatto di 2. ° ordine (*); e il numero delle lore intersezioni distinte sar~t sol- 

tanto 1 3 5 0  450~ ossia non vi saranno altre interse£ioni all'infuori di quelle 
3 

gih considerate al n. ° 11. 
Possiamo dunque dire, riassumendo: La curva ~'-~ ha a comune colla 

varieth I Iessiana 450 punti (in generale disiinti)~ in ciascuno dei quali essa 

(*) Netlo spazio S s una linen e uaa superficie hanno in un punto, sempliee per en- 
trambe, un contatto the 6 certo di 2. ° ordine (almeno) quando la tangente alla linen 6 tan- 
genie principale della superficie e il piano osculatore atla linen coincide cot piano tangente 
della superficie - -  qnando rio6, in altri termini, la linen si comporta helle vicinanze di 
qud punto come un'asintotiea della superficie - - ;  avvertendo inoltre che questa condizione 
6 bensi sufliciente perch6 vi sia un contatto di 2. o ordine, ma non 6 certo necessaria. 

Infatti, in coordinate cartes iane, una snperficie passante per 1' origine delle coordi- 
nate, tangente in quest0 punto al piano z---- 0,  e avente per tangente principale la retta 
y'--z-----O, si pub rappresentare, nelle vicinanZe dell'origine stessa, con un'equazione del 
ripe : 

z = alccy --k a~y~-}- a3a~ z + a4y z -k as z ~ + . . .  

dove i terraini non scritti sono di grade superiore al secondo. E una Iinea passante (sem- 
plicemente) per l'origine, ivi tangente alla retta y - -z - - - - -0  e osculatvice at piano z-----0, 
si pub rappresentare parametricamente, helle vicinanze detlo stesso punto, colic equazioni: 

w = ~ p  + ~ l ~ q - . . .  Y= ~1 ¢2 + . . .  z=,l~p3 + . . .  

Sostituendo ora queste espressioni nell'equazione precedente, si ottengono soltanto termini 
contenenti 1~ ad esponente ~ 3; sicch6 l'origine ass orbir~'~ tre almeno delle intersezioni di 
questa tinea Coila Supertieie proposta, c, s. v. d. 

Similmente si provcrebbe che, ndlo spazio Ss, una linen e una varietg M a hanno ia 
urk punto, sempliee per entrambe, un centatto ahneno dl 2. ° ordine ogni qual vol~ala tar,- 
genre alia linen 6 tangente tripunta della M~ e in part tempo il she piano osculatore 6 
tangente a questa M s. 
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osculatrice a quesFultima varieth. Gli spazi $3 tangenli a V in questi punti 
so~w iperosculatori a ~ e incontrano V secondo sufierficie con punlo doppio 
bipia~are det tipo B~. 

SPAZl TRITANGEI~TI. 

14. La sviluppabile Y2° 7 gi~t considerata ai n. i 6 e seg, ha una curva 
doppia 7~ luogo delle intersezioni di coppie di gencratrici p (non consecutive). 

Le rette della variei~t V che si appoggiano a una retta speciale p fox'- 
mano'anch'esse (n. ° 7) una rigaia di ordine 15 e genere 11; perb da ogni 
punto della direttrice rettilinea considerata eseono soltanto 4 generah'ici varia- 
bili di questa rigata~ formanti i gruppi di una serie lineare g~. Questa serie 
lineare avr~ dunque 2 (4 -t- 11 -~  l ) = 28 elementi doppi, che saranno costi- 
tutti da altrettante retie speciali p. Yale a dire: Ogni tetra speciale p con- 
tenuta nella variet~t V si appoggia a 28 altre rette consimili ; ovverosia: 
La sviluppabile Y2 ° ha (all'infuori dello spigolo di regresso) una curva doppia 
che incontra ogni sua generatrice in 28 punti. 

Ora~ quando da un punto X della variet~ V escono due diverse retie 
speciali p~ p'~ lo spazio $3 tangente a V in quel punto dovr~ toceare questa 
variet~ anche in un secondo punto di ciascuna di queste due retie; esso sar~t 
dunque uno spazio tritangente~ e la congiungente di questi due ulteriori punti 
di contatto (ifi generale distinti da X )  sar~ una terza retta speciale p"~ con- 
tenuta nel piano pp'. Percib le 28 rette speeiali ineidenti a iv dovranno di- 
stribuirsi a topple in 14 piani passanti per p. 

Nel fascio formato dagli spazi bitange~ti a V in coppie di punti di una 
retta speciale p vi sono 14 spazi tritangenti~ ciascuno dei quali tocca la va- 
riet~ V anche in un terzo punt% non appartenente in generate a quetla retta. 
Questi ire punti di contatto apparterranno se'mpre atla curva doppia 7 della 
sviluppabite Z% 

15. A quest'ultimo risultato si pub arrivare anche per mezzo di altre 
considerazioni (*)~ te quati ci permetteranno pure di determinate l'ordine della 

curva 7. 

(*) ENm0WS, Mere. cit, p. 33. 
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Sia p una tetra speeiale contenuta nella variet~ V, e ~ il piano tangente 
fisso lunge di essa comune a questa varieth e alla sviluppabile ~90. 0gni 
spazio $3 del fascio 7:. sarh bitangente a V in punti della retta p ;  e a v r h  due 
dei propri pelt in questi suet punti di contatto, e i rimanenti 14 sulla 
curva C~ , res idua,  d i p  (n. ° 2). Questo spazio sarh dunque tritangente a V 
ogni qual ~eolta uno dei 14 suet pelt ulteriori apparterrh a V stessa - -  senza 
perb cadere, in generale~ sopra p - - ;  e i] numero degli spazi tritangenti 
contenuti nel fascio rc sarb~ date percib da]le intersezioni della variet~ V cotla 
curva C~ sopra accennata, eseluse quelle che appartengono alia retta p. 

Ora ta tetra p ~ una (anzi l'unica) trisecante di questa eurva C]~ e Pin- 
contra precisamente net tre punti~ in generale distinti, che essa p ha a co- 
mune colla varieth ttessiana~ e che al n. ° 12 abbiamo indieati eolle lettere 
M, N, R. Ciascuno di questi sar~ un punto comune alla C~ e alia varietb~ V; 
e anzi in ciascuno di essi la C~ ~ certo tangente a V. Infatti la tangente a 
C~ in uno qualunque di questi punti ~ pure tangente, nel medesimo punto, 
alia quadrica polare di tale punto (la quale passa per C~)~ e percib anehe 
alla ~arieI~ V (la quale ~ ivi tangente a questa quadriea). Dico ancora, di pitt, 
the nel pnnto R la C~ ha con V un contatto di 2. 0 ordine. Infatti il piano r~ 
incontra la varieth V secondo una cubiea eomposta della retta p contata due 
volte e di una retta ulteriore passante per R (n. ° 12): pereib le quadriche 
polari dei punti di 7: ineontreranno questo stesso piano secondo coniehe com- 
poste della retta p come parte fissa e di una retta ulteriore, variabile, passante 
anche per R;  esse saranno dunque tutte tange~ti al piano = nel punto R, e 
non ~i avranno fuori di questo piano altri elementi tangenti a 'eomune (*). 
Di qui si trae the la tangente in R alla linea C~, la quale insieme alia retta 
_V ~ curva base di quella rete di quadriche, do~rh, stare nel piano 7r, e sar'~ 
percib una tangente tripunta della variet~t V. Per assicurarsi dunque the 
la C~ abbia in R un contatto di 2. 0 ordine con IT, baster~ far vedere (eft'. 
n. ° 13) che il suo piano osculatore in R ~ eontenuto netlo spazio $3 ivi tan- 
genre a V; e cib sar~ verificato analiticamente al n. ° seg. 

Pertanto, delle 3 . 7  ~ 21 intersezioni della nostra C~ colta variet~ V, 
tre cadranno nel punto R e due in ciascuno dei punti 31, N; ne rimangono 
dunque, fuori di questi punti, ossia fuori di p, 21 - -  (3 + 2 . 2 )  ~--- 14; c . s .v .d .  

(*) Se no esse avrebbero tutte in R il medesimo S~ tangente; ed 8 facile verific~ve 
che cib non avviene. 

Annali di Matematica, Serie III, tome X. 36 
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16. Dalla Mere. eit. di SCHLAErLI (p. 216-17) risulta ehe all'equazione 
di una superficie cubica dello spazio ordinario con un punto doppio bipla- 
nare (del tipo generale B~) e un punto doppio conico si pub dare la forma: 

x, x3 x, + x,~ xz -~ (a x, -~ x,) (b x, --[- x2) (c x, -~ x,) z 0 

dove a, b, c sono certe costanti, e i due punti doppi eadono rispett, nei clue 
punti fondamentali [4] e [3]. 

Segue da cib ehe una variet~ eubiea dello spazio $4, la quale dallo spazio 
Xo ~ 0 sia ~ncontrata secondo una superficie c osl fatta~ si potr/~ rappresentare 
eoll' equazione : 

xo f ÷ x, x~ x, -[- x~ x~ ÷ ~ = 0 
4 

dove f~_-~ aia xixk ~ una forma quadratiea, coi coeffieienti a~3 e a** diversi 
o 

da zero se ]a variet~ non ha punti doppi; e ~ indiea per brevitK il prodotto 
(a x, + x2) (b x~ + :c~) (c x, ~ x~). II piano Xo ~--- x, ~--- 0 ~ tangente alia varieta 
lungo l ' intera retta speeiale xo = x~ - .  x~ = 0, e la incontra ulteriormente se- 
condo la tetra xo --=- x~ ~ x~ -[- x~ ~ 0. 

Designando con indici le derivazioni rispetto alle diverse variabili, si vede 
che le quadriche polari dei punti del piano x o ~ x , - - = 0 :  

x'~ (Zo f~ + 2 x~ x~ + ~) + x'~ (Xo fi + x~ x, + x~) + x', (xo f~ + x, x,~) z 0  (1) 

sono tutte tangenti nel punto fondamentale [4] a questo medesimo piano; e 
formano una rete, ]a cui eurv~ base si com~one della retta Xo ~ x~ = x~ ~-- 0 
e della sua C~ residua. Ogni spazio $3 passante per il piano xo = x ,  ~---0 in- 
contrer~t questa C~ nel punto [4] ~ R da eontarsi due vc, lte almeno (pereh~ 
la C~ h tangente a quel piano), nei punti M, N (n. ° 12) della stessa retta 
speeiale xo = x~ = x~ ~--~ 0, e in generale in altri tre punti. Ma uno di questi 
ultimi punti verr~ a eoineidere con [4] ogni qual volta lo spazio suddetto con- 
terdt il piano osculatore alla C~ in [4] stesso: dico che cib avviene preeisa- 
mente per lo spazio X o ~  0 tangente in [4] alla variet~ proposta. 

Infatti la fete di quadriche (1) viene ineontrata dallo spazio xo:-=0 se- 
condo la rete determinata dalle tre quadriche: 

2x~x~ ÷ ~ - -  O; x, x~ -t- x ~ O ;  x,z~--=O (2) 

delle quali le prime due sono eoni eolla generatriee x,-----x~----0 a eomune, 
ma piani tangenti diversi lungo questa generatriee: essi si ineontrano dunque 
ulteriormente secondo una cubiea passante per i loro vertici e che nel vet- 
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rice [4] del primo cono ~ tangente al piano x, ~ 0 .  Percib dei due piani 
x~ ~ 0 e x3 ~ 0 che insieme eostituiscono la terza delle quadriche (2) il primo 
non avr~ a comune colla cubiea nessun punto fuori della retta x~ ~ x ~ -  0, e 
il secondo ne avrh solianto due. Dunque }o spazio xo == 0 incontrerh la C~ sopra 
considerata, fuori della retta x o ~  x~ ~ x ~  ~ 0, soltanto in questi ultimi due 
punti; dal che segue la verit~ di quanto avevamo affermato. 

17. Al variare della retta speciale p netla sviluppabile Z 9° di cui essa 
generatrice, la sua C~ residua descrivedt una certa superficie F,  luogo di 

tutti quei poli degli ~ spazi bitangenti di V che cadono fuori dei rispettivi 
punti di contatto. Per determinare l 'ordine x di questa superficie, baster~ 
osservare e h e l a  sviluppabile ~9o ha a eomune con due quadriche generiehe del 
sistema potare 2 . 2 . 9 0  punti, i quali si ripartiscono in 2 . 9 0  coppie di punti 
coniugati nella /~6; e che le stesse due quadriehe dovranno avere a comune 
colla superficie F ~ un egual numero 2 . 9 0  di gruppi di 14 punti, eostituenti 
insieme con quelte eoppie altrettanti gruppi completi dell'involuzione 1,~. Dovr,~ 
dunque essere 4 ~'-~ 2 . 9 0 . 1 4 ,  ossia x ~ 7 . 9 0  ~ 630. 

L'intersezione di questa superficie F 7"~° colla varJ.et~ V conterrb~ come 
par{i le curve t~ 9° e fTo considerate al n. ° 12, tuoghi rispett, dei punti M e N 
c dei punti R delle singole rette p (i quali appartengono alle C] residue di 
ques{e p, e percib anehe alla superficie /;'). L'intersezione residua di F e V 
sar~ la curva luogo di quei poli utteriori degli spazi bitangeJlti che appar- 
tengono ancora a V~ ossia luogo dei punti di contatto di tutti gli spazi tritan- 
genti a V. Quest'u]tima curva coincidedt percib colla curva doppia 7 della 
sviluppabile ~90 gi~ considerata al n. ° 14. 

Consideriamo pertanto la curva C.~ residua di una p generica, e faecia- 
mola variare insieme con questa p descrivendo l ' intera superficie F7"% I punti 
M e N di que]la tetra io, che sono comuni alia C~ e a l l a  varieth V, descri- 
veranno simultaneamente ]a curva t~°; e siecome in tutti questi pui~ti la 
curva C~ risulta tangente a V (e non alla t~ (*)), cos'l la superfieie/~,7.~o sar~ 
anch'essa tangente a V lungo l'intera curva ~o0. Similmente i] punto R, altra 
intersezione della linea C~ colla retta p e colla variet~ V, descriver~ ta 
curva ~7o; e poieh~ la C] ~ sempre osculatrice a V in questo punto R 

(*) Infatti la tangente alla curva ~, che ~ contenuta nella sviluppabile Z 9°, deve 
stare nel piano ~ tangente a questa sviluppabile; mentre invece le tangenti alla C~ nei 
punti M e N non stanno in questo piano. 
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(n. i 15-16) senza essere ivi t a n g e n t e  alla p (*), cosi la superfieie F g e n e r a t a  

dalta C~ risulterh osculatr iee a V tango  l ' in te ra  l inea p2:o. Dal l ' in te rsez ione  

complessiva della superficie/~,:.~o colta var ie th  V~ la quale ~ di ord ine  3 . 7 . 9 0 ~  

si s taeeano dunque  la curva  F ~° conta ta  due volte e la eurva  p..70 eonta ta  i re  

~'olte; percib la par te  res idua  ~, sar~ di o r d i n e :  

3 . 7 . 9 0 - - 2 . 9 0 - - 3 . 2 7 0 - -  1 0 . 9 0 - - - ~ 9 0 0 .  

La sviluppabile ~9o ha una curva doTpia 7 di ordine 900, che ~ il luogo 
dei punti  di contatto degli spazi tritangenti della variet~ V (**). 0 g n u n o  di 

questi spazi t r i t angen t i  ha  i suoi tre punt i  di contat to  sulla curva  79°°, e le 

tre ret te che uniscono questi punti  a due a due sono re t te  speciali  p. 0 g n i  

punto semplice della curva  7 e vert ice di uno e un solo di questi , t r iangol i  

di contat to  , ;  invece ogni  re t t a  19 ~ lato di 14 fra questi t r iangol i  (n. ° 14). 

L a  t angen te  al la l inea 7 °°° in un suo punto  qua lunque  sarh l ' intersezione 

dei due piani  r. t angen t i  alla s~iluppabite ~.oo (e quindi  anehe  a V) lungo 16 

due re t te  io uscenti da  quel punto.  

(*') Poich6 la linea p 6 intersezione (parziale) della sviluppabite >290 colta variet£ 
Hessiana, la sua tangente in un punto qualunque sar£ t'intersezione del piano e dello 
spazio 5~ ivi tangenti rispettivamente a queste due variet£. Nel sistema di coordinate di 
cui abbiamo gi£ fatto uso al n. ° 16, la tangente alla linea p net punto R_--_ I4] 6 rappre- 
sentata dalle equazioni x o = x 1 == 3 x~ -{- x~ --= 0; mentre la tangente nel medesimo punto 
alla C~ residua della tetra x o --- x 1 ---- a~, = 0 ha per equazioni xo ~ xl = 3 x, -[- 2 x a ---- 0. 

(**) L'ordine ~ 900 di questa curva ~, risulta confermato dall'osservazione seguente. 
Una sezione iperpiana generiea della sviluppabile ).:9o sar~ una curva dello spazio S s di 
ordine 90 e di genere 136, con 270 cuspidi (helle intersezioni detlo spazio segante collo 
spigolo di regresso z ~7°) e un punto doppio in offnuna delle intersezioni del medesimo 
spazio colla cur va. ,{. D'altra parte la sviluppabile X 9o, come superfieie eontenuta in una 
variet£ cubica priva di punti doppi, deve essere l'intersezione completa di questa variet£ 
con un'altra variet£, di ordine 30 (cfr. la mia Nora: Sulle superficie algebriehe contenute 
in una vdrietd cubiea dello spazio a quattro dimensioni; Atti Aec. di Torino, vol. 39, 1904); 
e percib ogni sua sezione iperpiana sar£ intersezione compteta di due superficie rispetti- 
vamente di '3 ° e di 30 ° ordine dello spazio S z. Ora ]a curva intersezione generale d iuna  
superficie cubiea con una superficie di ordine n 6 di genere 3 (~) + ], e ogni punto doppio 
o cuspide ne abbassa il genere di un' unit£. Indicando dunque con d l'ordine della curva 7, 
dovr£ essere : 

t36 = 3 (~o) -t- 1 - -  d --  270 

e di qui si r icava appunto d : 9 0 0 .  Quest'osservazione tog'lie anche ogni dubbio sulla 
possibilitS~ che le varie intersezioni e i contatti considerati al n. ° prec. possano eventual- 
mente avere multit)licit£ su~)eriori a quelle indicate, 
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Per un punto generico di $4 passano 600 spazi tritangenti di una 
data variet~t cubica (ossia la sviluppabile formata dagli spazi tritangenti ~ di 
classe 600). Infatti i punti di contatto di questi spazi tritangenti saranno tutte 
e sole le intersezioni della curva 79°° colla quadrica polare del punto conside- 

2. 900 
rato; e percib il ~mmero di tali spazi sar~ ~ 3 - - 6 0 0 ,  

18. l~el sistema oo ' degli spazi tritangenti della varietk V vi sono al- 
cuni spazi particolari pet quali sono infinitamente vicini due dei tre punti di 
contatt% oppure anche (in un certo senso) tutti tre questi punti. 

Una superficie cubica di S~ con ire punti doppi coniei, nella quale due di 
questi punti si facciano avvicinare indefinitament% acquista at limite un punto 
doppio biplanare del tipo B, - -  oltre al terzo punto doppio conico che ri- 
mane - - .  Siccome allora la tetra che congiunge questi due punti doppi di- 
stinti conta come quattro fra quelle che eseono dal punto conico~ cosi - -  
quando per una sezione iperpiana della variet~ V si pvesenti questo caso - -  il 
punto doppio conico dovr~ essere una delle 720 cuspidi della curva q~70; come 
anche viceversa (e lo si ~ gi~ osservato; cfr. n. ° 11) lo spazio tangente a V 
in uno qualunque di questi 720 punti incontrerk V stessa secondo una su- 
perficie con un punto doppio conico e un punto biplanare det tipo B, ,  e 
dovr~ percib considerarsi come uno spazio tritangente del quale due punti di 
contatto siano infinitamente vicinio La tetra che congiunge i due punti doppi 
distinti della superficie intersezione di questo spazio con V~ e la retta asse del 
punto doppio biplanare (eio~ intersezione dei due piani tangenti alla mede- 
sima superfieie in questo punto) saranno entrambe retie speciali p~ p' ;  il piano 
p p' di queste due retie sark tangente alla variet~ V e alla superficie sezione 
lungo l ' intera retta p;  i due punti doppi della superficie sezione apparterranno 
entrambi alla curva ~9oo, la quale anzi nel punto pp' sadt tangente alla retta p~; 
e la tetra p conterh come due fra le 28 retie speciali che si appoggiano a p~ (*). 

Abbiamo anche gi~ osservato (n. ° 1) che sulta variet~t V vi sono 60 punti 
le intersezioni colla curva doppia della variet~t Hessiana - -  i cut $3 tan- 

genti incontrano V seeondo superficie con punto doppio uniplanare. Le set 
retie di V che escono da un punto siffatto X coineidono a due a due, e si 
riducono percib a tre sole distint% contenute in un medesimo piano; e lungo 

(*) I1 punto p p' ~ allora un punto M o N (n. ° 12) per la tetra p', e un punto R 
per ta retta p. Esso appartiene quindi a entr~mbe le linee ~9o e ~7o; ma appartiene alla 
7" come punto di p', e alla ? come punto di p, 
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ciascuna di esse la variet~ V ammette un piano fangenie fisso. Esse sono dunque 
tutie tre rette speciali, generatriei della sviluppabile ,_9o e formano un par- 
tieolare trilatero (degenet'e) nel quale i ire lati eoneorrono in un medesimo 
punto; ciascuna di esse incontra, fuori di questo punto, soltanto 26 rette spe- 
eiali~ e appariiene percib soltanto a 13 altri trilateri. I1 punto X ~ triplo per 
]a sviluppabile ygo e per ]a sua curva doppia 7~°°; e sopra ognuna di~lle tre 
retie speeiali ehe ne escono esso g uno dei punti doppi (M~ N)  dell'involu- 
zione segatavi dalle quadriehe del sistema polare. Lo spazio tangenie a V in 
ognuno di questi 60 punti fa anche parte del sistema ~ degli spazi tritan- 
gcnti, e si pub considerate come avente con V tre punti di coniatto sovrap- 
posti e appartene | l t ia i  singoli rarni della curva 79°° che passano pe r x .  Questo 

anche d'aeeordo eel faito ehe un punto doppio unip]anare di una superficic' 
si pub eonsiderare come un punto doppio ordinario (conieo) a cut ne siano 
infinitamente vieini due altri in direzioni distinte (~t ehe porta di eonseguenza, 
in generale, ehe ve ne sia anehe un terzo (*)). 

prevedibile altresi l'esistenza di un numero finito di spazi tvitangenii~ 
i quali incontrino V secondo superfieie con un punto biplanare e due punti 
eonici (tutti distinti). Il ]oro numero ~,errh determinato fra poeo (n2 20:. 

19. It numero (-~-720) degli spazi tritangenti con due punti di con- 
tatto infinitamenie vicini~ o ssia il numero delle cuspidi della curva : ,0  (del 
quale da] n. ° 12 in pot non ci siamo mat valsi) pub essere ora vei'ific~do nel 
modo che segue ( ~ )  

Consideriamo in $4 un piano quatunque ;:. Ogni S~ passante per esso ineontFa 
la curva 7 ~°'~° in 1 0 . 9 0  punti; e lo spazio tangente a V in uno qualunque di 
questi punti sarh tangente a V stessa anche in altri due punti di quella eurva~ 
formanti col primo un trilatero di rette speciali. Facendo corrispondere a que] 
primo $3 del fascio ~ tutti quelli che dal medesimo piano ~ proiettano questi 
ulieriori 2 . 1 0 . 9 0  t)unti della curva 7~ nasce nel fascio ~ una corrispondenza 
simmetriea (20.90~ 20.90)~ nella quale dovranno esistere 4 0 . 9 0  coincidenze. 
E queste co incidenze saranno di tre tipi d i~-ersi~ perch~ due $3 omologhi pos- 
sono eoincidere : 

1) senza che coincidano i due punfi della linea 7 che essi rispett, pro- 
iettano ; 

(~') C. SEaa~, Sulla scomposizione dei punti si~.golari delle superficie atgebriche (An- 
nali di Mat., set. 2 "~, vol. 25; 1893; n. ° 8). 

(.~) EN~IqUnS, Mere. cir., p. 34-35. 
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2) per il fatto che questi due punti sono sovrapposti, senza essere tut- 
tavia infinitamente vieini sulla curva 7: 0ssia eadono in un medesimo punto 
multiplo di questa curva; 

3) per it ratio che vengono proprio a coincidere sulla curva 7 i due 
punti the quegli ,S'3 rispett, proiettano. 

:Nel primo caso la congiungente dei due punti considerati sulla linea y~ 
la qua!e ~ una retta speciale~ dovr'~ appoggi,qrsi al piano .~. Ora a questo 
piano si appoggiano 90 rette speciali p (generatriei di -~), eiascuna deEe 
quali incontra 7 in 28 punti (n. ° 14); e corrispondentemente a ciascuno di 
questi 28 punti lo spazio proiettante ~ .p  ha uno dei suoi omologhi che coin- 
cide con esso. Troviamo cos] 90 spazi del faseio ~, ciascuno dei quali as- 
sorbe 28 coincidenze; c0mplessivamente dunque 2 8 . 9 0  coincidenze. 

II secondo caso si presenta soltanto per i 60 punti tripli della curva 7 
considerati al n. ° prec. Lo spazio del fascio ~ ct~e proietta uno di questi punti 
si pub considerare in tre modi diversi come uno spazio di cui due omologhi 
coineidono con esso; esso assorbir?~ percib 6 eoineidenze. 

Le coincidenze residue, in numero di:  

4 0 . 9 0 - -  2 8 . 9 0  ~ 6 .60-- - - - (40--  2 8 - -  4) .  9~ )~  8 . 9 0 ~  720 

saranno costituite dagll spazi del fascio ~ ehe proiettano quei punti (sempliei) 
di 7, ciascuno dei quali assorbe due vertiei di un t, rilatero di retie speciali, 
ossia due punti di contatto (infinitamente vicini) di uno spazio tritangente. E 
queste sono eoincidenze semplici. Sar~ dunque questo stess0, ossia 720, il 
numero degli spazi tritangenti con due punti di contatto infinitamente vicini; 
come gi~ avevamo trovato precedentemente. 

20. Le intersezioni della curva 7 ~°'~° eolla variet?~ Hessiana di V si ri- 
partiranno fra quei punti di contatto degli spazi tritangenti, nei quali le su- 
perficie intersezioni di questi spazi con V hanno punti doppi bip]anari (o uni- 
planari). Ciascuno di questi pt)nti dovrh anche trovarsi sopra una almeno detle 
due curve l~3 ° e f r o  che formano insieme l'intersezione della sviluppabi]e E ~°, 
sulla quale sta 7, colJa varieth Hessiana. 

Anzitutto la superficie intersezione di V con uno spazio tritangente pub 
acquistare un punto doppio biplanare (del tipo B4) per il fatto che due dei 
tre punti di contatto di questo spazio sono infinitamente vicini. Di questi punti 
biplanari ve ne sono 720-~  8 . 9 0 ,  e in ciascuno di essi la curva 7 ~ tan- 
genre alla retta asse del punto biplanare medesimo (n. ° ]8), la quate a sun 
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volta ~ ivi tangente alia ttessiana (n. ° 4). Dunque eiaseuno di questi punti 
assorbe due delle intersezioni eercate. 

Gli spazi tangenti a V net 60 punti eomuni ad essa e alla curva doppla 
della variet~t Hessiana (sono particolari spazi tritangenti~ e) ineontrano V se- 
condo superficie con punto doppio uniplanare. Ciaseuno di questi punti ~ triplo 
per ]a eurva 7 ( n.° 18) e doppio per la tIessiana (senza ehe le tangenti a 
quella appartengano al eono tangente di questa), e assorbirh percib 6 inter- 
sezioni. 

Tutte queste intersezioni appartengono alia linea /~90. 
Le intersezioni residu% in numero di: 

5 . 1 0 . 9 0 - - 2 . 8 . 9 0 - -  6 . 6 0 - -  3 0 . 9 0 : - -  2700 

dovranno cadere in punti eli eontatto di quegli spazi tritangenti pet quali i 
tre punti di contatto son pur sempre distinti, ma uno di questi ~ per la su- 
perficie intersezione con V punto doppio biplanare (in generale del tipo B3). 
Queste intersezioni~ che apparterranno alla linea p.~0 saranno in generale in- 
tersezioni sempliei. Vi saranno percib~ in generale, 30.90 = 2700 spazi tri- 
tangenti che incontrano V secondo superficie con un punto doppio biplanare 
e due punti doppi conici. Questi due punti doppi conici apparterranno allo 
spigolo di regresso a~7o della sviluppabile Z °°. 

21. Oli oo~ spazi tritangenti della variet~t V inviluppano un'altra su- 
perficie s~iluppabile, anche proiettivamente legata a V~ i cut piani tangenti e 
le cut generatriei saranno le intersezioni rispett, delle coppiee delle terne di 
spazi tritangenti eonsecutivi. 

Uno generico I1 ira questi spazi tritangenti tocchedt V in tre punti, con- 
giunti a due a due da tre rette speciali p, p', p";  e lungo queste rette la 
-~ariet~ V e ta svituppabile ~29° ammetteranno tre piani tangenti fissi rr~ r: ~', r~ 'I, 
tutti contenuti nello spazio II. Lo spazio tritangente IIt conseeutivo a II con- 
terr~ tre piani analoghi v:~ ~:'~, ~, i ,  rispett, conseeutivi ai precedenti; e 
poiehg le tre rette p, p', p,/, generatriei di 29°, possono considerarsi rispett. 
come intersezioni delle coppie di plant tangenti eonsecutivi 7: r:,, r:' ~'~ r:" ~"~, 
eos~ il piano 1I II~ dovr~ contenere queste stesse rette, e quindi i tre punti di 
contatto di II colla varietk V. 

La sviluppabile invituppata dagli ~ spazi tritangenti di V ha per piani 
tangenli i I)iani determinati daUe terne di punti di contatto di questi medesimi 
Sl~azi. 
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Similmente, per trovare le generatrici di questa nuova sviluppabile, po- 
tremo osservare the le tre rette speciali p~ p'~ p" dianzi considerate si ap- 
poggiano rispett, atle tre consecutive p~, p'~, p'~ in altrettanti punti P, P'~ 
P "  appartenenti alla linea ~7o; e percib l'intersezione del piano p p'p" col 
piano consecutivo p,p'~p'~ dovr~t contenere questi stessi Ire punti~ i quati 
dovranno trovarsi pertanto in linea retta. 

Le generatrici della stessa sviluppabile sono altrettanle trisecanti della 
curva ~7'~. Per ogni trilatero di rette speeiali i punti di contatto dei singoli 
lati co]la curva ~7o dovranno stare in linea retta; e ]e rette su cui stanno 
queste terne di punti saranno le generatrici della nuova sviluppabile (~). 

22. Possiamo determinare faeilmente l'ordine della nuova sviluppabile, 
e l 'ordine della variet~ dei suoi piani tangenti~ considerandone te intersezioni 
eolla variet~t eubiea V. 

La varietK dei piani tangenti p p'p" ineontra V secondo la (sola) svi- 
luppabile )2~°, la quale "~a eontata 14 volt% essendo questa la sua multipli- 
eifft per quella varieth di piani. L'ordine domandato sarh dunque 

14.90 . . . . . . . . . .  1 4 . 3 0  --:: 420. 
3 

(*) Si pub verifieare direttamente clte per ogni trilatero di rette speciali i punti di 
e.ontatto dei tati eolla curva o 27° stanno in linea retta. Infatti l 'equazione di una varietg V 
della quale lo spazio Xo = 0 sia uno spazio teitangente generieo si pub mettere sotto la 
forma: 

dove h ~ un eoetIieiente numerico~ e f -  2 cri~ x~ x~, (esseudo i coeffieienti ae~ , a~3, a44 tutti 
diversi da zero, se la variet£ no~ ha punti doppi). Lo spazio x o = 0 ~ allor,~ tangente a 
V nei tre punti fondamentali [2], [3]. [4], i quali saranno vertiei di un trilatero di rette 
speciali (affatto gener ic@ - -  Cercando le intersezioni del lato (ossia della ret ta  speciale) 
x o = x 1 ~x~- -=-0  colla varlet5 Hessiana di V (a eui esso ~ bitangente), si t rova  ehe 
queste dipendono dall 'equazione: 

di modo che sulla ret ta  eonsiderata sar£ x~- l -x  4 ~ - 0  il punto indieato con R al n. ° 12, 
mentre i due punti M, N saranno determinati datt 'equazione a~  x 3"~ - -  a~4 a, 4~ == 0. Pereib 

il punto di eontatto della medesima ret ta  colla linea ~ ~7o, che 5 il coniugato armonico di R 
rispetto alla eoppia M?~; sarh definito dalt'equazione a~ xz q- a~4 x~ ---- O. Eel ~ chiaro che 
questo punto e i suoi analoghi snlle due rette x o - - x  l = x z = O  e x o = x ~ - - - x  4 = 0  ap- 
partengono tutti alla recta: 

xo ~ xl = a2~ x2 -I- a~3 x3 -~ a44 x~ = O. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 37 
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Quanto alla sviluppabile stessa, come superficie luogo di rette, la sua 
intersezione con V si eompone: 

1. ° della curva z ~7°, contata anche 14 volte; 
2. ° di un terto numero di generatrici, corrispondentemente a quei casi 

in cui la retta the eontiene i punti di contatto di ~7o ton un tri]atero di 
rette speciali coincide con uno dei lati di questo stesso trilatero. Cib avviene 
quando due dei tre ]ati toccano a ~7~ helle ]oro intersezioni col terzo lato, 
ossia per quei 2700 spazi tritangen(i (n. ° 20) che incontrano V secondo sn- 
perficie con un punto doppio biplanare e due pnnti doppi conici. 

L'ordine della superficie sviluppabile di cui si tratta ~ dunque eguale a 

270.14-~-2700 =~-~ 2 7 0 . 8  ~ 2160 
3 

La sviluppabile inviluppala dagli oc~ spazi trltangenli della variet~t V 
di ordine 2160, e i suoi piani tange,nti formano una varietal di ordine 420. 

Questo inviluppo ~ di spazi tritangenti t~a per elementi stazionari i 
2700 spazi che incontra~w V secondo superficie con un punto biplanare e due 
punti doppi conici: poich~ le quadriche po]ari dei punti di uno di questi spazi 
hanno in ciascuno dei tre punti di contatto del medesimo spazio due interse- 
zioni fisse colla curva 7 ~°°. In uno di questi punti esse sono tangenti a 7, 
e gli altri due punti di contatto sono cuspidi di quest'ultima eurva. 

Di questo stesso inviluppo ~ si pub determinare anthe it genere, con 
un'applicazione della formula di ZrUT~E~. Fra  la sviluppabile Z ~° e la variet~ 
c ~  dei trilateri di rette speciali contenuti nei singoli spazi trifangenti si pub 
stabilire una corrispondenza (3, 14), faeendo corrispondere a og'ni generatriee 
di ~2 ~° i 14 trilateri a cui essa appartiene, e a ogni trilatero le 3 generatrici 
di y go che sono elementi. Fra  i 14 trilateri che hanno per lato una data retta 
speeiale ve ne sono due coineidenti quando eoincidono anche due dei 14 spazi 
tritangenti che passano per it piano ~ tangente lungo quella retta; e questo 
spazio tritangente, che va contato due volte, non pub essere the uno dei 2700 
spazi gi~ sopra eonsiderati. D 'a l t ra  parle vi sono 720 trilateri con due ]ati 
eoincidenti (n. 18). Segue da cib the nella formola generale: 

y - - - y ' - ~ - 2 x ( p ' - -  1 ) - - 2 x '  ( p - -  1) 

si dovrh porre x ~ 3 ,  x'--~-14; y z 2 7 0 0 ,  y' ~ 7 2 0 ;  e p ~ 1 3 6 .  Si ricava 
allora p' = 9 6 1 ;  e sarb~ questo il genere domandato. 
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Tenendo conto dei diversi caratteri finora determinati e applicando le 
solite ibrmole (cfr. ~td es. n. ° 11), si trova che l'inviluppo degli spazi tritan- 
genti ha uno spigolo di regresso di ordine 5820~ con 11400 cuspidi. 

SPAZI QUA DRITA'NGENTI. 

23. Dopo aver determinati gli e¢ ~- spazi bitangenti della varictb. V, ab- 
biamo considerata (n. i 15-17) la super~ieie F 7"~° luogo di quei 14 poll di 
ognuno di questi spazi the sono distinti, in generale, dai due punti di con- 
tatto; e dall'intersezione di questa superfieie con V, all'infuori delle linee ~90 
e p':°, abbiamo rieavata la lines 7°% luogo dei punti di contatto degli spazi 
tritangenti. In modo analogo potremo adesso considerate, corrispondentemente 
agli ~ spazi tritangenti, la linea ~. luogo di  quei 13 toro poli ehe sono in 
generale distinti dai punti di contatto; e ira le intersezioni di questa curvs 
eolla variet~ V dovranno trovarsi i punti di eontatto degli spazi quadritan- 
genti C). 

Determiniamo anzitutto rordine x di questa lines ~. A tal uopo baster~ 
osservare che una qusdrica qualunque del sistema polare incontra la eurva 

7 '°'~° in 20 90 punti, ehe si ripartiseono in 20.90 terne di punti mutuamente 
• 3 

eoniugati nell' involuzione L6. E le 2 x intersezioni della medesima quadrica 

colla eurva ). dovranno eomporsi preeisamente dei '20.9o 3 gruppi di 13 punti ehe 

insieme con quelle terne eostituiseono altrettanti gruppi eompleti della I,~. Sar~ 
dunque: 

20.90 
2 x ~ 1 3 . - - - - -  ossia x ~ 1 3 0 . 3 0 .  3 

Questa eurva )~3o.s0 star~ sulla superficie F 7.9° eonsiderata a ln .  ° 17, e ne 
sar~ anzi curva tripla. Infatti og'ni punto di essa, essendo polo di uno spazio 
tritangente, apparter~ alle C~ residue di tre diverse rette speeiali p (formanti 
uno dei soliti trilateri); e al variare di quel punto sulla linea ). queste C~ de- 
scriveranno tre falde della superficie F 7"~°, in generale distinte, passanti tutte 
per ),. 

(*) ENRIQUr~.~, Mem. tiC., p. 31-35. 
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24. Vediamo ora come si distribuiscano le intersezioni della curva 
)yo.3o colla variet'~ V. Si avran.no di queste intersezioni ogni qua] volta uno 
dei 13 poli Ulteriori di uno spazio tritangente - -  dei quali poli ta ]inea ). ~ 
appunto il luogo - -  appartiene anch'esso alla varietk V: % quando cib a'~- 
viene, pub darsi che questo polo ulteriore sia distinto dai primi tre, e allora 
esso sarh un quarto punto di contatto del medesimo spazio con V, e si avdt 
uno spazio quadritangente; ma pub anehe darsi che esso coincida con uno 
dei primi tr% ossia con uno dei tre punti di contatto dello spazio considerate, 
e allora questo punto di contatto, coincidendo con uno dei punti ad esso coniu- 
gaff nell'involuzione I~ ,  starh sulla variet~t ttessiana di V, e sarh un punto 
biplanare o uniplanare per la superficie intersezione di V collo spazio tritan- 
genre di cui si trattn. 

Ora gli spazi tritangenti che incontrano V secondo superfieie con punti 
doppi biplanari o uniplanari sono: 

I 3 0 . 9 0  spazi che determinano come sezioni superfieie con due punti 
doppi conici e un punto biplanare del tipo B~ (n. ° 20);  

Gli 8 . 9 0  spazi ehe segano superficie con un punto doppio conico e un 
punto biplanare del tiP0 B4 (n. ° 18); 

I 60 spazi che segano superficie con punto uniplanare (n. ° 18). 
:Nel primo caso due dei 16 poli delto spazio di cui si tratta coincidono 

nel punto biplanare della superficie intersezione di questo spazio con V; e 
percib la linen ). passer~t anch'essa (semplicemente) per questo punto biplanare. 
Questo punto appartiene alla linen p, della quale ~ anzi punto doppio (poich~ 

punto R .... cfr. n. ° 12 --- per ognuna-delle due rette speeiali useenti da 
esso) ; dunque, detle tre falde della euperficie F 7"~° che passano per esso, certo 
due son() osculatrici a V in quel punto (ehe non ?~, per esse punto singolare), 
e pereib la linea ),, che sta su di esse, avrh pure in quel punto un contatto 
di 2. 0 ordine con E Ciascuno di 
intersezioni (almeno) della linen ~. 

:Nel secondo caso si tratta di 

questi 3 0 . 9 0  punti assorbir~ dunque tre 
colla variet~ V. 
uno spazio tritangente con due punti di 

contatto infinitamente vicini; e in questo punto di contatto coincidono allora 
non soltanto due, ma tre fra i 16 poli di quello spazio (*). Pereib questo spazio 

(~) Pi6 generalmente anzi, ogni spazio tangente il quale incontri V secondo una su- 
perficie con un punto doppio biplanare del tipo B 4 ha tre dei suoi poli coincidenti in 
questo punto. [nfatti questo punto X apparterrh a una retta speciale p, sulla quale sar£ 
punto doppio dell'involuzione ivi segata dalle quadriche de! sistema polare, e apparterr£ 
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conten;~, anch'esso, eomplessivamente, quattro dei propri poll, e per il suo polo 
tviplo passer~ (semplieemente) la eurva L In questo punto due delle ire fatde 
della superfieie F :'9° si eonfondono (perch5 nel triangolo dei punti di contatto 
sono venuti a coineidere due dei tre lati), ma  la terza falda (quella che corri- 
sponde al terzo lato del triangolo) ~ distinta da quest% passa semplieemente per 
quel punto, ed 5 ivi tangente a V (pereh~ il punto di cut si t rat ta apparticne 

alla sua linea di contatto /~ con V stessa). Percib in tutti questi 720 punti la 
linea it sar~ tangente  (in generale  semplicemente) alla variet~ K 

Infine u.no spazio tangente  il quale incontri la varieth V seeondo una 
superfieie con punto doppio uniplanare (del tipo pih g e n e r a l e ) h a  quattro dei 
suoi poti eoincidenti nel punto di eontatto : poieh~ le quadriche del sistcma po- 
lare che passano per quest()punto vi hanno un piano tangente  fisso (1o stesso 
piano ehe g ivi tangente  alla superficie cubiea intersezione di V collo spazio 
proposto), e hanno percib, fuori di quel punto, sole 12 intersezioni. Dunque 
i 60 punti di questo tipo staranno aneh'essi sulla eurva it. Dieo ora che questa 
eurva ha in ognuno di essi un contatto di 2. 0 ordine colla variet~ V. Infatti 

la superficie F ''~(' passa per ognuno di questi punti con tre falde eompleta- 
mente distinte;  e per eiaseuna di queste falde vengono ivi a riunirsi il con- 

tatto con V lungo un ramo di linea ~ e l ' intersezione semplice con V lungo 
un ramo di linea 7 (~). Pereib eiascuna di queste falde sarh in quet punto 

pure alla C~ residua di questa retta (v. la prima nora ~1 n. ° 12); percib le c~ quadriche 
del sisgema poIare ehe passano per esso (e ehe sono le polari dei punti detlo spazio tan- 
genre considerate) saranno tutte ivi tangenti alla retta p, e avranno a eomune, fuori di 
quel l?unto, soltanto le i:3 loro intersezioni residue eolla curva C~. Lo spazio proposto 
avr'£ dunque soli 13 poli (tutti sempliei) dis~inti da X, e pereib gti altri tre eoineideranno 
con & e. s. v. d. 

(*) L'ectuazione d iuna  varieti~ eubica tangen~e allo spazio a" 0--  0 nel punto fonda- 
mentale [4] e ineontrata d~ questo spazio secondo una superficie con punto uniplanare 
det gipo pia generale si pub mettere sotto ]a tbrma: 

~'o f + (xl t x~ + x~)~ ~,4 + x, x~ x8 = 0 
4 

dove f~2 X;hx~: .W~, e x o = x 1 + xe + x 3 = 0 ~ il pia, no tangente a quest'ultima superficie 
o 

net punto uniplanare. I plant taugenti nel punto [4] alle tre falde della superfieie /,,7.9o 
saranno allora rappresentati, nello spazio x o ---0, rispettivamente dalle equazioni: 

071 ~ X 2 J22 ~ g J  3 023~(x21 

e avrauno a comune l~ tetra te~ = x 2 = x~, che sar£ la tangente alla linea L [ tre rami 
della linea T saranno tangeuti rispetti~'amente alla retta X 1---,~2 = 0 e alle due analoghe ; 
e i. tre rami della linea ,~ alia tetra a~,--x~ ~ x.~ ~ 0 e analog'he (ottenute permutando 
gti indict ], 2, 3). 
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oseulatrice atla variet~ V; e lo stesso avverr~ per la linea )., eomune alle tre 
falde. 

Si osservi pot the in nessuno dei punti finora eonsiderati la linea ). pub 
avere con V~ in generale, un contatto di ordine superiore a quello indicato, 
perc!l~ cib renderebbe il numero degli spazi quadritangenti inferiore a un li- 
mite, al di ~otto del quale si potrebbe v e r i f i e a r e -  esaminando qualche easo 
particolare - -  ch'esso non pub certamente diseendere. 

Le intersezioni residue della tinea k eolta varieth V saranno (precisamente) 
i punti di contatto degli spazi quadritangenti a /7, i quali sarann 9 punti tripli 
della sviluppabile 1~ ~' e della sua eurva doppia 7 ~°'~°. Il loro numero sara: 

3 .  130 .30  - -  3 . 3 0 . 9 0 - -  2 . 8 . 9 0 - -  3 . 6 0  

( 1 3 0 - - 9 t ) -  16 - - 2 ) .  90-== 2 2 . 9 0  == 1980. 

E il numero degli spazi quadritangenti sarh la quarta parle di quest'ul- 
timo :numero, clog 11 .45  == 495. 

La varieth cubica generale dello spazio S~ ha 495 spazi quadritange~,ti. 
E riassumendo : 
Le rette speciali contenute in una varieth cubiea generale [ormano u~a 

~'igata sviluppabile di ordine 90, co1~ c~trva doppia di o~'dine 900, e 2040 
(=1980  n a 60) punti triijli, che sono tall anche per la su~ cu~'va doppia. 

Questa superficie sviluppabile e la sua curva doppia sono i luoghi dei 
punti di co~tatto rispett, degli spazi hita~ge~ti e degli spazi tritanger~ti della 
varieth cubica proposla. 

Fra  gli spazi tritangenti ve ne sono in particolare: 
2700 che i~wontrano la varlet& secondo superficie co~ uu punto doppio 

biplanare e due punti doppi conici ; 
720 con due punti di co~tat[o infinitamente vicini ; 
60 col ire punti di contatto riuniti in unico punto~ che ~ pu~to unipla- 

nare della superficie sezione ; 
495 quadrita~wenli (e percib elementi quadrupli det sist~:ma oc degli 

spazi tritangenti). 
Queste ultime due categorie di spazi toeeano la variet~ net 

60 -}- 4 .  495 = 2040 

punti che sono tripli per la svituppabite sopra aecennata e per la sua curva 
doppia. 
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25. II numero degli spazi quadritangenti di una varieth eubica di S, 
si pub verificare direttamente in qualche easo speeiale; e ei5 riesce partico- 
larmente facile nel caso di una varieth con set punti doppi indipendenti (e 
pereib generabile con tre reti proiettive di spazi &, in posizione generale (*)), 
avvertendo che dovranno allora considerarsi come quadritangenti tutti gli spazi 
che incontrano la varietg seeondo vuperfieie con 4: punti doppi (o east parti- 
coIari di queste), e ehe ogni spazio il quale contenga h(_~ 4) punti doppi 
della variet~t proposta e la tocchi in altri 4 - - h  punti (sempliei) dovrg con- 
tarsi come equivalente a 2 h spazi quadritangenti del caso generale (analog'a- 
mente a cib che avviene per le tangenti doppie de]le ]inee piane, e i plant 
tritangenti delle superficie di $3). 

Cominciamo col dimostrare che una variet~t cubiea V con set punti doppi 
indipendenti non ha spazi quadritangenti propriamente detti~ ossia non am- 
metre sezioni iperpiane con 4 punti doppi indipendenti~ dei quali nessuno sia 
doppio anehe per essa. Infatti, se vi fosse uno spazio quadritangente non pas- 
sante per aleun punto doppio di V, per ognuno dei suoi 4 punti di eontatto 
le set retie della variet~t V che ne eseono (**)dovrebbero coineidere a 2 a 2; 
e siceome ]e m '  retie eontenute in V si ripartiscono in ire diversi sistemi~ 
due di I. 0 ordine e uno di 4. 0 or(line (***)~ cosi una almeno di quelle ire retie 
dovrebbe essere comune a due di questi sistemi. Allora ogni spazio ,5:, pas- 
sante per questa retta comune r incontrerb. V secondo una superfieie cubiea~ 
sulla quale la r conterh come 2 almeno fi'a ]e 27 retie ivi contenute; e perci5 
ognuna di queste e~ ' superficie sezioni dovr~ avere sopra r qualehe punto 
doppio (****). Ora cib non b possibite senza che la varietg V abbia anch'essa 
sopra r almeno un punto doppio; e to spazio quadritangente considerato pas- 
serebbe allora per questo punto doppio, contrariamente alt'ipotesi ehe si era 
fatta. 

26. Ogni spazio quadritangente della varieth proposta V dovdt dunque 
passare per uno almeno dei set punfi doppi. 

(*) C, Ssaa~, Sulle varietd cubiche dello spazio a quattro dimensioni . . . .  {Mere. 
Aec. di Torino, set. II, vol. 39 °, 1888; n. ° 13). 

(*'*) E non ~ nemmeno possibile che da qualcmm di questi punti escano infinite 
rette eontenute in V; perch~ queste retie dovrebbero start tutte hello spazio tangente in 
quel punto, e questo spazio non poCrebbe ~llora ineontvare V seeondo un.~ superfieie con 
4 punti doppi. 

(~*~) SEmele, Mere. ciL, n. ° I'L 
(~*~'*) KLEIn, Math. Ann. VI, p. 566. 
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Ora in una varieth, eubiea con 6 punti doppi indipendenti it eono sestieo 
di rette uscente da uno qualunque X di questi punti si spezza in due eoni 
eubici aventi a eomune le einque rette the eongiungono X medesimo agli 
altri cinque punti doppi; e proiettando la variet~ dal punto doppio X sopra 
uno spazio & ~ ~r, quei due eoniei eubiei vi determineranno, come traeeie due 
eubiehe sghembe l 6 Ic' con einque punti a comune (e eontenute in una me- 
desima quadriea). Tutte le superfieie sezioni di V con spazi S~ passanti per X 
si proietteranno sopra 7:, seeondo plant; e in particolare quelle superfieie ehe 
oltre ad X hanno altri tre punti doppi indipendenti si proietteranno seeondo 
plant tritangenti della eurva complessiva formata dalle due cubiche i t e  F, 
potendo tuttavia uno o pih dei tre eontatti venir sostituiti dal passaggio per 
altrettanti fra i punti comuni alle stesse eubiehe. A queste condizioni sod- 
disfanno : 

1) tutti i plant ehe eongiungono tre dei einque punti eomuni alle eu- 
biche l~ e lc'~ e questi saranno immagini di sezioni iperpiane passanti per X 
e per tre altri punti doppi della ~,ariet~ proposta; 

2) tutti i plant che passano per uno dei punti comuni a quelle due 
eubiehe~ e sono tangenti a eiaseuna di esse in un altro punto. Questi plant 
saranno immagini di sezioni determinate da spazi S~ ehe passano per X e 
per un seeondo punto doppio, e toeeano inoltre la variet~ proposta in due 
punti ulteriori; e per ognuno dei punti eomuni atle tinee l~ e ]~' passeranno 
quattro di questi piani (i plant tangenti eomuni dei eoni quadriei ehe da quel 
ptmto proiettano le due eubiehe). 

])] evidente pot ehe un piano tritangente della eurva eomplessiva lc ~- k' 
il quale passi per due dei 5 punti doppi non pub a meno di passare anehe 
per un terzo di questi punti; e non vi sono nemmeno plant tritangenti ehe 
non passino per aleuno di questi punti doppi. 

Riassumendo dunque~ dovranno eomputarsi come spazi quadritangenti: 

( 6 ) - - 1 5 s p a z i c h e e o n g i u n g o n o 4 f i ' a i 6  punt idoppidel la  1) Tutti i 4 

variefft proposta~ e eiaseuno di questi sar~t equivalente a 16 spazi quadri- 
tangenti propriamente detti; 

2) Tutti gli spazi ehe passano per due di quei 6 punti doppi e toe- 
eano la varietS~ proposta in altri due punti (sempliei), avvertendo ehe per 

delle ( 6 2 ) =  15 eoppie di punti doppi si possono eondurre 4 di tall ognuna 

spazi~ e che ognuno di essi va contato 4 volte. 
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Questi spazi equivarraneo eomplessivamente a 

1 6 . 1 5  + 4 . 4 . 1 5  ~ 480 

spazi quadritangenti; n~ vi saranno altre sezioni iperpiane con 4 punti doppi 
indipendenti. 

Bisogna perb ancora tenet conto di quelle sezioni iperpiane che sono 
casi partieolari eli superficie con 4 punti doppi, potendosi ottenere da quesie 
col far avvicinare indefinitamente due o pih dei punti doppi medesimi. In 
particolar% facendo avvicinare indefinitamente due di questi punti, e contem- 
poraneamente anehe gli altri due (fra lot% ma non ai primi)~ la superficie 
si riduce al limite a una rigata cubica, avente per direttrice doppia la con- 
giungente dei due punti doppi distinti che ancora rimangono (*). Ora ogni 
varietk cubica con due punti doppi ammette lungo la retta che congiunge 
questi due punti un S~ tangente fisso, che l'incontra preeisamente secondo una 
rigata cubica con questa stessa retta come direttrice doppia; e di queste se- 

( 6 ) ,  ossia 15. N~ vi sono altre zioni iperpiane ve ne sono nel nostro caso 2 
k ] 

sezioni iperpiane che debbano considerarsi come casi particolari di superficie 
con 4 punti doppi. Risulta percib eguale a 480-Jr 15, ossia 495, il numero 
complessivo degli spazi quadritangenti, opportunamente ~'alutati, come si era 
dimostrato in generale al n. ° 24. 

Torino, 5'[arzo 1904. 

(*) Infatti 1' equazione di un~ superfieie cubica eoi qua~tro punti doppi 

x = y = z = O ,  , v = y = w = 0 ,  x=z=y-kkw-----O, y = w = x - k k ' z = O  

(dove k e k '  sono eostanti non nulle) si pub metteve sotto ]a forms: 

dove a, b, e, d sono le 4 eostanti omogenee che devono ancora rimanere. Facendo avvi- 
cin~re indefinitamente gli ultimi due punti doppi rispettivamente ai primi due, si ha al 
limite k = U = O; e t 'equazione assume la forma: 

¢~(ay + b~) +u~ (c x + d~) = o  

ehe rappresenta pveeisamente una rigata eotla direttriee doppia x = y  = O. 

Annati di Matematiea~ Serie tII, tome X. 38 


